2.1 Wstep

Zagadnienia zwiazane z nieliniowym i nielokalnym oddzialywaniem wystepuja powszechnie
we wspolczesnej technice i technologii. Nieliniowo$¢ pojawia sie w zwiazku ze szczegdlnymi
wladciwos$ciami materialéw lub w wyniku oddzialywania o$rodka materialnego z silnymi po-
lami. Natomiast nielokalno$¢ zwiazana jest z pamieciag wybranych materialéw, gdzie prowadzi
do wystepowania calek wzgledem czasu w réwnaniach, lub jest wynikiem oddzialywania pdl z
o$rodkiem, gdzie prowadzi do calek po przestrzeni. Klasycznym przyktadem jest teoria kine-
tyczna, np. czton zderzeniowy w réwnaniu Boltzmanna, czy tez réwnania Vlasova-Maxwella
dla plazmy bezzderzeniowej.

Przedstawione ponizej przyklady ilustruja szeroki zakres réznorodnych zastosowan réw-
nan rézniczkowo-catkowych w fizyce i technice. Wazng dziedzing zastosowan sa zagadnie-
nia zwigzane z problemami relaksacji. Dotyczy to np. nowoczesnych materialéw z pamiecia,
materialéw lepko-sprezystych oraz modelowania proceséw produkcyjnych np. wytwarzania
polimerow. Wszedzie gdzie wystepuje zjawisko histerezy, nielokalno$¢ w czasie pojawia sie
w sposob naturalny na pierwotnym, Scistym poziomie opisu. Dla bardzo szybkich proceséw
takie wlasciwosci wykazuja réwniez ”zwykle” materialy. Nielokalno$¢ przestrzenna pojawia
sie w sposéb naturalny w opisie statystycznym zjawisk, np. przy badaniu zjawiska koagula-
cji [6], [7]. Waznym przykladem zastosowan w mechanice jest teoria ”ciaglych krysztaléw”,
gdzie dokonuje sie przejécia granicznego od o$rodka dyskretnego do ciaglego (Kroener). W
zwigzkach konstytutywnych pojawiaja sie wowczas catkowania po przestrzeni. Réwniez w
modelu pseudokontinuum (Kunin, Kroener, Rogula) mozliwy jest opis o$rodka dyskretnego
jako kontinuum za cene wystepowania zwigzkéw nielokalnych. W elektrodynamice o$rodkéw
ciaglych zwigzki miedzy polami E, B oraz D, H, opisujace wlasciwosci osrodka, wyrazaja sie
w 0golnosci zwigzkami nielokalnymi z calkowaniem po czasie i przestrzeni. Tylko dla pewnych
skal czasowych i przestrzennych mozliwe jest zaniedbanie dyspersji czasowej i przestrzennej
osrodka. Bardzo waznym obszarem zastosowan jest nieliniowa akustyka i nieliniowa optyka
oSrodkéw materialnych. Aktualny przyklad z akustyki stanowi praca V. Guseva (J. Aco-
ustic Soc. Am. 2005, 11 (4 Pt 1), 1850), gdzie réwnanie rézniczkowo-catkowe opisuje opisuje
propagacje fali akustycznej w rezonansowych pretach zbudowanych z materiatlu z histere-
z3 1 kwadratowa nieliniowoScia. Inny, ciekawy przyklad zastosowania w mechanice peknieé
pochodzi z pracy Y. Antipova, ktéry pokazal, ze wbrew oczekiwaniom pekniecia moga sie
propagowadé szybciej niz dzwiek w oérodku (www.math.lsu.edu/antipov).

Podstawowym narzedziem opisu nielokalnych zjawisk sa réwnania rézniczkowo-catkowe.
W przypadku zlozonych zjawisk sa to skomplikowane réwnania, dla ktérych standardowe
metody zawodza i zwykle stosuje sie metody przyblizone a najczesciej metody numeryczne.
Wada tych ostatnich jest to, ze sa pracochtonne i czesto zawodza w przypadku problemoéw nie-
liniowych. Przede wszystkim jednak nie daja wgladu w mechanizm zjawiska, nie pozwalaja na
jakoSciowe zrozumienie przebiegu procesu i wplywu poszczegdlnych parametréw, tak wazne
w projektowaniu konkretnych urzadzen. Dlatego istotna jest mozliwosé znajdowania Scistych
analitycznych rozwiazan, nawet jesli sa to tylko rozwiazania przyblizonych réwnan opisuja-
cych uproszczony model zjawiska. Czesto uzyteczne jest zbadanie $cistych wlasciwosci rozwia-
zan bez znajdowania samych rozwigzan. Znajomos¢ Scistych rozwiazan lub przynajmniej ich
ogOlnej postaci jest uzyteczna przy konstruowaniu metod przyblizonych, np. rozwinie¢ per-
turbacyjnych wokét danego rozwigzania. Naturalnym i uniwersalnym narzedziem do badania
takich zagadnien jest teoria grup Liego, co pokazuje przyklad réwnan rézniczkowych [4], [33],
[36]. Stad narodzit sie pomyst uogdlnienia tych metod i ich zastosowania w przypadku réwnan
rézniczkowo-catkowych. Znaczenie metod symetrii w nauce jest nieocenione, a ich zastosowa-
nie ma dlugy tradycje. Praktycznie wszystkie znane rozwigzania réwnan nieliniowych zostaty
znalezione dzieki symetriom tych réwnan, cho¢ nie zawsze Swiadomie. Zastosowanie teorii
grup pozwala wyznaczaé szczegdlne rozwigzania, tzw. rozwigzania niezmiennicze, klasyfiko-
wacl takie rozwigzania, bada¢ wlasciwosci rozwiazan bez konieczno$ci rozwiazywania samych
réwnan, upraszczaé réwnania (np. redukujac ich rzad lub liczbe zmiennych), co pozwala dalej



stosowaé metody przyblizone i numeryczne. W przypadku skomplikowanych réwnain nielinio-
wych, zwlaszcza rézniczkowo-catkowych, sa to jedyne, dostepne metody analityczne. Zadne
inne metody nie maja tak szerokiego zakresu zastosowan.

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wyrosta z badania konkretnego zagadnienia
technicznego, jednowymiarowej plazmy Vlasova-Maxwella. W tym przypadku, opisanym réw-
naniami rézniczkowo-catkowymi szczegolnej postaci, udalo sie¢ wyznaczy¢ pelng grupe syme-
trii, poklasyfikowa¢ podgrupy niezmiennicze i znalezé konkretne rozwigzania niezmiennicze
odpowiadajace tym podgrupom, a nastepnie skonstruowaé¢ nowe rozwigzania. Uzyskane re-
zultaty i skutecznosé metody sklonity autora do poszukiwania uogdlnien, umozliwiajacych
zastosowanie tej metody do innych zagadnient z nielokalnym i nieliniowym oddziatywaniem,
wystepujacych we wspomnianych wyzej dziedzinach techniki. Byla to droga od szczegétu
(konkretny problem z techniki plazmy) do ogétu (sformutowanie ogélnej metody o szerokim
zakresie praktycznych zastosowan). W drodze uogdlnierr postaci czlonu calkowego zostala
zbudowana ogélna metoda badania réwnan rézniczkowo-catkowych, obejmujaca praktycz-
nie wszystkie rownania wystepujace w zagadnieniach technicznych. Najpierw uogdlniono po-
przednie wyniki dotyczace szczegdlnej postaci réwnan na ogolny przypadek réwnan ze staltym
lub zmiennym obszarem caltkowania ale niezaleznym od zewnetrznych wzgledem catkowania
zmiennych [H1=>52]. Nastepnie dolaczono mozliwosé wystepowania tzw. argumentéw funkcjo-
nalnych (np. opéznionych lub przedwczesnych) [H2=>54]. Pozwala to na zastosowanie metody
do ukladéw ze sprzezeniem zwrotnym. W ostatecznej formie metody [H5=57], [58]) czlon
catkowy moze zaleze¢ od zewnetrznych wzgledem calkowania zmiennych, w tym od zmien-
nej zaleznej i od jej pochodnych. Prowadzi to do dynamicznej zmiany obszaru calkowania.
Takie réwnania pojawiaja sie w nieliniowej akustyce i w nieliniowej optyce, gdzie wskutek
samoogniskowania sie silnej wiazki $§wiatta lub impulsu akustycznego zmienia si¢ efektywny
obszar oddzialywania z innymi modami (catka przekrywania). W budowaniu tych uogdlnien
zachowano praktyczny charakter metody nastawiony na zastosowania - wyznaczanie i bada-
nie wlasciwosci rozwigzan réwnan rézniczkowo-catkowych opisujacych konkretne zagadnienia
techniczne. Ponadto przedstawiono nowe zastosowania w przypadku waznych, konkretnych
zagadnien techniki plazmy: przypadek $cidle sferyczny majacy zastosowanie do ogrzewania
plazmy w procesie reakcji termojadrowej [H4=>56] oraz przypadek plazmy w polu magne-
tycznym (wplyw pola magnetycznego Stonica lub Ziemi na magnetosfere oraz zachowanie sie
plazmy laboratoryjnej w putapkach magnetycznych) [H3=55].

Niniejsza rozprawa habilitacyjna stanowi podsumowanie dorobku naukowego autora doty-
cz3cego zastosowania teorii grup do badania uktadéw réwnan rézniczkowo-catkowych opisuja-
cych uklady dynamiczne z nieliniowym i nielokalnym oddzialywaniem. Dorobek ten zawarty
jest w oryginalnych pracach autora [49]-[58]. Prace [52]=[H1], [54]=[H2], [65]=[H3], [56]=[H4]
i [b7]=[H5], ktére zawieraja najistotniejsze oryginalne idee autora, zostaly wlaczone do ni-
niejszej rozprawy. Kwintesencja sformutowanej teorii jest twierdzenie, tzw. infinitezymalne
kryterium niezmienniczo$ci réwnan rézniczkowo-catkowych, stanowiace warunek konieczny
niezmienniczoéci danego ukladu réwnan wzgledem poszukiwanej grupy symetrii. Wazna cze-
$cig teorii jest oryginalna metoda rozwigzywania tzw. réwnan okre$lajacych na generatory
grupy symetrii, co stanowi gléwng trudnosé techniczng przy stosowaniu dowolnej metody.
Polega ona na zastosowaniu lematu Lagrange’a pozwalajacego na przejscie do wyrazenia
podcatkowego, co sprowadza odpowiednie liniowe rézniczkowo-catkowe réwnanie okreslajace
do liniowego réwnania rézniczkowego. Zaproponowana teoria nalezy do grupy metod bez-
posrednich (patrz punkt 2.2). Jej efektywnosé zostala potwierdzona zastosowaniami w fizyce
plazmy i optyce nieliniowej. Znalazta tez nasladowcéw i kontynuatoréow. Ozer uzyt tej metody
i prébowal ja uogdlnia¢ w pracy [37] do wyznaczenia symetrii réwnan Benneya opisujacych
dwuwymiarowy przeplyw nielepkiego plynu w polu grawitacyjnym za$ w [38] do grupowej
analizy bezzderzeniowego réwnania Boltzmanna szczegdlnego typu. Frewer, Oberlack i Guen-
ther postuzyli sie ta metoda badajac réwnowaznos$¢ réwnan Eulera, opisujacych stacjonarny,
osiowo-symetryczny przepltyw niescisliwego plynu i réwnania Bragga-Hawthorne’a [16].
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