
2.1 Wst¦p

Zagadnienia zwi¡zane z nieliniowym i nielokalnym oddziaªywaniem wyst¦puj¡ powszechnie
we wspóªczesnej technice i technologii. Nieliniowo±¢ pojawia si¦ w zwi¡zku ze szczególnymi
wªa±ciwo±ciami materiaªów lub w wyniku oddziaªywania o±rodka materialnego z silnymi po-
lami. Natomiast nielokalno±¢ zwi¡zana jest z pami¦ci¡ wybranych materiaªów, gdzie prowadzi
do wyst¦powania caªek wzgl¦dem czasu w równaniach, lub jest wynikiem oddziaªywania pól z
o±rodkiem, gdzie prowadzi do caªek po przestrzeni. Klasycznym przykªadem jest teoria kine-
tyczna, np. czªon zderzeniowy w równaniu Boltzmanna, czy te» równania Vlasova-Maxwella
dla plazmy bezzderzeniowej.

Przedstawione poni»ej przykªady ilustruj¡ szeroki zakres ró»norodnych zastosowa« rów-
na« ró»niczkowo-caªkowych w �zyce i technice. Wa»n¡ dziedzin¡ zastosowa« s¡ zagadnie-
nia zwi¡zane z problemami relaksacji. Dotyczy to np. nowoczesnych materiaªów z pami¦ci¡,
materiaªów lepko-spr¦»ystych oraz modelowania procesów produkcyjnych np. wytwarzania
polimerów. Wsz¦dzie gdzie wyst¦puje zjawisko histerezy, nielokalno±¢ w czasie pojawia si¦
w sposób naturalny na pierwotnym, ±cisªym poziomie opisu. Dla bardzo szybkich procesów
takie wªa±ciwo±ci wykazuj¡ równie» "zwykªe" materiaªy. Nielokalno±¢ przestrzenna pojawia
si¦ w sposób naturalny w opisie statystycznym zjawisk, np. przy badaniu zjawiska koagula-
cji [6], [7]. Wa»nym przykªadem zastosowa« w mechanice jest teoria "ci¡gªych krysztaªów",
gdzie dokonuje si¦ przej±cia granicznego od o±rodka dyskretnego do ci¡gªego (Kroener). W
zwi¡zkach konstytutywnych pojawiaj¡ si¦ wówczas caªkowania po przestrzeni. Równie» w
modelu pseudokontinuum (Kunin, Kroener, Rogula) mo»liwy jest opis o±rodka dyskretnego
jako kontinuum za cen¦ wyst¦powania zwi¡zków nielokalnych. W elektrodynamice o±rodków
ci¡gªych zwi¡zki mi¦dzy polami E;B oraz D;H, opisuj¡ce wªa±ciwo±ci o±rodka, wyra»aj¡ si¦
w ogólno±ci zwi¡zkami nielokalnymi z caªkowaniem po czasie i przestrzeni. Tylko dla pewnych
skal czasowych i przestrzennych mo»liwe jest zaniedbanie dyspersji czasowej i przestrzennej
o±rodka. Bardzo wa»nym obszarem zastosowa« jest nieliniowa akustyka i nieliniowa optyka
o±rodków materialnych. Aktualny przykªad z akustyki stanowi praca V. Guseva (J. Aco-
ustic Soc. Am. 2005, 11 (4 Pt 1), 1850), gdzie równanie ró»niczkowo-caªkowe opisuje opisuje
propagacj¦ fali akustycznej w rezonansowych pr¦tach zbudowanych z materiaªu z histere-
z¡ i kwadratow¡ nieliniowo±ci¡. Inny, ciekawy przykªad zastosowania w mechanice p¦kni¦¢
pochodzi z pracy Y. Antipova, który pokazaª, »e wbrew oczekiwaniom p¦kni¦cia mog¡ si¦
propagowa¢ szybciej ni» d¹wi¦k w o±rodku (www.math.lsu.edu/antipov).

Podstawowym narz¦dziem opisu nielokalnych zjawisk sa równania ró»niczkowo-caªkowe.
W przypadku zªo»onych zjawisk s¡ to skomplikowane równania, dla których standardowe
metody zawodz¡ i zwykle stosuje si¦ metody przybli»one a najcz¦±ciej metody numeryczne.
Wad¡ tych ostatnich jest to, »e s¡ pracochªonne i cz¦sto zawodz¡ w przypadku problemów nie-
liniowych. Przede wszystkim jednak nie daj¡ wgl¡du w mechanizm zjawiska, nie pozwalaj¡ na
jako±ciowe zrozumienie przebiegu procesu i wpªywu poszczególnych parametrów, tak wa»ne
w projektowaniu konkretnych urz¡dze«. Dlatego istotna jest mo»liwo±¢ znajdowania ±cisªych
analitycznych rozwi¡za«, nawet je±li s¡ to tylko rozwi¡zania przybli»onych równa« opisuj¡-
cych uproszczony model zjawiska. Cz¦sto u»yteczne jest zbadanie ±cisªych wªa±ciwo±ci rozwi¡-
za« bez znajdowania samych rozwi¡za«. Znajomo±¢ ±cisªych rozwi¡za« lub przynajmniej ich
ogólnej postaci jest u»yteczna przy konstruowaniu metod przybli»onych, np. rozwini¦¢ per-
turbacyjnych wokóª danego rozwi¡zania. Naturalnym i uniwersalnym narz¦dziem do badania
takich zagadnie« jest teoria grup Liego, co pokazuje przykªad równa« ró»niczkowych [4], [33],
[36]. St¡d narodziª si¦ pomysª uogólnienia tych metod i ich zastosowania w przypadku równa«
ró»niczkowo-caªkowych. Znaczenie metod symetrii w nauce jest nieocenione, a ich zastosowa-
nie ma dªug¡ tradycj¦. Praktycznie wszystkie znane rozwi¡zania równa« nieliniowych zostaªy
znalezione dzi¦ki symetriom tych równa«, cho¢ nie zawsze ±wiadomie. Zastosowanie teorii
grup pozwala wyznacza¢ szczególne rozwi¡zania, tzw. rozwi¡zania niezmiennicze, klasy�ko-
wa¢ takie rozwi¡zania, bada¢ wªa±ciwo±ci rozwi¡za« bez konieczno±ci rozwi¡zywania samych
równa«, upraszcza¢ równania (np. redukuj¡c ich rz¡d lub liczb¦ zmiennych), co pozwala dalej
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stosowa¢ metody przybli»one i numeryczne. W przypadku skomplikowanych równa« nielinio-
wych, zwªaszcza ró»niczkowo-caªkowych, s¡ to jedyne, dost¦pne metody analityczne. �adne
inne metody nie maj¡ tak szerokiego zakresu zastosowa«.

Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wyrosªa z badania konkretnego zagadnienia
technicznego, jednowymiarowej plazmy Vlasova-Maxwella. W tym przypadku, opisanym rów-
naniami ró»niczkowo-caªkowymi szczególnej postaci, udaªo si¦ wyznaczy¢ peªn¡ grup¦ syme-
trii, poklasy�kowa¢ podgrupy niezmiennicze i znale¹¢ konkretne rozwi¡zania niezmiennicze
odpowiadaj¡ce tym podgrupom, a nast¦pnie skonstruowa¢ nowe rozwi¡zania. Uzyskane re-
zultaty i skuteczno±¢ metody skªoniªy autora do poszukiwania uogólnie«, umo»liwiaj¡cych
zastosowanie tej metody do innych zagadnie« z nielokalnym i nieliniowym oddziaªywaniem,
wyst¦puj¡cych we wspomnianych wy»ej dziedzinach techniki. Byªa to droga od szczegóªu
(konkretny problem z techniki plazmy) do ogóªu (sformuªowanie ogólnej metody o szerokim
zakresie praktycznych zastosowa«). W drodze uogólnie« postaci czªonu caªkowego zostaªa
zbudowana ogólna metoda badania równa« ró»niczkowo-caªkowych, obejmuj¡ca praktycz-
nie wszystkie równania wyst¦puj¡ce w zagadnieniach technicznych. Najpierw uogólniono po-
przednie wyniki dotycz¡ce szczególnej postaci równa« na ogólny przypadek równa« ze staªym
lub zmiennym obszarem caªkowania ale niezale»nym od zewn¦trznych wzgl¦dem caªkowania
zmiennych [H1=52]. Nast¦pnie doª¡czono mo»liwo±¢ wyst¦powania tzw. argumentów funkcjo-
nalnych (np. opó¹nionych lub przedwczesnych) [H2=54]. Pozwala to na zastosowanie metody
do ukªadów ze sprz¦»eniem zwrotnym. W ostatecznej formie metody [H5=57], [58]) czªon
caªkowy mo»e zale»e¢ od zewn¦trznych wzgl¦dem caªkowania zmiennych, w tym od zmien-
nej zale»nej i od jej pochodnych. Prowadzi to do dynamicznej zmiany obszaru caªkowania.
Takie równania pojawiaj¡ si¦ w nieliniowej akustyce i w nieliniowej optyce, gdzie wskutek
samoogniskowania si¦ silnej wi¡zki ±wiatªa lub impulsu akustycznego zmienia si¦ efektywny
obszar oddziaªywania z innymi modami (caªka przekrywania). W budowaniu tych uogólnie«
zachowano praktyczny charakter metody nastawiony na zastosowania - wyznaczanie i bada-
nie wªa±ciwo±ci rozwi¡za« równa« ró»niczkowo-caªkowych opisuj¡cych konkretne zagadnienia
techniczne. Ponadto przedstawiono nowe zastosowania w przypadku wa»nych, konkretnych
zagadnie« techniki plazmy: przypadek ±ci±le sferyczny maj¡cy zastosowanie do ogrzewania
plazmy w procesie reakcji termoj¡drowej [H4=56] oraz przypadek plazmy w polu magne-
tycznym (wpªyw pola magnetycznego Sªo«ca lub Ziemi na magnetosfer¦ oraz zachowanie si¦
plazmy laboratoryjnej w puªapkach magnetycznych) [H3=55].

Niniejsza rozprawa habilitacyjna stanowi podsumowanie dorobku naukowego autora doty-
cz¡cego zastosowania teorii grup do badania ukªadów równa« ró»niczkowo-caªkowych opisuj¡-
cych ukªady dynamiczne z nieliniowym i nielokalnym oddziaªywaniem. Dorobek ten zawarty
jest w oryginalnych pracach autora [49]-[58]. Prace [52]=[H1], [54]=[H2], [55]=[H3], [56]=[H4]
i [57]=[H5], które zawieraj¡ najistotniejsze oryginalne idee autora, zostaªy wª¡czone do ni-
niejszej rozprawy. Kwintesencj¡ sformuªowanej teorii jest twierdzenie, tzw. in�nitezymalne
kryterium niezmienniczo±ci równa« ró»niczkowo-caªkowych, stanowi¡ce warunek konieczny
niezmienniczo±ci danego ukªadu równa« wzgl¦dem poszukiwanej grupy symetrii. Wa»n¡ cz¦-
±ci¡ teorii jest oryginalna metoda rozwi¡zywania tzw. równa« okre±laj¡cych na generatory
grupy symetrii, co stanowi gªówn¡ trudno±¢ techniczn¡ przy stosowaniu dowolnej metody.
Polega ona na zastosowaniu lematu Lagrange'a pozwalaj¡cego na przej±cie do wyra»enia
podcaªkowego, co sprowadza odpowiednie liniowe ró»niczkowo-caªkowe równanie okre±laj¡ce
do liniowego równania ró»niczkowego. Zaproponowana teoria nale»y do grupy metod bez-
po±rednich (patrz punkt 2.2). Jej efektywno±¢ zostaªa potwierdzona zastosowaniami w �zyce
plazmy i optyce nieliniowej. Znalazªa tez na±ladowców i kontynuatorów. �Ozer u»yª tej metody
i próbowaª j¡ uogólnia¢ w pracy [37] do wyznaczenia symetrii równa« Benneya opisuj¡cych
dwuwymiarowy przepªyw nielepkiego pªynu w polu grawitacyjnym za± w [38] do grupowej
analizy bezzderzeniowego równania Boltzmanna szczególnego typu. Frewer, Oberlack i Guen-
ther posªu»yli si¦ t¡ metod¡ badaj¡c równowa»no±¢ równa« Eulera, opisuj¡cych stacjonarny,
osiowo-symetryczny przepªyw nie±ci±liwego pªynu i równania Bragga-Hawthorne'a [16].
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