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Czesé 11

Wprowadzenie



2.1 Wstep

Niniejsza rozprawa habilitacyjna przedstawia dorobek naukowy autora dotyczacy zasto-
sowania metod teorii grup do badania ukladéw réwnan rézniczkowo-catkowych (IDE)
opisujacych uktady dynamiczne z nieliniowym i nielokalnym oddzialywaniem. Dorobek
ten zawarty jest w oryginalnych pracach autora [49]-[58]. Prace [52]=[H1], [54]=[H2],
[65]=[H3], [56]=[H4] i [57]=[H5], ktére zawieraja najistotniejsze oryginalne idee autora,
zostaly wlaczone do niniejszej rozprawy. Kwintesencja sformulowanej teorii jest twier-
dzenie, tzw. infinitezymalne kryterium niezmienniczo$ci réwnan rézniczkowo-catkowych,
stanowigce warunek konieczny niezmienniczosci danego ukladu réwnan wzgledem po-
szukiwanej grupy symetrii. W kolejnych pracach autora twierdzenie to byto uogdlniane
i w ostatecznej postaci (patrz punkt 2.3.3) stosuje sie do bardzo szerokiej klasy uktadéw
réwnan rézniczkowo-catkowych obejmujacej wszystkie realistyczne zastosowania fizycz-
ne. Wazna czescia teorii jest oryginalna metoda rozwiazywania tzw. réwnan okreslaja-
cych na generatory grupy symetrii, co stanowi gtéwna trudnosé¢ techniczng przy stosowa-
niu dowolnej metody. Polega ona na zastosowaniu lematu Lagrange’a pozwalajacego na
przejscie do wyrazenia podcatkowego, co sprowadza odpowiednie liniowe rézniczkowo-
catkowe réwnanie okreslajace do liniowego réwnania rézniczkowego. Zaproponowana
teoria nalezy do grupy metod bezpo$rednich (patrz punkt 2.2) i ma charakter pragma-
tyczny. Jest nastawiona na praktyczne zastosowania. Jej efektywnosé zostata potwier-
dzona zastosowaniami w fizyce plazmy i optyce nieliniowej. Znalazta tez nasladowcéw i
kontynuatoréow. Ozer uzy! tej metody i prébowal ja uogdlniaé w pracy [37] do wyznacze-
nia symetrii réwnan Benneya opisujacych dwuwymiarowy przeplyw nielepkiego ptynu
w polu grawitacyjnym za$ w [38] do grupowej analizy bezzderzeniowego réwnania Bolt-
zmanna szczegdlnego typu. Frewer, Oberlack i Guenther postuzyli sie ta metoda badajac
réwnowazno$¢ réwnan Eulera, opisujacych stacjonarny, osiowo-symetryczny, przepltyw
niescisliwego plynu, i réwnania Bragga-Hawthorne’a [16].

Znaczenie metod symetrii w fizyce jest nieocenione a ich zastosowanie ma dlugy tra-
dycje. Teoria Liego przeniknela cala fizyke, od rozwiazywania konkretnych probleméw
dzieki znalezionym symetriom do budowania caltych teorii zgodnych z narzuconymi wa-
runkami symetrii. Praktycznie wszystkie znane rozwiazania réwnan nieliniowych zostaty
znalezione dzieki symetriom tych réwnan, choé nie zawsze Swiadomie. Zastosowanie me-
tod teorii grup pozwala wyznaczaé szczegdlne rozwigzania, tzw. rozwigzania niezmien-
nicze, klasyfikowaé¢ takie rozwigzania, bada¢ wlasciwosci rozwiazan bez koniecznosci
rozwigzywania samych réwnan, upraszczaé réwnania (np. redukujac ich rzad lub liczbe
zmiennych), co pozwala dalej stosowa¢ metody przyblizone i numeryczne. W przypadku
skomplikowanych réwnan nieliniowych, zwlaszcza rézniczkowo-catkowych, sa to jedyne
dostepne metody analityczne. Zadne inne metody nie maja tak szerokiego zakresu za-
stosowan.

Struktura pracy jest nastepujaca. W czesci 11 w punkcie 2.2 oméwiony jest aktualny
stan wiedzy w rozwazanej dziedzinie. W punkcie 2.3 przedstawiona jest charakterystyka
zaproponowanej teorii i jej uogoélnien. W punkcie 2.4 oméwione zostaly zalaczone prace
oryginalne. Podsumowanie pracy zawarte jest w punkcie 2.5. Czes¢ 111 zawiera zalaczone,
opublikowane, oryginalne prace autora.



2.2 Stan wiedzy w dziedzinie

2.2.1 Rys historyczny

Zwykle pojecie symetrii w fizyce kojarzy si¢ z twierdzeniem Nother i zasadami zacho-
wania, ktére wynikaja z niezmienniczoéci catki dzialania wzgledem odpowiednich prze-
ksztalcen. Na przyktad niezmienniczo$¢ wzgledem translacji w czasie prowadzi do zacho-
wania energii, zas§ niezmienniczo$¢ wzgledem translacji przestrzennych do zachowania
pedu. Jednak historycznie pierwotne bylo badanie symetrii réwnan a nie zwigzanego
z nimi lagranzjanu i catki dziatania. Pod koniec XIX wieku Sophus Lie zainspirowa-
ny pracami Galois i Abela dotyczacymi réwnan algebraicznych postanowit stworzyé
analogiczna metode dla réwnan rézniczkowych. Wprowadzit on niezmiernie wazne w
matematyce i fizyce pojecie grupy ciaglej (rézniczkowej, analitycznej) oraz jej algebry
(przeksztalcenia infinitezymalne), zwanych dzi§ grupa i algebra Liego [29]. We wspél-
czesnym jezyku grupa Liego to rozmaitosé¢ analityczna, ktéra jest jednoczesnie grupa i
obie struktury, algebraiczna i rézniczkowa, sa uzgodnione, tzn. dziatanie grupowe jest
analityczne. Algebra Liego to przestrzen styczna do grupy Liego w punkcie bedacym
elementem neutralnym grupy lub réwnowaznie przestrzenn pdl wektorowych nad grupa
Liego lewo (lub prawo) niezmienniczych [18, 45, 46, 33]. Algebra Liego w pelni charak-
teryzuje grupe Liego lokalnie. Badanie symetrii réwnan sprowadza sie do wyznaczenia
wszystkich niezaleznych generatoréw jednoparametrowych przeksztatcen zachowujacych
te rownania. Generatory te stanowia baze algebry Liego grupy Liego. W zastosowaniach
fizycznych zwykle udaje sie odtworzy¢ grupe Liego na podstawie znajomosci jej algebry
postugujac sie odwzorowaniem exp, tzn. sumujac szereg Liego za pomoca twierdzenia
BCH (Baker, Campbell, Hausdorff) [15]. Sita teorii Liego polega na swoistej linearyza-
cji problemu. Zamiast badaé¢ skomplikowane nieliniowe zaleznosci, w przypadku grupy
Liego wystarczy wyznaczy¢ jej algebre, ktéra jest przestrzenia liniowa. W interesuja-
cym nas przypadku réwnan rézniczkowych (rézniczkowo-catkowych) wspétczynniki de-
finiujace generatory jednoparametrowych podgrup grupy Liego symetrii wyznaczamy z
liniowych réwnan rézniczkowych (rézniczkowo-catkowych), tzw. réwnan okreslajacych
(patrz p. 3.3). Lie badal gléwnie réwnania zwyczajne [30], ale réwniez zajmowal sie
réwnaniami czastkowymi [28, 31]. Sformulowal on wszystkie istotne, dalekosiezne poje-
cia teorii, ktorych znaczenie zostalo docenione dopiero w XX wieku. Z innych uczonych
przetomu XIX i XX wieku, ktorzy wniesli istotny wklad do rozwoju teorii grup Liego,
nalezy wymieni¢ A. V. Backlunda, F. Engela i L. Bianchiego.

Pierwszy okres rozwoju teorii Liego konczy sie w 1918 roku opublikowaniem zna-
mienitej pracy Emmy Nother [32], ktdra nie tylko pokazala zwiazek miedzy symetriami
wariacyjnymi (niezmienniczo$¢ calki dzialania) i zasadami zachowania [3] ale wprowa-
dzita uogdlnione transformacje symetrii zwane dzi$§ niestusznie przeksztatceniami Lie-
Backlunda. Generatory tych przeksztalcen zaleza nie tylko od zmiennych niezaleznych
i zaleznych ale réwniez od pochodnych zmiennych zaleznych dowolnego rzedu. W przy-
padku réwnan, dla ktérych istnieje lagranzjan, a wiec wynikajace z zasady wariacyjnej
jako réwnania Fulera-Lagrange’a, grupa symetrii catki dziatania jest zawarta w gru-
pie symetrii samego réwnania. Zatem jesli znamy jednoparametrowa podgrupe symetrii
wariacyjnej i odpowiadajace jej prawo zachowania, to dysponujemy dodatkows informa-
cja. Oprécz niezmienniczosci rownania mamy niezmienniczo$¢ calki dziatania. Dlatego
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wlaénie mozliwa jest w tym przypadku redukcja rzedu réwnania o 2, a nie o 1 jak w
przypadku symetrii réwnania. Poniewaz twierdzenie Nother nie daje przepisu na po-
szukiwanie grupy symetrii calki dzialania (zaklada znajomo$¢ takiej grupy), wiec jesli
znamy grupe symetrii rownania, to sprawdzajac przez podstawienie, ktére przeksztal-
cenia symetrii réwnania zachowuja réwniez catke dzialania mozemy efektywnie znalez¢
wszystkie prawa zachowania w przypadku teorii z lagranzjanem. Ze wzgledu na funda-
mentalne znaczenie twierdzenia Nother w fizyce jego zastosowanie zdominowalo na wiele
lat pierwotne zainteresowanie symetriami samych réwnan. Przyczynita sie réwniez do
tego nikla znajomo$é zaawansowanej geometrii rozniczkowej, teorii form rézniczkowych
i rozmaitosci rézniczkowalnych rozwijanych przez takich matematykéw jak H. Poincare,
E. Cartan i H. Weyl, ktérzy uogdélnili teorie Liego. Spowodowalo to praktyczny zanik sto-
sowania metody Liego badania symetrii réwnan rézniczkowych az do potowy XX wieku.
Oczywiécie stosowano rézne szczegdlowe metody, zwlaszcza do rownan zwyczajnych, jak
np. analiza wymiarowa, twierdzenie Pi Buckinghama, czy tez rozwigzania samopodobne
nie zdajac sobie jednak sprawy z faktu istnienia ogdlniejszej teorii, z ktérej one wyni-
kaja. Przelomem stala si¢ w roku 1950 ksiazka Birkhoffa [2] pokazujaca zastosowania
metod teorii grup w hydrodynamice.

Renesans teorii Liego badania symetrii réwnan rézniczkowych nastapil dzieki pra-
com L. V. Ovsiannikova i jego uczniéw z Nowosybirska w latach 50-ch XX wieku. Dzieki
wprowadzonemu przez Ehresmanna [11, 12] pojeciu dzetu Ovsiannikov sformultowal teo-
rie Liego w Scistym jezyku wspdlczesnej matematyki. W uproszczeniu, dzet k-go rzedu
(k-jet) funkcji w danym punkcie (zbiér zmiennych niezaleznych), to ten punkt, wartosé
funkcji w tym punkcie i zbiér wszystkich pochodnych tej funkcji w tym punkcie do k-go
rzedu wlacznie (rozwiniecia Talora funkcji w danym punkcie do rzedu k). Scislej, jest
to klasa réwnowaznoéci ze wzgledu na relacje stycznosci k-go rzedu przekrojéw lokal-
nie trywialnego rozwldéknienia nad danym punktem. Jest to sposéb nadania Scistego
sensu traktowania w metodzie Liego wszystkich zmiennych w réwnaniu, tj. zmiennych
niezaleznych, zmiennych zaleznych i ich pochodnych formalnie jak zmiennych niezalez-
nych i ograniczenia si¢ do znajomosci praw transformacyjnych tych formalnie nieza-
leznych zmiennych. Do badania niezmienniczo$ci réwnania wystarcza nam umiejetnosé
transformowania wielkosci wystepujacych w réwnaniu, np. pochodnych. Rzeczywisty
sens tych wielkoéci jest nieistotny, potrzebny jest tylko wstepnie do wyznaczenia tych
praw transformacyjnych na podstawie transformacji zmiennych niezaleznych i zaleznych
(przeksztalcenia punktowe). W przypadku pochodnych postugujemy sie w tym celu re-
guly lancuchows rézniczkowania funkcji ztozonej. W ten sposéb rozszerzamy przestrzein
w ktérej dziala grupa z przestrzeni zmiennych niezaleznych i zaleznych na przestrzen
zawierajaca dodatkowo pochodne do rzedu odpowiadajacego rzedowi réwnania. Ope-
racja rozszerzenia (przedluzenia - prolongation) przestrzeni nabiera sensu podniesienia
struktury grupy do przestrzeni dzetéw. W ten sposéb zostal nadany teorii geometrycz-
ny charakter i usci§lone zostalo pojecie symetrii réwnania. Punktem wyjscia jest ogélne
okreslenie symetrii jako niezmienniczo$ci jakiego§ zbioru wzgledem grupy przeksztat-
cen przestrzeni zawierajacej ten zbiér. W przypadku réwnania interesuje nas zbiér jego
rozwiagzan i przez symetrie rozumiemy niezmienniczo$¢ tego zbioru, tzn. przeksztalce-
nia symetrii przeprowadzaja rozwigzania réwnania w inne rozwigzania tego réwnania.
Wynika stad mozliwo$¢ konstruowania nowych rozwiazan z juz znanych dzieki znajomo-
Sci grupy symetrii réwnania. Jednak nie znamy na wstepie zbioru rozwiazan, a wprost
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przeciwnie naszym zasadniczym celem jest znalezienie jak najwiekszej liczby $cistych
rozwigzan za pomoca metod teorii grup. Dlatego tez niezmienniczo$¢ zbioru rozwiazan
nalezy przettumaczy¢ na niezmienniczosé formy réwnania. Dzieki pojeciu dzetu niepre-
cyzyjne pojecie niezmienniczoéci formy rownania mozna uscisli¢ i nada¢ mu geometrycz-
ny sens. W przestrzeni dzetéw réwnanie rézniczkowe staje sie réwnaniem funkcyjnym,
czesto algebraicznym, zadajacym pewna rozmaitos¢ w tej przestrzeni. Niezmienniczosé
tej rozmaitosci wyraza w sposéb $cisty niezmienniczo$¢ formy réwnania i nadaje jej sens
geometryczny.

Badania szkoty Ovsiannikova byly kontynuowane w latach 60-tych i 70-tych XX
wieku czego rezultatem byly kolejne monografie [34, 35, 36]. W tych latach powstaly
silne oérodki w Moskwie i Kijowie oraz w USA i w Europie, gtéwnie w Szwecji, Anglii i
Niemczech. Pod koniec lat 80-tych teoria osiagneta dojrzaly poziom. Oprécz metod wy-
znaczania grup symetrii rownan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych opracowano
metody znajdowania rozwigzan niezmienniczych wzgledem podgrup pelnej grupy syme-
trii, symetrii nielokalnych, symetrii warunkowych, symetrii przyblizonych, symetrii dla
zagadnien brzegowych. Uogdlniono teorie Nother, rozwinieto teorie wyzszych symetrii
(przeksztalcenia Lie-Bicklunda). Zbadano wiele konkretnych réwnar. Pelny przeglad
metod i kierunkéw badan oraz otrzymane wyniki i aktualny stan wiedzy mozna znalezé
w monografiach Ovsiannikova [36], Ibragimova [24], Olvera [33], Blumana i jego uczniéw
[4, 5], Stephaniego [42], Fushchicha i jego uczniéw [15] Vinogradova i Krasilshchika [47]
oraz w CRC handbook Ibragimova [25]. W latach 70-tych rozpoczeto badania symetrii
réwnan rézniczkowo-catkowych opisujacych uktady dynamiczne z nielokalnym oddzialy-
waniem stanowiace przedmiot niniejszej pracy. Oméwimy je szczegdlowo w nastepnym
punkcie.

2.2.2 Inne metody badania symetrii réwnan rézniczkowo-calkowych

Intensywne badania symetrii réwnan rézniczkowo-catkowych rozpoczely sie w latach
70-tych XX wieku. Poczatkowo stosowano ad hoc rézne sposoby dobrane do szczegdlnej
postaci badanego réwnania. Przyktadem takiego postepowania jest praca [13], w ktorej
wykorzystano fakt, ze czlon catlkowy w réwnaniu ma postac¢ pierwiastka kwadratowe-
go z operatora rézniczkowego i przestrzen rozwiagzan réwnania rézniczkowo-catkowego
jest zawarta w przestrzeni rozwigzan réwnania rézniczkowego czastkowego danego tym
operatorem. Po wyznaczeniu grupy symetrii pomocniczego réwnania rézniczkowego zna-
leziono grupe symetrii wyj$ciowego rownania przez podstawienie - sprawdzenie, ktére ze
znalezionych przeksztalcen zachowuja réwniez wyjsciowe réwnanie. Inny przyktad stano-
wi praca Selekhmana [40], w ktérej rozwaza sie réwnania rézniczkowo-catkowe z cztonem
catkowym w postaci transformaty Fouriera. W tym przypadku udaje sie efektywnie zna-
lez¢ pochodng Liego dajaca warunek niezmienniczo$ci i uzyé jej do wyznaczenia grupy
symetrii. Stopniowo pojawily sie bardziej systematyczne metody znajdujace zastosowa-
nie do szerszej klasy réwnan. Mozna je podzieli¢ na dwie grupy: metody bezposrednie i
metody posrednie.

Metody posrednie polegaja na zastapieniu wyjéciowego ukladu réwnan rézniczkowo-
catkowych réwnowaznym ukladem pomocniczym, ktérego symetrie znamy lub umiemy
wyznaczy¢ za pomoca znanych metod, a nastepnie odtworzeniu na tej podstawie sy-
metrii rownan wyjsciowych. Najcze$ciej pomocniczy uklad réwnan jest ukltadem row-
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nan rézniczkowych, dla ktérego mozemy zastosowaé metode Liego-Ovsiannikova. Przy-
ktadem takiej procedury jest elegancka metoda momentéw Taranova [44] dla réwnan
Vlasova-Maxwella opisujacych dynamike plazmy bezzderzeniowej. Zastapit on uklad
réwnan rézniczkowo-catkowych Vlasova-Maxwella réwnowaznym, nieskonczonym ukta-
dem réwnan rézniczkowych na momenty jednoczastkowej funkcji rozktadu. Dzieki szcze-
gélnej postaci tego pomocniczego ukladu réwnan mozliwe bylto, mimo nieskonczonej
liczby réwnan, skuteczne zastosowanie metody Ovsiannikova, a nastepnie odtworzenie
grupy symetrii wyjéciowych réownan Vlasova-Maxwella. Wystepuje tu delikatny problem
réwnowaznosci nieskonczonego ukladu réwnan i skonczonego uktadu réwnan rézniczkowo-
catkowych. Skutecznosé metody Taranova w fizyce plazmy wynika ze szczegdlnej postaci
badanych réwnan Vlasova-Maxwella, w ktérych momenty funkcji rozkladu pojawiaja
sie w sposéb naturalny. Inng wazng metoda posrednia jest uogdlnienie na przypadek
réwnan rézniczkowo-catkowych metody Harrisona i Estabrooka [22] opracowanej dla
réwnan rézniczkowych. Zastapili oni badanie uktadu réwnan rézniczkowych badaniem
réwnowaznego ukladu dla form rézniczkowych. Najpierw przechodza do réwnowazne-
go ukltadu réwnan pierwszego rzedu definiujac pochodne jako nowe zmienne, nastepnie
w standardowy sposéb buduja odpowiednie formy rézniczkowe [22, 42, 23]. Metoda
jest ogdlna i elegancka matematycznie. Pozwala na zastosowanie dobrze rozwinietego
formalizmu form rézniczkowych. W szczegdlnosci warunek niezmienniczosci przybiera
posta¢ warunku na znikanie pochodnej Liego odpowiedniej formy rézniczkowej, ogdlniej
do domknietosci odpowiedniego ideatu form rézniczkowych ze wzgledu na dziatanie po-
chodnej Liego. W ten sposdb wystepujacy w metodzie Liego-Ovsiannikova dodatkowy
warunek ograniczenia do przestrzeni rozwigzan (poréwnaj p. 2.3.3, Twierdzenie 1 oraz
(13) w [H5]) jest automatycznie speliony tak jak ma to miejsce w metodzie Liego-
Ovsiannikowa tylko dla réwnan liniowych. Jednak rachunki w jezyku form sg zmudne
i zwykle sa bardziej skomplikowane niz w metodach bezposrednich. W przypadku réw-
nan rézniczkowo-catkowych metode Harrisona i Estabrooka stosowali gtéwnie Fushchich
i jego uczniowie ze szkoly Kijowskiej. W pracy [14] Fushchich i Selekhman uzyli tej
metody do réwnan rézniczkowo-catkowych niezmienniczych wzgledem grup Galileusza,
Poincarégo, Schrodingera i grupy konforemnej. Selekhman [41] badal grupowe wlasnosci
réwnania Boltzmanna. Natomiast Stoigny [43] i Popovich [39] badali symetrie réwnan
rézniczkowo-catkowych typu Hartree. Ograniczenie sie do niektérych typow réwnan o
konkretnej postaci wynika z trudnoéci sprowadzenia danego uktadu réwnan rézniczkowo-
catkowych do réwnowaznego uktadu dla form rézniczkowych. Jest to zadanie znacznie
trudniejsze niz w przypadku rownan rézniczkowych. Metody pos$rednie wymagaja przej-
Scia, od problemu wyj$ciowego do problemu pomocniczego i z powrotem, co zwigzane
jest z duzym dodatkowym nakladem pracy. Czesto takie przejscie jest bardzo trudnym
zadaniem i rodzi watpliwosci interpretacyjne zwigzane z zagadnieniem réwnowaznosci.
Powoduje to, ze mimo formalnej ogdlnosci metody te okazuja sie skuteczne tylko dla
odpowiednio wybranej klasy réwnan. Ponadto, czesto okazuje sie, ze badanie symetrii
problemu pomocniczego jest trudniejsze od zastosowania metody bezposredniej bedacej
przedmiotem niniejszej rozprawy.

Metody bezposrednie sa pozbawione wad metod posrednich i dlatego sa intensywnie
rozwijane w ostatnich latach. Ogolna i prosta metode bezposrednia mozna znalezé w
5-tym rozdziale III tomu CRC Handbook [25]. Polega ona na przyréwnaniu do zera po-
chodnej réwnania rézniczkowo-catkowego wzgledem parametru grupowego poszukiwane;j
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jednoparametrowej podgrupy symetrii, w punkcie, w ktéorym ten parametr przyjmuje
warto$é zerowa. Formalnie odpowiada to znikaniu odpowiedniej pochodnej Liego. Gdy
tak otrzymane rownanie zostanie poprawnie rozpisane, tzn. uwzgledniajac zalezno$c
obszaru catkowania od parametru grupowego wynikajaca z zaleznosci tego obszaru od
zmiennych niezaleznych, zaleznych i ich pochodnych w zaleznosci od rozwazanej klasy
réwnan, to odtworzone zostanie kryterium niezmienniczosci odpowiadajace tym klasom
réwnan uzyskane w pracach stanowigcych niniejsza rozprawe. Jednakze taka ewaluacja
tego warunku musi by¢ dokonywana za kazdym razem gdy chcemy uzy¢ tej metody, co
jest trudnym i zmudnym zadaniem. To tak jakby$my powtarzali za kazdym razem wy-
prowadzenie naszego kryterium niezmienniczosci. Takie postepowanie bywa skuteczne
w przypadkach prostych rownain, natomiast w przypadkach ztozonych staje si¢ nieprak-
tyczne. Jest to zadanie dla komputera a nie dla cztowieka i w przypadku réwnain réznicz-
kowych taka metoda zostala zastosowana w programie obliczenn symbolicznych w jezyku
Mathematica przez Baumanna [1]. Problemy zwiazane ze zmienno$cia obszaru catkowa-
nia znikaja w przypadku przeksztatcen Lie-Backlunda w postaci kanonicznej (pionowej,
ewolucyjnej), gdyz zmienne niezalezne nie podlegaja wtedy transformacji (patrz nizej
oraz p. 2.3.1). Wlasnie w takim przypadku metoda jest najczesciej stosowana. Grigoriev
i Meleshko zastosowali te metode do badania symetrii réwnania Boltzmanna specjalnego
typu [20, 21].

Vinogradov i Krasilshchik [48, 47] zaproponowali ogélng i wyrafinowana metode
bezposrednia oparta na przedtuzeniu do nielokalnych zmiennych - funkcji pierwotnych
zmiennych zaleznych. W przypadku szczegélnych réwnan typu Volterry, ktére sa réwno-
wazne réwnaniom rézniczkowym z warunkiem poczatkowym, prowadzi to do eliminacji
calek z réwnan rézniczkowo-catkowych. W ogélnym przypadku, zwlaszcza dla typo-
wych w zastosowaniach fizycznych réwnan ze stalymi granicami catkowania, realizacja
tej idei, bedacej w istocie uogdlnieniem podstawowego twierdzenia rachunku réznicz-
kowego i catkowego, wymaga zastosowania zaawansowanego aparatu matematycznego,
w szczegolnodci teorii nakryé¢ uktadéw réwnan rézniczkowych oraz procedury przedtu-
zania dla réwnan rézniczkowo-brzegowych. W ten sposéb metoda ta staje sie metoda
posrednia z pomocniczym problemem rézniczkowo-brzegowym [47]. Ze wzgledu na ko-
niecznos¢ stosowania zaawansowanej teorii matematycznej oraz skomplikowane i zmudne
rachunki, metoda znalazta niewielkie zastosowanie praktyczne. Jedynym znanym waz-
nym przykladem jej zastosowania jest wyznaczenie grupy symetrii rownania koagulacji
Smoluchowskiego przez Chetverikova i Kudryavtseva [6, 7].

Bardziej udang realizacje idei wprowadzenia nielokalnych zmiennych odnajdujemy w
pracach Kovalova, Krivenki i Pustovalova [26, 27] dotyczacych symetrii réwnan Vlasova-
Maxwella. Potraktowali oni catki po predkosciach wystepujace w tych réwnaniach jako
nowe zmienne. Calki te definiuja zerowy i pierwszy moment funkcji rozktadu i maja
sens fizyczny gestoSci przestrzennej tadunku i pradu elektrycznego. Metoda jest sku-
teczna dzieki szczegdlnej postaci réwnan Vlasova-Maxwella i nie ma waloru ogdlnosci.
Autorzy zapomnieli o koniecznoéci wyrazenia wyniku (generatory grupy symetrii) w
pierwotnych zmiennych. Pozostawienie pomocniczych zmiennych nielokalnych zmienia
interpretacje znalezionej symetrii. Ponadto, mozna uniknaé¢ trikéw matematycznych z
funkcja § Diraca, zastosowanych przez autoréw, poprawnie przeprowadzajac przedtuze-
nie do nielokalnych zmiennych, wykorzystujac wzory transformacyjne dla calek przed-
stawione w niniejszej rozprawie. Wystarczy skorzysta¢ ze wzoru zawartego w kryterium
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niezmienniczo$ci z pracy [52]=[H1].

Na koniec warto wrécié¢ do kanonicznych (ewolucyjnych) transformacji Lie-Béacklunda
[24, 25, 33, 4]. Z jednej strony rozwazamy szersza grupe przeksztalcen, z drugiej za$ zni-
kaja problemy zwigzane z transformacja obszaru calkowania (patrz p.3.1). Kryterium
niezmienniczo$ci réwnania rézniczkowo-catkowego znacznie sie upraszcza. Poza przypad-
kiem ruchomego obszaru calkowania, tzn. zaleznosci tego obszaru (granic calkowania)
od zmiennych zaleznych i ich pochodnych [58], znikaja wklady od obszaru catkowania w
cztonie catkowym kryterium. Czlon catkowy ogranicza sie do pierwszego wyrazu w kry-
teriach niezmienniczosci z prac [52]=[H1], [57]=[H5], tzn. sprowadza si¢ do wejscia pod
calke przedtuzonego generatora. Mozna réwniez stosowaé efektywnie wspomniana wyzej
metode rézniczkowania wzgledem parametru grupowego. Niestety cena za to uogdlnie-
nie i uproszczenie kryterium niezmienniczosci jest wysoka. Znajdowanie przeksztatcen
symetrii Lie-Backlunda jest znacznie trudniejsze i w ogélnym przypadku nie potrafimy
ich wyznaczy¢. Wiaze sie to z koniecznoScia uwzglednienia oprécz badanego réwnania
wszystkich (nieskoniczonych) jego konsekwencji rézniczkowych.

Poniewaz metody posrednie sg mniej ogélne i mniej efektywne a proby pozbycia sie
wyrazow caltkowych w metodach bezposrednich, np. za pomoca wprowadzenia zmien-
nych nielokalnych, okazaly sie nieskuteczne lub niezbyt ogdlne, w pracach stanowia-
cych niniejsza rozprawe przyjeto nastepujaca strategie. W przypadku wielkosci lokal-
nych, takich jak pochodne czy tez zmienne zespolone lub funkcje od argumentéw opdz-
nionych i przedwczesnych (ogélnie: funkcyjnych), stosuje sie klasyczng procedure Lie-
Ovsiannikova przedluzenia (rozszerzenia) grupy. Natomiast wielkosci nielokalne (catki)
pozostawia sie bez zmian i poszukuje sie nowej postaci kryterium niezmienniczosci.
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2.3 Opis metody

2.3.1 Przeksztalcenia punktowe

W pracach [H1]-[H5] zostala przedstawiona bezposrednia metoda wyznaczania grup
Liego przeksztalcen punktowych zachowujacych réwnania rézniczkowo-catkowe naste-
pujacej ogdlnej postaci

W F(‘/I"?y’y""’y)’ /dw’ldx,lf(xll"xll,x,y’y’,y) :0’ (21)
1 m 1 k
X(2)

gdzie n, m, k, [, p, ¢ sa dowolnymi liczbami naturalnymi (I < n), z = (z',...,z"), funkcje

W, F and f sa dowolne ale wystarczajaco regularne by zapewni¢ istnienie rozwigzan
réw. (2.1). Symbol y oznacza zbiér wszystkich pochodnych czastkowych m-tego rzedu:
m

oy _ _
za$ granice catlkowania (obszar X) zaleza od zewnetrznych, w stosunku do zmiennych
catkowania, tzn. nie nalezacych do obszaru X, zmiennych z, wlaczajac w to zmienne
niezalezne, zmienne zalezne i ich pochodne [58]

z=(z%...,29) = (:El+1,...,$”,y,gl/,...,y). (2.2)
P
W réw. (2.1) moze wystepowaé wiele réznych wyrazen catkowych. W stosunku do pracy
[H5] uogdlnienie polega na zastapieniu X (z/*1... z") przez X(z), tzn. na dopuszcze-
niu zalezno$ci obszaru catkowania od zmiennych zaleznych i ich pochodnych. Granice
obszaru catkowania

OX sz =(',....2)), o=@, (2.3)

sa zadane dowolnymi, gladkimi funkcjami ¢‘. Zatem obszar calkowania moze si¢ zmie-
nia¢ dynamicznie, zaleznie od wartosci rozwiazan réw. (2.1). Wariant metody, gdy obszar
calkowania nie zalezy od zewnetrznych zmiennych zostal przedstawiony w pracy [H1].

Badanie symetrii réwnan typu (2.1) sprowadza sie do badania symetrii réwnania
kanonicznego, w ktérym funkcja W jest suma wyrazu czysto rézniczkowego F' i wyra-
zu catkowego I (dokladniej catkowo-rézniczkowego, gdyz pod caltka wystepuje dowolny
operator rézniczkowy)

F(‘/‘v’y7y""’y) +/d$ll"'d$,lf(x,1’”_’x’l’x,y’y’_”’y) :0' (2'4)
1 m 1 k
X(z)

Dla uproszczenia notacji, zmniejszenia liczby wskaznikéw, w pracach [H1], [H5] i [58]
ograniczono sie do jednego réwnania skalarnego. Uogdlnienie na przypadek ukladu réw-
naii dla kilku zmiennych zaleznych y = (y',...,y") jest oczywiste. Sprowadza sie do
stosowania otrzymanego kryterium niezmienniczo$ci do kazdego rownania z osobna.

Przypadek f = 0 redukuje réw. (2.1) do réwnania rézniczkowego, zatem prezento-
wana metoda zawiera metode Ovsiannikova jako szczegélny przypadek.
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Interesuje nas niezmienniczo$¢ réwnan rézniczkowo-catkowych typu (2.1) wzgledem
przeksztatcen punktowych

= eVt = 1" + et (z,y) + O(?)
(2.5)
j =ey=y+en(z,y) +0(),

dla ktérych infinitezymalny generator, nalezacy do algebry Liego poszukiwanej grupy
Liego przeksztatcen punktowych, ma postaé

G =& (2,y) 0y + 1(z,1)0y. (2.6)

Stosujemy standardowa konwencje sumowania po powtarzajacych sie wskaznikach.
Dla ”niemych” ("cichych”) zmiennych calkowania z'!,... 2"t obowiazuje to samo
prawo transformacyjne co dla zmiennych z', ..., z!, zadane tymi samymi funkcjami &

Pl=eCr =2 4 ez ,y) + O() fori=1,...,1 (2.7)
Z punktu widzenia prawa transformacyjnego zmienne primowane ("nieme”) i nieprimo-
wane rozrézniane sa tylko przez ich wartosci. Dotyczy to zaréwno punktéw wewnetrz-
nych obszaru X jak i punktéw nalezacych do brzegu z € 9X. Jesli chcemy jawnie
uwzgledni¢ prawo transformacyjne dla ”cichych” zmiennych catkowania, to nalezy do-
da¢ do generatora (2.6) nastepujacy wyraz

l
S €z, y)d, . (2.8)
=1

W przypadku gdy sumowanie nie przebiega calego zakresu zmiennej nie stosujemy kon-
wencji sumacyjnej i wypisujemy jawnie znak sumy. Gdy dopuszczamy zalezno$¢ obszaru
calkowania X (z) od zewnetrznych zmiennych, pojawia sie dodatkowy, parametryczny
mechanizm zmiennoéci tego obszaru. Granice obszaru catkowania z! = ¢*(2", ..., 29) za-
leza od zmiennych zewnetrznych z, ktére transformuja sie pod wptywem przeksztatcen
(2.5).

Ze wzgledu na operacje rozszerzenia (przedtuzenia) grupy przeksztalcen do prze-
strzeni dzetéw (patrz p. 2.3.2) przeksztalcenia punktowe odgrywaja wyrézniong role.
Tylko w ich przypadku, a dla problemu skalarnego (jedno réwnanie na jedna zmien-
ng zalezna) réwniez dla przeksztalcen stycznoSciowych, operacja przedtuzania zamyka
sie na skoniczonym rzedzie réwnym rzedowi réwnania [24, 25, 33, 4, 42]. Pozwala to
efektywnie wyznaczaé generatory grupy symetrii. Gdy dopusécimy przeksztalcenia wyz-
szego rzedu, tzn. zalezne od pochodnych wyzszych rzedéw, to operacja przedtuzenia
prowadzi do nieskonczonego wzrostu rzedu przeksztalcenia. Musimy od razu rozwa-
zaé przeksztalcenia Lie-Backlunda a wiec przeksztalcenia nieskoniczonego rzedu zalez-
ne od wszystkich pochodnych. Kryterium symetrii réwnania w takim przypadku musi
uwzgledniaé¢ wszystkie, nieskonczone, konsekwencje rézniczkowe réwnania. Wynikajace
stad réwnania okreslajace na generatory nie daja sie w ogélnosci rozwigzac ze wazgle-
du na wystepowanie pochodnych nieskonczonego rzedu. Tylko w przypadku réwnan
zwyczajnych udaje sie uzy¢ badanego réwnania do eliminacji niepozadanych pochod-
nych wyzszych rzedéw otrzymujac tzw. symetrie dynamiczne [42]. W kontekscie réw-
nan rézniczkowo-catkowych przeksztalcenia Lie-Backlunda sa interesujace ze wzgledu
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na mozliwo$¢ uzycia tzw. kanonicznej (Ibragimov), inaczej ewolucyjnej (Olver) czy tez
pionowej (Bluman), postaci tych przeksztalceri, tzn. bez transformacji zmiennych nie-
zaleznych. Woéwczas, poza przypadkiem zaleznosci obszaru catkowania od zewnetrznych
zmiennych zaleznych i ich pochodnych, obszar calkowania nie zmienia si¢ pod wply-
wem przeksztatcen symetrii i posta¢ kryterium niezmienniczo$ci istotnie sie¢ upraszcza.
W przypadku przeksztalcenn punktowych ograniczenie si¢ do przeksztalcen pionowych
ograniczyloby w znacznym stopniu ilo§é¢ mozliwych symetrii. Mozna jednak pokazaé [4],
ze kazde przeksztalcenie punktowe (2.5) jest réwnowazne przeksztalceniu pionowemu
ale wyzszego rzedu

=2

A (2.9)
J =y +elnlz,y) -y (z,9)] + O(),

ktéremu odpowiada generator

G =[n(z,y) — yifi(xay)]ay-

Nowy wspétezynnik ' = [n(x,y) — i€ (z, y)] zalezy od pochodnej ;. Sytuacje ilustruje
nastepujacy schematyczny rysunek.

Y

Pojawienie sie zalezno$ci przeksztalcenia od pochodnych rodzi wspomniane wyzej
konsekwencje niezamykania sie operacji przedluzania w skoniczonym rzedzie i koniecz-
noéci rozwazania przeksztatcenn Lie-Backlunda, ktore jest znacznie trudniej znalezé. W
przypadku przeksztalcen Lie-Backlunda, ktére i tak zaleza od pochodnych nieskoniczo-
nego rzedu takie podwyzszenie rzedu nic nie kosztuje i dlatego zwykle uzywa sie piono-
wej postaci tych przeksztalcen. Trzeba tez pamictaé, ze przeksztalcenia Lie-Backlunda
nie tworza grupy Liego a generatory nie rozpinaja algebry Liego odpowiedniej grupy
[24, 25, 33]. Mozna jednak nieco formalnie, wykorzystujac odwzorowanie ezp i twier-
dzenie BCH, rozwazaé¢ analogiczng strukture algebraiczna w nieskoniczonej przestrzeni
dzetéw.
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7 powyzszych wzgledéw ograniczyliSmy sie do przeksztatcen punktowych, dla kté-
rych zostalo znalezione ogdlne kryterium niezmienniczo$ci. Uproszczona wersje tego
kryterium dla przeksztalcenn Lie-Backlunda otrzymuje si¢ trywialnie przez pominiecie
niektérych wyrazéw.

2.3.2 Przedluzenie do przestrzeni dzetéw i niezmienniczo$¢ réwnan

Niezmienniczo$¢ uktadu réwnan rézniczkowo-catkowych wzgledem przeksztatcen punk-
towych (2.5) oznacza niezmienniczo$é zbioru rozwiazan wzgledem tych przeksztalcen,
tzn. przeksztalcenia symetrii przeprowadzaja rozwiazania ukladu réwnan w inne roz-
wiazania tego uktadu.

W(FI)=0 = W(F,I) =0, (2.10)

gdzie I oznacza wyraz calkowy w (2.1). Aby skorzysta¢ z tej definicji musimy wie-
dzie¢ jak transformuja sie wszystkie wielko$ci wystepujace w réw. (2.1) pod wplywem
przeksztalcenn punktowych (2.5). W szczegdlnosci dotyczy to pochodnych zmiennych
zaleznych w (2.1). W ten sposéb dochodzimy do koncepcji rozszerzonej (przedtuzonej)
przestrzeni. W przypadku pochodnych jest to przestrzen dzetéw. W tym jezyku pochod-
ne zmiennych zaleznych traktujemy jako nowe zmienne formalnie niezalezne i jedyne
co o nich musimy wiedzie¢, to ich sposéb transformacji pod wpltywem (2.5). Oczywi-
Scie muszg sie one transformowaé tak jak pochodne zmiennych zaleznych. Rozszerzone
przeksztatcenia punktowe dane sa nastepujacymi wzorami ([36, 33, 4], poréwnaj wzory
(7)-(9) # pracy [H5))

Fl= e Gyt = i + efi(ac, y) + (’)(62)

_ (m)
J=e“"y=y+en(z,y) +O0(?)
- (m)
i = ey =yi+€77z'($7y7?1J)+O(€2) (2.11)
- (m)
irerim = € Yirins = Yireion + i, ($,y,?1J, e 7%) + O(e%),

gdzie rozszerzony generator ma postaé

G =G+ 00y, + -+ Ny Oy, - (2.12)
Wspétczynniki n;, . .., 04, ..4,,, definiujace rozszerzong grupe, dane sa nastepujacymi zwiaz-
kami rekurencyjnymi:

i = Din —y; Di¢’

: (2.13)

Mir i = Digy iy wiin 1 — Yirewimg 1§ Din &
a pochodna zupekla (total derivative) D; jest zdefiniowana nastepujaco

D; = 0; + y;0y + yz'ja(yj) +--+ yiil...ina(yil__in) + -
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Wzory (2.11) otrzymujemy rekurencyjnie zaczynajac od transformacji pierwszej pochod-
nej

9y

or;

Yi — Yi =

Dla funkcji ztozonej y(x(Z)) obliczamy

= _Di Dy (yj+eD’7> (55— ep) + 0@

"= 9%  Dax; D Da; ‘Dz,
gdzie zalezno$¢ z(Z) otrzymujemy przez odwrécenie wzoréw (2.5)
gt =2t — e & (x(2),y(Z)) + O(?).
Poniewaz

D¢ D
Dz; Dux;

+ O(e).
wiec z dokladno$cia do wyrazéw rzedu O(e?)

_— D _ .ij> 2
Gi=ui (o~ ) pL ) +O(E).

OdtworzyliSmy w ten sposéb wzér na wspétczynnik 7; w (2.13). Stosujac te sama proce-
dure znajdujemy pozostalte wspétczynniki definiujace rozszerzone przeksztalcenia (2.13),
gdyz druga pochodna zmiennej zaleznej jest pochodna pierwszej pochodnej itd.

W przestrzeni dzetéw réwnanie (2.1) zadaje pewng rozmaitos$é i niezmienniczo$é tej
rozmaito$ci pod wplywem rozszerzonych przeksztatcen (2.11) wyraza niezmienniczosé
réwnania (2.1).

Te sama idee rozszerzania przestrzeni, w ktérej dzialaja przeksztalcenia punktowe
(2.5), stosujemy do innych wielkosci lokalnych wystepujacych w réw. (2.1). W pracy [H2]
zastosowano ja do zmiennych zaleznych od tzw. argumentéw funkcjonalnych y¥(z) =
y(p(z)), v (z) = vi(p()),... , gdzie funkcja p(z) jest dana, np. ¢(z) = z — a dla
op6znionego argumentu.

2.3.3 Infinitezymalne kryterium niezmienniczo$ci

Zgodnie z (2.10) nalezy przyréwnaé do zera réwnanie otrzymane za pomocg rozszerzo-
nych przeksztatcen (2.11) W (F,I) = 0. Ogélna metoda Liego polega na ograniczeniu
sie do infinitezymalnych przeksztatcen, tzn. do wyznaczenia algebry Liego poszukiwa-
nej grupy symetrii. Zatem, dzialamy na (2.1) rozszerzonymi przeksztalceniami (2.11)
wypisujac jawnie tylko wyrazy liniowe w parametrze grupowym e. Nastepnie rozwijamy
funkcje W, F'i f w szereg Talora i pozostawiamy tylko wyrazy liniowe w parametrze e.
Otrzymany rezultat prébujemy wyrazi¢ za pomoca rozszerzonego generatora (2.12).
Rozwijajac funkcje W w szereg Talora otrzymujemy

o oW oW
W(F,I) =W(FI) + o AF + S Al 4
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Zatem zadanie sprowadza sie do zbadania zmian wyrazu rézniczkowego AF i wyrazu
catkowego AI pod wplywem (2.11), czyli wystarczy rozwazy¢ réwnanie o postaci kano-
nicznej (2.4). W przypadku wyrazu rézniczkowego otrzymujemy (poréwnaj wzér (10) w
pracy [H5] lub [H1])

AF = F(§7 g? g? Tt g) - F(LE7 y? y? AR | y) =€ G(m)F('T7 y? y? et y) + 0(62)7 (2]‘4)
1 m 1 m 1 m

skad, w przypadku réwnania rézniczkowego otrzymujemy kryterium Ovsiannikova.
Zasadniczy problem polega na wyznaczeniu zmiany wyrazu caltkowego

Al = /di,ldi,lf(i:‘%agagaag) —/dmll---dx’lf(x:x,y,y,...,y) (215)
1 k 1 k
X(7) X(2)

pod wplywem rozszerzonych przeksztalcen (2.11). W tym celu prébujemy sprowadzi¢
przeksztatcony obszar X (%) do wyjSciowego obszaru calkowania X (z), aby obliczyé
réznice calek. W ogélnym przypadku zaleznosci obszaru catkowania X (z) do zewnetrz-
nych zmiennych mamy dwa mechanizmy zmiany tego obszaru. Pierwszy wynika z jawnej
transformacji punktéw nalezacych do X, wlaczajac brzeg 0 X, pod wptywem (2.11). Dru-
gi jest skutkiem parametrycznej zaleznosci granic catkowania od zewnetrznych zmien-
nych, ktére réwniez zmieniaja sie pod wpltywem (2.11). Najpierw uwzgledniamy zmiane
X wynikajaca z pierwszego mechanizmu. W tym celu zmieniamy zmienne w pierwszej
calce (2.15) zgodnie z przeksztalceniami (2.7)

(' 7" e {2

Wymaga to obliczenia jakobianu tej transformacji z doktadnoscia do wyrazéw liniowych
w parametrze € (poréwnaj prace [H1] str. 272 oraz prace [H5] str. 254). W przypadku
braku zaleznosci obszaru calkowania od zewnetrznych zmiennych ta zamiana zmien-
nych sprowadza pierwsza catke w (2.15) do obszaru wyj$ciowego X. Dalej rozwijamy
w szereg Talora wyrazenia podcalkowe ograniczajac sie do wyrazéw pierwszego rzedu i
otrzymujemy w ten sposéb kryterium niezmienniczo$ci réwnan rézniczkowo-catkowych
z pracy [H1]. W ogdlnym przypadku, gdy obszar catkowania zalezy od zewnetrznych
zmiennych, to nie wystarcza ze wzgledu na drugi mechanizm zmian X (z). Obszar cal-
kowania w pierwszej calce w (2.15) zmienia sie z X (7 ) na X () # X (z) [58] (poréwnaj
wzér na gérze str. 255 w pracy [H5], w ktérym wyrazenie X (2!} ..., 2") nalezy zastapi¢
wyrazeniem X (2) za$ X (z'*1...,2") wyrazeniem X (2)).

W nastepnym kroku przedstawiamy obszar X ( Z) jako sume teoriomnogosciows wyj-
$ciowego zbioru X (z) i zorientowanego ”przyrostu” AX (z)

X (%) = X(2) UAX(2),

gdzie zorientowany zbiér AX(z) powstaje z brzegu dX pod wplywem rozszerzonych
przeksztalcent w przestrzeni dzetéw (2.11). Zbiér A X (z) dziedziczy standardowsg orienta-
cje brzegu 0X: normalna n do X ma kierunek dodatni, gdy jest skierowana na zewnatrz
ograniczonego obszaru X . Czesci przyrostu A X, ktore powstaja z 0X w kierunku dodat-
niej normalnej pod wpltywem przeksztatcen (2.11) s dodatnio zorientowane. Tzn. ilo-
czyn skalarny normalnej n i wektora ¢ = (¢1,...,¢0) = (€MD &m0, ),
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przedstawiajacego wspélczynniki przeksztalcen (2.11) dla zewnetrznych zmiennych, jest
dodatni. Te cze$ci AX przedstawiaja rozszerzanie sie obszaru X i nie przecinaja sie z
nim. Pozostale czeséci AX maja znak ujemny i odpowiadaja kurczeniu sie obszaru X.
Sytuacje ilustruje nastepujacy symboliczny rysunek.

Calka po zorientowanym przyrosScie AX dziedziczy odpowiednie znaki poszczegdl-
nych czesci AX. Dzieki temu catka po obszarze X (Z) jest réwna sumie calek AT + AT”
po X(z) 1 AX(z) odpowiednio.

W calce po wyjSciowym obszarze X (z) rozwijamy wyrazenie podcatkowe w szereg
Taylora, pozostawiamy wyrazy liniowe w parametrze grupowym € i otrzymujemy w ten
sposéb ([58]) wyrazy dajace kryterium niezmienniczosci z pracy [H1] (poréwnaj rachunki
na dole str. 255 w pracy [H5] i wynik (11) na str. 256).

Pozostaje do obliczenia catka AI” po obszarze AX (z). Wykorzystujemy w tym ce-
lu infinitezymalny charakter rozwazanego jednoparametrowego przeksztatcenia (2.11).
Obszar AX (z) ma infinitezymalny rozmiar w kierunku dzialania tego przeksztalcenia.
Rozkladamy catke po AX (z) na catke po brzegu 90X oraz na wewnetrzna jednowymiaro-
wa catke w kierunku prostopadlym do brzegu wzdtuz normalnej n po infinitezymalnym
odcinku

l
S wad
i—1

bedacym rzutem na kierunek normalnej n infinitezymalnego odcinka zakreslonego przez
punkt brzegu 0X pod wplywem infinitezymalnego przeksztalcenia (2.11) (rozwijamy w
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szereg Taylora funkcje ¢ definiujace granice catki (2.3))

i .
00 Oy + O(@).

R A !

Azt =2"— 2" = - Azl = ez
—~ JxJ ;
Jj=1 J=1

Do tej jednowymiarowej catki po infinitezymalnym odcinku stosujemy twierdzenie o
warto$ci §redniej, dzieki czemu catka AI” z doktadnoscig do wyrazéw liniowych wzgle-
dem parametru € jest réwna nastepujacej catce powierzchniowej po brzegu 90X

A" = e/daz 28 -

80X i=1

(z,9) f(z, 2y, y,---,%)+0(62),

gdzie do oznacza miare na 0X. Za pomoca twierdzenia Gaussa przeksztalcamy te catke
powierzchniowa w caltke objetoSciowa po wyjsciowym obszarze X (z)

_ g
AI" = /dm dz Za Zaa

a: y)f(x T y,y, ..,%)—FO(EQ). (2.16)

Rezultat (2.16) jest prostym uogdlnieniem wzoru (12) z pracy [H5], w ktérym nalezy
zastapi¢ zewnetrzne zmienne niezalezne (z!T!...,z") zmiennymi zewnetrznymi (2.2)
z=(2",...,29) = (" ... 2" y,y, ..., y), zaé wektor € = (£, ¢") wektorem

1 P

CZ(C ""’Cq) E(éh l+1)""7£n’77’n1"'",r]n"")'

Wzér (2.16) daje nowe wyrazy w kryterium niezmienniczo$ci wynikajace z zaleznoSci
obszaru catkowania od zewnetrznych zmiennych.

Ostatecznie otrzymujemy ([58]) infinitezymalne kryterium niezmienniczo$ci réwnan
rézniczkowo-catkowych postaci (2.4) w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 1. Warunek konieczny niezmienniczosci rownan (2.4) pod wptywem prze-
ksztatcen (2.5) ma nastepujgcg postaé:

G(m)F(‘Taya Yyoony y)
1 m

e
X(2)

[ ; ’
/ / alx,
G(k)f(x,m,y,gl;,...,g]i)-I—f(x,ac,y,gl;,...,%)zM

1
= Oz

z'

CJ :v Y f (:E’,ac,y,y, e ,y)J =0 na rozwigzaniach (2.4),
1 k

gdzie wspotczynniki ¢V odpowiadajg zewnetrznym zmiennym 27, od ktorych zalezy obszar
catkowania.

Ta postaé kryterium niezmienniczosci jest uogdlnieniem wzoru (13) z pracy [H5] na
przypadek, gdy obszar calkowania zalezy od zewnetrznych zmiennych z, tzn. réwniez
od zmiennych zaleznych i ich pochodnych.
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W przypadku réwnania (2.1) kryterium niezmienniczo$ci przyjmuje posta¢ warunku

351 l q z'

PRI

ow 0
e F+—/d f+f2

ij =0
na rozwigzaniach W (F,I) = 0.

Kryterium niezmienniczoéci daje tzw. réwnania okreslajgce na wspélezynniki £, 7
definiujace generatory poszukiwanych przeksztatcen punktowych, zachowujacych réw-
nania rézniczkowo-catkowe. Sa to jednorodne liniowe réwnania rézniczkowo-caltkowe.
Poniewaz te réwnania musza by¢ spelnione tozsamo$ciowo ze wzgledu na zmienne w
przestrzeni dzetéw x,y,yi,..., ktore sg formalnie niezalezne, wiec mozna si¢ pozbyé
réwnani catkowych korzystajac z lematu Lagrange’a rachunku wariacyjnego [17]. W tym
celu nalezy przedstawi¢ wyrazenia podcaltkowe w postaci iloczynu jednej ze zmiennych
Z,Y,Y1,...1 wyrazenia niezaleznego od tej zmiennej. W zastosowaniach fizycznych zwy-
kle si¢ to udaje dzieki dodatkowym informacjom o badanym réwnaniu, ktére wynikaja
z fizycznego kontekstu. Np. w przypadku réwnan Vlasova-Maxwella wystarczy zatozyé
analityczno$é zaleznosci wspdtezynnika 1 od zmiennej zaleznej, jednoczastkowej funkcji
rozktadu. Takie zalozenie jest réwnowazne przyjeciu, ze przeksztalcenia punktowe two-
rzace grupe Liego zaleza analitycznie nie tylko od parametru € ale réwniez od punktu w
przestrzeni, w ktorej dziataja. W ten sposéb przechodzimy od rézniczkowo-catkowych
réwnan okreslajacych do wyrazen podcatkowych, bedacych liniowymi réwnaniami réz-
niczkowymi.
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2.4 Omowienie prac wilaczonych do rozprawy
habilitacyjnej

[H1] = [52] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Integro-Differential Equations,
Rep. Math. Phys. 48, No 1/2, 269, (2001).

Praca stanowi podsumowanie wynikéw pierwszego okresu badan symetrii réwnan
rézniczkowo-catkowych. Zawiera wyprowadzenie infinitezymalnego kryterium niezmien-
niczo$ci réwnan rézniczkowo-catkowych wzgledem przeksztatcen punktowych w przy-
padku, gdy obszar caltkowania nie zalezy od zewnetrznych zmiennych, tzn. zmiennych
niezaleznych spoza obszaru calkowania oraz zmiennych zaleznych i ich pochodnych.
Otrzymane kryterium zostato zastosowane do wyznaczenia grupy symetrii réwnan Vlasova-
Maxwella opisujacych bezzderzeniowa plazme. Wyznaczono algebre Liego i pelna grupe
Liego symetrii punktowych dla tych réwnan. Ze wzgledu na formalne ograniczenie obje-
tosci pracy do 8 stron nie zamieszczono w niej wynikéw dotyczacych pelnej klasyfikacji
podgrup niezmienniczych i odpowiadajacych im rozwigzan niezmienniczych.

Juz w tej najmniej ogdlnej formie kryterium niezmienniczosci stosuje sie do bar-
dzo szerokiego kregu zagadnien fizycznych. Bylo intensywnie wykorzystywane do bada-
nia réwnan kinetycznych (réwnanie Boltzmanna), réwnan dynamiki ptynéw (réwnanie
Benneya oraz posrednie réwnania Eulera réwnowazne réwnaniu Bragga-Hawthorne’a) i
réwnan fizyki plazmy.

[H2] = [54] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Equations with Functional
Arguments, Rep. Math. Phys. 50, No 2, 125, (2002).

W tej pracy przedstawiono istotne uogdlnienie teorii na przypadek réwnan z tzw.
funkcjonalnymi argumentami, np. opéznionymi lub wyprzedzonymi. Uogélnienie doty-
czy zaréwno réwnan rézniczkowych, zwyczajnych i czastkowych, jak rownan rézniczkowo-
catkowych. Poniewaz zmienne zalezne bedace funkcjami argumentéw funkcjonalnych sa
wielko$ciami lokalnymi, wiec mozna zastosowac¢ metode Liego-Ovsiannikova rozszerze-
nia (przedtuzenia) grupy przeksztalcen. Odpowiednie wzory transformacyjne zostaly
wyprowadzone w pracy. Ponadto, w pracy zostalo wykorzystane rozszerzenie grupy na
zmienne zespolone, szczegélowo oméwione w [51]. To rozszerzenie choé proste nie jest
jednak trywialne, gdyz pochodna kwadratu modutu |€|? wzgledem & nie istnieje, ponie-
waz funkcja £*(€) nie jest rézniczkowalna. Okazuje sie, ze wraz z réwnaniem wyjscio-
wym trzeba rozwazy¢ jego sprzezong wersje, za§ wzory transformacyjne dla wielkosci
sprzezonych otrzymujemy przez sprzezenie zespolone.

W przypadku réwnan rézniczkowych zwyczajuych opdznione argumenty pojawia-
ja sie w teorii sterowania w ukladach ze sprzezeniem zwrotnym. W przypadku réw-
nan czastkowych opisuja one zagadnienia polowe z op6zniona odpowiedzig. Procesy z
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roztozong opozniona odpowiedzia prowadza do réwnan rézniczkowo-catkowych z opéz-
nionymi argumentami. Przyklad takiego réwnania, tzw. nielokalne, nieliniowe réwna-
nie Schrédingera (nNLS), zostal zbadany w pracy. Réwnanie to opisuje ewolucje wolno
zmiennej amplitudy fal Langmuira w plazmie. Zostalo ono otrzymane metodami asymp-
totycznymi z réwnan Vlasova-Maxwella [50]. Dotyczy waznych zagadnien praktycznych
w fizyce plazmy. Przeprowadzona analiza grupowa pozwolila stwierdzi¢ nieistnienie soli-
tonéw Zakharova, ktére pojawiaja sie w przyblizeniu hydrodynamicznym. Analogiczne
réwnanie nNLS pojawia sie w optyce nieliniowe;j.

[H3] = [65] V. B. Taranov and Z. J. Zawistowski, Electron Plasma Upper Hybrid Kinetic
Symmetries, J. Tech. Phys. 44, No 3, 303, (2003).

Praca napisana wspdlnie z dr V. Taranovem dotyczy waznego, praktycznego proble-
mu dynamiki plazmy w polu magnetycznym. Rozwazane zagadnienie dotyczy zaréwno
plazmy kosmicznej (wpltyw pola magnetycznego Stonca i Ziemi) jak plazmy laborato-
ryjuej (pulapki magnetyczne, tokomaki). Znaleziona zostala pelna grupa symetrii dwie-
ma niezaleznymi metodami: metoda momentéw Taranova [44] i metoda bezposrednia
Zawistowskiego [H1]=[52]. Jednym z celéw bylo poréwnanie obu metod w praktyce.
Otrzymano zgodne wyniki. Metoda bezposrednia okazalta sie bardziej efektywna. Ten
przyktad kolejny raz potwierdza skuteczno$sé metody bezposredniej. W pracy zosta-
ta przeprowadzona pelna klasyfikacja podgrup niezmienniczych i odpowiadajacych im
klas rozwiazan niezmienniczych. Przeanalizowano granice zimnej plazmy oraz zwiazek
z elektronowy plazma Langmuira.

[H4] = [56] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Radial Mazwell-Viasov Equations,
Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukraine 50, Part 1, 304,
(2004).

Praca stanowi przykltad zastosowania kryterium niezmienniczodci, otrzymanego w
pracy [H1] = [52], do waznego fizycznie przypadku plazmy o symetrii sferycznej. Z ogol-
nych wlasciwoéci symetrii réwnan elektrodynamiki wynika, ze w dwéch przypadkach
ruchéw, ruchéw prostoliniowych i ruchéw radialnych, nie ma promieniowania elektro-
magnetycznego. Ten sam wniosek wynika z teorii promieniowania, gdyz znika wéwczas
poprzeczna sktadowa transformaty Fouriera pradu elektrycznego. Zatem nie wystepuja
efekty retardacji typowe dla pola promieniowania i pole elektromagnetyczne zachowuje
sie jak pole elekrostatyczne ”wmrozone” w plazme. Przypadek ruchu prostoliniowego
jest szeroko wykorzystywany w teorii plazmy, natomiast przypadek ruchéw czysto ra-
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dialnych nie bytl, wedlug wiedzy autora, w ogéle badany.

Zagadnienie jest bardzo wazne w zastosowaniach praktycznych, gdyz fala sferyczna
zbiegajaca, wywolana przez sferycznie symetryczne pobudzenie lub wskutek implozji,
moze by¢ uzyta jako mechanizm grzania plazmy w procesie reakcji termojadrowej. W
zwiazku z tym kontynuowane sg badania plazmy wielosktadnikowej zawierajacej czastki
o jednakowym stosunku ladunku do masy (czastki « i jony deuteru).

[H5] = [57] Z. J. Zawistowski, General Criterion of Invariance for Integro-Differential
Equations, Rep. Math. Phys. 54, No 2, 341, (2004).

W tej pracy przedstawiono uogélnienie teorii na przypadek réwnan rézniczkowo-
catkowych zawierajacych catki po obszarach, ktére moga, zaleze¢ od zewnetrznych zmien-
nych niezaleznych. Zalezno$¢ od zewnetrznych zmiennych prowadzi do dodatkowego me-
chanizmu zmiany obszaru catkowania pod wplywem punktowych przeksztalcen symetrii.
Przedyskutowano inne uogdélnienia dopuszczalnej postaci rownan, w szczegdlnosci wy-
raz catkowy nie musi sie pojawia¢ w rownaniu addytywnie. Przeprowadzono krytyczna
analize innych metod wyznaczania symetrii réwnan rézniczkowo-catkowych.

Przedstawiona teoria w prosty sposéb uogolnia sie na przypadek zewnetrznych zmien-
nych bedacych zmiennymi zaleznymi i ich pochodnymi, co prowadzi do zagadnienia z
dynamicznie zmiennym obszarem catkowania [58] (poréwnaj p. 3.1 i p.3.3). W postaci
zawartej w pracy [H5] = [57] i jej uogélnieniu [58] teoria obejmuje wszystkie przypadki
réwnan rézniczkowo-catkowych majacych sens fizyczny, ktére mozna sobie wyobrazié i
stanowi kulminacje rozwijanej metody.
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2.5 Podsumowanie

W pracach stanowigcych rozprawe habilitacyjna zawarte sa najistotniejsze etapy budo-
wania og6lnej metody znajdowania grup symetrii rownan rézniczkowo-catkowych opi-
sujacych uktady dynamiczne z nielokalnym oddzialywaniem oraz wybrane, charaktery-
styczne przyklady zastosowan tej metody. Przez symetrie rozumiemy tu niezmienniczosé
tych réwnan wzgledem grupy Liego przeksztalcen punktowych. W kolejnych krokach me-
toda byla uogélniana zaczynajac od réwnan rézniczkowo-catkowych, w ktérych obszar
catkowania nie zalezy od zmiennych zewnetrznych, tzn. zmiennych nie nalezacych do
tego obszaru. Nastepnie uogdlniono teori¢ na przypadek zaleznoéci obszaru catkowa-
nia od zewnetrznych zmiennych niezaleznych. W ostatecznej formie metoda dopuszcza
zaleznos¢ obszaru catkowania od zmiennych zewnetrznych zaleznych i ich pochodnych.
Zaleznos¢ obszaru catkowania od rozwigzan réwnania opisuje dynamiczne zmiany tego
obszaru, tzw. ruchome granice catkowania. Tak ogélna posta¢ réwnan obejmowanych
metoda byla inspirowana zastosowaniami fizycznymi. Np. w optyce nieliniowej, w teorii
modoéw sprzezonych, oddzialywanie opisywane jest catkami przekrywania, tzn. catkami
po poprzecznych przekrojach wigzek §wiatta. Ze wzgledu na nieliniowo$¢ teorii wyste-
puje zjawisko samoogniskowania sie silnej (laserowej) wigzki $wiatta i zwiazana z tym
zmiana jej przekroju w zaleznosci od natezenia Swiatlta. Oprocz tego uogdlniono teo-
rie na przypadek zmiennych zespolonych oraz na bardzo wazny przypadek argumentéw
"funkcyjnych”, réwnania z tzw. argumentami funkcjonalnymi. W najprostszym przy-
padku sa to réwnania z opdéznionym argumentem oraz réwnania splotowe. Ostateczna
postaé¢ otrzymanego kryterium niezmienniczodci réwnan rézniczkowo-catkowych obej-
muje praktycznie wszystkie réwnania wystepujace w zastosowaniach fizycznych.

Metoda jest naturalnym uogdlnieniem klasycznej teorii Liego-Ovsiannikova dla réw-
nan rézniczkowych. Nie wymaga stosowania zaawansowanego aparatu matematycznego.
W przypadku wielkoéci lokalnych, takich jak pochodne czy tez argumenty funkcyjne,
stosujemy klasyczng procedure rozszerzenia (przedtuzenia) grupy symetrii na te zmien-
ne. W przypadku wielkoéci nielokalnych stosowane dotychczas metody sg pracochtonne,
malo efektywne i czesto stosuja sie do ograniczonej klasy réwnan. Dlatego tez pozo-
stawiamy wyrazenia nielokalne bez zmian i poszukujemy nowej formy kryterium nie-
zmienniczo$ci. Sformulowana teoria ma charakter pragmatyczny i jest nastawiona na
zastosowania praktyczne.

Metoda zostala sprawdzona w zastosowaniach praktycznych do badania skompliko-
wanych nieliniowych i nielokalnych réwnan fizyki. Okazala si¢ bardzo skuteczna. Autor
stosowal ja np. do analizy grupowej réwnan Vlasova-Maxwella i nielokalnego, nielinio-
wego rownania Schrodingera. Inni badacze ((")zer, Frewer et.al.) stosowali ja do badania
réwnania Boltzmanna i skomplikowanych réwnan dynamiki ptynéw.

Otrzymane kryterium niezmienniczoSci stanowi warunek konieczny istnienia syme-
trii. W zwiazku z tym pozwala ono wyznaczy¢ wszystkie potencjalne grupy symetrii
badanego réwnania. Problem warunku dostatecznego jest znacznie bardziej skompli-
kowany niz w przypadku réwnan rézniczkowych. Wymaga uprzedniego sformutowania
globalnego twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci dla réwnan rézniczkowo-catkowych.
Jest to trudne zadanie na nowa podstawowa i bardzo obszerna prace, co pokazuja proby
podjete w pracach DiPermy i Lionsa [8]-[9], Dudyniskiego i Ekiel-Jezewskiej [10] oraz
w monografii Glasseya [19]. Z praktycznego punktu widzenia warunek konieczny jest
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wazniejszy. Przez podstawienie mozna sprawdzié, czy wyznaczone przeksztalcenia sa
rzeczywidcie symetriami danego réwnania. Takiego sprawdzenia i tak nalezy dokonaé
aby wyeliminowa¢ ewentualne pomytki rachunkowe, poza tym juz przyktad réwnan réz-
niczkowych czastkowych pokazuje, ze korzystanie z warunku dostatecznego moze by¢é
bardziej skomplikowane niz bezposrednie sprawdzenie (patrz [33]: dodatkowe warunki
regularno$ci dla réwnan czastkowych oprécz warunku maksymalnego rzedu).

Tematyka badan przedstawiona w niniejszej rozprawie bedzie kontynuowana. Przede
wszystkim chodzi tu o zastosowania teorii do zagadnien fizycznych. Przewiduje sie na-
pisanie odpowiedniego pakietu dla programu Mathematica wykorzystujacego algoryt-
miczny charakter sformutowanego kryterium niezmienniczoéci. Po zakonczeniu obecne-
go etapu badan dotyczacego wyznaczania grup symetrii réwnan rézniczkowo-catkowych,
planowane jest podjecie nowego, perspektywicznego zadania, jakim jest opracowanie
metody znajdowania praw zachowania dla takich réwnan. W tym przypadku niezbedny
jest formalizm nie korzystajacy z istnienia lagranzjanu i zwiazanego z nim twierdzenia
Nother.
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