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2.1 Wst¦p

Niniejsza rozprawa habilitacyjna przedstawia dorobek naukowy autora dotycz¡cy zasto-
sowania metod teorii grup do badania ukªadów równa« ró»niczkowo-caªkowych (IDE)
opisuj¡cych ukªady dynamiczne z nieliniowym i nielokalnym oddziaªywaniem. Dorobek
ten zawarty jest w oryginalnych pracach autora [49]-[58]. Prace [52]=[H1], [54]=[H2],
[55]=[H3], [56]=[H4] i [57]=[H5], które zawieraj¡ najistotniejsze oryginalne idee autora,
zostaªy wª¡czone do niniejszej rozprawy. Kwintesencj¡ sformuªowanej teorii jest twier-
dzenie, tzw. in�nitezymalne kryterium niezmienniczo±ci równa« ró»niczkowo-caªkowych,
stanowi¡ce warunek konieczny niezmienniczo±ci danego ukªadu równa« wzgl¦dem po-
szukiwanej grupy symetrii. W kolejnych pracach autora twierdzenie to byªo uogólniane
i w ostatecznej postaci (patrz punkt 2.3.3) stosuje si¦ do bardzo szerokiej klasy ukªadów
równa« ró»niczkowo-caªkowych obejmuj¡cej wszystkie realistyczne zastosowania �zycz-
ne. Wa»n¡ cz¦±ci¡ teorii jest oryginalna metoda rozwi¡zywania tzw. równa« okre±laj¡-
cych na generatory grupy symetrii, co stanowi gªówn¡ trudno±¢ techniczn¡ przy stosowa-
niu dowolnej metody. Polega ona na zastosowaniu lematu Lagrange'a pozwalaj¡cego na
przej±cie do wyra»enia podcaªkowego, co sprowadza odpowiednie liniowe ró»niczkowo-
caªkowe równanie okre±laj¡ce do liniowego równania ró»niczkowego. Zaproponowana
teoria nale»y do grupy metod bezpo±rednich (patrz punkt 2.2) i ma charakter pragma-
tyczny. Jest nastawiona na praktyczne zastosowania. Jej efektywno±¢ zostaªa potwier-
dzona zastosowaniami w �zyce plazmy i optyce nieliniowej. Znalazªa tez na±ladowców i
kontynuatorów. �Ozer u»yª tej metody i próbowaª j¡ uogólnia¢ w pracy [37] do wyznacze-
nia symetrii równa« Benneya opisuj¡cych dwuwymiarowy przepªyw nielepkiego pªynu
w polu grawitacyjnym za± w [38] do grupowej analizy bezzderzeniowego równania Bolt-
zmanna szczególnego typu. Frewer, Oberlack i Guenther posªu»yli si¦ t¡ metod¡ badaj¡c
równowa»no±¢ równa« Eulera, opisuj¡cych stacjonarny, osiowo-symetryczny, przepªyw
nie±ci±liwego pªynu, i równania Bragga-Hawthorne'a [16].

Znaczenie metod symetrii w �zyce jest nieocenione a ich zastosowanie ma dªug¡ tra-
dycj¦. Teoria Liego przenikn¦ªa caª¡ �zyk¦, od rozwi¡zywania konkretnych problemów
dzi¦ki znalezionym symetriom do budowania caªych teorii zgodnych z narzuconymi wa-
runkami symetrii. Praktycznie wszystkie znane rozwi¡zania równa« nieliniowych zostaªy
znalezione dzi¦ki symetriom tych równa«, cho¢ nie zawsze ±wiadomie. Zastosowanie me-
tod teorii grup pozwala wyznacza¢ szczególne rozwi¡zania, tzw. rozwi¡zania niezmien-
nicze, klasy�kowa¢ takie rozwi¡zania, bada¢ wªa±ciwo±ci rozwi¡za« bez konieczno±ci
rozwi¡zywania samych równa«, upraszcza¢ równania (np. redukuj¡c ich rz¡d lub liczb¦
zmiennych), co pozwala dalej stosowa¢ metody przybli»one i numeryczne. W przypadku
skomplikowanych równa« nieliniowych, zwªaszcza ró»niczkowo-caªkowych, s¡ to jedyne
dost¦pne metody analityczne. �adne inne metody nie maj¡ tak szerokiego zakresu za-
stosowa«.

Struktura pracy jest nast¦puj¡ca. W cz¦±ci II w punkcie 2.2 omówiony jest aktualny
stan wiedzy w rozwa»anej dziedzinie. W punkcie 2.3 przedstawiona jest charakterystyka
zaproponowanej teorii i jej uogólnie«. W punkcie 2.4 omówione zostaªy zaª¡czone prace
oryginalne. Podsumowanie pracy zawarte jest w punkcie 2.5. Cz¦±¢ III zawiera zaª¡czone,
opublikowane, oryginalne prace autora.

9



2.2 Stan wiedzy w dziedzinie

2.2.1 Rys historyczny

Zwykle poj¦cie symetrii w �zyce kojarzy si¦ z twierdzeniem N�other i zasadami zacho-
wania, które wynikaj¡ z niezmienniczo±ci caªki dziaªania wzgl¦dem odpowiednich prze-
ksztaªce«. Na przykªad niezmienniczo±¢ wzgl¦dem translacji w czasie prowadzi do zacho-
wania energii, za± niezmienniczo±¢ wzgl¦dem translacji przestrzennych do zachowania
p¦du. Jednak historycznie pierwotne byªo badanie symetrii równa« a nie zwi¡zanego
z nimi lagran»janu i caªki dziaªania. Pod koniec XIX wieku Sophus Lie zainspirowa-
ny pracami Galois i Abela dotycz¡cymi równa« algebraicznych postanowiª stworzy¢
analogiczna metod¦ dla równa« ró»niczkowych. Wprowadziª on niezmiernie wa»ne w
matematyce i �zyce poj¦cie grupy ci¡gªej (ró»niczkowej, analitycznej) oraz jej algebry
(przeksztaªcenia in�nitezymalne), zwanych dzi± grup¡ i algebr¡ Liego [29]. We wspóª-
czesnym j¦zyku grupa Liego to rozmaito±¢ analityczna, która jest jednocze±nie grup¡ i
obie struktury, algebraiczna i ró»niczkowa, s¡ uzgodnione, tzn. dziaªanie grupowe jest
analityczne. Algebra Liego to przestrze« styczna do grupy Liego w punkcie b¦d¡cym
elementem neutralnym grupy lub równowa»nie przestrze« pól wektorowych nad grupa
Liego lewo (lub prawo) niezmienniczych [18, 45, 46, 33]. Algebra Liego w peªni charak-
teryzuje grup¦ Liego lokalnie. Badanie symetrii równa« sprowadza si¦ do wyznaczenia
wszystkich niezale»nych generatorów jednoparametrowych przeksztaªce« zachowuj¡cych
te równania. Generatory te stanowi¡ baz¦ algebry Liego grupy Liego. W zastosowaniach
�zycznych zwykle udaje si¦ odtworzy¢ grup¦ Liego na podstawie znajomo±ci jej algebry
posªuguj¡c si¦ odwzorowaniem exp, tzn. sumuj¡c szereg Liego za pomoc¡ twierdzenia
BCH (Baker, Campbell, Hausdor�) [15]. Siªa teorii Liego polega na swoistej linearyza-
cji problemu. Zamiast bada¢ skomplikowane nieliniowe zale»no±ci, w przypadku grupy
Liego wystarczy wyznaczy¢ jej algebr¦, która jest przestrzeni¡ liniow¡. W interesuj¡-
cym nas przypadku równa« ró»niczkowych (ró»niczkowo-caªkowych) wspóªczynniki de-
�niuj¡ce generatory jednoparametrowych podgrup grupy Liego symetrii wyznaczamy z
liniowych równa« ró»niczkowych (ró»niczkowo-caªkowych), tzw. równa« okre±laj¡cych
(patrz p. 3.3). Lie badaª gªównie równania zwyczajne [30], ale równie» zajmowaª si¦
równaniami cz¡stkowymi [28, 31]. Sformuªowaª on wszystkie istotne, dalekosi¦»ne poj¦-
cia teorii, których znaczenie zostaªo docenione dopiero w XX wieku. Z innych uczonych
przeªomu XIX i XX wieku, którzy wnie±li istotny wkªad do rozwoju teorii grup Liego,
nale»y wymieni¢ A. V. B�acklunda, F. Engela i L. Bianchiego.

Pierwszy okres rozwoju teorii Liego ko«czy si¦ w 1918 roku opublikowaniem zna-
mienitej pracy Emmy N�other [32], która nie tylko pokazaªa zwi¡zek mi¦dzy symetriami
wariacyjnymi (niezmienniczo±¢ caªki dziaªania) i zasadami zachowania [3] ale wprowa-
dziªa uogólnione transformacje symetrii zwane dzi± niesªusznie przeksztaªceniami Lie-
B�acklunda. Generatory tych przeksztaªce« zale»¡ nie tylko od zmiennych niezale»nych
i zale»nych ale równie» od pochodnych zmiennych zale»nych dowolnego rz¦du. W przy-
padku równa«, dla których istnieje lagran»jan, a wi¦c wynikaj¡ce z zasady wariacyjnej
jako równania Eulera-Lagrange'a, grupa symetrii caªki dziaªania jest zawarta w gru-
pie symetrii samego równania. Zatem je±li znamy jednoparametrow¡ podgrup¦ symetrii
wariacyjnej i odpowiadaj¡ce jej prawo zachowania, to dysponujemy dodatkow¡ informa-
cj¡. Oprócz niezmienniczo±ci równania mamy niezmienniczo±¢ caªki dziaªania. Dlatego

11



wªa±nie mo»liwa jest w tym przypadku redukcja rz¦du równania o 2, a nie o 1 jak w
przypadku symetrii równania. Poniewa» twierdzenie N�other nie daje przepisu na po-
szukiwanie grupy symetrii caªki dziaªania (zakªada znajomo±¢ takiej grupy), wi¦c je±li
znamy grup¦ symetrii równania, to sprawdzaj¡c przez podstawienie, które przeksztaª-
cenia symetrii równania zachowuj¡ równie» caªk¦ dziaªania mo»emy efektywnie znale¹¢
wszystkie prawa zachowania w przypadku teorii z lagran»janem. Ze wzgl¦du na funda-
mentalne znaczenie twierdzenia N�other w �zyce jego zastosowanie zdominowaªo na wiele
lat pierwotne zainteresowanie symetriami samych równa«. Przyczyniªa si¦ równie» do
tego nikªa znajomo±¢ zaawansowanej geometrii ró»niczkowej, teorii form ró»niczkowych
i rozmaito±ci ró»niczkowalnych rozwijanych przez takich matematyków jak H. Poincare,
E. Cartan i H. Weyl, którzy uogólnili teori¦ Liego. Spowodowaªo to praktyczny zanik sto-
sowania metody Liego badania symetrii równa« ró»niczkowych a» do poªowy XX wieku.
Oczywi±cie stosowano ró»ne szczegóªowe metody, zwªaszcza do równa« zwyczajnych, jak
np. analiza wymiarowa, twierdzenie Pi Buckinghama, czy te» rozwi¡zania samopodobne
nie zdaj¡c sobie jednak sprawy z faktu istnienia ogólniejszej teorii, z której one wyni-
kaj¡. Przeªomem staªa si¦ w roku 1950 ksi¡»ka Birkho�a [2] pokazuj¡ca zastosowania
metod teorii grup w hydrodynamice.

Renesans teorii Liego badania symetrii równa« ró»niczkowych nast¡piª dzi¦ki pra-
com L. V. Ovsiannikova i jego uczniów z Nowosybirska w latach 50-ch XX wieku. Dzi¦ki
wprowadzonemu przez Ehresmanna [11, 12] poj¦ciu d»etu Ovsiannikov sformuªowaª teo-
ri¦ Liego w ±cisªym j¦zyku wspóªczesnej matematyki. W uproszczeniu, d»et k-go rz¦du
(k-jet) funkcji w danym punkcie (zbiór zmiennych niezale»nych), to ten punkt, warto±¢
funkcji w tym punkcie i zbiór wszystkich pochodnych tej funkcji w tym punkcie do k-go
rz¦du wª¡cznie (rozwini¦cia Talora funkcji w danym punkcie do rz¦du k). �ci±lej, jest
to klasa równowa»no±ci ze wzgl¦du na relacj¦ styczno±ci k-go rz¦du przekrojów lokal-
nie trywialnego rozwªóknienia nad danym punktem. Jest to sposób nadania ±cisªego
sensu traktowania w metodzie Liego wszystkich zmiennych w równaniu, tj. zmiennych
niezale»nych, zmiennych zale»nych i ich pochodnych formalnie jak zmiennych niezale»-
nych i ograniczenia si¦ do znajomo±ci praw transformacyjnych tych formalnie nieza-
le»nych zmiennych. Do badania niezmienniczo±ci równania wystarcza nam umiej¦tno±¢
transformowania wielko±ci wyst¦puj¡cych w równaniu, np. pochodnych. Rzeczywisty
sens tych wielko±ci jest nieistotny, potrzebny jest tylko wst¦pnie do wyznaczenia tych
praw transformacyjnych na podstawie transformacji zmiennych niezale»nych i zale»nych
(przeksztaªcenia punktowe). W przypadku pochodnych posªugujemy si¦ w tym celu re-
guª¡ ªa«cuchow¡ ró»niczkowania funkcji zªo»onej. W ten sposób rozszerzamy przestrze«
w której dziaªa grupa z przestrzeni zmiennych niezale»nych i zale»nych na przestrze«
zawieraj¡c¡ dodatkowo pochodne do rz¦du odpowiadaj¡cego rz¦dowi równania. Ope-
racja rozszerzenia (przedªu»enia - prolongation) przestrzeni nabiera sensu podniesienia
struktury grupy do przestrzeni d»etów. W ten sposób zostaª nadany teorii geometrycz-
ny charakter i u±ci±lone zostaªo poj¦cie symetrii równania. Punktem wyj±cia jest ogólne
okre±lenie symetrii jako niezmienniczo±ci jakiego± zbioru wzgl¦dem grupy przeksztaª-
ce« przestrzeni zawieraj¡cej ten zbiór. W przypadku równania interesuje nas zbiór jego
rozwi¡za« i przez symetri¦ rozumiemy niezmienniczo±¢ tego zbioru, tzn. przeksztaªce-
nia symetrii przeprowadzaj¡ rozwi¡zania równania w inne rozwi¡zania tego równania.
Wynika st¡d mo»liwo±¢ konstruowania nowych rozwi¡za« z ju» znanych dzi¦ki znajomo-
±ci grupy symetrii równania. Jednak nie znamy na wst¦pie zbioru rozwi¡za«, a wprost
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przeciwnie naszym zasadniczym celem jest znalezienie jak najwi¦kszej liczby ±cisªych
rozwi¡za« za pomoc¡ metod teorii grup. Dlatego te» niezmienniczo±¢ zbioru rozwi¡za«
nale»y przetªumaczy¢ na niezmienniczo±¢ formy równania. Dzi¦ki poj¦ciu d»etu niepre-
cyzyjne poj¦cie niezmienniczo±ci formy równania mo»na u±ci±li¢ i nada¢ mu geometrycz-
ny sens. W przestrzeni d»etów równanie ró»niczkowe staje si¦ równaniem funkcyjnym,
cz¦sto algebraicznym, zadaj¡cym pewn¡ rozmaito±¢ w tej przestrzeni. Niezmienniczo±¢
tej rozmaito±ci wyra»a w sposób ±cisªy niezmienniczo±¢ formy równania i nadaje jej sens
geometryczny.

Badania szkoªy Ovsiannikova byªy kontynuowane w latach 60-tych i 70-tych XX
wieku czego rezultatem byªy kolejne monogra�e [34, 35, 36]. W tych latach powstaªy
silne o±rodki w Moskwie i Kijowie oraz w USA i w Europie, gªównie w Szwecji, Anglii i
Niemczech. Pod koniec lat 80-tych teoria osi¡gn¦ªa dojrzaªy poziom. Oprócz metod wy-
znaczania grup symetrii równa« ró»niczkowych zwyczajnych i cz¡stkowych opracowano
metody znajdowania rozwi¡za« niezmienniczych wzgl¦dem podgrup peªnej grupy syme-
trii, symetrii nielokalnych, symetrii warunkowych, symetrii przybli»onych, symetrii dla
zagadnie« brzegowych. Uogólniono teori¦ N�other, rozwini¦to teori¦ wy»szych symetrii
(przeksztaªcenia Lie-B�acklunda). Zbadano wiele konkretnych równa«. Peªny przegl¡d
metod i kierunków bada« oraz otrzymane wyniki i aktualny stan wiedzy mo»na znale¹¢
w monogra�ach Ovsiannikova [36], Ibragimova [24], Olvera [33], Blumana i jego uczniów
[4, 5], Stephaniego [42], Fushchicha i jego uczniów [15] Vinogradova i Krasilshchika [47]
oraz w CRC handbook Ibragimova [25]. W latach 70-tych rozpocz¦to badania symetrii
równa« ró»niczkowo-caªkowych opisuj¡cych ukªady dynamiczne z nielokalnym oddziaªy-
waniem stanowi¡ce przedmiot niniejszej pracy. Omówimy je szczegóªowo w nast¦pnym
punkcie.

2.2.2 Inne metody badania symetrii równa« ró»niczkowo-caªkowych

Intensywne badania symetrii równa« ró»niczkowo-caªkowych rozpocz¦ªy si¦ w latach
70-tych XX wieku. Pocz¡tkowo stosowano ad hoc ró»ne sposoby dobrane do szczególnej
postaci badanego równania. Przykªadem takiego post¦powania jest praca [13], w której
wykorzystano fakt, »e czªon caªkowy w równaniu ma posta¢ pierwiastka kwadratowe-
go z operatora ró»niczkowego i przestrze« rozwi¡za« równania ró»niczkowo-caªkowego
jest zawarta w przestrzeni rozwi¡za« równania ró»niczkowego cz¡stkowego danego tym
operatorem. Po wyznaczeniu grupy symetrii pomocniczego równania ró»niczkowego zna-
leziono grup¦ symetrii wyj±ciowego równania przez podstawienie - sprawdzenie, które ze
znalezionych przeksztaªce« zachowuj¡ równie» wyj±ciowe równanie. Inny przykªad stano-
wi praca Selekhmana [40], w której rozwa»a si¦ równania ró»niczkowo-caªkowe z czªonem
caªkowym w postaci transformaty Fouriera. W tym przypadku udaje si¦ efektywnie zna-
le¹¢ pochodn¡ Liego daj¡c¡ warunek niezmienniczo±ci i u»y¢ jej do wyznaczenia grupy
symetrii. Stopniowo pojawiªy si¦ bardziej systematyczne metody znajduj¡ce zastosowa-
nie do szerszej klasy równa«. Mo»na je podzieli¢ na dwie grupy: metody bezpo±rednie i
metody po±rednie.

Metody po±rednie polegaj¡ na zast¡pieniu wyj±ciowego ukªadu równa« ró»niczkowo-
caªkowych równowa»nym ukªadem pomocniczym, którego symetrie znamy lub umiemy
wyznaczy¢ za pomoc¡ znanych metod, a nast¦pnie odtworzeniu na tej podstawie sy-
metrii równa« wyj±ciowych. Najcz¦±ciej pomocniczy ukªad równa« jest ukªadem rów-
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na« ró»niczkowych, dla którego mo»emy zastosowa¢ metod¦ Liego-Ovsiannikova. Przy-
kªadem takiej procedury jest elegancka metoda momentów Taranova [44] dla równa«
Vlasova-Maxwella opisuj¡cych dynamik¦ plazmy bezzderzeniowej. Zast¡piª on ukªad
równa« ró»niczkowo-caªkowych Vlasova-Maxwella równowa»nym, niesko«czonym ukªa-
dem równa« ró»niczkowych na momenty jednocz¡stkowej funkcji rozkªadu. Dzi¦ki szcze-
gólnej postaci tego pomocniczego ukªadu równa« mo»liwe byªo, mimo niesko«czonej
liczby równa«, skuteczne zastosowanie metody Ovsiannikova, a nast¦pnie odtworzenie
grupy symetrii wyj±ciowych równa« Vlasova-Maxwella. Wyst¦puje tu delikatny problem
równowa»no±ci niesko«czonego ukªadu równa« i sko«czonego ukªadu równa« ró»niczkowo-
caªkowych. Skuteczno±¢ metody Taranova w �zyce plazmy wynika ze szczególnej postaci
badanych równa« Vlasova-Maxwella, w których momenty funkcji rozkªadu pojawiaj¡
si¦ w sposób naturalny. Inn¡ wa»n¡ metod¡ po±redni¡ jest uogólnienie na przypadek
równa« ró»niczkowo-caªkowych metody Harrisona i Estabrooka [22] opracowanej dla
równa« ró»niczkowych. Zast¡pili oni badanie ukªadu równa« ró»niczkowych badaniem
równowa»nego ukªadu dla form ró»niczkowych. Najpierw przechodz¡ do równowa»ne-
go ukªadu równa« pierwszego rz¦du de�niuj¡c pochodne jako nowe zmienne, nast¦pnie
w standardowy sposób buduj¡ odpowiednie formy ró»niczkowe [22, 42, 23]. Metoda
jest ogólna i elegancka matematycznie. Pozwala na zastosowanie dobrze rozwini¦tego
formalizmu form ró»niczkowych. W szczególno±ci warunek niezmienniczo±ci przybiera
posta¢ warunku na znikanie pochodnej Liego odpowiedniej formy ró»niczkowej, ogólniej
do domkni¦to±ci odpowiedniego ideaªu form ró»niczkowych ze wzgl¦du na dziaªanie po-
chodnej Liego. W ten sposób wyst¦puj¡cy w metodzie Liego-Ovsiannikova dodatkowy
warunek ograniczenia do przestrzeni rozwi¡za« (porównaj p. 2.3.3, Twierdzenie 1 oraz
(13) w [H5]) jest automatycznie speªniony tak jak ma to miejsce w metodzie Liego-
Ovsiannikowa tylko dla równa« liniowych. Jednak rachunki w j¦zyku form s¡ »mudne
i zwykle s¡ bardziej skomplikowane ni» w metodach bezpo±rednich. W przypadku rów-
na« ró»niczkowo-caªkowych metod¦ Harrisona i Estabrooka stosowali gªównie Fushchich
i jego uczniowie ze szkoªy Kijowskiej. W pracy [14] Fushchich i Selekhman u»yli tej
metody do równa« ró»niczkowo-caªkowych niezmienniczych wzgl¦dem grup Galileusza,
Poincar�ego, Schr�odingera i grupy konforemnej. Selekhman [41] badaª grupowe wªasno±ci
równania Boltzmanna. Natomiast Stoigny [43] i Popovich [39] badali symetrie równa«
ró»niczkowo-caªkowych typu Hartree. Ograniczenie si¦ do niektórych typów równa« o
konkretnej postaci wynika z trudno±ci sprowadzenia danego ukªadu równa« ró»niczkowo-
caªkowych do równowa»nego ukªadu dla form ró»niczkowych. Jest to zadanie znacznie
trudniejsze ni» w przypadku równa« ró»niczkowych. Metody po±rednie wymagaj¡ przej-
±cia od problemu wyj±ciowego do problemu pomocniczego i z powrotem, co zwi¡zane
jest z du»ym dodatkowym nakªadem pracy. Cz¦sto takie przej±cie jest bardzo trudnym
zadaniem i rodzi w¡tpliwo±ci interpretacyjne zwi¡zane z zagadnieniem równowa»no±ci.
Powoduje to, »e mimo formalnej ogólno±ci metody te okazuj¡ si¦ skuteczne tylko dla
odpowiednio wybranej klasy równa«. Ponadto, cz¦sto okazuje si¦, »e badanie symetrii
problemu pomocniczego jest trudniejsze od zastosowania metody bezpo±redniej b¦d¡cej
przedmiotem niniejszej rozprawy.

Metody bezpo±rednie s¡ pozbawione wad metod po±rednich i dlatego s¡ intensywnie
rozwijane w ostatnich latach. Ogóln¡ i prost¡ metod¦ bezpo±redni¡ mo»na znale¹¢ w
5-tym rozdziale III tomu CRC Handbook [25]. Polega ona na przyrównaniu do zera po-
chodnej równania ró»niczkowo-caªkowego wzgl¦dem parametru grupowego poszukiwanej
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jednoparametrowej podgrupy symetrii, w punkcie, w którym ten parametr przyjmuje
warto±¢ zerow¡. Formalnie odpowiada to znikaniu odpowiedniej pochodnej Liego. Gdy
tak otrzymane równanie zostanie poprawnie rozpisane, tzn. uwzgl¦dniaj¡c zale»no±¢
obszaru caªkowania od parametru grupowego wynikaj¡c¡ z zale»no±ci tego obszaru od
zmiennych niezale»nych, zale»nych i ich pochodnych w zale»no±ci od rozwa»anej klasy
równa«, to odtworzone zostanie kryterium niezmienniczo±ci odpowiadaj¡ce tym klasom
równa« uzyskane w pracach stanowi¡cych niniejsz¡ rozpraw¦. Jednak»e taka ewaluacja
tego warunku musi by¢ dokonywana za ka»dym razem gdy chcemy u»y¢ tej metody, co
jest trudnym i »mudnym zadaniem. To tak jakby±my powtarzali za ka»dym razem wy-
prowadzenie naszego kryterium niezmienniczo±ci. Takie post¦powanie bywa skuteczne
w przypadkach prostych równa«, natomiast w przypadkach zªo»onych staje si¦ nieprak-
tyczne. Jest to zadanie dla komputera a nie dla czªowieka i w przypadku równa« ró»nicz-
kowych taka metoda zostaªa zastosowana w programie oblicze« symbolicznych w j¦zyku
Mathematica przez Baumanna [1]. Problemy zwi¡zane ze zmienno±ci¡ obszaru caªkowa-
nia znikaj¡ w przypadku przeksztaªce« Lie-B�acklunda w postaci kanonicznej (pionowej,
ewolucyjnej), gdy» zmienne niezale»ne nie podlegaj¡ wtedy transformacji (patrz ni»ej
oraz p. 2.3.1). Wªa±nie w takim przypadku metoda jest najcz¦±ciej stosowana. Grigoriev
i Meleshko zastosowali t¦ metod¦ do badania symetrii równania Boltzmanna specjalnego
typu [20, 21].

Vinogradov i Krasilshchik [48, 47] zaproponowali ogóln¡ i wyra�nowan¡ metod¦
bezpo±redni¡ opart¡ na przedªu»eniu do nielokalnych zmiennych - funkcji pierwotnych
zmiennych zale»nych. W przypadku szczególnych równa« typu Volterry, które sa równo-
wa»ne równaniom ró»niczkowym z warunkiem pocz¡tkowym, prowadzi to do eliminacji
caªek z równa« ró»niczkowo-caªkowych. W ogólnym przypadku, zwªaszcza dla typo-
wych w zastosowaniach �zycznych równa« ze staªymi granicami caªkowania, realizacja
tej idei, b¦d¡cej w istocie uogólnieniem podstawowego twierdzenia rachunku ró»nicz-
kowego i caªkowego, wymaga zastosowania zaawansowanego aparatu matematycznego,
w szczególno±ci teorii nakry¢ ukªadów równa« ró»niczkowych oraz procedury przedªu-
»ania dla równa« ró»niczkowo-brzegowych. W ten sposób metoda ta staje si¦ metod¡
po±redni¡ z pomocniczym problemem ró»niczkowo-brzegowym [47]. Ze wzgl¦du na ko-
nieczno±¢ stosowania zaawansowanej teorii matematycznej oraz skomplikowane i »mudne
rachunki, metoda znalazªa niewielkie zastosowanie praktyczne. Jedynym znanym wa»-
nym przykªadem jej zastosowania jest wyznaczenie grupy symetrii równania koagulacji
Smoluchowskiego przez Chetverikova i Kudryavtseva [6, 7].

Bardziej udan¡ realizacj¦ idei wprowadzenia nielokalnych zmiennych odnajdujemy w
pracach Kovalova, Krivenki i Pustovalova [26, 27] dotycz¡cych symetrii równa« Vlasova-
Maxwella. Potraktowali oni caªki po pr¦dko±ciach wyst¦puj¡ce w tych równaniach jako
nowe zmienne. Caªki te de�niuj¡ zerowy i pierwszy moment funkcji rozkªadu i maj¡
sens �zyczny g¦sto±ci przestrzennej ªadunku i pr¡du elektrycznego. Metoda jest sku-
teczna dzi¦ki szczególnej postaci równa« Vlasova-Maxwella i nie ma waloru ogólno±ci.
Autorzy zapomnieli o konieczno±ci wyra»enia wyniku (generatory grupy symetrii) w
pierwotnych zmiennych. Pozostawienie pomocniczych zmiennych nielokalnych zmienia
interpretacj¦ znalezionej symetrii. Ponadto, mo»na unikn¡¢ trików matematycznych z
funkcj¡ � Diraca, zastosowanych przez autorów, poprawnie przeprowadzaj¡c przedªu»e-
nie do nielokalnych zmiennych, wykorzystuj¡c wzory transformacyjne dla caªek przed-
stawione w niniejszej rozprawie. Wystarczy skorzysta¢ ze wzoru zawartego w kryterium
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niezmienniczo±ci z pracy [52]=[H1].
Na koniec warto wróci¢ do kanonicznych (ewolucyjnych) transformacji Lie-B�acklunda

[24, 25, 33, 4]. Z jednej strony rozwa»amy szersz¡ grup¦ przeksztaªce«, z drugiej za± zni-
kaj¡ problemy zwi¡zane z transformacj¡ obszaru caªkowania (patrz p.3.1). Kryterium
niezmienniczo±ci równania ró»niczkowo-caªkowego znacznie si¦ upraszcza. Poza przypad-
kiem ruchomego obszaru caªkowania, tzn. zale»no±ci tego obszaru (granic caªkowania)
od zmiennych zale»nych i ich pochodnych [58], znikaj¡ wkªady od obszaru caªkowania w
czªonie caªkowym kryterium. Czªon caªkowy ogranicza si¦ do pierwszego wyrazu w kry-
teriach niezmienniczo±ci z prac [52]=[H1], [57]=[H5], tzn. sprowadza si¦ do wej±cia pod
caªk¦ przedªu»onego generatora. Mo»na równie» stosowa¢ efektywnie wspomnian¡ wy»ej
metod¦ ró»niczkowania wzgl¦dem parametru grupowego. Niestety cena za to uogólnie-
nie i uproszczenie kryterium niezmienniczo±ci jest wysoka. Znajdowanie przeksztaªce«
symetrii Lie-B�acklunda jest znacznie trudniejsze i w ogólnym przypadku nie potra�my
ich wyznaczy¢. Wi¡»e si¦ to z konieczno±ci¡ uwzgl¦dnienia oprócz badanego równania
wszystkich (niesko«czonych) jego konsekwencji ró»niczkowych.

Poniewa» metody po±rednie s¡ mniej ogólne i mniej efektywne a próby pozbycia si¦
wyrazów caªkowych w metodach bezpo±rednich, np. za pomoc¡ wprowadzenia zmien-
nych nielokalnych, okazaªy si¦ nieskuteczne lub niezbyt ogólne, w pracach stanowi¡-
cych niniejsz¡ rozpraw¦ przyj¦to nast¦puj¡c¡ strategi¦. W przypadku wielko±ci lokal-
nych, takich jak pochodne czy te» zmienne zespolone lub funkcje od argumentów opó¹-
nionych i przedwczesnych (ogólnie: funkcyjnych), stosuje si¦ klasyczn¡ procedur¦ Lie-
Ovsiannikova przedªu»enia (rozszerzenia) grupy. Natomiast wielko±ci nielokalne (caªki)
pozostawia si¦ bez zmian i poszukuje si¦ nowej postaci kryterium niezmienniczo±ci.
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2.3 Opis metody

2.3.1 Przeksztaªcenia punktowe

W pracach [H1]-[H5] zostaªa przedstawiona bezpo±rednia metoda wyznaczania grup
Liego przeksztaªce« punktowych zachowuj¡cych równania ró»niczkowo-caªkowe nast¦-
puj¡cej ogólnej postaci

W

0B@F (x; y; y
1
; : : : ; y

m
);
Z
X(z)

dx
01� � � dx

0lf(x
01; : : : ; x

0l; x; y; y
1
; : : : ; y

k

)

1CA = 0; (2.1)

gdzie n;m; k; l; p; q sa dowolnymi liczbami naturalnymi (l 6 n), x = (x1; : : : ; xn), funkcje
W , F and f s¡ dowolne ale wystarczaj¡co regularne by zapewni¢ istnienie rozwi¡za«
rów. (2.1). Symbol y

m
oznacza zbiór wszystkich pochodnych cz¡stkowych m-tego rz¦du:

y
m
=
�

@my

@xi1� � � @xim
� @xi1 � � � @ximy � yi1���im

�
:

za± granice caªkowania (obszar X) zale»¡ od zewn¦trznych, w stosunku do zmiennych
caªkowania, tzn. nie nale»¡cych do obszaru X, zmiennych z, wª¡czaj¡c w to zmienne
niezale»ne, zmienne zale»ne i ich pochodne [58]

z = (z1; : : : ; zq) � (xl+1; : : : ; xn; y; y
1
; : : : ; y

p
): (2.2)

W rów. (2.1) mo»e wyst¦powa¢ wiele ró»nych wyra»e« caªkowych. W stosunku do pracy
[H5] uogólnienie polega na zast¡pieniu X(xl+1; : : : ; xn) przez X(z), tzn. na dopuszcze-
niu zale»no±ci obszaru caªkowania od zmiennych zale»nych i ich pochodnych. Granice
obszaru caªkowania

@X 3 x = (x1; : : : ; xl); xi = �i(z1; : : : ; zq): (2.3)

sa zadane dowolnymi, gªadkimi funkcjami �i. Zatem obszar caªkowania mo»e si¦ zmie-
nia¢ dynamicznie, zale»nie od warto±ci rozwi¡za« rów. (2.1). Wariant metody, gdy obszar
caªkowania nie zale»y od zewn¦trznych zmiennych zostaª przedstawiony w pracy [H1].

Badanie symetrii równa« typu (2.1) sprowadza si¦ do badania symetrii równania
kanonicznego, w którym funkcja W jest sum¡ wyrazu czysto ró»niczkowego F i wyra-
zu caªkowego I (dokªadniej caªkowo-ró»niczkowego, gdy» pod caªk¡ wyst¦puje dowolny
operator ró»niczkowy)

F (x; y; y
1
; : : : ; y

m
) +
Z
X(z)

dx
01� � � dx

0lf(x
01; : : : ; x

0l; x; y; y
1
; : : : ; y

k

) = 0: (2.4)

Dla uproszczenia notacji, zmniejszenia liczby wska¹ników, w pracach [H1], [H5] i [58]
ograniczono si¦ do jednego równania skalarnego. Uogólnienie na przypadek ukªadu rów-
na« dla kilku zmiennych zale»nych y = (y1; : : : ; yr) jest oczywiste. Sprowadza si¦ do
stosowania otrzymanego kryterium niezmienniczo±ci do ka»dego równania z osobna.

Przypadek f = 0 redukuje rów. (2.1) do równania ró»niczkowego, zatem prezento-
wana metoda zawiera metod¦ Ovsiannikova jako szczególny przypadek.
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Interesuje nas niezmienniczo±¢ równa« ró»niczkowo-caªkowych typu (2.1) wzgl¦dem
przeksztaªce« punktowych

exi = e�Gxi = xi + ��i(x; y) +O(�2)

ey = e�Gy = y + ��(x; y) +O(�2);
(2.5)

dla których in�nitezymalny generator, nale»¡cy do algebry Liego poszukiwanej grupy
Liego przeksztaªce« punktowych, ma posta¢

G = �i(x; y)@xi + �(x; y)@y: (2.6)

Stosujemy standardow¡ konwencj¦ sumowania po powtarzaj¡cych si¦ wska¹nikach.
Dla "niemych"("cichych") zmiennych caªkowania x

01; : : : ; x
0l obowi¡zuje to samo

prawo transformacyjne co dla zmiennych x1; : : : ; xl, zadane tymi samymi funkcjami �i

ex0i = e�Gx
0i = x

0i + ��i(x
0

; y) +O(�2) for i = 1; : : : ; l: (2.7)

Z punktu widzenia prawa transformacyjnego zmienne primowane ("nieme") i nieprimo-
wane rozró»niane s¡ tylko przez ich warto±ci. Dotyczy to zarówno punktów wewn¦trz-
nych obszaru X jak i punktów nale»¡cych do brzegu x 2 @X. Je±li chcemy jawnie
uwzgl¦dni¢ prawo transformacyjne dla "cichych" zmiennych caªkowania, to nale»y do-
da¢ do generatora (2.6) nast¦puj¡cy wyraz

lX
i=1

�i(x
0

; y)@x0i : (2.8)

W przypadku gdy sumowanie nie przebiega caªego zakresu zmiennej nie stosujemy kon-
wencji sumacyjnej i wypisujemy jawnie znak sumy. Gdy dopuszczamy zale»no±¢ obszaru
caªkowania X(z) od zewn¦trznych zmiennych, pojawia si¦ dodatkowy, parametryczny
mechanizm zmienno±ci tego obszaru. Granice obszaru caªkowania xi = �i(z1; : : : ; zq) za-
le»¡ od zmiennych zewn¦trznych z, które transformuj¡ si¦ pod wpªywem przeksztaªce«
(2.5).

Ze wzgl¦du na operacj¦ rozszerzenia (przedªu»enia) grupy przeksztaªce« do prze-
strzeni d»etów (patrz p. 2.3.2) przeksztaªcenia punktowe odgrywaj¡ wyró»nion¡ rol¦.
Tylko w ich przypadku, a dla problemu skalarnego (jedno równanie na jedn¡ zmien-
n¡ zale»n¡) równie» dla przeksztaªce« styczno±ciowych, operacja przedªu»ania zamyka
si¦ na sko«czonym rz¦dzie równym rz¦dowi równania [24, 25, 33, 4, 42]. Pozwala to
efektywnie wyznacza¢ generatory grupy symetrii. Gdy dopu±cimy przeksztaªcenia wy»-
szego rz¦du, tzn. zale»ne od pochodnych wy»szych rz¦dów, to operacja przedªu»enia
prowadzi do niesko«czonego wzrostu rz¦du przeksztaªcenia. Musimy od razu rozwa-
»a¢ przeksztaªcenia Lie-B�acklunda a wi¦c przeksztaªcenia niesko«czonego rz¦du zale»-
ne od wszystkich pochodnych. Kryterium symetrii równania w takim przypadku musi
uwzgl¦dnia¢ wszystkie, niesko«czone, konsekwencje ró»niczkowe równania. Wynikaj¡ce
st¡d równania okre±laj¡ce na generatory nie daj¡ si¦ w ogólno±ci rozwi¡za¢ ze wzgl¦-
du na wyst¦powanie pochodnych niesko«czonego rz¦du. Tylko w przypadku równa«
zwyczajnych udaje si¦ u»y¢ badanego równania do eliminacji niepo»¡danych pochod-
nych wy»szych rz¦dów otrzymuj¡c tzw. symetrie dynamiczne [42]. W kontek±cie rów-
na« ró»niczkowo-caªkowych przeksztaªcenia Lie-B�acklunda s¡ interesuj¡ce ze wzgl¦du
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na mo»liwo±¢ u»ycia tzw. kanonicznej (Ibragimov), inaczej ewolucyjnej (Olver) czy te»
pionowej (Bluman), postaci tych przeksztaªce«, tzn. bez transformacji zmiennych nie-
zale»nych. Wówczas, poza przypadkiem zale»no±ci obszaru caªkowania od zewn¦trznych
zmiennych zale»nych i ich pochodnych, obszar caªkowania nie zmienia si¦ pod wpªy-
wem przeksztaªce« symetrii i posta¢ kryterium niezmienniczo±ci istotnie si¦ upraszcza.
W przypadku przeksztaªce« punktowych ograniczenie si¦ do przeksztaªce« pionowych
ograniczyªoby w znacznym stopniu ilo±¢ mo»liwych symetrii. Mo»na jednak pokaza¢ [4],
»e ka»de przeksztaªcenie punktowe (2.5) jest równowa»ne przeksztaªceniu pionowemu
ale wy»szego rz¦du exi = xi

ey = y + �[�(x; y)� yi�
i(x; y)] +O(�2);

(2.9)

któremu odpowiada generator

G = [�(x; y)� yi�
i(x; y)]@y:

Nowy wspóªczynnik �
0

= [�(x; y)� yi�
i(x; y)] zale»y od pochodnej yi. Sytuacj¦ ilustruje

nast¦puj¡cy schematyczny rysunek.

-

6

6

6

�

�

x

y

y = u(x)

ey = eu(ex)

(x; y)

(x; ey)

(ex; ey)

(2:9)
(2:5)

�

�

s

s

s

Pojawienie si¦ zale»no±ci przeksztaªcenia od pochodnych rodzi wspomniane wy»ej
konsekwencje niezamykania si¦ operacji przedªu»ania w sko«czonym rz¦dzie i koniecz-
no±ci rozwa»ania przeksztaªce« Lie-B�acklunda, które jest znacznie trudniej znale¹¢. W
przypadku przeksztaªce« Lie-B�acklunda, które i tak zale»¡ od pochodnych niesko«czo-
nego rz¦du takie podwy»szenie rz¦du nic nie kosztuje i dlatego zwykle u»ywa si¦ piono-
wej postaci tych przeksztaªce«. Trzeba te» pami¦ta¢, ze przeksztaªcenia Lie-B�acklunda
nie tworz¡ grupy Liego a generatory nie rozpinaj¡ algebry Liego odpowiedniej grupy
[24, 25, 33]. Mo»na jednak nieco formalnie, wykorzystuj¡c odwzorowanie exp i twier-
dzenie BCH, rozwa»a¢ analogiczn¡ struktur¦ algebraiczn¡ w niesko«czonej przestrzeni
d»etów.
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Z powy»szych wzgl¦dów ograniczyli±my si¦ do przeksztaªce« punktowych, dla któ-
rych zostaªo znalezione ogólne kryterium niezmienniczo±ci. Uproszczon¡ wersj¦ tego
kryterium dla przeksztaªce« Lie-B�acklunda otrzymuje si¦ trywialnie przez pomini¦cie
niektórych wyrazów.

2.3.2 Przedªu»enie do przestrzeni d»etów i niezmienniczo±¢ równa«

Niezmienniczo±¢ ukªadu równa« ró»niczkowo-caªkowych wzgl¦dem przeksztaªce« punk-
towych (2.5) oznacza niezmienniczo±¢ zbioru rozwi¡za« wzgl¦dem tych przeksztaªce«,
tzn. przeksztaªcenia symetrii przeprowadzaj¡ rozwi¡zania ukªadu równa« w inne roz-
wi¡zania tego ukªadu.

W (F; I) = 0 =) W ( eF ; eI) = 0; (2.10)

gdzie I oznacza wyraz caªkowy w (2.1). Aby skorzysta¢ z tej de�nicji musimy wie-
dzie¢ jak transformuj¡ si¦ wszystkie wielko±ci wyst¦puj¡ce w rów. (2.1) pod wpªywem
przeksztaªce« punktowych (2.5). W szczególno±ci dotyczy to pochodnych zmiennych
zale»nych w (2.1). W ten sposób dochodzimy do koncepcji rozszerzonej (przedªu»onej)
przestrzeni. W przypadku pochodnych jest to przestrze« d»etów. W tym j¦zyku pochod-
ne zmiennych zale»nych traktujemy jako nowe zmienne formalnie niezale»ne i jedyne
co o nich musimy wiedzie¢, to ich sposób transformacji pod wpªywem (2.5). Oczywi-
±cie musz¡ si¦ one transformowa¢ tak jak pochodne zmiennych zale»nych. Rozszerzone
przeksztaªcenia punktowe dane s¡ nast¦puj¡cymi wzorami ([36, 33, 4], porównaj wzory
(7)-(9) z pracy [H5])

exi = e�G
(m)

xi = xi + ��i(x; y) +O(�2)

ey = e�G
(m)

y = y + ��(x; y) +O(�2)

eyi = e�G
(m)

yi = yi + ��i(x; y; y
1
) +O(�2)

...

eyi1���im = e�G
(m)

yi1���im = yi1���im + ��i1���im(x; y; y
1
; : : : ; y

m
) +O(�2);

(2.11)

gdzie rozszerzony generator ma posta¢

G(m) = G+ �i@yi+ � � �+ �i1���im@yi1���im : (2.12)

Wspóªczynniki �i; : : : ; �i1���im , de�niuj¡ce rozszerzon¡ grup¦, dane s¡ nast¦puj¡cymi zwi¡z-
kami rekurencyjnymi:

�i = Di� � yjDi�
j

...

�i1���im = Dim�i1���im�1 � yi1���im�1jDim�
j

(2.13)

a pochodna zupeªna (total derivative) Di jest zde�niowana nast¦puj¡co

Di = @i + yi@y + yij@(yj) + � � �+ yii1���in@(yi1���in )
+ � � � :
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Wzory (2.11) otrzymujemy rekurencyjnie zaczynaj¡c od transformacji pierwszej pochod-
nej

yi �! eyi =
@ey
@ exi :

Dla funkcji zªo»onej ey(x(ex)) obliczamy
eyi = @ey

@exi = Dey
Dxj

Dxj

Dexi =
 
yj + �

D�

Dxj

!�
�ij � �

D�j

Dexi
�
+O(�2);

gdzie zale»no±¢ x(ex) otrzymujemy przez odwrócenie wzorów (2.5)

xi = exi � � �i(x(~x); y(~x)) +O(�2):

Poniewa»
D�j

Dexi = D�j

Dxi
+ O(�):

wi¦c z dokªadno±ci¡ do wyrazów rz¦du O(�2)

eyi = yi + �

�
D�

Dxi
� (yj)

D�j

Dxi

�
+O(�2):

Odtworzyli±my w ten sposób wzór na wspóªczynnik �i w (2.13). Stosuj¡c t¦ sama proce-
dur¦ znajdujemy pozostaªe wspóªczynniki de�niuj¡ce rozszerzone przeksztaªcenia (2.13),
gdy» druga pochodna zmiennej zale»nej jest pochodn¡ pierwszej pochodnej itd.

W przestrzeni d»etów równanie (2.1) zadaje pewn¡ rozmaito±¢ i niezmienniczo±¢ tej
rozmaito±ci pod wpªywem rozszerzonych przeksztaªce« (2.11) wyra»a niezmienniczo±¢
równania (2.1).

T¦ sam¡ ide¦ rozszerzania przestrzeni, w której dziaªaj¡ przeksztaªcenia punktowe
(2.5), stosujemy do innych wielko±ci lokalnych wyst¦puj¡cych w rów. (2.1). W pracy [H2]
zastosowano ja do zmiennych zale»nych od tzw. argumentów funkcjonalnych y'(x) =
y('(x)), y'i (x) = yi('(x)); : : : , gdzie funkcja '(x) jest dana, np. '(x) = x � a dla
opó¹nionego argumentu.

2.3.3 In�nitezymalne kryterium niezmienniczo±ci

Zgodnie z (2.10) nale»y przyrówna¢ do zera równanie otrzymane za pomoc¡ rozszerzo-
nych przeksztaªce« (2.11) W ( eF ; eI) = 0. Ogólna metoda Liego polega na ograniczeniu
si¦ do in�nitezymalnych przeksztaªce«, tzn. do wyznaczenia algebry Liego poszukiwa-
nej grupy symetrii. Zatem, dziaªamy na (2.1) rozszerzonymi przeksztaªceniami (2.11)
wypisuj¡c jawnie tylko wyrazy liniowe w parametrze grupowym �. Nast¦pnie rozwijamy
funkcje W , F i f w szereg Talora i pozostawiamy tylko wyrazy liniowe w parametrze �.
Otrzymany rezultat próbujemy wyrazi¢ za pomoc¡ rozszerzonego generatora (2.12).

Rozwijaj¡c funkcj¦ W w szereg Talora otrzymujemy

W ( eF ; eI ) = W (F; I) +
@W

@F
�F +

@W

@I
�I + � � � :
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Zatem zadanie sprowadza si¦ do zbadania zmian wyrazu ró»niczkowego �F i wyrazu
caªkowego �I pod wpªywem (2.11), czyli wystarczy rozwa»y¢ równanie o postaci kano-
nicznej (2.4). W przypadku wyrazu ró»niczkowego otrzymujemy (porównaj wzór (10) w
pracy [H5] lub [H1])

�F = F (ex; ey; ey
1
; : : : ; ey

m
)� F (x; y; y

1
; : : : ; y

m
) = � G(m)F (x; y; y

1
; : : : ; y

m
) +O(�2); (2.14)

sk¡d, w przypadku równania ró»niczkowego otrzymujemy kryterium Ovsiannikova.
Zasadniczy problem polega na wyznaczeniu zmiany wyrazu caªkowego

�I =
Z
eX(ez )

dex 01� � � dex 0lf(ex 0

; ex; ey; ey
1
; : : : ; ey

k

) �
Z
X(z)

dx
01� � � dx

0lf(x
0

; x; y; y
1
; : : : ; y

k

) (2.15)

pod wpªywem rozszerzonych przeksztaªce« (2.11). W tym celu próbujemy sprowadzi¢
przeksztaªcony obszar eX( ez ) do wyj±ciowego obszaru caªkowania X(z), aby obliczy¢
ró»nic¦ caªek. W ogólnym przypadku zale»no±ci obszaru caªkowania X(z) do zewn¦trz-
nych zmiennych mamy dwa mechanizmy zmiany tego obszaru. Pierwszy wynika z jawnej
transformacji punktów nale»¡cych doX, wª¡czaj¡c brzeg @X, pod wpªywem (2.11). Dru-
gi jest skutkiem parametrycznej zale»no±ci granic caªkowania od zewn¦trznych zmien-
nych, które równie» zmieniaj¡ si¦ pod wpªywem (2.11). Najpierw uwzgl¦dniamy zmian¦
X wynikaj¡c¡ z pierwszego mechanizmu. W tym celu zmieniamy zmienne w pierwszej
caªce (2.15) zgodnie z przeksztaªceniami (2.7)

fex 01; : : : ; ex 0lg 7! fx
01; : : : ; x

0lg:

Wymaga to obliczenia jakobianu tej transformacji z dokªadno±ci¡ do wyrazów liniowych
w parametrze � (porównaj prac¦ [H1] str. 272 oraz prac¦ [H5] str. 254). W przypadku
braku zale»no±ci obszaru caªkowania od zewn¦trznych zmiennych ta zamiana zmien-
nych sprowadza pierwsz¡ caªk¦ w (2.15) do obszaru wyj±ciowego X. Dalej rozwijamy
w szereg Talora wyra»enia podcaªkowe ograniczaj¡c si¦ do wyrazów pierwszego rz¦du i
otrzymujemy w ten sposób kryterium niezmienniczo±ci równa« ró»niczkowo-caªkowych
z pracy [H1]. W ogólnym przypadku, gdy obszar caªkowania zale»y od zewn¦trznych
zmiennych, to nie wystarcza ze wzgl¦du na drugi mechanizm zmian X(z). Obszar caª-
kowania w pierwszej caªce w (2.15) zmienia si¦ z eX( ez ) na X( ez ) 6= X(z) [58] (porównaj
wzór na górze str. 255 w pracy [H5], w którym wyra»enie X(exl+1; : : : ; exn) nale»y zast¡pi¢
wyra»eniem X( ez ) za± X(xl+1; : : : ; xn) wyra»eniem X(z)).

W nast¦pnym kroku przedstawiamy obszar X( ez ) jako sum¦ teoriomnogo±ciow¡ wyj-
±ciowego zbioru X(z) i zorientowanego "przyrostu" �X(z)

X(ez) = X(z) [�X(z);

gdzie zorientowany zbiór �X(z) powstaje z brzegu @X pod wpªywem rozszerzonych
przeksztaªce« w przestrzeni d»etów (2.11). Zbiór �X(z) dziedziczy standardow¡ orienta-
cj¦ brzegu @X: normalna n do @X ma kierunek dodatni, gdy jest skierowana na zewn¡trz
ograniczonego obszaruX. Cz¦±ci przyrostu �X, które powstaj¡ z @X w kierunku dodat-
niej normalnej pod wpªywem przeksztaªce« (2.11) s¡ dodatnio zorientowane. Tzn. ilo-
czyn skalarny normalnej n i wektora ��� = (�1; : : : ; �q) � (�(l+1); : : : ; �n; �; �1; : : : ; �n; : : :),
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przedstawiaj¡cego wspóªczynniki przeksztaªce« (2.11) dla zewn¦trznych zmiennych, jest
dodatni. Te cz¦±ci �X przedstawiaj¡ rozszerzanie si¦ obszaru X i nie przecinaj¡ si¦ z
nim. Pozostaªe cz¦±ci �X maj¡ znak ujemny i odpowiadaj¡ kurczeniu si¦ obszaru X.
Sytuacj¦ ilustruje nast¦puj¡cy symboliczny rysunek.

Caªka po zorientowanym przyro±cie �X dziedziczy odpowiednie znaki poszczegól-
nych cz¦±ci �X. Dzi¦ki temu caªka po obszarze X(ez) jest równa sumie caªek �I 0+�I 00

po X(z) i �X(z) odpowiednio.
W caªce po wyj±ciowym obszarze X(z) rozwijamy wyra»enie podcaªkowe w szereg

Taylora, pozostawiamy wyrazy liniowe w parametrze grupowym � i otrzymujemy w ten
sposób ([58]) wyrazy daj¡ce kryterium niezmienniczo±ci z pracy [H1] (porównaj rachunki
na dole str. 255 w pracy [H5] i wynik (11) na str. 256).

Pozostaje do obliczenia caªka �I 00 po obszarze �X(z). Wykorzystujemy w tym ce-
lu in�nitezymalny charakter rozwa»anego jednoparametrowego przeksztaªcenia (2.11).
Obszar �X(z) ma in�nitezymalny rozmiar w kierunku dziaªania tego przeksztaªcenia.
Rozkªadamy caªk¦ po �X(z) na caªk¦ po brzegu @X oraz na wewn¦trzn¡ jednowymiaro-
w¡ caªk¦ w kierunku prostopadªym do brzegu wzdªu» normalnej n po in�nitezymalnym
odcinku

lX
i=1

ni�xi;

b¦d¡cym rzutem na kierunek normalnej n in�nitezymalnego odcinka zakre±lonego przez
punkt brzegu @X pod wpªywem in�nitezymalnego przeksztaªcenia (2.11) (rozwijamy w
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szereg Taylora funkcje �i de�niuj¡ce granice caªki (2.3))

�xi = exi � xi =
qX

j=1

@�i

@xj
�zj = �

qX
j=1

@�i

@xj
�j(x; y) +O(�2):

Do tej jednowymiarowej caªki po in�nitezymalnym odcinku stosujemy twierdzenie o
warto±ci ±redniej, dzi¦ki czemu caªka �I" z dokªadno±ci¡ do wyrazów liniowych wzgl¦-
dem parametru � jest równa nast¦puj¡cej caªce powierzchniowej po brzegu @X

�I 00 = �

Z
@X

d�
lX

i=1

ni
qX

j=1

@�i

@xj
�j(x; y)f(x; x; y; y

1
; : : : ; y

k

) +O(�2);

gdzie d� oznacza miar¦ na @X. Za pomoc¡ twierdzenia Gaussa przeksztaªcamy t¦ caªk¦
powierzchniow¡ w caªk¦ obj¦to±ciow¡ po wyj±ciowym obszarze X(z)

�I 00 = �

Z
X(z)

dx
01� � � dx

0l
lX

i=1

@x0i

qX
j=1

@�i

@xj
�j(x

0

; y)f(x
0

; x; y; y
1
; : : : ; y

k

) +O(�2): (2.16)

Rezultat (2.16) jest prostym uogólnieniem wzoru (12) z pracy [H5], w którym nale»y
zast¡pi¢ zewn¦trzne zmienne niezale»ne (xl+1; : : : ; xn) zmiennymi zewn¦trznymi (2.2)
z = (z1; : : : ; zq) � (xl+1; : : : ; xn; y; y

1
; : : : ; y

p
), za± wektor ��� = (�(l+1); : : : ; �n) wektorem

��� = (�1; : : : ; �q) � (�(l+1); : : : ; �n; �; �1; : : : ; �n; : : :):

Wzór (2.16) daje nowe wyrazy w kryterium niezmienniczo±ci wynikaj¡ce z zale»no±ci
obszaru caªkowania od zewn¦trznych zmiennych.

Ostatecznie otrzymujemy ([58]) in�nitezymalne kryterium niezmienniczo±ci równa«
ró»niczkowo-caªkowych postaci (2.4) w postaci twierdzenia:

Twierdzenie 1. Warunek konieczny niezmienniczo±ci równa« (2.4) pod wpªywem prze-

ksztaªce« (2.5) ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

G(m)F (x; y; y
1
; : : : ; y

m
)

+
Z
X(z)

dx
01� � � dx

0l

24G(k)f(x
0

; x; y; y
1
; : : : ; y

k

) + f(x
0

; x; y; y
1
; : : : ; y

k

)
lX

i=1

@�i(x
0

; y)
@x

0i

+
lX

i=1

@x0i

qX
j=1

@�i

@xj
�j(x

0

; y)f(x
0

; x; y; y
1
; : : : ; y

k

)

35 = 0 na rozwi¡zaniach (2.4);

gdzie wspóªczynniki �j odpowiadaj¡ zewn¦trznym zmiennym zj, od których zale»y obszar

caªkowania.

Ta posta¢ kryterium niezmienniczo±ci jest uogólnieniem wzoru (13) z pracy [H5] na
przypadek, gdy obszar caªkowania zale»y od zewn¦trznych zmiennych z, tzn. równie»
od zmiennych zale»nych i ich pochodnych.
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W przypadku równania (2.1) kryterium niezmienniczo±ci przyjmuje posta¢ warunku

@W

@F
G(m)F +

@W

@I

Z
X(z)

dx
01� � � dx

0l

24G(k)f + f
lX

i=1

@�i

@x
0i
+

lX
i=1

@x0i

qX
j=1

@�i

@xj
�jf

35 = 0

na rozwi¡zaniach W (F; I) = 0.
Kryterium niezmienniczo±ci daje tzw. równania okre±laj¡ce na wspóªczynniki �i; �

de�niuj¡ce generatory poszukiwanych przeksztaªce« punktowych, zachowuj¡cych rów-
nania ró»niczkowo-caªkowe. Sa to jednorodne liniowe równania ró»niczkowo-caªkowe.
Poniewa» te równania musz¡ by¢ speªnione to»samo±ciowo ze wzgl¦du na zmienne w
przestrzeni d»etów x; y; y1; : : :, które s¡ formalnie niezale»ne, wi¦c mo»na si¦ pozby¢
równa« caªkowych korzystaj¡c z lematu Lagrange'a rachunku wariacyjnego [17]. W tym
celu nale»y przedstawi¢ wyra»enia podcaªkowe w postaci iloczynu jednej ze zmiennych
x; y; y1; : : : i wyra»enia niezale»nego od tej zmiennej. W zastosowaniach �zycznych zwy-
kle si¦ to udaje dzi¦ki dodatkowym informacjom o badanym równaniu, które wynikaj¡
z �zycznego kontekstu. Np. w przypadku równa« Vlasova-Maxwella wystarczy zaªo»y¢
analityczno±¢ zale»no±ci wspóªczynnika � od zmiennej zale»nej, jednocz¡stkowej funkcji
rozkªadu. Takie zaªo»enie jest równowa»ne przyj¦ciu, »e przeksztaªcenia punktowe two-
rz¡ce grup¦ Liego zale»¡ analitycznie nie tylko od parametru � ale równie» od punktu w
przestrzeni, w której dziaªaj¡. W ten sposób przechodzimy od ró»niczkowo-caªkowych
równa« okre±laj¡cych do wyra»e« podcaªkowych, b¦d¡cych liniowymi równaniami ró»-
niczkowymi.
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2.4 Omówienie prac wª¡czonych do rozprawy

habilitacyjnej

[H1] = [52] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Integro-Di�erential Equations,
Rep. Math. Phys. 48, No 1/2, 269, (2001).

Praca stanowi podsumowanie wyników pierwszego okresu bada« symetrii równa«
ró»niczkowo-caªkowych. Zawiera wyprowadzenie in�nitezymalnego kryterium niezmien-
niczo±ci równa« ró»niczkowo-caªkowych wzgl¦dem przeksztaªce« punktowych w przy-
padku, gdy obszar caªkowania nie zale»y od zewn¦trznych zmiennych, tzn. zmiennych
niezale»nych spoza obszaru caªkowania oraz zmiennych zale»nych i ich pochodnych.
Otrzymane kryterium zostaªo zastosowane do wyznaczenia grupy symetrii równa« Vlasova-
Maxwella opisuj¡cych bezzderzeniow¡ plazm¦. Wyznaczono algebr¦ Liego i peªn¡ grup¦
Liego symetrii punktowych dla tych równa«. Ze wzgl¦du na formalne ograniczenie obj¦-
to±ci pracy do 8 stron nie zamieszczono w niej wyników dotycz¡cych peªnej klasy�kacji
podgrup niezmienniczych i odpowiadaj¡cych im rozwi¡za« niezmienniczych.

Ju» w tej najmniej ogólnej formie kryterium niezmienniczo±ci stosuje si¦ do bar-
dzo szerokiego kr¦gu zagadnie« �zycznych. Byªo intensywnie wykorzystywane do bada-
nia równa« kinetycznych (równanie Boltzmanna), równa« dynamiki pªynów (równanie
Benneya oraz po±rednie równania Eulera równowa»ne równaniu Bragga-Hawthorne'a) i
równa« �zyki plazmy.

[H2] = [54] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Equations with Functional

Arguments, Rep. Math. Phys. 50, No 2, 125, (2002).

W tej pracy przedstawiono istotne uogólnienie teorii na przypadek równa« z tzw.
funkcjonalnymi argumentami, np. opó¹nionymi lub wyprzedzonymi. Uogólnienie doty-
czy zarówno równa« ró»niczkowych, zwyczajnych i cz¡stkowych, jak równa« ró»niczkowo-
caªkowych. Poniewa» zmienne zale»ne b¦d¡ce funkcjami argumentów funkcjonalnych s¡
wielko±ciami lokalnymi, wi¦c mo»na zastosowa¢ metod¦ Liego-Ovsiannikova rozszerze-
nia (przedªu»enia) grupy przeksztaªce«. Odpowiednie wzory transformacyjne zostaªy
wyprowadzone w pracy. Ponadto, w pracy zostaªo wykorzystane rozszerzenie grupy na
zmienne zespolone, szczegóªowo omówione w [51]. To rozszerzenie cho¢ proste nie jest
jednak trywialne, gdy» pochodna kwadratu moduªu jEj2 wzgl¦dem E nie istnieje, ponie-
wa» funkcja E�(E) nie jest ró»niczkowalna. Okazuje si¦, »e wraz z równaniem wyj±cio-
wym trzeba rozwa»y¢ jego sprz¦»on¡ wersje, za± wzory transformacyjne dla wielko±ci
sprz¦»onych otrzymujemy przez sprz¦»enie zespolone.

W przypadku równa« ró»niczkowych zwyczajnych opó¹nione argumenty pojawia-
j¡ si¦ w teorii sterowania w ukªadach ze sprz¦»eniem zwrotnym. W przypadku rów-
na« cz¡stkowych opisuj¡ one zagadnienia polowe z opó¹nion¡ odpowiedzi¡. Procesy z
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rozªo»on¡ opó¹nion¡ odpowiedzi¡ prowadz¡ do równa« ró»niczkowo-caªkowych z opó¹-
nionymi argumentami. Przykªad takiego równania, tzw. nielokalne, nieliniowe równa-
nie Schr�odingera (nNLS), zostaª zbadany w pracy. Równanie to opisuje ewolucj¦ wolno
zmiennej amplitudy fal Langmuira w plazmie. Zostaªo ono otrzymane metodami asymp-
totycznymi z równa« Vlasova-Maxwella [50]. Dotyczy wa»nych zagadnie« praktycznych
w �zyce plazmy. Przeprowadzona analiza grupowa pozwoliªa stwierdzi¢ nieistnienie soli-
tonów Zakharova, które pojawiaj¡ si¦ w przybli»eniu hydrodynamicznym. Analogiczne
równanie nNLS pojawia si¦ w optyce nieliniowej.

[H3] = [55] V. B. Taranov and Z. J. Zawistowski, Electron Plasma Upper Hybrid Kinetic

Symmetries, J. Tech. Phys. 44, No 3, 303, (2003).

Praca napisana wspólnie z dr V. Taranovem dotyczy wa»nego, praktycznego proble-
mu dynamiki plazmy w polu magnetycznym. Rozwa»ane zagadnienie dotyczy zarówno
plazmy kosmicznej (wpªyw pola magnetycznego Sªo«ca i Ziemi) jak plazmy laborato-
ryjnej (puªapki magnetyczne, tokomaki). Znaleziona zostaªa peªna grupa symetrii dwie-
ma niezale»nymi metodami: metod¡ momentów Taranova [44] i metod¡ bezpo±redni¡
Zawistowskiego [H1]=[52]. Jednym z celów byªo porównanie obu metod w praktyce.
Otrzymano zgodne wyniki. Metoda bezpo±rednia okazaªa si¦ bardziej efektywna. Ten
przykªad kolejny raz potwierdza skuteczno±¢ metody bezpo±redniej. W pracy zosta-
ªa przeprowadzona peªna klasy�kacja podgrup niezmienniczych i odpowiadaj¡cych im
klas rozwi¡za« niezmienniczych. Przeanalizowano granic¦ zimnej plazmy oraz zwi¡zek
z elektronow¡ plazm¡ Langmuira.

[H4] = [56] Z. J. Zawistowski, Symmetries of Radial Maxwell-Vlasov Equations,
Proceedings of Institute of Mathematics of NAS of Ukraine 50, Part 1, 304,
(2004).

Praca stanowi przykªad zastosowania kryterium niezmienniczo±ci, otrzymanego w
pracy [H1] = [52], do wa»nego �zycznie przypadku plazmy o symetrii sferycznej. Z ogól-
nych wªa±ciwo±ci symetrii równa« elektrodynamiki wynika, »e w dwóch przypadkach
ruchów, ruchów prostoliniowych i ruchów radialnych, nie ma promieniowania elektro-
magnetycznego. Ten sam wniosek wynika z teorii promieniowania, gdy» znika wówczas
poprzeczna skªadowa transformaty Fouriera pr¡du elektrycznego. Zatem nie wyst¦puj¡
efekty retardacji typowe dla pola promieniowania i pole elektromagnetyczne zachowuje
si¦ jak pole elekrostatyczne "wmro»one" w plazm¦. Przypadek ruchu prostoliniowego
jest szeroko wykorzystywany w teorii plazmy, natomiast przypadek ruchów czysto ra-
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dialnych nie byª, wedªug wiedzy autora, w ogóle badany.
Zagadnienie jest bardzo wa»ne w zastosowaniach praktycznych, gdy» fala sferyczna

zbiegaj¡ca, wywoªana przez sferycznie symetryczne pobudzenie lub wskutek implozji,
mo»e by¢ u»yta jako mechanizm grzania plazmy w procesie reakcji termoj¡drowej. W
zwi¡zku z tym kontynuowane s¡ badania plazmy wieloskªadnikowej zawieraj¡cej cz¡stki
o jednakowym stosunku ªadunku do masy (cz¡stki � i jony deuteru).

[H5] = [57] Z. J. Zawistowski, General Criterion of Invariance for Integro-Di�erential

Equations, Rep. Math. Phys. 54, No 2, 341, (2004).

W tej pracy przedstawiono uogólnienie teorii na przypadek równa« ró»niczkowo-
caªkowych zawieraj¡cych caªki po obszarach, które mog¡ zale»e¢ od zewn¦trznych zmien-
nych niezale»nych. Zale»no±¢ od zewn¦trznych zmiennych prowadzi do dodatkowego me-
chanizmu zmiany obszaru caªkowania pod wpªywem punktowych przeksztaªce« symetrii.
Przedyskutowano inne uogólnienia dopuszczalnej postaci równa«, w szczególno±ci wy-
raz caªkowy nie musi si¦ pojawia¢ w równaniu addytywnie. Przeprowadzono krytyczn¡
analiz¦ innych metod wyznaczania symetrii równa« ró»niczkowo-caªkowych.

Przedstawiona teoria w prosty sposób uogólnia si¦ na przypadek zewn¦trznych zmien-
nych b¦d¡cych zmiennymi zale»nymi i ich pochodnymi, co prowadzi do zagadnienia z
dynamicznie zmiennym obszarem caªkowania [58] (porównaj p. 3.1 i p.3.3). W postaci
zawartej w pracy [H5] = [57] i jej uogólnieniu [58] teoria obejmuje wszystkie przypadki
równa« ró»niczkowo-caªkowych maj¡cych sens �zyczny, które mo»na sobie wyobrazi¢ i
stanowi kulminacj¦ rozwijanej metody.
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2.5 Podsumowanie

W pracach stanowi¡cych rozpraw¦ habilitacyjna zawarte s¡ najistotniejsze etapy budo-
wania ogólnej metody znajdowania grup symetrii równa« ró»niczkowo-caªkowych opi-
suj¡cych ukªady dynamiczne z nielokalnym oddziaªywaniem oraz wybrane, charaktery-
styczne przykªady zastosowa« tej metody. Przez symetri¦ rozumiemy tu niezmienniczo±¢
tych równa« wzgl¦dem grupy Liego przeksztaªce« punktowych. W kolejnych krokach me-
toda byªa uogólniana zaczynaj¡c od równa« ró»niczkowo-caªkowych, w których obszar
caªkowania nie zale»y od zmiennych zewn¦trznych, tzn. zmiennych nie nale»¡cych do
tego obszaru. Nast¦pnie uogólniono teori¦ na przypadek zale»no±ci obszaru caªkowa-
nia od zewn¦trznych zmiennych niezale»nych. W ostatecznej formie metoda dopuszcza
zale»no±¢ obszaru caªkowania od zmiennych zewn¦trznych zale»nych i ich pochodnych.
Zale»no±¢ obszaru caªkowania od rozwi¡za« równania opisuje dynamiczne zmiany tego
obszaru, tzw. ruchome granice caªkowania. Tak ogólna posta¢ równa« obejmowanych
metod¡ byªa inspirowana zastosowaniami �zycznymi. Np. w optyce nieliniowej, w teorii
modów sprz¦»onych, oddziaªywanie opisywane jest caªkami przekrywania, tzn. caªkami
po poprzecznych przekrojach wi¡zek ±wiatªa. Ze wzgl¦du na nieliniowo±¢ teorii wyst¦-
puje zjawisko samoogniskowania si¦ silnej (laserowej) wi¡zki ±wiatªa i zwi¡zana z tym
zmiana jej przekroju w zale»no±ci od nat¦»enia ±wiatªa. Oprócz tego uogólniono teo-
ri¦ na przypadek zmiennych zespolonych oraz na bardzo wa»ny przypadek argumentów
"funkcyjnych", równania z tzw. argumentami funkcjonalnymi. W najprostszym przy-
padku s¡ to równania z opó¹nionym argumentem oraz równania splotowe. Ostateczna
posta¢ otrzymanego kryterium niezmienniczo±ci równa« ró»niczkowo-caªkowych obej-
muje praktycznie wszystkie równania wyst¦puj¡ce w zastosowaniach �zycznych.

Metoda jest naturalnym uogólnieniem klasycznej teorii Liego-Ovsiannikova dla rów-
na« ró»niczkowych. Nie wymaga stosowania zaawansowanego aparatu matematycznego.
W przypadku wielko±ci lokalnych, takich jak pochodne czy te» argumenty funkcyjne,
stosujemy klasyczn¡ procedur¦ rozszerzenia (przedªu»enia) grupy symetrii na te zmien-
ne. W przypadku wielko±ci nielokalnych stosowane dotychczas metody s¡ pracochªonne,
maªo efektywne i cz¦sto stosuj¡ si¦ do ograniczonej klasy równa«. Dlatego te» pozo-
stawiamy wyra»enia nielokalne bez zmian i poszukujemy nowej formy kryterium nie-
zmienniczo±ci. Sformuªowana teoria ma charakter pragmatyczny i jest nastawiona na
zastosowania praktyczne.

Metoda zostaªa sprawdzona w zastosowaniach praktycznych do badania skompliko-
wanych nieliniowych i nielokalnych równa« �zyki. Okazaªa si¦ bardzo skuteczna. Autor
stosowaª j¡ np. do analizy grupowej równa« Vlasova-Maxwella i nielokalnego, nielinio-
wego równania Schr�odingera. Inni badacze ( �Ozer, Frewer et.al.) stosowali j¡ do badania
równania Boltzmanna i skomplikowanych równa« dynamiki pªynów.

Otrzymane kryterium niezmienniczo±ci stanowi warunek konieczny istnienia syme-
trii. W zwi¡zku z tym pozwala ono wyznaczy¢ wszystkie potencjalne grupy symetrii
badanego równania. Problem warunku dostatecznego jest znacznie bardziej skompli-
kowany ni» w przypadku równa« ró»niczkowych. Wymaga uprzedniego sformuªowania
globalnego twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci dla równa« ró»niczkowo-caªkowych.
Jest to trudne zadanie na now¡ podstawowa i bardzo obszern¡ prac¦, co pokazuj¡ próby
podj¦te w pracach DiPermy i Lionsa [8]-[9], Dudy«skiego i Ekiel-Je»ewskiej [10] oraz
w monogra�i Glasseya [19]. Z praktycznego punktu widzenia warunek konieczny jest
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wa»niejszy. Przez podstawienie mo»na sprawdzi¢, czy wyznaczone przeksztaªcenia s¡
rzeczywi±cie symetriami danego równania. Takiego sprawdzenia i tak nale»y dokona¢
aby wyeliminowa¢ ewentualne pomyªki rachunkowe, poza tym ju» przykªad równa« ró»-
niczkowych cz¡stkowych pokazuje, »e korzystanie z warunku dostatecznego mo»e by¢
bardziej skomplikowane ni» bezpo±rednie sprawdzenie (patrz [33]: dodatkowe warunki
regularno±ci dla równa« cz¡stkowych oprócz warunku maksymalnego rz¦du).

Tematyka bada« przedstawiona w niniejszej rozprawie b¦dzie kontynuowana. Przede
wszystkim chodzi tu o zastosowania teorii do zagadnie« �zycznych. Przewiduje si¦ na-
pisanie odpowiedniego pakietu dla programu Mathematica wykorzystuj¡cego algoryt-
miczny charakter sformuªowanego kryterium niezmienniczo±ci. Po zako«czeniu obecne-
go etapu bada« dotycz¡cego wyznaczania grup symetrii równa« ró»niczkowo-caªkowych,
planowane jest podj¦cie nowego, perspektywicznego zadania, jakim jest opracowanie
metody znajdowania praw zachowania dla takich równa«. W tym przypadku niezb¦dny
jest formalizm nie korzystaj¡cy z istnienia lagran»janu i zwi¡zanego z nim twierdzenia
N�other.
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