
Tytu
 Roboczy, 2005.11/12 (010) Copyright © 2005 by Zenon Kulpa 
 

  45 

Wnioskowanie diagramowe, 
czyli jak my� le�  obrazkami 
 

 
... ró� nica mi� dzy rozumami polega  

na ilo�ci obrazów i 
atwo� ci ich kombinowania. 

(Jan Potocki: R� kopis znaleziony w Saragossie, wyd. 1847)  
 

Reprezentacje diagramowe, oprócz gromadzenia i komunikowania zakodowanej na diagramie 
wiedzy czy informacji, s
u� �  równie�  do produkowania nowej wiedzy. Jest to mo� liwe dzi� ki 
odpowiedniemu przetwarzaniu informacji przedstawionych na diagramie. Proces ten, nazy-
wany wnioskowaniem diagramowym, ma m.in. zastosowanie w takich dziedzinach, jak mate-
matyka czy inne nauki � cis
e. W procesie wnioskowania diagramowego mo� na zazwyczaj 
wyró� ni�  trzy podstawowe etapy:1 
 
·  Kodowanie: informacje pocz� tkowe (ju�  znane lub udowodnione fakty, za
o� enia) two-

rz� ce sformu
owanie problemu wnioskowania, zostaj�  zapisane w postaci diagramowej 
zgodnie z j� zykiem wizualnym odpowiednim dla danej klasy problemów. 

 
·  Przetwarzanie: tak skonstruowany diagram podlega serii transformacji, wybranych z 

repertuaru transformacji dopuszczalnych dla danej klasy zagadnie�  (tak jak przy prze-
kszta
caniu formu
 przy u� yciu reprezentacji opisowych2). 

 
·  Dekodowanie: po� � dany rezultat przetwarzania (wniosek, teza twierdzenia) zostaje od-

czytany z przekszta
conego diagramu zgodnie z u� ytym j� zykiem wizualnym i ewentual-
nie zapisany w jakiej�  innej potrzebnej formie (np. w postaci formu
y lub tekstu w j� zyku 
naturalnym). 

 
Granice mi� dzy tymi etapami bywaj�  nieostre. Ponadto etap drugi (przetwarzanie) mo� e nie 
wyst� powa�  w jawnej formie. Dzieje si�  tak wtedy, gdy sama konstrukcja diagramu dla po-
cz� tkowych danych realizuje ju�  po cz� � ci proces przetwarzania tych danych. W takiej sytu-
acji, z powsta
ej konstrukcji mo� na ju�  bezpo� rednio odczyta�  wynik wnioskowania bez dal-
szych przekszta
ce�  diagramu. Mamy wówczas do czynienia ze zjawiskiem tzw. emergencji, 
wspomnianym ju�  w poprzednim odcinku,3 maj� cym du� e znaczenie tak� e we wnioskowaniu 
diagramowym.4  
 
Poniewa�  warunkiem realizacji jakiegokolwiek wnioskowania diagramowego jest odpowied-
nia reprezentacja diagramowa danych do przetwarzania, zagadnienia tworzenia reprezentacji 
diagramowych maj�  tak� e kluczowe znaczenie dla wnioskowania diagramowego.  
 
Prostym, klasycznym przyk
adem diagramowego wnioskowania jest jeden z wielu diagramo-
wych dowodów znanego twierdzenia Pitagorasa:5 
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Z lewej strony diagramu mamy kwadrat podzielony na cz� � ci, mianowicie cztery jednakowe 
trójk� ty prostok� tne o przyprostok� tnych a i b i dwa mniejsze kwadraty o polach a2 i b2 od-
powiednio. Przestawiaj� c te trójk� ty wewn� trz kwadratu mo� emy otrzyma�  uk
ad po prawej 
stronie, stanowi� cy tym samym transformacj�  lewej strony diagramu. Jest to taki sam kwa-
drat, ale tym razem sk
adaj� cy si� , oprócz czterech takich samych jednakowych trójk� tów jak 
poprzednio, z jednego kwadratu o boku równym przeciwprostok� tnej c tych trójk� tów, czyli 
kwadratu maj� cego pole c2. Poniewa�  oba kwadraty maj�  pola równe, wniosek z tej transfor-
macji mo� na zapisa�  w postaci: 

 a2 + b2 + 4�  = c2 + 4�  , 
z czego bezpo� rednio wynika teza twierdzenia: 

a2 + b2 = c2 .  
 

Jednodiagramowa, cho�  mniej czytelna wersja tego dowodu s
u� y za winietk�  tego odcinka. 
Tekstowe etykiety na diagramie nie s�  niezb� dne do przeprowadzenia wnioskowania. S
u� �  
one zasadniczo tylko do powi� zania elementów diagramu ze standardow�  formu
�  wyra� aj� c�  
twierdzenie Pitagorasa.  
 
Mo� e to si�  wyda�  zaskakuj� ce, ale cz� stym przypadkiem wykorzystania wnioskowania dia-
gramowego jest te�  tzw. infografika, zwana tak� e grafik�  prezentacyjn�  lub statystyczn� . Pro-
sty przyk
ad przedstawia rysunek – jest to wykres niektórych parametrów finansowych pew-
nej firmy za okres kilku lat.  
 

 
 
Wydawa�  by si�  mog
o, � e jest to tylko reprezentacja diagramowa o� miu par liczb przedsta-
wiaj� cych warto�ci dwóch parametrów (kosztów i zysków) dla czterech wybranych lat. Gdy-
by jednak chodzi
o tylko o warto� ci tych kilku liczb, sens rysowania do� �  jednak z
o� onego 
diagramu dla tych danych by
by w� tpliwy, zw
aszcza, � e nie da si�  z tego diagramu odczyta�  
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ich dok
adnych warto� ci. Wystarczy
aby tu prosta lista lub co najwy� ej tabelka.6 Diagram ten 
jednak nie s
u� y do prostego przedstawienia tych kilku liczb, lecz ma za zadanie u
atwi�  od-
biorcy wyci� gni� cie odpowiedniego wniosku o stanie firmy wynikaj� cego z tych danych. 
Wniosek taki bywa cz� sto wypisany w skrócie jako tytu
 diagramu – diagram s
u� y wtedy 
jako naoczne jego uzasadnienie. W tym przypadku tytu
 taki móg
by np. brzmie�  „Zako� czy-
li� my okres inwestycji i zaczynamy zbiera�  ich � niwo.”  
 
U� ycie diagramowej reprezentacji danych do wykrywania nowej informacji w nich zawartych 
jest równie powszechne jak ich u� ycie do przedstawiania informacji. Opracowano nawet do 
tych celów specyficzn�  metodologi�  graficznego przetwarzania danych statystycznych,7 a 
pokrewne techniki wizualizacji danych naukowych8 pomagaj�  naukowcom wykrywa�  znacz� -
ce regularno� ci w wielkich zbiorach danych eksperymentalnych. Tragicznym potwierdzeniem 
znaczenia takiej graficznej analizy danych mo� e by�  katastrofa ameryka� skiego promu ko-
smicznego Challenger w 1986 roku. Jak opisuje Tufte,9 niew
a� ciwa prezentacja danych o 
zakresie i rodzaju uszkodze�  uszczelek w silnikach startowych promów podczas poprzednich 
startów przyczyni
a si�  do zlekcewa� enia ich wyra� nej zale� no�ci od temperatury otoczenia. 
Doprowadzi
o to do zatwierdzenia startu promu mimo niew
a� ciwych warunków i w konse-
kwencji do jego katastrofy. 
 
We wnioskowaniu diagramowym mamy do czynienia z wieloma ró� nymi zagadnieniami i 
problemami, b� d� cymi przedmiotem bada� . Jednym z g
ównych zagadnie�  jest tutaj rozró� -
nienie dwóch rodzajów metod wnioskowania diagramowego: 
·  Wnioskowanie ilo� ciowe lub metryczne, dotycz� ce lub oparte na precyzyjnej obserwacji, 

pomiarze lub porównaniu cech ilo� ciowych o charakterze ci� g
ych wielko� ci, jak d
ugo� �  
linii czy warto� �  k� ta, lub te�  cech okre� lonych przez takie wielko� ci jak wspó
liniowo� �  
punktów, równoleg
o� �  lub prostopad
o� �  odcinków, itp.  

·  Wnioskowanie jako� ciowe lub strukturalne, oparte nie na precyzyjnych rozró� nieniach 
ilo� ciowych, lecz na jako� ciowo odmiennych konfiguracjach lub wyra� nie du� ych ró� ni-
cach ilo�ciowych.  

 
Mo� na wyró� ni�  jeszcze trzeci, pod pewnymi wzgl� dami po� redni, rodzaj wnioskowania:  
·  Wnioskowanie oparte na cyfrowym zliczaniu elementów diagramu. Ma ono charakter 

ilo� ciowy, ale mierzone wielko� ci nie s�  ci� g
e, lecz dyskretne (cyfrowe) i s�  okre� lane w 
sposób strukturalny.  

 
Wnioskowanie metryczne. Klasyczny przyk
ad tego typu wnioskowania przedstawiaj�  no-
mogramy. Dwa przyk
ady pokazuje rysunek. Po lewej mamy tzw. wykres kartezja� ski izoli-
niowy, po prawej nomogram w
a� ciwy.10 Oba nomogramy na rysunku pozwalaj�  mno� y�  licz-
by: na lewym wykresie zaznaczamy mno� one liczby na osi poziomej i pionowej, a wynik 
odczytujemy wed
ug skali sko� nych izolinii w punkcie przeci� cia linii prostopad
ych popro-
wadzonych od zaznaczonych na osiach mno� ników. Nomogram w
a� ciwy pozwala wykona�  
to dzia
anie pro� ciej – wystarczy punkty okre� laj� ce mno� niki na obu skrajnych skalach po
� -
czy�  lini�  prost�  i odczyta�  wynik bezpo� rednio na skali � rodkowej. Na obu nomogramach 
pokazano przybli� one dzia
anie 3.6 · 5.5 	  20. Za pomoc�  obu nomogramów mo� na z powo-
dzeniem mno� y�  dowolne liczby, nie tylko z zakresu od 1 do 10. Nale� y w tym celu odpo-
wiednio przesuwa�  kropk�  dziesi� tna w argumentach i w wyniku. Na przyk
ad, by wykona�  
mno� enie 35 · 55 przesuwamy w argumentach kropk�  o jeden w lewo, dostaj� c 3.6 · 5.5 	  20 
= 20.0 jak na rysunkach. Nast� pnie w wyniku przesuwamy kropk�  w prawo o sum�  przesu-
ni� �  kropki w argumentach, czyli o dwie pozycje, uzyskuj� c wynik 2000. Przy pomocy tych 
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nomogramów mo� na równie�  wykonywa�  dzielenie liczb. Jak to zrobi� , zostawiamy domy� l-
no� ci czytelnika. 
 

 
 
Wykresy i nomogramy tego typu oraz wielu innych rodzajów, zaprojektowane do ró� norod-
nych oblicze� ,11 by
y przez dziesi� ciolecia XX w. podstawowym narz� dziem oblicze�  in� y-
nierskich do czasu upowszechnienia si�  komputerów. Szczególnym przypadkiem dosy�  uni-
wersalnego, ruchomego nomogramu by
 powszechnie u� ywany suwak logarytmiczny – „kie-
szonkowy mikrokomputer”  analogowy owych czasów. 
 
Rzucaj� c�  si�  w oczy cech�  nomogramów jest przybli� ony charakter wykonywanych za ich 
pomoc�  oblicze� . Sko� czona precyzja wykresu czy skali suwaka (nieprecyzyjno� �  diagra-
mów12) nie pozwala ustawi�  lub odczyta�  wielko� ci numerycznych z dowolnie du� �  dok
ad-
no� ci� . W przyk
adzie na rysunkach dok
adny wynik wynosi 19.8 (lub 1980 w drugim przy-
padku mno� enia), zatem dok
adno� �  tych prostych nomogramów wynosi oko
o dwu cyfr zna-
cz� cych. Dok
adny nomogram lub suwak logarytmiczny, precyzyjnie u� yty, pozwala uzyska�  
dok
adno� �  do trzech cyfr znacz� cych. Mo� e to by�  niewystarczaj� ce, zw
aszcza przy d
u� -
szych ci� gach powi� zanych ze sob�  oblicze� , przy których mo� e zaj� �  zjawisko kumulacji 
b
� dów. Tym niemniej, w wielu przypadkach, np. przy wst� pnym projektowaniu konstrukcji 
in� ynierskich, jest to dok
adno� �  zupe
nie wystarczaj� ca.  
 
Jednak� e w przypadku, gdy ma
a zmiana wielko� ci o charakterze metrycznym mo� e spowo-
dowa�  jako� ciow�  zmian�  w rozumowaniu, wnioskowanie oparte na wielko� ciach metrycz-
nych mo� e prowadzi�  do du� ych b
� dów. Przyk
ady podano w odcinku o b
� dach diagramo-
wych.13 Unikanie takich b
� dów jest mo� liwe na kilka sposobów, tak� e omówionych we 
wzmiankowanym wy� ej odcinku, takich jak zwi� kszenie precyzji (i cz� sto skali) diagramu, 
czy przej� cie na wnioskowanie o charakterze jako� ciowym (strukturalnym). Ten ostatni spo-
sób jest cz� sto stosowany w sformalizowanych matematycznych systemach wnioskowania 
diagramowego. Przyk
adem mo� e by�  system Millera14 dla geometrii elementarnej, gdzie na 
diagramach brane s�  pod uwag�  wy
� cznie cechy strukturalne (topologiczne) rysunku, tak 
wi� c np. proste wcale nie musz�  by�  na nim proste, wystarczy, � e przechodz�  przez odpo-
wiednie punkty. Prowadzi to jednak do znacznego zmniejszenia na� ladowczo� ci reprezentacji, 
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powoduj� cego np. mno� enie si�  „przypadków niemo� liwych,” 15 które trzeba specjalnie wy-
krywa�  i odrzuca�  przy wnioskowaniu. 
 
Niekiedy trzeba u� y�  w newralgicznych punktach wnioskowania reprezentacji opisowych, np. 
wykona�  odpowiednie obliczenie algebraiczne. Przyk
ad, ilustruj� cy niektóre sytuacje, jakie 
mog�  tu wyst� pi� , pokazuje rysunek: 
 

 
 
Mamy tu przedstawiony zbiór punktów S, na górze w postaci opisowej (za pomoc�  formu
y 
matematycznej), ni� ej w postaci diagramu, gdzie zbiór S to szary trójk� t w uk
adzie wspó
-
rz� dnych. Na diagramie zaznaczono kó
eczkami szereg punktów, z podanymi wspó
rz� dnymi 
(x, y). Rozwa� my prosty problem: który z tych punktów zawarty jest w zbiorze S, a który nie? 
Dla punktów o wspó
rz� dnych (–1, 0), (0.5, 0.5) i (1.5,1) mo� na bez trudno�ci okre� li�  przy-
nale� no� �  „na oko.”  Ich pozycja wzgl� dem granic zbioru S jest na tyle wyra� nie jako� ciowo 
okre� lona, � e dla okre� lenia ich przynale� no� ci do zbioru S nie jest konieczna du� a precyzja 
(przy zaznaczaniu ich na rysunku, czy przy ustalaniu ich po
o� enia). Diagramowa ocena me-
trycznej wielko� ci ma tutaj charakter strukturalny i nie prowadzi do b
� du. Inn�  sytuacj�  ma-
my dla punktów o wspó
rz� dnych (0.49, 0.76) i (1.01, 0.49). Le� �  one przy granicy zbioru S i 
przy tej skali rysunku nie jest mo� liwe okre� lenie „na oko,”  po której jej stronie. Nale� a
oby 
do tego celu znacznie powi� kszy�  diagram i u� y�  precyzyjnych skal na osiach. Rozwi� zaniem 
problemu mo� e tu by�  u� ycie reprezentacji opisowej, tj. w tym przypadku podstawienie 
wspó
rz� dnych punktu do wzoru okre� laj� cego zbiór S i algebraiczne obliczenie, czy warunki 
we wzorze s�  spe
nione. We� my przyk
adowo punkt (0.49, 0.76). Dwa pierwsze warunki we 
wzorze, mianowicie x > 0 i y > 0, s�  oczywi� cie spe
nione. Co natomiast z warunkiem trze-
cim: x + 2y < 2? Podstawmy wspó
rz� dne punktu do lewej strony tej nierówno� ci. Dostanie-
my wtedy:  

0.49 +2 · 0.76 = 0.49 + 1.52 = 2.01.  
Jak wida� , otrzymali�my liczb�  wi� ksz�  od 2 zamiast mniejszej wymaganej przez ten waru-
nek. Zatem warunek przynale� no� ci do zbioru S dla tego punktu nie jest spe
niony – punkt 
le� y poza granicami zbioru S. Po� redni charakter ma problem z punktem (0.5, 0.01). Punkt ten 
tak� e le� y blisko granicy zbioru, wi� c czysto diagramowe wnioskowanie nie jest dla niego 
dostatecznie niezawodne. Jednak rzut oka na drug�  wspó
rz� dn�  równ�  0.01 pozwala zauwa-
� y� , � e jest ona wi� ksza od zera, wi� c punkt musi le� e�  powy� ej osi Ox, a wi� c wewn� trz 
zbioru S.  
 
Wracaj� c na chwil�  do nomogramów, zauwa� my, � e wyznaczanie i odczyt warto� ci na ska-
lach jest procesem analogicznym do wyst� puj� cego w przyk
adzie ze zbiorem S. Podzia
 skali 
dzia
kami na odcinki tworzy na niej ci� g zbiorów punktów, w rezultacie czego zaznaczenie 
czy odczyt liczby na skali sprowadza si�  do jako�ciowego zazwyczaj okre� lenia, do którego z 
tych zbiorów (odcinków skali) nale� y dana liczba.  
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Pewne zwi� kszenie dok
adno�ci daje wizualna, metryczna interpolacja warto� ci mi� dzy 
dzia
kami skali, jednak, przy zazwyczaj nieliniowych skalach nomogramów, nie daje to zbyt 
dobrych efektów.  
 
Wnioskowanie strukturalne. Jest to cz� sty rodzaj wnioskowania w matematyce, gdy zale� y 
nam na unikni� ciu b
� dów wynikaj� cych z nieprecyzyjno� ci diagramów. Zasadniczo przebieg 
wnioskowania strukturalnego nie zale� y od metrycznej dok
adno�ci narysowania lub odczyta-
nia cech elementów diagramu. Pozwala to np. prowadzi�  rozumowania nawet na niedok
ad-
nych szkicach, z zastosowaniem interpretacyjnej regu
y dopasowania do modelu opisanej w 
jednym z poprzednich odcinków.16 Przyk
adem wnioskowania tego typu jest dowód twier-
dzenia Pitagorasa na pocz� tku tego tekstu. Nie maj�  w nim znaczenia dok
adne warto�ci d
u-
go� ci boków a, b i c trójk� ta, ani ich dok
adne porównanie mi� dzy ró� nymi wyst� pieniami na 
rysunku. Istotna jest struktura rysunku, nie zmieniaj� ca si�  nawet przy du� ych odst� pstwach 
tych wielko� ci od metrycznej precyzji.  
 
Strukturalny charakter wnioskowania nie oznacza, � e wniosek mo� e dotyczy�  tylko cech 
strukturalnych. W twierdzeniu Pitagorasa np. wnioskujemy o metrycznej równo�ci kwadratów 
liczb b� d� cych d
ugo� ciami boków trójk� ta. Prostszy przyk
ad dowodu znanego wzoru na 
kwadrat sumy dwóch sk
adników, u� ywaj� cy analogicznego diagramu, pozwoli bli� ej zilu-
strowa�  to zagadnienie.  

 
 
W lewej cz� � ci diagramu oba boki kwadratu podzielone s�  jednakowo na dwa odcinki o d
u-
go� ciach a i b. Je� li poprowadzi�  linie prostopad
e do boków kwadratu w punktach podzia
u, 
to podziel�  one kwadrat na cztery cz� � ci, jak pokazano w prawej cz� � ci diagramu. Te cz� � ci 
to dwa kwadraty o bokach a i b odpowiednio, a zatem o polach a2 i b2, oraz dwa jednakowe 
prostok� ty o bokach a i b ka� dy, czyli o polu ab ka� dy. Pole lewego kwadratu to oczywi� cie 
(a + b) · (a + b) = (a + b)2, a prawego a2 + b2 + 2ab, a poniewa�  s�  to jednakowe kwadraty, 
otrzymujemy szukany wzór jako: 

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab. 
 
Nie jest w wywodzie istotne, jakie dok
adnie s�  warto� ci liczb a i b. Dowód ma by�  s
uszny 
dla dowolnych liczb dodatnich, których suma daje d
ugo� �  boku pewnego kwadratu, którego 
dok
adna wielko� �  te�  mo� e by�  dowolna. Zatem nie ma tu znaczenia dok
adno� �  odmierza-
nia wielko� ci a i b czy d
ugo� ci boku kwadratu. Istotniejsze mo� e si�  wydawa�  to, � e odcinki 
a (a tak� e b) na obu bokach kwadratu musz�  by�  sobie równe. Jednak, jak wida�  z konstruk-
cji, ewentualna ich niewielka nierówno� �  nie wp
ywa na struktur�  diagramu na tyle, by spo-
wodowa�  powstanie b
� du. Ewentualne ma
e nierówno�ci s�  kompensowane przez regu
�  
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dopasowania do idealnego wzorca, wspomagan�  przez komponent�  opisow�  diagramu w po-
staci literowych oznacze�  odcinków. 
 
Wnioskowanie strukturalne jest zasadniczo bardziej niezawodne od metrycznego, co nie zna-
czy, � e nie mo� na przy jego u� yciu pope
nia�  b
� dów. Najcz� stszymi przyczynami b
� dów s�  
tutaj nie wykryte niemo� liwe konfiguracje lub b
� dne przyj� cie rezultatu nieprecyzyjno� ci 
diagramu jako jego cechy strukturalnej.  
 

Jako przyk
ad obu rodzajów b
� dów mo� e pos
u� y�  
niemo� liwa konfiguracja geometryczna omawiana ju�  
w tek� cie o b
� dach diagramowych17 i powtórzona 
obok. Diagram sugeruje, � e symetralna OX podstawy 
AB trójk� ta i dwusieczna CO k� ta przy wierzcho
ku C 
przecinaj�  si�  w punkcie O le� � cym wewn� trz trójk� ta 
ABC. To jest jednak niemo� liwe (wykazanie tej nie-
mo� liwo� ci pominiemy, by nie nudzi�  czytelnika). 
Mamy wi� c tu do czynienia z przyj� ciem konfiguracji 

niemo� liwej jako podstawy wnioskowania, prowadz� cego do tezy, � e trójk� t ABC jest równo-
ramienny. Natomiast samo powstanie tej konfiguracji jest wynikiem nieprecyzyjno� ci dia-
gramu: odcinki AX i XB nie s�  dok
adnie równe (tak jak powinny by� , aby OX by
a syme-
traln�  podstawy AB), tak samo jak nierówne s�  k� ty ÐACO i ÐBCO (wi� c CO nie jest na-
prawd�  dwusieczn�  k� ta C). Nieprecyzyjno� �  ta powoduje w rezultacie powstanie fa
szywej 
cechy strukturalnej na diagramie, jak�  jest zawieranie si�  punktu O wewn� trz trójk� ta ABC.  
 
Warto zauwa� y� , � e w
a� ciwie g
ównym b
� dem pope
nionym przy przyj� ciu tego diagramu 
jako podstawy wnioskowania jest tak naprawd�  b
� d logiczny – mianowicie przyj� cie, � e 
przedstawiona konfiguracja jest mo� liwa!18 Zapiszmy bowiem wynik rozumowania w poni� -
szej, pe
niejszej postaci: 
 
Je�eli w trójk� cie dwusieczna k� ta w wierzcho
ku i symetralna przeciwleg
ego boku maj�  
punkt wspólny wewn� trz tego trójk� ta, to trójk� t jest równoramienny. 
 
Teraz twierdzenie jest logicznie ca
kowicie poprawne i nie zawiera b
� du. B
� d polega
 wi� c 
przede wszystkim na pomini� ciu zastrze� enia o istnieniu konfiguracji rzekomo „pokazanej”  
na diagramie. Udzia
 samego diagramu w tym b
� dzie polega
 tylko na przekonaniu odbiorcy 
o istnieniu takiej konfiguracji, a wi� c o zb� dno�ci do
� czania wspomnianego zastrze� enia do 
wniosku. Jednak nie zawsze to, co wida� , rzeczywi� cie istnieje, jak przekonuje np. fenomen 
figur niemo� liwych.19 
 
Cyfrowe zliczanie. W tym przypadku cechy u� yte we wnioskowaniu maj�  charakter ilo� cio-
wy, ale sposób ich pomiaru ma charakter strukturalny, zapewniaj� cy pe
n�  ich dok
adno� � . 
Zazwyczaj s�  to liczby ca
kowite, a pomiar sprowadza si�  do zliczania lub porównywania 
liczby indywidualnych elementów diagramu. Typowy przyk
ad diagramowego wnioskowania 

tego typu przedstawia rysunek.20 Czarne kropki zestawione s�  w trój-
k� t sk
adaj� cy si�  z pewnej liczby n wierszy (na rysunku 5) zawiera-
j� cych rosn� c�  liczb�  kropek, pocz� wszy od 1 do tej� e liczby n. 
Przedstawiaj�  one zatem sum�  S = 1 + 2 + … + n. Je� li zestawi�  ze 
sob�  dwa takie same trójk� ty (drugi z nich wyró� niono szarymi krop-
kami), otrzymamy razem prostok� t zawieraj� cy 2S = n · (n + 1) kro-
pek. W ten sposób wykazali� my, � e suma ci� gu liczb naturalnych od 

Ð Ð

^

¢¢
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1 do n wyra� a si�  wzorem: 
 1 + 2 + … + n = n · (n + 1) / 2. 
Zauwa� my jednak, � e w rzeczywisto� ci na tym diagramie nie mamy dowolnej liczby n wier-
szy czy kropek w wierszu. Diagram pokazuje tylko konkretne pi� �  wierszy, czyli jednostko-
wy przypadek (zjawisko nazywane jednostkowo�ci�  diagramów). Wykazuje on zatem bezpo-
� rednio prawdziwo� �  tylko pewnej szczególnej formu
y: 
   1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 5 · (5 + 1) / 2 = 15. 
Uogólnienie na dowoln�  liczb�  n wyrazów w ci� gu dokonuje si�  „w g
owie”  obserwatora, 
jako obserwacja, � e ta sama zasada liczenia, jak pokazana dla liczby 5 na diagramie, b� dzie 
mia
a zastosowanie dla ka� dej liczby n. Mo� na jednak ten uogólniaj� cy krok wykona�  tak� e 
diagramowo, o czym opowiemy w kolejnym odcinku. 
 
Dla unikni� cia b
� dów nieprecyzyjno� ci diagramów, wnioskowanie oparte na cechach me-
trycznych mo� na czasami uzupe
ni�  takim cyfrowym zliczaniem elementów jak opisano wy-
� ej. Za przyk
ad mo� e s
u� y�  zagadka „64=65”  z jednego z poprzednich odcinków.21 W jed-
nym z wariantów sprawdzenia poprawno�ci u� ytej tam konstrukcji, nachylenia odcinków na 
przek� tnej prostok� ta porównane s�  w taki cyfrowy sposób – przez zliczanie trójk� tów roz-
miaru 2.5 na 1 kratk�  ustawionych wzd
u�  odcinków przek� tnej. Dla przypomnienia powta-
rzamy odpowiedni rysunek poni� ej. 
 

 
 
Zauwa� my na podstawie podanych przyk
adów, � e wszystkie wnioskowania by
y zasadniczo 
hybrydowe. Zastosowano w nich, oprócz diagramów, oznaczenia literowe i wzory, cho� by po 
to, by zapisa�  wniosek w innej postaci, a cz� sto po to, by pomóc w zrozumieniu wywodu lub 
w unikni� ciu niektórych b
� dów. Jest to powszechna w
a� ciwo� �  wnioskowa�  w swej istocie 
diagramowych. Co za tym idzie, lansowana czasem idea tzw. „dowodów bez s
ów”  w swej 
czystej postaci nie wydaje si�  zbyt praktyczna.22 

Zenon Kulpa 

 
                                                
1 Przedstawiona dalej analiza i przyk
ady oparte s�  cz� � ciowo na fragmentach pracy: Zenon Kulpa: From Picture 
Processing to Interval Diagrams. IFTR PAS Reports 4/2003, Warsaw 2003.  
(zob. http://www.ippt.gov.pl/~zkulpa/diagrams/fpptid.html). 
2 Przyk
ad w: Zenon Kulpa: Co to s�  diagramy: czy to sposób na pomieszanie j� zyków? Tytu
 roboczy, 2004.12 
(004). 
3 Zenon Kulpa: Reprezentacje diagramowe, czyli jak mówi�  obrazkami. Tytu
 Roboczy, 2005.09/10 (009). 
4 O znaczeniu emergencji we wnioskowaniu diagramowym w geometrii zob. np.: Kenneth R. Koedinger: Emer-
gent properties and structural constraints:  Advantages of diagrammatic representations in reasoning and learn-



 53 

                                                                                                                                                   
ing. W: Reasoning with Diagrammatic Representations. 1992 AAAI Spring Symposium, AAAI Press, Menlo 
Park, CA 1992, 151-156. 
5 Pitagoras z Samos (ok. 572-497 p.n.e.), pó
legendarny grecki matematyk i filozof staro� ytny, twórca kierunku 
filozoficzno-religijnego zwanego pitagoreizmem i podstaw teorii liczb. Podany dowód przypisywany jest nie-
okre� lonemu staro� ytnemu traktatowi chi� skiemu w: Roger B. Nelsen: Proofs Without Words: Exercises in 
Visual Thinking. The Mathematical Association of America, Washington, DC. 1993. Natomiast samemu Pitago-
rasowi przypisuje si�  go w: Szczepan Jele� ski: � ladami Pitagorasa. WSiP, Warszawa 1988. Istnieje wiele ró� -
norodnych dowodów diagramowych i cz� � ciowo diagramowych tego twierdzenia. Kilkana� cie z nich mo� na 
znale� �  w podanej wy� ej ksi� � ce Jele� skiego. 
6 O zale� no� ci wyboru reprezentacji od jej celu, zob.: Zenon Kulpa: Reprezentacje diagramowe ..., op. cit. 
7 Jacques Bertin: Graphics and Graphic Information Processing. Walter de Gruyter, Berlin 1981. 
8 Zob. np.: Charles D. Hansen, Chris Johnson, eds.: Visualization Handbook. Academic Press, 2004; Robert 
Spence: Information Visualization. Addison-Wesley (ACM Press), 2000. 
9 Edward R. Tufte: Visual Explanations: Images and Quantities, Evidence and Narrative. Graphics Press, Ches-
hire, CT 1997. Obja� nienie problemu mo� na te�  znale� �  w Internecie pod adresem 
http://www.asktog.com/books/challengerExerpt.html   
10 Nomogramy w
a� ciwe wynalaz
 Maurice d’Ocagne: Traité de nomographie: Theorié des abaques, 
applications pratiques. Gauthier-Villars, Paris 1899. Zob. te� : T.L. Hankins: Blood, dirt, and nomograms; A 
particular history of graphs. Isis, 90 (1999), 50-80. Artyku
 ten zawiera mi� dzy innymi s
ynny przyk
ad nomo-
gramu Hendersona z 1928 roku, pozwalaj� cego wyznacza�  105 ró� nych fizykochemicznych parametrów krwi. 
11 Wydano wiele ksi� � ek po�wi� conych projektowaniu nomogramów, np.: Randolph P. Hoelscher, Joseph N. 
Arnold, Stanley H. Pierce: Graphic Aids in Engineering Computation. New York 1952; Edward Otto: Nomogra-
phy. Pergamon Press/PWN, Oxford/Warszawa 1963. Ksi� � ki po�wi� cone zastosowaniom matematyki lub obli-
czeniom in� ynierskim cz� sto zawiera
y rozdzia
 na ten temat, np.: Edward Otto: Nomografia, w: Hugo Stein-
haus, red.: Elementy nowoczesnej matematyki dla in� ynierów. PWN, Warszawa – Wroc
aw 1971. Warto równie�  
odwiedzi�  witryn�  http://www.projectrho.com/nomogram/index.html 
12 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe, czyli jak nie da�  si�  zwie� �  pozorom. Tytu
 Roboczy, 2005.03/04 (006). 
13 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe ..., op. cit. 
14 Nathaniel Miller: A Diagrammatic Formal System for Euclidean Geometry. Ph.D. Thesis, Cornell University, 
Ithaca, NY 2001. 
15 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe ..., op. cit. 
16 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe ..., op. cit. 
17 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe ..., op. cit. 
18 Pierwszym, i chyba do tej pory jedynym autorem, który zauwa� y
 ten fakt, by
 Dubnow w: Jakow S. Dubnow: 
Oszibki w geometriczeskich dokazatelstwach. Gos. Izd. Tekh.-Teor. Lit., Moskwa 1955, wyd. 2. (T
um. ang.: 
Yakov S. Dubnov: Mistakes in Geometric Proofs. Heath, Boston, MA 1963.) 
19 Zenon Kulpa: Figury niemo� liwe, czyli ogólna teoria smoków. Tytu
 Roboczy, 2005.05/06 (007); Zenon Kul-
pa: Szalony konstruktor, czyli jak zbudowa�  co� , czego nie ma. Tytu
 Roboczy, 2005.07/08 (008). 
20 Przyk
ad zaczerpni� ty z: Roger B. Nelsen: Proofs Without Words …, op. cit., gdzie przypisano go ogólnie 
„ staro� ytnym Grekom.”  
21 Zenon Kulpa: B
� dy diagramowe …, op. cit. 
22 Zob. tytu
 zbioru wnioskowa�  diagramowych: Roger B. Nelsen: Proofs Without Words ..., op. cit. 

 


