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Jednostkowo diagramdéw,

." czyli s aisabo konkretu

. % Konkretny przyk ad pomo e mi bardzig)
‘ ‘. ni cay tom ogolnikéw, by obja ni , co mam namy Ii.
. (Edwin A. Abbott: Flatland: A Romance of Many Dimensions, 1884)

Ju Arystoteles’ zauway pewn cech diagraméw (w tym przypadku geometrycznych),
zwan obecniejednostkowo ci  (ang. particularity):

» ---W rysowaniu figur geometrycznych: cho nam wcale nie zale y na dok adnych

wymiarach tréjk ta, mimo to rysujemy go ze ci le okre lonymi wymiarami.?”
To znaczy, prébuj c przedstawi diagramem rozumowanie dotycz ce jakich w asno ci ca g
klasy obiektow (np. tréjk toéw prostok tnych), nie mo emy przedstawi tego rozumowania
(np. dowodu twierdzenia Pitagorasa®) dla wszystkich takich obiektéw. Mo emy tylko nary-
sowa okre lony, jednostkowy przyk ad takiego obiektu i przeprowadzi nasze rozumowanie
dla tego przyk adu. W konsekwencji powstaje pytanie, czy przedstawiona informacja lub ro-
zumowanie dotyczy tylko tego jednostkowego obiektu, czy te jakig szerszej klasy obiek-
tow, i je li tak, to konkretnie jakiej klasy? Innymi s owy, zarzucasi , e diagramy i rozumo-
wania nanich oparte niemaj nale ytego stopniaogolno ci. Rzeczywi cietrzebaprzyzna , e
istnigie tu pewna trudno , co nie znaczy, e nie mo najg zaradzi . W wielu tradycyjnych
przedstawieniach diagramowych rozumowa nie zwracano nani uwagi, uzngj ¢, ew a ci-
we uogolnienie z jednostkowego przypadku na klas obiektéw jest na tyle oczywiste, e nie
trzeba go jako specjanie na diagramie zaznacza . Jednak poniewa czasami prowadzi o to
do nie ciso ci lub b dbéw, zw aszcza przy rozwi zywaniu bardzigj skomplikowanych pro-
bleméw, powsta a potrzeba znal ezienia sposobdw jawnego okre lenia zakresu uogdlnienia dla
danego rozumowania diagramowego.

Zacznijmy od prostego przyk adu dobrze ilustruj cego problem
jednostkowo ci. Rysuj c trgjk t i prowadz ¢ w nim wysoko ci z
ka dego wierzcho ka na przeciwleg mu podstaw otrzymamy
konstrukcj jak narysunku. Nast pnie mo emy, za pomoc odpo-
wiedniego wnioskowania geometrycznego (ktore opuszczamy dla
5 uproszczenia), udowodni , e wszystkie trzy wysoko ci przetn
s w jednym punkcie, jak pokazano narysunku. Poniewa wydaje
s, eu yty w dowodzie trojk t niczym szczegdlnym si nie wyré nia, a punkt przeci cia
wysoko ci le'y wewn trz tréjk ta, mo emy twierdzi , e ,w ka dym trojk cie wysoko ci
przecingj s w jednym punkcie wewn trztrojk ta.” | tu pope niliby my b d niew a ciwego
uogdlnienia na podstawie jednostkowego przypadku. Bowiem, gdy narysujemy inny trojk t,
taki jak natym rysunku, widzimy, e w nim wysoko ci przecing si = w punkcie na zewn trz

2 trojk ta. Prawid owe uogdlnienie w tym przypadku musi odpo-

ah wiednio ograniczy albo klas obiektéw (tu by oby to ,w ka dym
trojk cie ostrok tnymwysoko ci przecingy s w jednym punkcie
wewn trz trojk ta’), albo przypisywan imw asno (tu by oby to
»W ka dym trojk cie wysoko ci przecing si w jednym punkcie,”
bez okre lania, gdzie ten punkt le y).

Z problemem jednostkowo ci mo emy sobie poradzi nard ne sposoby, w zale no ci od cha-
rakteru zadania. Oto kilka podstawowych sposobow:
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Reprezentacja hybrydowa. Ngjprostszy sposob polega na umieszczeniu, albo na diagramie,
albo w towarzysz cym mu tek cie, odpowiednich uzupe nigj cych informacji u ywa cych
reprezentacji opisowej (np. formu matematycznych). Su  one precyzyjnemu okre leniu
po danego zakresu uogdlnienia i pokazaniu, e rozumowanie diagramowe dotyczy w row-
nym stopniu wszystkich obiektéw z opisanej klasy.

Jawne przedstawienie zbioru obiektéw. Czasami jest mo liwe jawne przedstawienie na
diagramie ca g klasy obiektow, ktérgl dotyczy dane rozumowanie, lub ktére maj po dan
przez nas w asno . Jako przyk ad mo e posu y proste zagadnienie przestawienia na dia-
gramie informacji (b d cg np. cz ci wiedzy o otoczeniu budowang przez jaki do wiad-
czalny system orientacji robota), e mianowicie ,mucha znajduje s powy & sto u.”* Bez
trudno ci mo emy przedstawi , jak na rysunku obok, st6 i much ,
ale pojawiasi pytanie — gdzie dok adnie narysowa much ? Mo e-
my j bowiem narysowa w ré nych migscach obszaru powy € sto-
u, ale zawsze wtedy jednostkowo diagramu
I I spowoduje, e z diagramu takiego mo emy | ? ? 0 ?
odczyta tak e dodatkow informagj , emu- | % % %
chazngdujesi nalewo od sto u, albo dok adnie nad sto em, itd., za-
miast po danego uogdlnienia, emo eonaby w dowolnym migjscu, I I
byle powy € stou. Ten wariant problemu jednostkowo ci diagramu
nazywany jest te czasem problemem reprezentacji wiedzy niepe ng (nie chcemy przedsta-
wia pe ng informacji o dok adnym po o eniu muchy, np. diatego, e nie posiadamy takig
pe ng wiedzy). W tym wypadku problem mo narozwi za wzbogaca cj zyk wizualny dia-
gramu 0 mo liwo jawnej reprezentacji zbiorow po o e muchy, w

¥

postaci np. zape nienia szarym kolorem odpowiedniego obszaru dia-

¥* gramu, jak na rysunku. W ramach tego j zyka wizualnego, rysunek
muchy przestaje spe nia rol oznaczenia dok adng pozycji muchy, a

H staje s symbolem graficznym su cym jako etykieta oznacza ca

szary obszar jako obszar mo liwych po o e muchy w a nie.

Dywer gencja. Metod (czy mechanizm) dywergencji® oméwimy jeszcze dok adnigj w innym
odcinku. Polega ona na rozbiciu zagadnienia reprezentacji jakiej wiedzy, lub procesu rozu-
mowania, na kilka poszczegdlnych przypadkéw, wymagaj cych odmiennego potraktowania
(np. narysowania nieco innego diagramu). Dla przyk adu naszej muchy powy € sto u, roz-
wi zanie z u yciem dywergencji mia oby posta jak narysunku:

i ¥ i
LuB LuB

1 1 1

Podzielili my na nim mo liwe po o enia muchy na trzy rodzaje, ka dy przedstawiony nieco
innym diagramem i dg ce w sumie po dan przez nas informacj , e mucha zngduje s
gdziekolwiek ponad sto em. Wymaga to oczywi cie odpowiednig definicji u ytego j zyka
wizualhego, konkretnie znaczenia symbolu graficznego muchy — jako przedstawig cego cay
obszar mo liwych jg poo e , jako ciowo identycznych, mianowicie odpowiednio powy € i
nalewo od sto u, powy € bezpo rednio nad sto em, oraz powy € i naprawo od sto u.

Ten wariant problemu jednostkowo ci jest tak e nazywany problemem reprezentacji wiedzy
dysunkcyjne (mucha jest po lewej, albo po prawe stronie sto u, albo ponad sto em), ktory
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zwykle daje s rozwi za w a nie metod rozbicia reprezentacji na kilka przypadkéw (czyli
metod dywergencji).

Metoda dywergencji przydajes tak edo (cz ciowego) rozwi zania problemu wysoko ci w
tréjk cie powy €. Otd6 pierwszy z narysowanych trojk tow (w ktorym wszystkie k ty s
ostre) nie jest, z punktu widzenia po o enia punktu przeci ciawysoko ci, nale ycie reprezen-
tatywny dla wszystkich mo liwych tréjk téw, w szczegdlno ci dlatych, w ktorych niektore z
wysoko ci le  na zewn trz trgjk ta, jak na drugim rysunku (przedstawig cym trojk t roz-
wartok tny). Rozumowanie, aby stosowao s dla wszystkich
tréjk téw, powinno by zatem poprowadzone dywergentnie, od-
dzielnie dla ka dego z tych przypadkéw. Dla ca kowitel pewno-
Ci nale y jeszcze rozwa y trzeci, po redni przypadek, miano-
wicie przypadek trojk ta prostok tnego (w ktorym wysoko ci
przecing s w wierzcho ku), pokazany obok.

.

Warto tu przy okazji zauwa y interesuj ¢ symetri rysunkéw dla dwoch g 6wnych przy-
padkow. Rysunki s zasadniczo identyczne strukturalnie, tylko role niektorych linii zamienia-
j s przy przechodzeniu od jednego do drugiego. Dwa gérne boki trjk ta na pierwszym
rysunku zmienigg si w wysoko ci (i ich przed u enia) nadrugim, a dwie uko ne wysoko ci
na pierwszym rysunku staj s dwoma bokami (i ich przed u eniami) na drugim. atwo po-
kaza , e ka demu trgjk towi z wysoko ciami odpowiada inny, dualny tréjk t zwi zany z
nimt symetri (przy czym trjk t prostok tny przechodzi sam na siebie). Symetria ta jest
atwa do zauwa enia w reprezentacji diagramowsej. Dotyczy to tak e innych rodzajow syme-
trii, nieraz bardzo wa nych w rozumowaniach, co stanowi jedn z korzy ci stosowania repre-
zentacji diagramowych.

Kwestia reprezentatywno ci danego diagramu dlapo danej klasy obiektéw prowadzi nas do
istotng r6 nicy mi dzy strategiami wnioskowaniazapomoc formu i zapomoc diagramow.
Je li chcemy udowodni jakie ogdlne twierdzenie za pomoc formu (reprezentacji opiso-
wej), robimy to zazwyczaj u ywaj c tzw. kwantyfikatora ogdlnego, czyli wyra eniatypu ,dla
ka dego x nale cego do zbioru X...”, gdzie w migjscu trzech kropek zngjduje s  rozumowa-
nie prowadz ce do ustalenia pewnej nowej w asno ci obiektu x, a dzi ki tg kwantyfikacji —
wasno t maka dy obiekt ze zbioru X. Oczywi cie, aby tak by o, nale y jeszcze precyzyj-
nie zdefiniowa zbiér X, by méc u y w rozumowaniu cech definicyjnych elementow tego
zbioru. W reprezentacji diagramowej natomiast nie ma bezpo redniego, diagramowego od-
powiednika kwantyfikatora ogolnego, w rezultacie czego rozumowania diagramowe stosuj

zwykle odmienn strategi .° Mianowicie diagram przedstawia pewien konkretny obiekt Xg i

rozumowanie zaczyna s od ,niech xg b dzie dowolnym obiektem z klasy X...”. Ponownie
jednak ogdélno rozumowania wymaga zdefiniowania zbioru X i pokazania, e narysowany
obiekt Xg jest nale ycie reprezentatywny dla obiektow zbioru X pod k tem cech istotnych dla
poprawno ci danego rozumowania diagramowego. Dzi ki temu mo emy mie pewno , e
dowdd przeprowadzony dla obiektu Xy stosuje si - jednako do wszystkich elementow zbioru X.

Czasami zaréwno definicja zbioru X, jak i reprezentatywno narysowanego obiektu xg dla
elementéw tego zbioru s oczywiste, jak np. w wielu diagramowych dowodach twierdzenia
Pitagorasa.” W przeciwnym przypadku mo emy albo zastosowa , jak powy €, rozumowanie
hybrydowe, do cza c odpowiedni definicje i sprawdzenie reprezentatywno ci za pomoc

reprezentacji opisowej, lub te zastosowa metod diagramow tak e do tego celu. Mo emy
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np. przedstawi zbior X w sposob jawny na diagramie (jak w przyk adzie z much nad sto-
em). Inn metod jest zastosowanie diagramu dynamicznego.

Diagram dynamiczny. Diagramy tego typu staraj S przedstawi nie tylko statyczny obiekt
Xo, lecz tak e przepis (algorytm) natworzenie z tego obiektu, za pomoc odpowiednich prze-
kszta ce , dowolnych obiektéw z klasy X. Je li z diagramu wynika jasno, e te transformacje
nie zmienig istotnych cech obiektu Xy u ywanych w rozumowaniu, mamy znéw pewno
stosowania s jego wynikéw do wszystkich obiektow ze zbioru X. Cz stot metod trzeba

czy z metod dywergencji, gdy zbior X sk adas zcz ci o natyle odmiennych struktu-
rach, by wymagay innych przeksztace dla generacji elementow z obiektu Xy lub odmien-
nych obiektéw startowych. Na rysunku pokazano przyk ad tradycyjnego dowodu twierdzenia
o sumiek tow w tréjk cie® z u yciem takiego diagramu.

B C E

K ty otej samgj liczbie okre g cychje ukow s réwne, jako odpowiednie k ty wyznaczone
przez linie rownoleg e BA i CD przeci te przez proste BE i CA. Co za tym idzie, k ty sku-
pione woké wierzcho kaC s rowne wszystkim k tom trgjk tai jednocze niesumuj s do
k ta p6 pe nego 180& Whniosek jest zatem s uszny dla narysowanego trojk ta ABC, ae czy
réwnie suszny b dzie dla wszystkich innych tréjk téw? Jest on oczywi cie s uszny dla prze-
ksztace nie zmienig cych ksztatu trojk ta. Przesuni cia, obroty i zmiana skali rysunku w
niczym nie zmienigj struktury diagramu i nie narusza] powy Szego rozumowania. Nato-
miast o tym, e zmiany ksztatu trgjk ta réwnie nie naruszgj toku rozumowania mo nasi

przekona przeksztaca c trojk t w sposob pokazany na rysunku — przez obracanie prostych
BA i CA wokd punktéw B i C odpowiednio. Mo na w ten sposdb uzyska dowolny ksztat
tréjk ta, arozumowaniewci  pozostaje w mocy, poki linia CD b dzie pozostawa réwnole-
g a do obracanego boku BA, jak pokazano na rysunku za pomoc znacznikaréwnoleg o ci ||.

Diagramy dynamiczne mog by nieruchome, jak napowy szym rysunku, lecz mog réwnie
wykorzystywa prawdziw animacj , pokazuj ¢ przekszta canie obiektu Xy wraz z konstruk-
cj opisyj ¢ odpowiednie rozumowanie diagramowe, albo mog by skonstruowane w spo-
s6b umo liwig cy interaktywne przekszta canie przez u ytkownika.”

Fakt, e wnioskowania diagramowe cz sto u ywaj reprezentacji staego obiektu xg jako

obiektu rozumowania, sk oni niektérych do twierdzenia, e diagramy nie mog reprezento-
wa wielko ci zmiennych (jak to jest potrzebne do kwantyfikacji typu ,,dla ka dego x ze zbio-
ru X...” wspomniangl powy €), co jest rzekomo ich istotn wad jako narz dzi cisego ro-
zumowania. Zauwa my jednak, e po pierwsze, jak pokazuj wy € omawiane metody, wnio-
skowanie diagramowe mo e by wystarczaj co cisei ogolne bez jawnego reprezentowania
zmiennych. Po drugie z kolei, na diagramach jednak mo na reprezentowa tak e zmienne,
je li jest to rzeczywi cie potrzebne [ub wygodne.
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Diagramowa r eprezentacja zmiennych. Mo liwo reprezentacji zmiennych na diagramach
poka emy na przyk adzie diagramowego dowodu ciekawej w asno ci liczb naturalnych niepa-
rzystych, przypisywanego Nikomachosowi.™® Klasyczny diagram narysowany poni & mo e
suy jako znakomity przyk ad jednostkowo ci diagraméw. Przedstawia on bowiem w te
postaci seri  jednostkowych, wyliczonych tu réwno ci, dla pierwszych kilku liczb nieparzys-
tych. Generalizacja tych jednostkowych przyk adéw na dowoln dugo boku kwadratu po-
zostawiona jest domy Ino ci widza. Diagram nie zawiera adnych bezpo rednich wskazdwek,
jak to zrobi i jaki uzyskamy w rezultacie wynik.

o0 0000 6x6=1+3+5+7+9+11,

o000 o0 5x5=1+3+5+7+0,
XXX Ax4=1+3+5+7,
oo ololoe 3x3=1+3+5,

o olojoole 2x2=1+3,
ololololole 1x1=1.

Ukazanie generalng zasady, wa ngj dla wszystkich takich liczb wymaga wprowadzenia
zmienngj, powiedzmy n, su cg do oznaczenia dowolngj liczby kropek tworz cych bok kwa-
dratu na diagramie. Czy nieda s przedstawi takig zmienngl na diagramie? Okazujesi , e
oo oo 0 zazwyczaj jest to jednak mo liwe. Diagram obok pokazuje, oprécz
kilku jednostkowych przyk adéw dlad ugo ci bokéw rownych 1, 2, 31
4, tak e ogolny przypadek dla dowolnej (zmienngj!) d ugo ci boku, dla
o000 ® | ktorg liczba kropek w kolejnej warstwie kwadratu wynosi podwdjn

@@ oo || dugo boku minusjeden. Aby méc sformuowa ogdln regu w
P IC I ) @ | postaci formuy, wygodnie jest uzupe ni ten diagram o legend , t u-
oleolole® e| macz ¢ wielko ci nadiagramie na odpowiednie oznaczeniado u ycia

we wzorze. Taki diagram pozwalaju n—-1

bez trudno ci wypisa odpowiedni wzér, ktérego jest ci-
sym i og6lnym dowodem.

Na przyk adzie powy szych diagraméw mo na rownie za-

obserwowa wygod stosowania reprezentacji hybrydowych 0o 00 | ¥n
w stosunku do czysto diagramowych oraz role, jakie zwykle oo o0 :

w takich wypadkach pe ni w reprezentacji hybrydowej dia- o oloele 4 Y
gramy i formuy. Ogdlnie, diagram przedstawia , haocznie” olelele P
struktur i w asno ci przedstawionych obiektéw matema- 12 3 4 n

tycznych, a formuy, jako reprezentacja opisowa, pozwalgj
na precyzyjne opisanie tg struktury i sformu owaniejg w a
sno ci w sposdb cisy, je li to potrzebne. Jak st d wynika, jednostkowo diagramoéw, po
pierwsze nie jest ich immanentn cech , ktorel niedaoby s obgl lub unikn , apo drugie
nie stanowi przeszkody w ich stosowaniu do prowadzenia cisych i ogélnych rozumowa , w
tym tak e matematycznych.

1+3+5+...+(2n-1)=n?

Zenon Kulpa

1 Arystoteles ze Stagiry (384-322 p.n.e.), najwszechstronnigjszy uczony staro ytnej Grecji, najwi kszy z
ucznidéw Platona, nauczyciel Aleksandra Wielkiego, poo y fundamenty pod wiele dziedzin nauki — filozofi ,
logik , fizyk , biologi , psychologi i in.

2 O pami ci i przypominaniu sobie. W: Arystoteles: Dzie a wszystkie. Tom 3, t um. Pawe Siwek , PWN, War-
szawa 1992 (Orygina: ok. 350 p.n.e.). Przek ad angielski wydaje si  nieco lepig ilustrowa to zagadnienie w
tym kontek cie: “...in geometrical demonstrations. For in the latter case, though we do not for the purpose of the
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proof make any use of the fact that the quantity in the triangle (for example, which we have drawn) is determi-
nate, we nevertheless draw it determinate in quantity” (wg W.D. Ross, ed.: The works of Aristotle. Vol. 3, Clar-
endon Press, Oxford 1930; t um. ang. J.I. Beare). W wolnym przek adzie z tekstu angielskiego mieliby my
wtedy: ... w dowodach geometrycznych. W tym ostatnim przypadku, aczkolwiek, dla potrzeb dowodu, nie
czynimy u ytku z tego, e pewna wielko w trgjk cie (np., ktéry w a nie narysowali my) ma okre lon war-
to ,tojednak rysujemy | jakoma c t okre lon warto ."

® Pitagoras z Samos (ok. 572-497 p.n.e.), p6 legendarny grecki matematyk i filozof staro ytny, twérca kierunku
filozoficzno-religijnego zwanego pitagoreizmem i podstaw teorii liczb, znany najszerzej z przypisywanego mu
twierdzenia o sumie kwadratéw bokéw tréjk ta prostok tnego.

* Pomys przyk adu oparty jest na nieco innym przyk adzie u ytym w: Thomas R. loerger: Diagrammatic seman-
tics for spatia prepositions. In: Reasoning with Diagrammatic Representations. 1992 AAAI Spring Symposium,
AAAI Press, Menlo Park, CA 1992, 191-194.

® Zenon Kulpa: From Picture Processing to Interval Diagrams. IFTR PAS Reports 4/2003, Warsaw 2003 (zob.
http://www.ippt.gov.pl/~zkul pa/diagrams/fpptid.html).

® Dave Barker-Plummer, Sidney C. Bailin: The role of diagramsin mathematical proofs. Machine GRAPHICS &
VISON, 6(1), 1997, 25-56.

7 Zob. np.: Zenon Kulpa: Wnioskowanie diagramowe, czyli jak my le obrazkami. Tytu Roboczy, 2005.11/12
(010).

8 | dea tego diagramu dynamicznego pochodzi z przyk adu u ytego w: Rudolf Arnheim: Visual Thinking. Univer-
sity of California Press, Berkeley, CA 1969.

° Np. za pomoc  systemu zaproponowanego w: Truong Lan Le, Zenon Kulpa: Diagrammatic spreadsheet. Ma-
chine GRAPHICS & VISION, 12(1), 2003, 133-146, lub dost pnych programéw tzw. ,,dynamicznej geometrii,”
zob.: James King, Doris Schattschneider, eds.: Geometry Turned On: Dynamic Software in Learning, Teaching,
and Research. The Mathematical Association of America, Washington, DC 1997. Zob. tak e niektére interak-
tywne diagramy nawitrynie “ Cut the Knot”: http://www.cut-the-knot.com/geometry.html

19 Nikomachos z Gerasy (ok. 60-120), grecki matematyk staro ytny, wyznawca filozofii pitagorejskigj, autor
pierwszego dzie a matematycznego po wi conego arytmetyce.

! Diagram zaczerpni ty ze zbioru dowodéw diagramowych: Roger B. Nelsen: Proofs Without Words: Exercises
in Visual Thinking. The Mathematical Association of America, Washington, DC 1993.
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