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PRZEBIEG PRACY NAUKOWEJ
a) Osiagniecia naukowe

Studia magisterskie

Studia magisterskie odbytem w latach 1976-1981 na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii
Uniwersytetu L.odzkiego na kierunku Fizyka. Studia ukonczytem z wynikiem bardzo dobrym.
Moja praca magisterska Warstwa przejsciowa w permalloyu (promotor dr hab. Jan Misiak)
dotyczyla oszacowan energetycznych zwiazanych z obszarami przej$ciowymi typu Blocha i Neela
pomiedzy dwoma ustalonymi kierunkami magnetyzacji w cienkich warstwach permalloyu. W
zaleznosci od parametréw charakteryzujacych uktad pole magnetyczne-ptytka, wskazalem w niej
preferencje do tworzenia jednego lub drugiego typu $ciany miedzydomenowej. Praca ta zostala
oceniona bardzo pozytywnie. Jednym z recenzentow byl prof. Romulad Wadas, autor ksigzki
Biomagnetyzm, PWN, Warszawa, 1978.

Po ukoniczeniu studiow, przez dwa lata pracowalem jako nauczyciel fizyki, zaliczajac jedno-
czednie dwa lata matematyki na Uniwersytecie Lodzkim.

Studia doktoranckie

W 1983 rozpoczatem studia doktoranckie w Instytucie Podstawowych Probleméw Techni-
ki PAN w Zakladzie Teorii Fal Elektromagnetycznych pod kierunkiem doc. Stanistawa Prze-
zdzieckiego. 7Z uwagi na przedluzajacy sie pobyt doc. Przezdzieckiego za granica, wspoélnie z
kierownikiem Studium Doktoranckiego IPPT, podjatem decyzje o zmianie opiekuna naukowego,
i kontynuowaniu studiéw doktoranckich w Zaktadzie Mechaniki Cieczy i Gazéw pod kierunkiem
prof. dra hab. Zbigniewa Peradzynskiego. Studia te uksztaltowaly ostatecznie tematyke mojej
przysziej dziatalno$ci naukowej, skierowujac ja na zastosowania réwnan reakcji-dyfuzji do opisu
zjawisk przyrodniczych. W lutym 1990 decyzja Rady Naukowej Instytutu Podstawowych Pro-
blemoéw Techniki uzyskatem tytul doktora nauk technicznych w dziedzinie mechaniki za prace
Warstwa przej$ciowa i asymptotyka rozwiazan nieliniowych czgstkowych rownan rozniczkowych
typu reakcji-dyfuzji. Zastosowanie w fizyce plazmy. W pracy tej zastosowane zostaly metody per-
turbacyjne (gtéwnie twierdzenie o funkcji uwiklanej) do dowodéw istnienia rozwiazan w postaci



warstwy przejsciowej dla ukladéw réwnan typu reakcji-dyfuzji zaréwno w przypadku stacjo-
narnym, jak i niestacjonarnym. Tematem moich rozwazan byly réwniez problemy istnienia i
wlasnosci rozwigzan uktadow rownan reakcji-dyfuzji w postaci fal biegnacych. W szczegdlnoéci,
przeanalizowalem wplyw efektu termodyfuzji na strukture frontu temperaturowego w plazmie
dwusktadnikowej, ztozonej np. z helu i argonu. W czasie studiéw doktoranckich opublikowalem
tez prace [66] dotyczaca stabilnosci strukturalnej fal biegnacych dla bistabilnych ukladéw typu
reakcji-dyfuzji

Lata 1988-1996

W styczniu 1988 roku rozpoczatem prace jako asystent w Pracowni Gazéw Zjonizowanych
Zaktadu Mechaniki Cieczy i Gazéw Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki. Przez okres
kilku nastepnych lat, tematyka moich prac naukowych obejmowata zagadnienia mniej lub bar-
dziej bezposrednio zwiazane z plazmag laserowa, zarowno w kontekscie fizycznym, jak i matema-
tycznym. Stosunkowo ogdlnym rozwazaniom dotyczacym istnienia i wlasnosci rozwiazan réwnan
czastkowych powiecone zostaly prace [65], [64], [63], [61] oraz [59]. W pracy [61] podaje np. pro-
ste kryterium rozstrzygajace problem istnienia heteroklinicznych fal biegnacych, taczacych dwa
nienastepujace po sobie stabilne stany stacjonarne bez odwotywania sie do nieréwnoéci pomiedzy
nieznanymi w ogélnosci predko$ciami fal skladowych. Bardziej specyficzne rozwazania poswie-
cone wlasnosciom fal biegnacych w plazmie podtrzymywanej promieniowaniem laserowym, w
szczegblnosel réznicy temperatur elektronéw oraz jonéw (i atoméw) na froncie propagujacej sie
fali zostaly zawarte w pracach [62] i [60]. W pracach tych wykorzystujemy fakt silnego sprzezenia
temperaturowgo pomiedzy elektronami a czastkami ciezkimi (jonami i atomami) wynikajacy z
szybkiego przekazu energii pomiedzy tymi grupami molekul wskutek bardzo czestych zderzen.

W pracy [56] znalaztem jawne rozwiazanie jednowymiarowego przestrzennie réwnania reakcji-
dyfuzji opisujacego jednotemperaturows plazme laserowa przy uwzglednieniu krzywizny granicy
obszaru plazmowego. Krzywizna granicy plazmowej wplywa zaréwno na predkosé przesuwania
sie frontu plazmowego, jak i na jego profil wzdtuz osi symetrii obszaru zjonizowanego. Posrednio
zwiazane z dynamika plazmy sa réwniez prace [57] i [55], w ktérych przedstawiamy analityczny
opis przeplywu gazu wokol obszaru sferycznego (badz cylindrycznego) o bardzo matym stosunku
gestodci do gestosci otaczajacej przestrzeni. Obszar taki a posteriori moze by¢ traktowany jako
goracy podobszar, w ktérym zaszta juz reakcja spalania lub nastapil proces jonizacji na skutek
oddzialywania z promieniowaniem laserowym.

Lata 1997-2004

W ksiagzce A.,V.,V. Volpert, Traveling waves for parabolic systems, 1994, znajduja sie twier-
dzenia dotyczace istnienia fal biegnacych dla uktadéw rownan typu reakcji-dyfuzji spetniajacych
tzw. warunki monotonicznosci. Jednak twierdzenia te nie obejmujg bardziej ogélnych przypad-
kéw, gdy wspotezynniki dyfuzji zaleza od stezen rozpatrywanych sktadnikéw oraz gdy do réwnan
wchodza cztony konwekcyjne. Sytuacja taka ma miejsce w szczegblnosci dla réwnan opisujacych
plazme podtrzymywana promieniowaniem laserowym. Dlatego tez, aby w ogdlnosci méc udo-
wodnié istnienie fal biegnacych dla plazmy cod (continuous optical discharge), nalezy zastosowaé
dodatkowo swojego rodzaju kontynuacje rozwiazan, pamietajac jednoczednie, ze parametr pred-
kosci fali zalezy od postaci funkcji wystepujacych w uktadzie. Jedna z technik, ktéra zdobywata



w tym czasie popularnosé, jako metoda dowodow istnienia rozwigzan uktadéw réownan rézniczko-
wych byla teoria indeksu Conleya (Conley connection index theory). Teoria ta ma immanentnie
wbudowang metode homotopii uktadow. Jej efektywne zastosowanie opiera sie na znalezieniu
odpowiedniego otoczenia izolujacego i wykazanie, ze w trakcie homotopii zbiér pozytywnie nie-
zmienniczy ze wzgledu na rozpatrywany uktad réwnan nie dotyka granicy tego otoczenia. Teoria
indeksu Conleya zostala zastosowana do dowodéw istnienia fal biegnacych dla uktadéw opisuja-
cych w szczegblnosci plazme laserowa w pracach [53], [52], jak réwniez dla ukladéw opisujacych
przemiany fazowe (typu para-ciecz i ciecz-para) w osrodkach typu van der Waalsa ([47], [41]). W
tym ostatnim przypadku technika indeksu Conleya jest szczegdlnie wygodna, gdyz stany asymp-
totyczne uktadu zaleza od predkosci propagacji fali. W pewnym sensie, podsumowaniem mojej
dzialalnoséci naukowej zwigzanej z teoria indeksu Conleya jest praca [45], w ktérej formutuje
ogblne twierdzenia dotyczace istnienia fal biegnacych dla réwnan reakcji-dyfuzji-konwekcji, na-
wet dla uktadow, dla ktorych stany asymptotyczne nie musza by¢ hiperboliczne, jak w przypadku
uktadéw opisujacych gatunki symbiotyczne w ekologii. Rezultaty te sg uogélnieniami znanych do
tej pory twierdzen odnoszacych sie do uktadéw spetniajacych lokalne warunki monotonicznoéci.

Metody oparte na pojeciu indeksu Conleya sa bardzo ogélne, jednak do pelnej charakte-
ryzacji otrzymanych z ich pomoca rowigzan wymagaja niejednokrotnie subtelnych rozwazan z
zakresu zaawansowanej topologii algebraicznej. W szeregu przypadkow mozna réwniez stosowaé
metody bardziej bezposrednie. W pracy [38] udowadniamy, ze dla uktadéw bistabilnych spelnia-
jacych warunki monotonicznoéci analogiczne rezultaty moga by¢ otrzymane metoda kontynuacji
poprzez sukcesywne zastosowanie twierdzenia o funkcji uwiklanej w odpowiednich przestrze-
niach Banacha. Sytuacja ulega dodatkowemu uproszczeniu, kiedy w rozpatrywanym ukiadzie
daje sie znalez¢ maly parametr, dzieki ktéremu dowody istnienia fal biegnacych mozna oprzeé
na analizie bazujacej na rachunku perturbacyjnym. Tego typu parametry zostaly wyodrebnione
np. w pracach [49] oraz [48], ulatwiajac w istotny sposéb rozwazania matematyczne. W przy-
padku pracy [48] malym parametrem jest efektywny wspélczynnik pochlaniania promieniowania
laserowego przez zjonizowany gaz. W przypadku przejsé fazowych rozpatrywanych w pracy [49]
w oparciu o czteropredkosciowy model kinetyczny K. Piechéra, maty parameter moze byc utoz-
samiany z liczbg Knudsena (stosunek $redniej drogi swobodnej czasteczek do najmniejszej skali
liniowej charakteryzujacej uklad). Analize istnienia i wlasnosci frontéw przemian fazowych w
czteropredkosciowej teorii K. Piechéra cieczy van der Waalsa zawarliémy réwniez w pracy [51].
Czasopismo, w ktorym zostata ona wydrukowana nie znajduje si¢ na liscie JCR, ale elektro-
niczne wersje prac publikowanych w tym czasopiSmie mozna znalezé¢ na stronach wydawnictwa
Springer.

Prace [42] oraz [46] zwiazazane sa z analiza wielowymiarowych rozwiazan réwnan opisujacych
plazme laserowa. W pracy [46], udowadniam istnienie rozwiazan dla uktadu réwnan eliptycznych
zawierajacych czlony nielokalne. Uzyskany rezultat zostal zastosowany do uktadu réwnan réz-
niczkowych opisujacych stacjonarny obszar plazmy ciagltego wytadowania optycznego. W pracy
[42], rozwaza sie natomiast warunki rozwiazalno$ci réwnan eliptycznych w calej przestrzeni.
Motywacja do podjecia tej tematyki byl problem stabilnosci strukturalnej rozwiazan odpowia-
dajacych obszarowi plazmy zawartemu wewnatrz kata dwusciennego.

Na poczatku lat 2000-nych rozpoczety sie moje zainteresowania zagadnieniami biologicznymi.
Jednym z pierwszych zagadnien, ktérymi zajeliSmy sie z prof. Piechérem, byly procesy zachodza-



ce w trakcie gojenia sie ran i morfogenezy skéry. Procesy te polegaja w przyblizeniu na tworzeniu
sie warstwy naskorka i podazajacej za nim warstwy skéry wilasciwej. Warstwy te odzialywuja
ze sobg poprzez wydzielane morfogeny, ktére moga wywolywaé naprezenia trakcyjne. W pra-
cy [39] udowadniamy istnienie fal biegnacych dla uktadu réwnan opisujacych powyzszy proces
przy zalozeniu dostatecznie malych oddzialywan mechano-chemicznych (sit trakcji). Z kolei, w
pewnym sensie komplementarny przypadek silnego zamocowania naskorka na blonie podstawo-
wej rozpatrzony jest w pozniejszej pracy [17]. Nastepnym procesem, ktory przeanalizowali$my
wspOlnie z Tomaszem Lipniackim w kontekscie mozliwosci charakteryzacji za pomoca (homokli-
nicznych) fal biegnacych byl proces transkrypcji DNA. W czasie trwania tego procesu tancuch
DNA musi ulec lokalnemu rozkreceniu. W pracy [43] udowadniamy, ze fale takie moga istnieé,
nawet przy uwzglednieniu dyssypacji energii, spowodowanej nieelastycznoscia DNA pod warun-
kiem, ze polozenie polimerazy RNA wzgledem tancucha DNA zmienia sie odpowiednio w czasie.
Wymienione powyzej prace dotyczace fal biegnacych zostaly oméwione w przystepny sposéb w
artykule przegladowym [36].

Prace [61], [49], [48], [45], [43], [41], [39] stanowily przedmiot mojej rozprawy habilita-
cyjnej. Stopieni doktora habilitowanego otrzymatem decyzja Rady Naukowej IPPT PAN dnia
08.04.2005.

Prace opublikowane po habilitacji

Istotnym wydarzeniem w mojej dziatalnosci naukowej byt pobyt w Notre Dame University
(Indiana, USA) i udzial w pracach badawczych Interdisciplinary Center for the Study of Bio-
complexity pod kierownictwem prof. Marka Albera w czasie od 15.01.2003 do 14.01.2004. W
tym czasie prace grupy prof. Albera koncentrowaly sie wokol zjawisk formowania sie wzorcéw
kostnych w rozwoju embrionalnym kregowcéw. Efektem rocznego pobytu w Notre Dame Uni-
versity oraz nawiazanych tam kontaktéow bylo moje wspdlautorstwo w pracach [34], [33], [32],
[30]. [29]. W pracy [34] podejmujemy problem warunkéw stabilnosci wielowymiarowych wzorcéw
przestrzennych dla ukladéw réwnan reakcji-dyfuzji typu uogdlnione ’stripes’ lub 'dots’ (*paski’
lub ’kropki’). To jakie wzorce sa stabilne (i w jakich zbiorach parametréw definiujacych uklad
réwnan rézniczkowych) jest bardzo istotne, gdyz struktury te sa dominujacymi strukturami
kostnymi konczyny. Pomyst i matematyczna analiza zawarta w pracy [34] nalezy w przewaza-
jacej czesci do B. Kazmierczaka i T. Glimma. W pracy [33], analizujemy istnienie i wlasnosci
rozwigzan jednego z najnowszych w owym czasie modeli formowania si¢ wzorcow kostnych za-
proponowanego w pracy:

Hentschel H G E, Glimm T, Newman S A and Glazier J A, Dynamical mechanisms for
skeletal pattern formation in the vertebrate limb, Proc. R. Soc. B 271 (2004), 1713-1722.

W pracy [33] znalezione zostaly warunki istnienia globalnych w czasie, klasycznych rozwiazan
uktadu réwnan zaproponowanego w powyzszej pracy. Warunki te dotycza przede wszystkim
relacji miedzy wspoélczynnikami funkceji definiujacej chemotaksje a wspolczynnikami dyfuzji oraz
proliferacji i $miertelnosci komérek. Chcialbym podkresli¢, ze matematyczna analiza zawarta w
pracy zostata oparta prawie w calosci na moim wktadzie. Wtasnosci rozwiazan uktadu réwnan
wspomnianego powyzej modelu zostaly rozpatrzone powtérnie w pézniejszej pracy [25].

Zauwazmy, ze w modelu zaproponowanym w pracy Hentschel et al 2004, bedacym przedmio-
tem analizy prac [33] i [25], zaréwno dynamika morfogenéw, jak i procesy dyfuzji oraz proliferacji



i dyferencjacji komoérek opisane zostaly poprzez czastkowe réwnania rézniczkowe typu reakcji-
dyfuzji. W bardziej realistycznym modelu, czaso-przestrzenna dynamika komoérek powinna by¢
raczej modelowana w spos6b dyskretny. W pracy [32] rozwaza sie numeryczny model hybry-
dowy zjawiska formowania si¢ konczyny kregowcéw (np. skrzydla kurczaka, lub lapki myszy),
tzn. wzrostu paczka konczynowgo (limb bud) oraz wytworzenia w nim odpowiedniej sekwencji
struktur kostnych. W podejsciu tym dynamika morfogenéw jest szybka i podlega uktadowi réw-
nan rézniczkowych czastkowych generujac wzorzec wstepny (tzw. prepattern), ktéry zmienia sie
w sposéb prawie skokowy (w wyniku bifurkacji Turinga) po osiagnieciu przez rosnacy paczek
konczynowy odpowiednich rozmiaréw. Czasoprzestrzenna dynamika subpopulacji komorek jest
natomiast rzadzona przez stochastyczny (komérkowy) model Pottsa. W modelu tym na kazdym
kroku czasowym komorki rosna, dzielg sie, umierajg lub ulegaja dyferencjacji z pewnym prawdo-
podobienstwem, ktére w ogdlnoéci zalezy od lokalnego stezenia morfogenéw. Z miana potozenia
komorek na dyskretnej sieci przestrzennej odbywa sie zgodnie z procedura typu Metropolisa, tzn.
nowe polozenie komoérek jest akceptowane lub odrzucane (z pewnym prawdopodobienstwem) w
zaleznoéci od tego, czy odpowiednio zapostulowany funkcjonal energii przyjmuje w nowej kon-
figuracji warto$¢ mniejsza lub wiekszg od dotychczasowej. Schemat symulacji procesu chondro-
genezy opiera sie zatem na zalozeniu rozdzielenia skal czasowych tworzenia sie wzorca prze-
strzennego morfogenéw (aktywatora TGFf i hipotytecznego inhibitora) oraz dostosowanych do
niego procesOw zmiany rozmiaréw paczka, namnazania sie i Smierci komoérek oraz ich dyferencja-
¢ji (réznicowania). Po dyferencjacji odpowiednie komérki sa Zrédlem morfogenéw, co powoduje
wytworzenie sie wstepnego wzorca w nowo powstalych obszarach rosnacego paczka. Dodatkowo,
wydzielana przez komérki fibronektyna zmniejsza dyfuzje komorek, co prowadzi do wytworzenia
obszaréow o duzej gestosci komorek chrzestnych, ktére w dalszej kolejnosci przechodza w trwale
struktury chrzestne i kostne. Rownania opisujace dynamike morfogendéw wynikaja z uproszczonej
wersji modelu zaproponowanego w pracy Hentschel et al 2004. OczywisScie, przedstawiony tutaj
mechanizm jest w duzej mierze heurystyczny, dlatego uzyskane wyniki symulacji numerycznych
maja pierwszorzedne znaczenie. Bardziej formalne od strony matematycznej uzasadnienie za-
stosowanej procedury numerycznej zostalo podane w pracy [29], w ktérej znalezione sa m.in.
zbiory parametrow modelu zapewniajace powstawanie nietrywialnych struktur przestrzennych
w wyniku bifurkacji Turinga (ukladu réwnan na ewolucje morfogenéw). Systematyczna analiza
mozliwych podej$s¢ w modelowaniu proceséw formowania sie kosci u kregowcow, w szczegdlnosci
probleméw zwiazanych z doborem odpowiednich skal czasowych oraz numerycznymi schematami
stochastycznej dynamiki komérek i wzrostu koniczyny przedstawiona zostala w pracy [30].

Innym efektem mojej wspolpracy z grupa prof. Marka Albera byly dwie prace dotyczace
formowania sie struktur przestrzennych zainicjowane w czasie mojego drugiego (miesiecznego)
pobytu w Notre Dame University. Odnosity sie one do modelu chemotaktycznej dynamiki mi-
kroorganizméw z dyfuzja rosnaca gwaltownie wraz z gestodcia komérek, zaproponowanego w
pracy
P. M. Lushnikov, N. Chen, M. Alber, Macroscopic dynamics of biological cells interacting via
chemotazis and direct contact, Phys. Rev. E, 78, 2008, 061904.

W pracy [22] podalismy dowdd istnienia globalnych w casie rozwiazan dla uktadu réwnan réz-
niczkowych wyprowadzonych w powyzszej referencji. W pracy [13] uzywajac sformutowania Ha-
miltonowskiego, skonstruowaliS§my i zbadaliémy stabilno$¢ rozwigzan w postaci struktur schod-



kowych. Model z publikacji Lushnikova zostal ponownie przeanalizowany w pracy [7]. W pracy
tej stosujac metode rozwiniecia na funkcje wlasne operatora Laplace’a (ze wspolczynnikami za-
leznymi od czasu) dla skonczonych, lecz dostatecznie dlugich czaséw, odtworzylismy (uzywajac
programu Mathematica) struktury uzyskane w wyniku symulacji numerycznych modelu zamiesz-
czonych w cytowanej publikacji. W drugiej czesci, w ramach wybranego modelu rozwazylismy
roéwniez ‘przejéciowe’ struktury typu Turinga na sferze. Podobne struktury moga pojawiaé sie
np. w procesach angiogenezy zbiorowisk komorek rakowych.

Pierwsza praca bedaca wyrazem mojego zainteresowania zagadnieniami zwiazanymi z sygna-
lizacja wapniowa w komoérkach i tkankach byta praca [35]. Jak w przypadku publikacji zwiaza-
nych z falami biegnacymi w naskérku ([39], [17]), skoncentrowaliSmy si¢ na wplywie sprzezenia
mechano-chemicznego na predkos¢ i inne wlasnosci fal biegnacych stezenia wapnia w diugich
komoérkach (np. komoérkach miesniowych) czy tez tkankach (np. warstwach epitelialnych). Sprze-
zenie to jest wazne, gdyz moze powodowaé naprezenia mechaniczne wewnatrz komérki (tkanki)
na froncie fali wapniowej. W pracy [35] rozwazyliémy mozliwie najprostszy przypadek réwnania
skalarnego na stezenie wapnia cytozolicznego uzupelnione o réwnanie 'mechaniczne’ uwzgled-
niajace efekty lepkos$ciowe i umocowanie komérek na podtozu lub macierzy miedzykomodrkowe;j.
Rozpatrywany przez nas model zaktada, ze oérodek mozna uwazac za klasyczne kontinuum lepko-
sprezyste scharakteryzowane wspotczynnikami lepkoéci, modutem Younga oraz wspotczynnikiem
Poissona. W pewnym sensie kontynuacja pracy [35] jest praca [19], w ktérej, zakladajac szcze-
gblng postaé funkcji zrodlowej oraz cztonu trakcji, znajdujemy jawnie szczegdlne rozwigzania
rozwazanego modelu zaréwno dla fal w calej przestrzeni, jak i dla geometrii ptaskich i cylin-
drycznych. Rozszerzeniem powyzszych rozwazan na uklady uwzgledniajace obecno$¢ czasteczek
buforujacych wapn byly prace [18] oraz [9]. W pracy [18], uzywajac twierdzenia o funkcji uwi-
ktanej, udowadniamy poprawnos¢ formalnej asymptotyki uktadu rownan opisujacych ewolucje
stezen jonéw wapniowych w cytozolu oraz stezen N > 1 réznych rodzajéw molekul buforujacych
w tzw. granicy nieskonczenie szybkich buforéw (tzn. gdy czasy przylaczania i odlaczania przez
nie jonéw wapnia staja sie zaniedbywalnie mate). Mimo, ze takie asymptotyczne podejscie jest
bardzo wygodne i czesto stosowane, gdyz sprowadza N + 1 réwnan do jednego (chociaz bardziej
skomplikowanego) na stezenie wapnia w cytozolu, formalny dowdd jego poprawnosci w kontek-
$cie strukturalnej stabilnosci fal biegnacych nie byt jeszcze przeprowadzony. Dla czytelno$ci w
pracy [18] ograniczyliémy do rozpatrzenia jednego reprezentatywnego rodzaju buforéw, tzn. po-
tozylismy N = 1. (Uwzglednili$my jednak, efekty mechaniczne wynikajace z istnienia sit trakcji i
lepko$ciowych wlasnoéci osrodka.) Pokazali$my, ze jesli szybko$é przylaczania/odlaczania jondéw
wapniowych do molekut buforujacych dazy do nieskonczonosci, to zaréwno profile rozwigzan w
postaci fal biegnacych, jak i predkos$é propagacji daza w normie C?(IR) do odpowiadajacych im
wielkosci uktadu asymptotycznego. W pracy [9], udowadnili$émy strukturalna stabilnosé mecha-
nochemicznych fal biegnacych ze wzgledu na wtaczenie do rozwazan dostatecznie matych cztonéw
mechanicznych, przy czym zaktadamy, ze w komoérkach istnieje dowolna liczba rodzajéw molekut
buforujacych (N < 0o). Matematyczna cze$é pracy poprzedzona jest sprawdzeniem adekwatno-
$ci réwnania mechanicznego w stosowanej postaci (tzn. bez cztonéw bezwladnosciowych), jak
i analizg stosunku sit lepkosSciowych do sit sprezystosci dla reprezentatywnych uktadéw biolo-
gicznych. W obydwu pracach ([18] oraz [9]) twierdzenia o istnieniu uzupelnione sa lematami o
dodatnioéci profili otrzymanych rozwigzan.



Innym zagadnieniem zwiazanym z sygnalizacja wapniowa, ktore podjalem w kilku nastep-
nych pracach byt problem istnienia fal biegnacych stezenia wapnia cytozolicznego w uktadach
z dowolng iloscia réznych rodzajéw molekut buforujacych o zerowych wspotczynnikach dyfuzji
(D; = 0). Problem ten byl tematem prac [28], [27] , [26], [24]. Idea dowodu polega na rozpa-
trzeniu uktadow z niezerowymi wspotczynnikami dyfuzji, otrzymaniu odpowiednich oszacowan a
priori na pochodne rozwigzan oraz wartos¢ parametru predkosci, a nastepnie na wybraniu pod-
ciagéw zbieznych na podzbiorach postaci [—n,n|, n — oo. Z biologicznego punktu widzenia tego
rodzaju podejscie jest istotne, gdyz pozwala rozpatrywaé¢ przypadek nieruchomych czasteczek
buforujacych jako granice uktadéw z D; > 0, ktore wydaja sie blizsze rzeczywistosci. W pracy
[26], rozpatrujemy réwniez ogdlniejsza sytuacje, w ktérej tylko niektére ze wspdlezynnikéw D
przyjmuja zerowe wartosci. W pracy [24] do rozwazan wlaczamy réowniez efekty mechaniczne.

Jeszcze innym interesujacym problemem zwiazanym z matematycznym opisem dynamiki
wapnia komoérkowego, byla analiza wplywu obszaréw bliskiego kontaktu pomiedzy retikulum
endoplazmatycznym (ER), a mitochondriami na miedzykompartmentowe oscylacje stezenia wap-
nia w komorce eukariotycznej. Obszary te, odkryte zostaly juz w latach 70-tych, jednak dopiero
niedawno zaczely by¢ intensywnie badane. Okresla si¢ je jako ,,mitochondria-associated ER mem-
brane complexes”, stad ich skrétowa nazwa MAMs. Odleglosé miedzy btonami odgraniczajacymi
w powyzszym kompleksie waha sie od 10 do 25 nm. Tworzg one fizyczne potaczenia przypomi-
najace synapsy, umozliwiajace szybsze przekazywanie jonéw wapnia z ER do mitochondriow i
odwrotnie. Utatwiony przeptyw wapnia pomiedzy powyzszymi kompartmentami komoérkowymi
moze wplywaé istotnie np. na oscylacje koncentracji wolnych jonéw wapnia w poszczegdlnych
czesciach (organellach) komérki. Oscylacje takie sa niezbedne do prawidlowego funkcjonowa-
nia komoérki. Badanie wpltywu komplekséw MAM na dynamike wapnia w komoérce nalezaloby
przeprowadzi¢ na gruncie modelu przestrzennego opisywanego ukladem réwnan rézniczkowych
czastkowych przy uwzglednieniu informacji dotyczacych rozmieszczenia i rozmiaréw zbiornikéw
retikularnych i mitochondrialnych w komérce. Zadanie takie jest jednak bardzo skomplikowane,
zaré6wno z teoretycznego, jak i numerycznego punktu widzenia. W pierwszym przyblizeniu moz-
na zatem prébowaé¢ uwzgledni¢ wplyw obszaréw typu MAM na oscylacje wapniowe w ramach
tzw. modeli cato-komérkowych (‘calo-kompartmentowych’), ktére abstrahuja od przestrzennego
rozktadu retikulum i mitochondriow wewnatrz komérki i analizuja jedynie zalezno$¢ od czasu
stezen wolnego wapnia usrednionych przestrzennie po odpowiedniej sktadowej kompartmental-
nej (cytozolicznej, retikularnej i mitochondrialnej) przy zalozeniu dostatecznie szybkiej dyfuzji
wapnia. W tym podejéciu opis zmiennoéci czasowej wapnia dany jest ukladem nieliniowych
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, w ktérym wprowadzony jest dodatkowy parametr ks ans
okredlajacy wielkos$¢ bezposredniego przeptywu wapnia pomiedzy retikulum a mitochondriami.
(W modelach calokomérkowych nie bioracych pod uwage istnienia obszaréw MAM, przeplyw
pomiedzy tymi kompartmentami ,odbywa si¢” posrednio przez cytozol.). Punktem wyjscia do
budowy ,nowego” modelu byt model zaproponowanym przez Marhla i wspoétpracownikéw z ro-
ku 2001. W ,nowym” opisie uwzgledniono réwniez wtadciwosci biatka transportujacego wapn
do wnetrza mitochondrium — uniportera mitochondrialnego (MICU), ktéry w warunkach eks-
pozycji na submilimolowe stezenie wapnia aktywuje tzw. szybki mechanizm pobierania jonéw
wapniowych RaM (ang. rapid uptake mode). Opracowanie takiego modelu, jego teoretyczna i
numeryczna analiza oraz biologiczna interpretacja byly jednym z tematéw dysertacji doktor-



skiej mojego doktoranta mgra Michala Dyzmy. Wyniki zostaly opublikowane w pracach [12]
oraz [11], ktére powstaly we wspélpracy z doktorem Piotrem Szopa. Podkreslmy, ze modele
analizowane w kazdej z tych prac réznia sie istotnie miedzy soba. W pracy [11]: 1.Uwzglednili-
$my wspomniany powyzej mechanizm RAM, 2. Zmodyfikowany zostal czton opisujacy przeptyw
cytozol-mitochondrium, tj. prad Jyu:. W szczegdlnosci zmiana 2. miala istotne znaczenie dla
zachowania sie rozwiazan ukladu, gdyz wykluczyla istnienie trajektorii chaotycznych obserwo-
wanych w wersji modelu analizowanej w pracy [12] . Na gruncie obydwu wersji modelu okazato
sie, ze wprowadzenie dodatkowego przeptywu w kompleksach MAM (regulowanego poprzez pa-
rametr ks 4p7) sprawia, iz system zachowuje sie jak uktad bistabilny, w ktérym wspétwystepuja
dwa atraktory: stabilny cykl graniczny oraz stabilny punkt stacjonarny. Dla dostatecznie duzych
wartosci kyranr, wiekszosé trajektorii uktadu znajduje sie w basenie przyciagania wspomnianego
stabilnego punktu stacjonarnego. Punkt ten charakteryzuje sie wysokim poziomem wapnia w
mitochondriach. Efekt ten moze mieé¢ glteboks interpretacje biologiczng. Jesli bowiem, trajek-
toria uktadu znalazta sie w basenie przyciagania tego punktu, moze to oznaczac¢, ze komorka
weszla na $ciezke apoptotyczna. Akumulacja wapnia w mitochondriach i pecznienie mitochon-
driéw wystepuje bowiem w poczatkowej fazie apoptozy.

Opisy procesow biologicznych dostarczaja wielu przyktadow ciekawych warunkéw brzego-
wych odzwierciedlajacych skomplikowane oddzialywania pomiedzy wnetrzem struktury biolo-
gicznej a jej granica. Najczesdciej sa to nieliniowe warunki brzegowe typu Robina, ale moga to by¢
takze dynamiczne (zalezne od pochodnych czasowych), lub tez calkowe warunki brzegowe. Prace
[21] oraz [14] poswiecone sa zjawiskom arteriosklerotycznym. Arterioskleroza jest schorzeniem
wnetrza Sciany tetnicy wywolanym jej stanem zapalnym. Decydujaca role w podtrzymywaniu
tego stanu spelnia uklad immunologiczny. W pracy [21] zostal zaproponowany dwuwymiarowy
przestrzennie model arteriosklerozy. Model ten ma posta¢ uktadu dwéch réwnan na gestoéci ko-
moérek odpornosciowych M (monocytéw i makrofagéw) oraz cytokin prozapalnych A. Wnetrze
$ciany tetnicy jest w nim reprezentowane przez zbiér Q = {(x,y) : z € (—o00,0), y € (0,h)}.
Warunki brzegowe na granicy $ciany tetnicy od strony krwi (y = h) opisujace przenikanie komo-
rek odpornosciowych z krwi (wspomagane m.in. duzym poziomem ox-LDL) wskutek dzialania
cytokin maja wtedy posta¢ Dy VM -7i(x) = gy (A) > 0, gdzie Dy oznacza wspdlezynnik dy-
fuzji monocytéw oraz VM - 7i(x) = 0 od strony przeciwnej (y = 0). W bardziej szczegélowym
modelu nalezaloby réwniez uwzglednié¢ procesy zachodzace na granicy $ciany tetnicy polega-
jace na przemianie gromadzacych sie wskutek dzialania czynnikéw prozapalnych (np. TNF-«
lub interleukiny IL-1) monocytéw w makrofagi, jak tez procesy zwiazane z tworzeniem sie¢ w
miejscu wystepowania ztogu ostonki widknistej, ktéra przeciwdziata przenikaniu monocytéw do
wnetrza Sciany tetnicy. W pracy [21] dokonujemy biologicznej interpretacji stanéw asymptotycz-
nych uktadu, tzn. rozwiazan uktadu niezaleznych od zmiennej x oraz formulujemy twierdzenia
odnosnie istnienia fal biegnacych w przyblizeniu h — 0. (Po odpowiednim przeskalowaniu otrzy-
mujemy wtedy problem jednowymiarowy przestrzennie.) W pracy [14], zakladajac, ze poziom
ox-LDL (odpowiadajacy parametrowi a; ukladu) jest dostatecznie duzy oraz istnieje stabilna
funkcja wlasna (Ms(y), As(y)) uktadu obcietego do przekroju poprzecznego zbioru 2, udowad-
niamy istnienie monostabilnych fal biegnacych o monotonicznych profilach poruszajacych sie z
predkosciami wiekszymi od pewnej predkosci minimalnej. Fale te lacza stan niestabilny o ze-
rowej gesto$ci monocytéw i malej gestosci cytokin ze stabilnym stanem ’zapalnym’ o duzych



wartosciach gestosci tych molekul. Idea dowodu przedstawionego w pracy [14] polega na znale-
zieniu oszacowan a priori dla rozwigzan na odpowiednio dobranych zbiorach ograniczonych ze
zmodyfikowanymi warunkami brzegowymi a nastepnie na przejéciu do granicy z parametrem
definiujacym dlugosé obszaru w zmiennej .

Innym zagadnieniem, w ktorym interakcja miedzy wnetrzem obszaru a jego granica gene-
ruje w ogodlnosci nieliniowe warunki brzegowe typu Robina opisywanym przez ukitady réwnan
reakcji, jest oddzialywanie pomiedzy biatkami cytozolicznymi komorki a jej receptorami mem-
branowymi. Tego typu model zostal zaproponowany przez Tomasza Lipniackiego w pracy [23]
jako uproszczony opis przesytania sygnatéw z zewnetrza komérki do jadra i innych organelli
komoérkowych. Z punktu widzenia fizjologii komérki scenariusz procesu przekazywania sygnatéw
do wnetrza komérki ma zasadnicze znaczenie, a jesli dotyczy on komoérek immunologicznych
moze decydowaé nawet o przetrwaniu calego organizmu. Zaaktywowane (np. po przylaczeniu
odpowiedniego ligandu) receptory poprzez zmiang konformacji pod powierzchnia membrany za-
czynaja oddzialtywaé¢ z odpowiednimi kinazami cytozolicznymi zmieniajac ich stan na aktyw-
ny np. inicjujac proces ich fosforylacji. Z drugiej strony, w modelu zaklada sie, ze aktywne
(ufosforylowane) kinazy i receptory podlegaja procesowi deaktywacji wskutek dzialania fosfa-
taz. Przyjmujemy rowniez, ze receptory sg nieruchome. Zalozenie to ma swoje uzasadnienie w
fakcie, ze biatka receptorowe sg najczesciej dobrze zakotwiczone w membranie komorkowej i
prawie nie poruszaja si¢. Przyjmujac dla prostoty, ze komodrka jest kula (co ma uzasadnienie
np. przy rozpatrywaniu komoérek immunologicznych typu B), mozemy uzyskaé jawne wzory na
sferycznie symetryczne stacjonarne rozwigzania uktadu rozpatrywanych réwnan. Uzyskane wy-
razenia pozwolily nam na przeanalizowanie efektywnosci przekazywania sygnatu w zaleznodci
od wspdlezynnika dyfuzji kinaz. Dos¢ paradoksalnie dla rozwiazan sferycznie symetrycznych
modelu, catkowita frakcja zaaktywowanych kinaz maleje z ich dyfuzyjnoscia. Matematycznym
aspektem pracy [23] jest dowdd stabilnosci wspomnianego sferycznie symetrycznego rozwiazania
stacjonarnego ukladu ze wzgledu na zaburzenia warunkéw poczatkowych. W pracy [20] badamy
przekaz sygnatu zewnetrznego do wnetrza komérki w zaleznosci od wspédlezynnika dyfuzji kinaz,
szybkosci dzialania fosfataz receptorowych oraz stopnia polaryzacji receptoréw na membranie w
kontekscie istnienia nietrywialnych rozwiazan stacjonarnych ukladu. Nieréwnomiernosé (polary-
zacja) rozkladu receptoréw ma swoje uzasadnienie biologiczne dla komérek immunologicznych:
grupy receptoréw moga bowiem agregowac sie w miejscu kontaktu z patogenem. Okazuje sie, ze
krytyczna wartos¢ szybkosci defosforylacji receptoréw, powyzej ktérej nie istnieja nietrywialne
rozwigzania stacjonarne uktadu jest proporcjonalna do odwrotnosci wspotczynnika dyfuzji kinaz
oraz stopnia polaryzacji rozkladu receptoréw. W rozdziale 7 pracy [20] (Appendix) zamiesz-
czamy réwniez bezposéredni dowdéd monotonicznosci pierwszej funkcji wlasnej zagadnienia typu
Stieklowa (Lemma 1) oraz dowdéd monotonicznej zaleznosci pierwszej wartosci wlasnej u od
funkcji p (Theorem 2; UWAGA: w sformulowaniu tego twierdzenia, po stowie 'measure’ brakuje
’. Then’.) W pracy [16], rozwazamy zmodyfikowany uklad, w ktérym defosforylacja aktywnych
receptoréw na membranie opisywana jest przez kinetyke Michaelisa-Menten. W pracy tej znajdu-
jemy rodzine rozwigzan stacjonarnych dla uktadu zlinearyzowanego wokét rozwiazania zerowego
(K, R) = (0,0) odpowiadajacych réznym modom agregacji receptoréw M we wzorze:



M+1

P(0, M) = — (1+cos®)™, He0,n],M=0,1,2,... (1)

dla takiej wartosci parametru defosforylacji b (b = beri¢), dla ktérej rozwiazanie zerowe traci
stabilnosé. Uzyskane rezultaty oparte sa m.in. na teorii wartoéci wlasnych typu Stiektowa. Tak
wiec zapostulowujac rozwiniecie rozwiazania w szereg iloczynéw wielomianéw Legendra (zalez-
nych od kata zenitalnego ) i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju (zaleznych od
warto$ci promienia r) mozemy numerycznie obliczy¢ kolejne wartosci wlasne Stieklowa i funkcje
wlasne im odpowiadajace K;, i = 1,2,. ... (Funkcje te stanowia baze w przestrzeni H'(B(0,1).)
Stosujac teorig¢ bifurkacji, mozemy nastepnie otrzyma¢é przyblizenia rozwiazania uktadu nielinio-
wego dla b < b+ Uzasadnienie matematyczne tego rodzaju podejscia podane jest w rozdziatach
Appendix A-D pracy [16].

W pracy [15], czeSciowo zmodyfikowany uklad postuzyl nam jako model do numerycznej
symulacji zjawiska aktywacji komoérek immunologicznych typu B poprzez polaryzacje rozktadu
receptoréw w okolicach ustalonego punktu na membranie komoérkowej. Modyfikacja modelu po-
lega na dodaniu w réwnaniu na ewolucje receptoréw cztonu opisujacego niewielka spontaniczna
aktywacje receptoréw, na zalozeniu, ze do aktywacji receptoréw potrzebne sa dwie reszty fosfo-
ranowe (bifosforylacja) oraz, ze ilos¢ fosfataz deaktywujacych kinazy jest ograniczona, w zwiazku
z czym ich dziatanie jest opisywane kinetyka Michaelisa-Menten. Obecnosé cztonu spontanicz-
nej aktywacji sprawia, ze uktad, w rezimie bistabilnym, mozna zaaktywowaé, nawet startujac
od zerowych warunkéw poczatkowych, poprzez lokalna agregacje receptoréw. Taka mozliwoéé
pobudzenia uktadu jest zgodna z zachowaniem sie limfocytéw B, dla ktérych nawet niewielkie
klastry receptoréw (powstale np. wskutek dzialania patogenu, np. wirusa) moga zainicjowaé ich
aktywacje. Relatywna tatwosé aktywacji prawie kulistych komorek odpornosciowych typu B jest
po czesci implikowana faktem, ze posiadaja one bardzo duze jadro, ktérego promien wynosi okoto
0.9 promienia catej komoérki. W pracy dokonujemy numerycznej analizy aktywacji w zaleznosci
od stopnia polaryzacji rozktadu receptorow wzgledem kata zenitalnego 6 zadanego wzorem

M+1

P(H,M,F):1—F+F-2T(1+0039)M, Fe(0,1), M=0,1,2,...

od promienia jadra komérkowego oraz dyfuzyjnoéci kinaz. Komoérke uwazamy za zaaktywowana,
jesli (K (t,r,0), R(t,r,0)) dazy z czasem do stacjonarnego osiowo symetrycznego stanu stabil-
nego o dodatnich sktadowych. Zgodnie z wynikami obliczefi numerycznych pobudzenie komoérki
zachodzi tym efektywniej, im mniejsza jest dyfuzyjnos¢ kinaz, im mniejsza grubos¢ warstwy sfe-
rycznej (odpowiadajacej warstwie cytozolowej limfocytu B) oraz im wiekszy jest stopien agrega-
cji receptoréw M. Jakkolwiek, przy ustalonych innych parametrach ukladu, agregacja (zadana
parametrem M) prowadzi do aktywacji tylko, jesli powierzchnia klastra receptorowego (okreslo-
na przez parametr F') nie jest zbyt mala. Przechodzac z gruboscia warstwy sferycznej do zera
otrzymujemy po odpowiednim przeskalowaniu model membranowy, w ktérym kinazy staja sie
obiektami poruszajacymi sie po powierzchni sfery. Dla powyzszego modelu mozna numerycznie
wykazac istnienie rozwigzan majacych cechy fal biegnacych aktywacji, dla ktérych warunki ge-
neracji (zalezno$¢ miedzy parametrami F' i M) sa podobne do tych, ktére zostaly otrzymane dla
powtloki sferycznej o niezerowej grubosci.
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Przedstawione powyzej wyniki staly sie inspiracja do czterech nastepnych prac [10],[8], [4]
oraz [1]. W pierwszej z nich [10], udowadniamy istnienie stacjonarnych sferycznie symetrycz-
nych rozwigzan modelu dla kinetyki defosforylacji kinaz i receptoréw zadanych funkcjami typu
Michaelisa-Menten. Dokonujemy réwniez klasyfikacji znalezionych rozwigzan w kontekscie ich
stabilnosci. W rozdziale Appendix A udowadniamy globalne w czasie istnienie klasycznych roz-
wiazan dla problemu poczatkowo-brzegowego (na dowolnym zbiorze przestrzennym 2 o dosta-
tecznie gladkiej granicy) dla ogélnych uktadéw réwnan opisujacych oddzialywania miedzy ng
rodzajami 'kinaz’ a ng rodzajami 'receptoréw’, a w rozdziale Appendix B pokazujemy, ze, przy
spelieniu pewnych dodatkowych warunkow, dla rozpatrywanego uktadu zachodzi wlasno$é sub-
i super-rozwigzan.

W pracy [8], konstruujemy stacjonarne osiowo symetryczne rozwigzania heterokliniczne na
sferze jednostkowej dla réwnania

ou

o = Viu+ F(u,0) (2)

gdzie V% jest operatorem Laplace’a-Beltramiego, F'(u) = —Bu+ B+ H(u—o0) a B i o sa stalymi
dodatnimi. Skonstruowane rozwiazania wyrazaja si¢ poprzez odpowiednig kombinacje funkcji
hipergeometrycznych. W pracy tej udowadniamy m.in., ze skonstruowane fronty falowe sa nie-
stabilne, oraz ze maja wlasnosci separatrys: oddzielaja dane poczatkowe generujace rozwigzania
réwnania (2) zbiegajace z czasem do stanu u = 1 od danych poczatkowych ewoluujacych do
stanu u = 0.

Znalezione w pracy [8] stacjonarne fronty falowe oraz oszacowania a priori zawarte w pracy
[4] zostaly cze$ciowo wykorzystane w pracy [1]. Konstruujemy w niej rozwiazania niestacjonarne,
ktorych ewolucja przypomina propagacje fal biegnacych na sferze. Dokladniej, dla dowolnych
monotonicznych danych poczatkowych udowadniamy istnienie rozwigzan o monotonicznych pro-
filach ograniczonych para odpowiednio dobranych niestacjonarnych sub- i superrozwiazan.

Analiza propagacji fal na zbiorach o dowolnej (tzn. w ogélnosci niecylindrycznej) geometrii
zostala przedstawiona w pracy [2]. Pokazany w niej zostal efekt zatrzymywania si¢ rozwiazan
w postaci fal biegnacych na wklestych fragmentach granicy obszaru. Mechanizm taki moze ge-
nerowaé stabilne niejednorodne przestrzennie rozwiazania stacjonarne dla skalarnego réwnania
typu reakcji-dyfuzji nawet dla zerowych warunkéw brzegowych typu Neumanna. (Przypomnij-
my, ze zgodnie ze znanym rezultatem Castena i Hollanda (1978), rozwiazania takie nie istnieja
dla zbioréw wypuktych.) W przeciwienstwie do schematu opartego na bifurkacji Turinga, taki
mechanizm polaryzacji obszaréw funkcjonuje juz dla skalarnych rownan typu reakcji-dyfuzji,

Inne prace

Praca [6] dotyczy hematopoezy, tzn. zjawisk wytwarzania sie elementéw skladowych krwi
zachodzacych poprzez proliferacje, dojrzewanie czy tez réznicowanie sie komoérek macierzystych.
Zaburzenia hematopoezy moga prowadzi¢ do szeregu $miertelnych choréb, np. biataczki. Ko-
morki macierzyste krwi mozna podzieli¢ na dwie grupy: proliferujace i u$pione (ang. quiescent).
Przed osiggnieciem swojej ostatecznej formy i wejsciem do uktadu krwionosnego, powyzsze popu-
lacje komérek dyfunduja przez obszary szpiku kostnego podlegajac ztozonym procesom. Oprocz
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proceséw apoptotycznych komérki te moga z pewnym prawdopodobienstwem przechodzié¢ z gru-
py do grupy, badz to bezposrednio (w przypadku komérek wyciszonych), badz w trakcie podzia-
tu komoérkowego (w przypadku komorek proliferujacych). Fakt, iz podzial komérek moze mieé
miejsce dopiero po osiggnieciu przez nie odpowiedniego wieku, prowadzi do koniecznosci opisu
powyzszych zjawisk poprzez uklad niestandardowych réwnan typu reakcji dyfuzji z opdznie-
niem. Poprzez odpowiednia transformacje zmiennych udaje sie sprowadzi¢ rozpatrywany uktad
do jednego réwnania reakcji dyfuzji ze stowarzyszonym réwnaniem réznicowym. Dla uktadu ta-
kiego udowodniono istnienie rozwigzan w postaci fal biegnacych opisujacych czasoprzestrzenna
strukture populacyjnag krwinek do chwili przedostania sie do uktadu krwionosnego.

W pracy [5] rozpatruje sie wieloskladnikowe uktady biologiczne, zlozone z podobszaréw mo-
gacych kontaktowad sie ze soba wskutek dyfuzyjnych przeptywow poprzez oddzielajace je blony
péiprzepuszeczalne. Z matematycznego punktu widzenia przeplywy takie regulowane sg poprzez
(w ogdblnosci nieliniowe) warunki brzegowe typu Robina. Jednym z przykladéw moze byé tu-
taj dynamika wapnia w komoérkach eukariotycznych, doktadniej przeplywy wapnia pomiedzy
wewnatrz-komérkowymi magazynami wapniowymi (reticulum endoplazmatyczne i mitochodria)
a cytozolem. Stosujac podejscie oparte na teorii pélgrup w odpowiednich przestrzeniach Banacha
mozna udowodnié, ze w przypadku, gdy wspdélczynniki dyfuzji przepltywajacych substancji sg do-
statecznie duze, opis ewolucji rozpatrywanych uktadéw mozna uprosci¢ do uktadu zwyczajnych
réwnan rézniczkowych z odpowiednio zdefiniowanymi funkcjami oddzialtywan uwzgledniajacy-
mi parametry geometryczne podobszaréw. Rezultat powyzszy uzasadnia matematycznie opis
skomplikowanych proceséw wewnatrzkomérkowych poprzez modele kompartmentowe, jesli tylko
procesy dyfuzyjne sa relatywnie szybkie.

Praca [3] dotyczy proceséw transmisji informacji na poszczegdlnych etapach $ciezki sygna-
towej NF-kB. W swojej czesci teoretycznej praca analizuje stosowalnosé teorii Kotmogorowa-
Smirnowa oraz teorii informacji wzajemnej do charakteryzacji proceséw odpowiedzi populacyjnej
komoérek na stymulacje np. czynnikiem TNF-a.

Praca [31] mimo, ze nie zostala opublikowana w czasopiSmie z listy filadelfijskiej ma 12
cytowan.
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