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3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu oraz dluzszych pobytach naukowych

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN, adiunkt w latach 1974-2005, kierownik
grantu w latach 2005-2008. w latach 1979-1980 pobyt w Institut National Polytechnique de
Grenoble. W latach dziewiec¢dzisiatych spedzilem tacznie okolo dwu miesiecy w Instytucie Wy-
miany Ciepta i Masy (Akademiceskij Nau¢nyj Kompleks Institut Teplo- i Massoobmena Imeni
A.V. Lykova) w Minsku Bialoruskim. Obecnie: prace zlecone w IPPT PAN.

4 Wskazanie osiagniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003r.
bedacego podstawa ubiegania sie o stopien doktora habilitowanego

4.1 Tytul monotematycznego cyklu oraz wykaz publikacji wchodzacych w jego sklad

Osiagnieciem naukowym bedacym podstawa ubiegania sie o stopien naukowy doktora habili-
towanego jest cykl dziesieciu prac opublikowanych w czasopismach o zasiggu miedzynarodowym,
zwany dalej Cyklem i zatytulowany: Fizyka matematyczna zjawisk przenoszenia w osrodkach
jednorodnych i niejednorodnych: wymiana ciepta, masy i pedu

W skiad cyklu wchodza publikacje:

[H1] Kinetic equation for the dilute Boltzmann gas in an external field, Acta Physica Polonica
B 49 (5) 905-920 (2018). IF 0.998.

[H2] Random walk, Rayleigh-Kac’ scheme and diffusion equation, Reports on Mathematical
Physics 72 (3), 321-332 (2013). IF 1.042.

[H3] R. Wojnar, Thermodiffusion and nonlinear heat equation, in: Thermal nonequilibrium
phenomena in fluid miztures, Lecture notes in physics ; Vol. 584, W. Kohler and S.
Wiegand (Eds.), pp. 93120, Springer-Verlag, Berlin; Heidelberg; New York; Barcelona;
Hong Kong; London; Milan; Paris; Tokyo 2002.

[H4] On nonlinear heat equations and diffusion in porous media, Reports on Mathematical
Physics 44 (1), 291-300 (1999). IF 1.042.

[H5] Nonlinear heat equation and two-level diffusion, Reports on Mathematical Physics 49 (2)
415-425 (2002). IF 1.042.

[H6] Boussinesq equation for flow in an aquifer with time dependent porosity, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Technical Sciences 58 (1) 165-170 (2010). IF 1.005.



[H7]

[HS]

[HO]

[H10]

Flow of Stokesian fluid through a cellular medium and thermal effects, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Technical Sciences 62 (2) 321-329 (2014). IF 1.005.

wspotautor J. J. Telega, Flow of electrolyte through porous piezoelectric medium: ma-
croscopic equations, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences-Series IIB-Mechanics-
Physics 328 (2) 225-230 (2002). IF 1.09.

Thermodynamics of solids with a state equation, Journal of Theoretical and Applied
Mechanics 37 (4) 809-827 (1999). IF 0.831.

Homogenization of piezoelectric solid and thermodynamics, Reports on Mathematical Phy-
sics 40 (3), 585-598 (1997). IF 1.042.

Laczny IF (impact factor) czasopism tego cyklu wynosi 9.097.

Podaje tez dodatkowy wykaz publikacji wlasnych, na ktére powotuje sie réwniez w rozdziale
4.3 Wprowadzenie - tto naukowe badan.

[HD1]

[HD2]

[HD3]

[HDA]
[HD5]
[HD6]
[HD7]

[HDS]

[HD9]

[HD10]
[HD11]

[HD12]

[HD13]

[HD14]

On elastic moduli of a two dimensional two phase system, ZAMM-Journal of Applied Mathe-
matics and Mechanics 77 (2) S469-S472 (1997).

wspdétautor J. Wojnar, On the Smoluchowski flow in zeta-potential, Journal of Technical Phy-
sics 47 (1) 39-46 (2006). IF 0.470.

Homogenization in viscoelasticity and thermal effects, Reports on Mathematical Physics 33 (1-2)
283-294 (1993).

Subdiffusion with external time modulation, Acta Physica Polonica A 114 (3) 607-611 (2008).
Random walk, diffusion and wave equation, Acta Physica Polonica B 44 (5) 1067-1084 (2013).
The Brownian motion in a thermal field, Acta Physica Polonica B 32 (2) 333-349 (2001).

Nonlinear heat equation and thermodiffusion, Reports on Mathematical Physics 46 (1) 295-301
(2000).

On a Prigogine conjecture (Sur la théoreme de Prigogine), Entropie(Paris) 38 (239-240) 158-161
(2002).

Two-level diffusion, random walk and uniqueness, Reports on Mathematical Physics 68 (1) 85-96
(2011).

Heuristic derivation of Brinkman’s seepage equation, Technical Sciences 20 (4) 359-374 (2017).

wspétautor J. J. Telega Flow of conductive fluids through poroelastic media with piezoelectric
properties, Journal of Theoretical and Applied Mechanics 36 (3) 775-794 (1998).

Distortion equation of motion in linear incompatible elastodynamics, Archives of Mechanics 51
(1) 3-13 (1999).

Homogenization of stress equations of motion in linear elastodynamics, Journal of Theoretical
and Applied Mechanics 30 (3) 545-565 (1992).

wspoétautor J. J. Telega, Piezoelectric effects in biological tissues, Journal of Theoretical and
Applied Mechanics 40 (3) 723-759 (2002).



[HD15] Piezoelectric phenomena in biological tissues, in: Gianni Ciofani and Arianna Menciassi (Eds.)
Piezoelectric nanomaterials for biomedical applications, Springer, Heidelberg - New York - Do-
rdrecht - London 2012, pp. 173-185.

4.2 Dane bibliometryczne

Na moj dorobek naukowy po doktoracie sktada sie: 60 publikacji w czasopismach posiadajacych impact
factor i 20 rozdzialtéw w wydawnictwach monograficznych. Wg bazy bibliometrycznej Web of Science
catkowita liczba cytowan wynosi 98, bez autocytowan 83, indeks h6, wg Google Scholar liczba cytowan
wynosi 419, h-index wynosi 10, a ¢10-index - 12.

4.3 Wprowadzenie - tlo naukowe badan
4.3.1 Ogodlny rzut oka na dziedzine badan

Juz pierwszy rzut oka na otaczajaca nas rzeczywistosé¢ wskazuje na jej ré6znorodno$é. Nawet pojedyncze
przedmioty maja skomplikowana budowe, nie mowiac juz o nawet najprostszych organizmach zywych.
Dzieki réznorodnoséci moga powstawaé nowe substancje. Przykladem moze byé¢ szereg napieciowy
metali, zgodnie z ktérym metal o nizszym potencjale normalnym wypiera z roztworu soli metal o
wyzszym potencjale. Dzigki temu zachodza reakcje redukcji i utleniania.

W przyrodzie i w zastosowaniach praktycznych zachodza procesy analizy substancyj, wylaniania
ich sktadnikéw, i wykorzystywania tych sktadnikéw dla syntezy nowych materialow. Swiat w calej
swej réznorodnodci zbudowany jest z 81 pierwiastkéow trwalych i 9 naturalnych pierwiastkéw promie-
niotworczych, wsrod ktorych najwazniejsze sa tor i uran.

W sklad biatek organizmoéw zywych wchodzi gléwnie 20 aminokwaséw. Aminokwasy sa grupa
organicznych zwiazkéw chemicznych zawierajacych zasadowa grupe aminowa oraz grupe karboksylowa.
Dla istnienia organizméw zywych précz wodoru istotnych jest 6 pierwiastkéw, sasiadéow w tablicy
Mendelejewa: C, N, O i Si, P, S. Azot N rézni sie od wegla C i tlenu O tylko jednym protonem
w jadrze i jednym elektronem na powloce, a tak rézne sa wlasnosci tych pierwiastkéw. Krzem Si,
fosfér P, siarka S tez sa rézne mimo bliskosci w uktadzie okresowym. Wegiel i krzem sa obok siebie
w tej samej kolumnie weglowcéw. Atomy wegla moga jednak tworzy¢ pierscienie, a nawet platy
grafenowe, natomiast atomy krzemu lacza sie¢ z soba poprzez atomy tlenu. Z 20 aminokwaséw 19 jest
lewoskretnych. Znane sa dwie odmiany kwarcu: lewo- i prawoskretna.

Rézne miejsca tej samej substancji moga sie rézni¢ od siebie swoim stanem, np. temperatura,
skutkiem czego jest mozliwy przeplyw ciepla, albo ci$nieniem. We wzorze barometrycznym, [1],

p(h) = po exp (— ﬂ) (1)

wystepuje zastepcza masa czasteczki powietrza m obliczona jako srednia arytmetyczna z zawartosci
w powietrzu azotu (78%), tlenu (21%) i argonu (1%): (2878 +32-21+440-1)% g/mol=28,96 g/mol,
co po podzieleniu przez stala Avogadra Na, = 6,022 - 10%3/mol daje m = 4,81 - 10723g. Symbol g
oznacza przyspieszenie ziemskie, h to wysokos$é wzgledem poziomu odniesienia, kg = 1.380-10723J /K
jest stata Boltzmanna, 7 - temperatura bezwzgledna w kelwinach.
Czastki zawiesiny zachowuja sie jak czasteczki gazu i w stalej temperaturze podlegaja wzorowi (1).
W innej skali wykorzystal to Jean Perrin do wyznaczenia liczby kg, a przez to i liczby Avogadra, [2].
Wysokosci h wystepujace w doswiadczeniu Perrina zawieraly sie miedzy 5 pm a 100um, a zawiesina
skladala sie z ziarenek gumiguty o masie 1,25 - 10~ '2g. Dla poréwnania masa atomu wodoru wynosi
1,68 - 10~?*g, a masa koronawirusa 7 - 10~ g,



Jesli mamy plyte kwadratowa podzielona na dwie réwne czesci prostokatne, z ktérych jedna ma
opornos¢ p1, a druga opornoé¢ ps, to dla pradu elektrycznego ptynacego prostopadle do linii podziatu
opornosé zastepceza wynosi p; = (p1+p2), a ptynacego wzdhuz linii podziatu opornosé zastepcza wynosi
p| = 2p1 p2/(p1+ p2). W pierwszym wypadku mamy srednig arytmetyczng, w drugim - harmoniczng.
Osrodek jest wiec anizotropowy ze wzgledu na przeptyw pradu.

Jesdli jednak w plycie rozmiedci¢ sktadniki o opornosciach p; i p2 na przemian, jak na szachownicy, to
opornosé zastepcza wynosi jak to pokazali niezaleznie od siebie Joseph B. Keller i Aleksandr M. Dykhne
Pszach = ~/P1 P2, czyli jest Srednig geometryczng, [4, 5]. Wynik otrzymuje si¢ dzigki spostrzezeniu
o mozliwosci dwoistego opisu pradéw w takim uktadzie. Podobny wzor zachodzi dla szachownicy
zbudowanej z dwu rodzajéw kwadratéw sprezystych, [HD1], [6].

James Clerk Maxwell rozpatrzyl inne zagadnienie homogenizacyjne, [3]. Kulki w liczbie n o
promieniu a; i opornosci p; sa rozrzucone losowo w kuli o promieniu as i opornosci pa. Opornosé
zastepcza takiego ukladu dana jest wzorem

p= 2Pt RloL o) o
T 2p1 4 p2 = 2p(p1 — p2) a3

Promienie kulek powinny by¢ mate w poréwnaniu z odleglo$cia miedzy nimi tak, zeby stezenie wtracen
bylo mate. Ze wzgledu na mato$¢ p mozna wzér Maxwella zlinearyzowaé otrzymujac

P1— P2
=1+ 3p> 2
pe ( 2p1 + p2 P

Poprawki wyzszego rzedu mozna znajduja sie w pracach szkoty Vladimira Mityusheva, np. [7].

Izaak Newton opisal w Ksiedze 1 Principiow stworzona przez siebie mechanike ruchu cial bez
tarcia. Ksiege II swego opus magnum poswiecit dynamice cial z uwzglednieniem tarcia. W rozdziale
VII tej Ksiegi podany jest model ptynu jako ukitadu zderzajacych sie czastek, ktorych ruch spenia
rownania mechaniki. Gdy czyta sie te Ksiege wydaje sie, ze Autor napisze zaraz, ze srednia energia
kinetyczna takiej czastki jest proporcjonalna do temperatury. Na to jednak trzeba bylo czekaé niemal
dwa wieki, do prac Maxwella i Boltzmanna. W czasach Newtona pojecia ciepla i temperatury nie byty
jeszcze dobrze rozrézniane. Tym niemniej, Newton w roku 1701 podal prawo stygniecia cial, dyskretny
analog prawa Fouriera: szybko$¢ utraty ciepla jest proporcjonalna do réznicy miedzy temperatura ciata
a temperatura otoczenia, przy zalozeniu, ze réznica ta nie jest zbyt duza, [8, 9].

Newton przeprowadzit liczne doswiadczenia nad zjawiskami cieplnymi, ustalit prawo przeptywu
ciepta, ale nie podal zwiazku ciepla z mechanika. Budowa pomostu miedzy mechanika a nauka o
cieple zajela nastepne stulecia, [10]-[13].

W tym przejsciowym okresie uwazano cieplo za rodzaj niewazkiego ptynu, zwanego cieplikiem (fr.
calorique, ang. caloric). Jedna z wersji teorii cieplika podal Antoni Lavoisier, [14]. Cieplik mial
przeptywaé od cial cieplejszych do bardziej chlodnych, a jego ilo$¢ na $wiecie miata byé¢ zachowana.
Nawet dzisiaj, gdy z zasady odrzuca sie teorie cieplika, w celach pogladowych moéwi sie o strumieniu
ctepta, choéby przy wywodzie réwnania Laplace’a dla opisu przestrzennego rozktadu temperatury.

Nawet jedli przyja¢ poglad Immanuela Kanta, ze rzeczy same w sobie sa niepoznawalne, to znaczy,
ze rzeczywisto$¢ sama w sobie jest zakryta przed ludzkim rozumem, to jednak jak zwraca uwage Jozef
Fourier zjawiska fizyczne podlegaja prostym i stalym prawom, ktére mozna odkryé przez obserwacje,
i ktorych badanie jest przedmiotem filozofii przyrody. Idac dalej za Fourierem widzimy, ze cieplo,
podobnie jak grawitacja przenika cala materie wszechswiata, i zbadanie wnioskéw stad plynacych
jest jednym z najwazniejszych zadan fizyki, [15]. Podobna opini¢ o nauce o cieple wyrazit w swej
autobiografii Albert Einstein, gdy pisal, ze "teoria jest tym bardziej przekonywujaca, im prostsze sa
jej przestanki i im obejmuje szerszy zakres zjawisk. Termodynamika jest jedyna teoria o powszechnej
stosowalnosci 1 o niepodwazalnej podstawie.”, [16], réwniez [17].



W nauce o cieple i pracy wystepuja dwie istotne zmienne stanu: energia i entropia. Sa jak ksiegowy
i dyrektor, napisal Robert Emden w analogii do dzialania przedsigbiorstwa, [18]. Termodynamika nie
tylko tlumaczy zjawiska przyrody, ale jest narzedziem pracy inzynierii cieplnej, [19]. Zwrécit na to
uwage juz Sadi Carnot, [20]. W mechanice klasycznej zachowanie si¢ ukladu punktéw materialnych
opisywane jest przez ukiad rézniczkowych réwnan ruchu. Réwnania ruchu opisuja zachowanie sie
ukladu fizycznego jako ukladu funkcji matematycznych wyrazonych przez zmienne dynamiczne. Po-
dejscie oparte o mechanike, znane jako fizyka statystyczna, konkurencyjne do termodynamicznego jest
to dzielo takich uczonych jak James Clerk Maxwell, Ludwig Boltzmann, Josiah Willard Gibbs, [21]-
[25]. W tym ujeciu obok mechaniki klasycznej podstawowa role pelni rachunek prawdopodobienstwa.

Niektére energetyczne poziomy atomowe sa metastabilne. Przejscia miedzy stanami metastabil-
nymi nie sa niemozliwe, lecz tylko mato prawdopodobne, i ostatecznie moga zaj$¢ przejscia elektronow
do stanu o nizszej energii. Roman S. Ingarden w r. 1963 wprowadzit pojecie temperatur wyzszego
rzedu, [26, 27]. Wytworzenie inwersji obsadzeri pozioméw atomowych jest konieczne do dzialania la-
ser6w, [28]-[30]. Dwutemperaturowe uklady znajduja szerokie zastosowania, poréwnaj rozdzial 4.5.3.

Zdarzenia przyrodnicze, takie jak trzesienia ziemi, wybuchy wulkanéw, zjawiska meteorologiczne
maja za swoja przyczyne zrodla ciepta, pochodzace z wnetrza Ziemi lub od promieniowania stonecznego.
A wiec ruch mas zwiazany jest z pojawieniem sie zrédet ciepla.

7 powiazania pdl cieplnych i grawitacyjnych wynika ewolucja gwiazd, w tym i Stonica. Goraca
korona stoneczna stale rozprasza sie w przestrzeni, tworzac wiatr stoneczny, strumien naladowanych
czastek, ktory rozciaga sie do heliopauzy odleglej okoto 100 jednostek astronomicznych.

Jadro Slonica, ktére rozciaga sie od srodka do okoto 20-25% promienia slonecznego wytwarza
energie cieplna poprzez synteze jadrowa. Promieniowanie gamma powstale w reakcji syntezy jest
pochtaniane po przebyciu zaledwie kilku milimetréw plazmy stonecznej, a nastepnie ponownie emi-
towane w kierunku losowym i z nieco mniejsza energia. Mamy wiec do czynienia z dyfuzjg fotonow.
Skutkiem tego dotarcie promieniowania do powierzchni Stonica jest dlugotrwate. Oszacowania mieszcza
si¢ w zakresie od 10 000 do 170 000 lat, [31]-[35].

Naturalne reaktory jadrowe moga by¢ zrédlem energii cieplnej wewnatrz Ziemi. Znane sa dwa zloza
uranu, w ktérych potwierdzono wystapienie spontanicznych proceséw rozszczepienia uranu, czyli ist-
nienie naturalnych reaktorow jadrowych: w Oklo i Bangombé w Gabonie. Mozna uwazadé, ze podobne
georeaktory wystepuja we wnetrzu Ziemi. Sity grawitacji wspomagaja dyfuzje i prowadza do groma-
dzenia sie ciezkich pierwiastkéw radioaktywnych, ktore po osiagnieciu masy krytycznej zmieniaja sie
w naturalne reaktory jadrowe, [36].

W skali zjawisk biologicznych procesy zyciowe, na poziomie komorki i organizmu zaleza istotnie od
temperatury, [37]. Harry H. Pennes sformulowal zasade zachowania energii cieplnej w tkance przez
ktora przeptywa krew

orT
- = A m
r KAT + by + By

Tutaj p i C odnosza sie do tkanki, k jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego tkanki, h,, jest
szybkocia wytwarzania ciepta przez procesy metaboliczne w jednostce objetosci tkanki, zas hy oznacza
szybkos¢ wymiany ciepla miedzy krwia i tkanka

pC

hy = vppCh(1 — tteq) (T, — T')

przy czym v jest szybkoscia przeptywu przez jednostke objetosci tkanki, pp jest gestoscia krwi, Cj
jest cieplem wlaSciwym krwi, aeq jest czynnikiem, ktéry opisuje niezupelng réwnowage cieplng miedzy
krwia i tkanka, 0 < aeq < 1, wielkos¢ T, jest temperatura krwi tetniczej, a T' jest miejscowa tempe-
ratura tkanki. Réwnanie Pennesa byto wykorzystywane przez licznych autoréw, [38]-[40].

W ramach wprowadzenia do tematu moich badan naukowych w dalszym ciggu niniejszego rozdziatu
4.3 zostana przedstawione podstawowe pojecia fizyczne i metody matematyczne stosowane w cyklu
monotematycznym zawierajacym prace [H1]-[H10].

6



W rozdziale 4.4 zajmujemy sie zjawiskiem dyfuzji w stale] temperaturze, a w rozdziale 4.5 zjawi-
skiem dyfuzji powiazanej z przeplywem ciepta czyli termodyfuzji oraz zjawiskem dyfuzji dwupoziomo-
wej. Rozdzial 4.6 omawia zjawiska saczenia ptynu, w tym réowniez i elektrolitu przez osrodki porowate,
a rozdzial 4.7 poswiecony jest termosprezystosci i piezotermosprezystosci,

4.3.2 Fizyczne podstawy badan

1) Réwnanie ciaglodci
Rownanie cigglosci wyraza zasade zachowania pewnej wielkosci. W hydrodynamice jest to zasada
zachowania masy. Jesli gestosé cieczy jest p = p(x,t), i jesli wprowadzimy gestosé strumienia cieczy
J = pv, to réwnanie ciaglosci ma postaé
dp
—+V3=0
ot V7
Powyzej v = v(x, t) oznacza predkosé cieczy w punkcie & w chwili ¢, [41]. Podobne prawa zachowania
wprowadza si¢ dla innych wielkosci, ciepta, tadunku, [42, 43].
W przypadku dyfuzji Ficka, porownaj rozdziaty 4.4 i 4.5,

j=-DVp

co po wstawieniu do réwnania ciagtosci daje

dp
Zf — DA
ot P

Tutaj D - to wspotczynnik dyfuzji. Rozwiazaniem ostatniego rownania przy warunku poczatkowym

jest
1 22

_ e_
8(wDt)3/2
Zgodnie z tym rozwiazaniem stezenie substancji rozchodzi sie natychmiastowo po calej przestrzeni dla

kazdego czasu t > 0, co wskazuje na to, ze zwiazek 5 = pv jest stuszny dla dostatecznie duzych czaséw,
ale nie dla czaséw bardzo krétkich - poréwnywalnych z czasem zderzenia czastek.

p(w,t) =

2) Zasady termodynamiki
Pierwsza zasada podaje bilans energetyczny ukladu przed i po jakimkolwiek procesie

dU =dQ +dL

przy czym dU jest zmiana energii wewnetrznej ukladu, dQ jest cieptem pobranym, za$ dL - praca
wykonana na ukladzie. Druga zasada zajmuje sie kierunkiem procesu i twierdzi, ze procesy naturalne
biegna tylko w jednym kierunku i sa nieodwracalne.

Wiyrazenie rézniczkowe dla ciepta dQQ pobranego w sposéb odwracalny przez termicznie jednorodny
uklad jest catkowalne. Wsréd mozliwych mianownikéw catkujacych jeden oznaczany przez T jest
uniwersalna funkcja temperatury empirycznej, nie zalezna ani od reszty parametrow stanu, ani od
indywidualnych wlasnoéci cial. Rownanie

okresla funkcje stanu S zwana entropig, [23].



W procesach zachodzacych w uktadzie adiabatycznie ostonietym entropia jest funkcja niemalejaca

S kone = Spocz

Znak réwnosci odnosi sie tylko do proceséw odwracalnych, [23]. W procesie naturalnym uktad nie
jest w stanie réwnowagi. Dlatego w ogdlnosci nie potrafimy opisaé takiego uktadu. Mozna jednak
oceni¢ skutki procesu, jesli stan poczatkowy i konicowy sa stanami réwnowagi, [44].

Jedli T jest liczba mikrostanéw, to przy podstawowym dla fizyki statystycznej zalozeniu, ze prawdo-
podobienistwo kazdego mikrostanu jest takie samo i wynosi p; = 1/I", entropie uktadu okreslamy jako

S=-> pilnp

Tak okreslona entropia spetnia zwiazki matematyczne znane z termodynamiki fenomenologicznej, [25].
To samo zalozenie prowadzi do rozkladu Gibbsa

1 1
p(i) = EeiﬁEi przy tym Z = Z‘e*ﬁEi oraz = T

7

dla ukladu nalezacego do zespotu kanonicznego Gibbsa [25].

4.3.3 Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

Prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa z przyjmie jakas warto$¢ w przedziale miedzy x1 a 9 jest

€2

Pz < z < x9) = / p(z)dz

x1
Jedli podstawimy x; = ¢ — %Am ixg =m0+ %Aw, przy czym Ax jest wielkoscia mala i skorzystamy
z rozwiniecia w szereg Taylora znajdziemy

1 1
P <m0 ~ AT <z<aot 2A:n) — p(xo) + O[(Az)?]

Zgodnie z tym wzorem nalezy interpretowaé zwrot ”prawdopodobieristwo, ze wartos¢ z lezy miedzy x
a x + dz wynosi p(x)dx 7, [25].
W przyblizeniu mechaniki klasycznej, dla ptynu prostego za okreslenie mikrostanu uwazamy po-

danie wszystkich 3N skladowych polozen ri,7rs,---,rNy i 3N skladowych predkosci vy, v, -, vnN.
Konfiguracje przestrzenna ukladu podaje uktad N potozen, ry,ro, -, 7y, i gesto$¢ prawdopodo-
bienistwa znalezienia okreslonej konfiguracji jest py (71,72, -, rn)drydre -+ - dry. W szczegdlnosci

pi(r1)dry = pi(z1,y1,21) deidy1dz; oznacza prawdopodobienstwo, ze czastka nr 1 znajduje sie w
szedcianie o bokach dx1, dyi,dz; zbudowanym wokét punktu rq

Roéwnanie Liouville’a

speliane przez N-czastkowa funkcje rozkladu fy = fy(r1,72, -+, 7N, V1, V2, -+, VN) jest postaci
ofn
-~ = _K 2
5t NfN (2)
przy czym

N
- ) 8 _ 8ui]’ 1 8 . ii
KN - ;’UZW Z ari ( ) (3)

: i<j m; a’Ui m; avj

za$ m; to masa czastki nr 4, zas u;; oznacza potencjat oddzialywania czastki nr i z czastka nr j.
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Entropia ukladu opisywanego réwnaniem Liouville’a nie ulega zmianie. Rzeczywiscie, jesli wpro-
wadzi¢ entropie Shannona, [45, 46],
s=—fyInfy (4)

—S—at/dr /dv s=0

Wystarczy skorzystaé z réwnania Liouville’a, catkowania przez czesci i z zalozenia znikania funkcji fi
dla nieskonczonych r;,v;, ¢ =1,2,---, N.

widaé, ze

Teoria liniowej odpowiedzi zostala podana przez Ryogo Kubo, [10]. Zamiast réwnania Liouville’a

(2) napiszmy

OIN Koty + (1) o)

gdzie g(t) jest pewna funkcja czasu - Zrédlem. Wtedy rozwiazanie r-nia (5) moze by¢ zapisane w
postaci

t t
fa(t) = KN F(0) + /0 dr e BNTg(t — 1) = ¢ KNt £ (0) + /0 dr ¢~ Kx(t=7) g (7 (6)

Przypu$émy teraz, ze zamiast r-nia (5) mamy réwnanie

Ofn _
ot

oU(r) 1 9

87’,‘ my; (%i

—(Kny + Ky)fn przy czym KN—Z (7)
Tu U(r;) jest potencjalem zewnetrznym (elektrycznym, grawitacyjnym) dzialajacym na czastke nr i.
Przyjmujemy, ze operator K stanowi niewielkie zaburzenie operatora K.

W analogii do (6) zapisujemy pierwsze przyblizenie rozwigzania r-nia (7) w postaci

N (1) = e N F(0) + /Ot dre” VT K KT f(0) (8)
przy tym v
N (0) = plon)elen) - olow) S5 oz Q= [evar (9)

jest rozkladem réwnowagowym. W warunkach ustalonych e 5~ f(0) = f(0) i wyrazenie (8) przyjmuje
postaé

A0 = () + [ are TR (0 (10)

Przypuéémy, ze prad j jest nosnikiem jakiejs wielkosci, tadunku elektrycznego, masy,

N
i=>Y o, (11)
i=1

i ze gradient potencjalu zewnetrznego jest

Ori

= *OéiE (12)

Tutaj «; oznacza wielko$¢ fizyczna, np. tadunek elektryczny (o; = ze), mase («; = m;) przenoszona
przez czastke o numerze i, za$ E to natezenie odpowiedniego pola zewnetrznego. Prad calkowity

= [ar [aoi o= | e [[ar [ Y (o)
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Uwzgledniono tu fakt, ze ze wzgledu na nieparzysto$é j w v;, catka [dv® j fx(0) = 0. Zbierajac r-nia
(7), (11) i (12) dostajemy

J =BE /0 “ar [ar [ av¥5(0)(r)

Stad, w przypadku pradu elektrycznego przewodnictwo wynosi
o
o=0 / dr /drN/vaj(O)j(T)
0

Poniewaz interesuje nas sytuacja réwnowagowa, z catlkowaniem po czasie przeszliSmy do nieskoriczonosci.
Wynik nie zalezy od rodzaju wiasnosci fizycznej «; przenoszonej przez czastke nr i.

4.3.4 Termodynamika proceséw nieré6wnowagowych

Lars Onsager polozyl podwaliny pod termodynamike proceséw nieodwracalnych, [48, 49]. Istote teorii
Onsagera mozna znalez¢ w podreczniku Landaua i Lifszica [41].

Rozpatrzmy jakis ukltad zamkniety. Niech x1, xs, ... beda pewnymi wielkosciami opisujacymi stan
uktadu. W réwnowadze statystycznej entropia S catego uktadu powinna osigga¢ maksimum, to znaczy
powinno by¢

X, =0 dla i=1,2,..
przy czym
a8
B (9.%'2
W stanie bliskim réwnowagi wszystkie wielkosci z; réznia sie mato od ich wartosci w stanie rownowagi.
Przy tym wielkosci X; sa male. W ukladzie zachodza procesy prowadzace do réwnowagi, a wielkosci
x; sa funkcjami czasu. Predkos¢ zmian z dokltadnoscia do wyrazéw rzedu pierwszego dana jest wzorem

B =Y vk X
k

X, =

Wielkosci ;5 zwane wspdtczynnikami kinetycznymi sa symetryczne wzgledem indekséw
Yik = Vki

Predko$¢ zmian entropii wynosi

S==> X;i

W charakterze wielkosci &; moga wystepowaé np. strumienie ciepta g albo masy j.

Oliver Penrose i Paul C. Fife rozwineli fenomenologiczna teorie kinetyczna, w ktérej temperatura
zmienia si¢ w przestrzeni i w czasie. W takim wypadku powinno sie specjalnie zadbaé¢ o to, by
pierwsze i drugie prawo termodynamiki bylo zachowane. Penrose i Fife nazwali to zadanie zachowaniem
konzystencji termodynamicznej, [50].

4.3.5 Metody matematyczne

1) Metoda operatoréw rzutowych
Metoda operatoréw rzutowych jest stosowana przede wszystkim w mechanice statystyczne;j.
Metoda dziata w przestrzeni liniowej funkcji w przestrzeni fazowej i rzutuje na liniowa podprze-
strzenn wybranej funkcji z przestrzeni fazowej. Odkryl metode Sadao Nakajima, do chemii fizycznej
wprowadzil Robert Zwanzig, [51, 52].
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Zapisujemy réwnanie Liouville’a (2) skrétowo w postaci

of
2K
ot !
Wprowadzamy operator rzutowy P i operator @@ = 1 — P tak, ze
P+Q=1

Piszemy

ng = PKPf+ PKQf
ot (13)

0
@ =QkQf + QKPS

7 ostatniego réwnania

Qf = e Q f(t =0) + / "are@kt QKPI(t 1)
0

co po wstawieniu do pierwszego daje

0

t !
aPf = PKPf + PKePM Q f(t = 0) + PK / dt'eQ* QKPf(t —t)
0

Jedli w chwili poczatkowej

Pf(t=0)= f(t=0) wtedy Qft=0)=0

i drugi czton po prawej stronie znika. Oznaczmy przez fp funkcje powstala ze zrzutowania fp = Pf.
Wtedy otrzymujemy réwnanie kinetyczne

8 t
g = PKfp +/0 dt' G(t") fe(t —t')

przy czym wyraz

G(t) = PLe9* QKP

jest operatorem zderzen. Metoda operatoréw rzutowych ma liczne zastosowania w fizyce, [53]-[57].

2) Homogenizacja

Homogenizacja wykorzystuje idee rozszerzenia obszaru homogenizowanego ciala w taki sposéb, aby
rozwiazanie byo przedstawione przez rozwiniecie wokol malego parametru. W kontekscie ogdlnych
rownan fizyki matematycznej ideg te zaproponowat Guido Sandri w latach szesédziesiatych XX wieku,
[58]. Jednak wczesniej inne procedury homogenizacyjne oparte o usrednianie stosowal Hendrik An-
toon Lorentz do dielektrykéw i osrodkéw magnetycznych, [59, 60] oraz Paul Karl Ludwig Drude do
przewodnikéw, [61, 62], poréwnaj [63]-[65].

Jedna ze stosowanych szeroko metod matematycznych do opisu zastepczych wlasnosci cial niejed-
norodnych jest metoda dwuskalowej homogenizacji asymptotycznej opisana w monografiach, ktérych
autorami sa A. Bensoussans, J. Lions and G. Papanicolaou, [66], E. Sanchez-Palencia [67], N. Bakhva-
lov and G. Panasenko [68] i V. Jikov et al., [69].

Metody homogenizacji osrodkéw termosprezystych zostaly oméwione w rozdziale tomu ” Thermal
Stresses”, [70].
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Niech Q C IR",n = 2or3, bedzie pewnym obszarem regularnym, a I' = 0} bedzie granica tego
obszaru. Wprowadzamy parametr
e=1/L,

przy czym [ jest typowa dlugoécia mikrostruktury, zas L jest typowa dlugoécia obszaru ).

Zgodnie z asymptotyczna metoda dwuskalowa zamiast jednej zmiennej przestrzennej z, wprowa-
dzamy dwie zmienne, makroskopowa x and mikroskopowa y, przy czym y = x/e, a zamiast funkcji
f(x) rozwazamy funkcje f(z,y).

W konsekwencji, zamiast przestrzeni {2 rozwazamy przestrzen €2 x Y, przy czym Y jest komérka
elementarna mikrookresowosci. Zgodnie ze wzorem na pochodna zupelna

of (x,y) of(z,y)  10f(z,y)
oz — ox +E oy

z
przyczym y = —
€

Stosujac metode dwuskalowych rozwinieé¢ asymptotycznych piszemy

o= fo@) = fOz,y) + ' fD (2, y) + 2D (2,y) + -

przy czym zakladamy, ze funkcje f)(z,y), i = 0,1,2,--- sa Y - okresowe. Wskaznik gérny ¢ oznacza
mikrookresowos$¢ odpowiednich wielkoéci. Zaklada sie milczaco, ze wszystkie pochodne wystepujace w
homogenizacji asymptotycznej sa okreslone. Efekt niejednorodnosci mikrostrukturalnej opisany jest
przez funkcje okresowe, tzw. funkcje lokalne na komorce.

Przyklad: Przeplyw elektrolitu wg Smoluchowskiego w potencjale dzeta

W pracy [HD2| metode rozwinig¢ dwuskalowych zastosowano do analizy ustalonego niescisliwego
przeptywu elektrolitu w polu elektrycznym. Odzyskano w ten sposéb formule Smoluchowskiego do-
tyczaca potencjatu dzeta podwdéjnej warstwy elektrycznej (ang. electric double layer - EDL) i obser-
wacji, ze ci$nienie nie jest state wzdtuz glebokosci EDL, [71]. Wyprowadzono tez analogiczna formutle
dla przeptywow $cisliwych.

Rozwazmy ciecz-elektrolit w zbiorniku. Na granicy uktadu ciecz-cianka zbiornika powstaje war-
stwa EDL o matej grubosci. Gdy ciecz jest w spoczynku, potencjal elektryczny ¥ wytwarzany przez
EDL ma wewnatrz cieczy stala wartos¢ Wy, zas wewnatrz warstwy wartos¢ ¥g. Wartos¢ potencjatu
zmienia sie gwaltownie w kierunku n prostopadlym do Scianki, i pozostaje stata w kierunku ¢ stycznym
do Scianki. Zgodnie z twierdzeniem Gaussa tadunek elektryczny p® w cieczy dany jest wzorem

pf=—-V-(eeVV¥)

przy czym € i €y sa przenikalno$ciami elektrycznymi odpowiednio cieczy i prézni. Gdy pojawi sie
potencjal zewnetrzny @, calkowity potencjat elektryczny U staje sie suma dwu sktadnikéw, U = ¢4 V.
Sita dzialajaca na elektrolit jest F' = —p® V®. Dla powolnych przeptywéw réwnanie hydrodynamiki
jest postaci Vp = Vo' — p¢ V@, przy czym p jest ci$nieniem, a ¢’ tensorem naprezenia o sktadowych

v Ou; )
a§j=n< v U]>+n/7)k5ij

Grrj 8952 ox k

przy czym v jest predkoscia cieczy, a n i 7 lepkosciami, poréwnaj [41]. Po wstawieniu ostatniego
zwiazku do réwnania hydrodynamiki mamy

op _ 0 (v Ou, 0w
a$i N 81’j [77 <8x] * 8:@) +77 8xk 51‘7} P V(I)
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Dla przeptywéw niescisliwych, po rozwinieciu nieznanych pdl: cisnienia p, predkosci v i potencjatu ®
w szeregi wg malego parametru i zastosowaniu opisanej wyzej analizy asymptotycznej dostajemy

0? (0) 0w
- } w0 -
35005 (n v, €€ B, 0

Po scatkowaniu na komorce przy warunkach brzegowych: 20 = 0, O =wg, dla y3=0, 00 =

[ 7

vi VO =0, dla yz3=9¢ /e otrzymujemy prawo Smoluchowskiego
1
v=——¢€e(E (14)
n

przy czym ( = V,—V;, za§ E = —V®. Podobna analiza dla cieczy Scisliwych prowadzi do uogélnienia
rownania Smoluchowskiego dla cieczy $cidliwych.

Widaé, ze metoda homogenizacji pozwala wyprowadzi¢ nowe prawo fizyczne. Innego przyktadu
dostarcza homogenizacja asymptotyczna niejednorodnego w sposéb mikrookresowy osrodka lepkoter-
mosprezystego, [HD3]. W wyniku homogenizacji otrzymujemy w tym wypadku zamiast zwiazkéw
lokalnych zwiazki ze splotem czasowym.

4.4 Dyfuzja

Dyfuzja nazywa sie zmiana stezenia substancji w czasie wskutek niejednorodnosci wtasnego stezenia.
Jest to zjawisko makroskopowe, wyjasniane na poziomie mikroskopowym, ktore pelni wazna role w
réznych procesach przyrodniczych, w szczegdlnosci w procesach biologicznych, chemicznych i technicz-
nych. Poszukiwanie opisu i wyjasnienia dyfuzji sigga czasu powstania praw dyfuzji Ficka. Mianowicie,
Adolf Fick zauwazyt analogie miedzy przeptywem ciepla a dyfuzja, [72, 73].

Badanie zjawisk dyfuzji i innych proceséw wyréwnywania zwiazane jest z poznaniem dynamicznej
struktury osrodka. Badania struktury oparte sa przede wszystkim na interpretacji zjawisk rozprasza-
nia, rozpraszania wolnych neutronéw i promieniowania elektromgnetycznego, z tym, ze badania neu-
tronowe podaja dynamike samych jader atomowych i unikaja wplywu powlok elektronowych atomoéw.
Funkcje Van Hovego, G4(r,t) i G4(r,t) zawieraja pelma informacje o dynamice ukladu.

4.4.1 Roéwnanie kinetyczne dyfuzji wyréznionej czastki

W pracy [H1] podano opis dyfuzji czastki wyréznionej (nr 1) w polu sit zewnetrznych otrzymany me-
toda operatora rzutowego, co prowadzi od réwnania Liouville’a do do réwnania ze splotem czasowym
na transformat¢ Fouriera jednoczastkowej funkcji rozktadu f(ky,v1,1t).

Ewolucja N-czastkowego ukladu opisana jest przez réwnanie Liouville’a (1) dla funkcji rozkladu
gestosci prawdopodobienstwa fx(r1,72,...,7N,P1,Pg,- .-, PN, t) W 6 N-wymiarowej przestrzeni fazo-
wej. Stosujac operator przesuniecia Koopmana (ang. Koopman’s shift operator) mamy

Fn(t) = e HEN Fy(0) (15)
Okreslamy funkcje
Fy(0) = T g (16)
i transformate Fouriera jednoczastkowej funkcji rozktadu
f(k,vy,t) = / drq e ikT /va_l drV =L Fy (1) (17)
Q
Calkowanie po dri, a takze po dr;,i = 2,---, N, jest wykonywane po objetosci €2. Calkowanie po dv,
a takze po dv;,i = 2,---, N, jest wykonywane po calej przestrzeni predkosci.
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Z funkeji f(k,v1,t) przez calkowanie mozna otrzymacé tzw. posrednig funkcje rozpraszania

(o]
L(k, 1) = / (K, w1, t)dvy (18)
— o0
z ktérej po dokonaniu przeksztatcenia Laplace’a powstaje tzw. prawo rozpraszania
1 o0
Sy (kyw) = — / I,(k, t)dt (19)
21 Jo

wazne przy badaniu dynamiki sieci krystalicznej, [75].
Korzystajac z metody operatoréw rzutowych, naszkicowanej w 4.3.5, tez [52, 76], wyprowadzamy
réwnanie

<a + ikv1> f(k,vq,t) + FS (ﬂvl + 18) [k, v1,t) =

6t mq 8’01
= /va_l drN e” ik PKy - (20)
t . 0 (2N ..N
. /0 dTe—T(l—P)KNelk’l"l fN;:\J/I(;S )f<k,vl,t—7')
przy czym
1 ext ext
F$t = 0 /drN 8(;1 e PY (21)

przedstawia usredniona sile zewnetrzna niezalezna od polozenia. W szczegdlnym przypadku, gdy
mozna zaniedbaé sity miedzyczastkowe dostajemy réwnanie Wlasowa, [77, 78],

19

6 . ex
( + 1k:v1) f(k,v,t) + F$ (5’01 + T

ot

Widaé, ze zgodnie z ogdlna prawidlowoscia znaleziong przez Zwanziga réwnanie na f(ki,v1,t) nie
jest odwracalne przy zamianie ¢ na —t, choé¢ samo réwnanie Liouville’a jest odwracalne, [52].

W powyzszym ujeciu temperatura bezwzgledna T osrodka mierzona w jednostkach energii jest
stala i jest odwrotnodcia stalej g, T'=1/8.

Jesli wyrézniona czastka (nr 1) ma mase znacznie wiekszg od masy kazdej z pozostalych czastek
(czyli jest czastka Browna) mozna wychodzac z réwnania kinetycznego doj$¢ do réwnania Fokkera-
Plancka, jak to pokazal (przy niewystepowaniu sit zewnetrznych) Michat Narbutowicz, [79].

Opisana metode znajdowania réwnan kinetycznych mozna rozszerzy¢ na badania wieloczastkowych
funkcji rozktadu potrzebnych do analizy zadan bardziej skomplikowanych, jak ruchy dyfuzyjne obiektéw
rozcigglych, poréwnaj [80]-[84].

W gazie Lorentza wyrézniona czastka (nr 1) ma mase znacznie mniejszg od masy pozostatych
czastek (jest to klasyczny model elektronu miedzy atomami sieci krysztatu), np. [85]. Zagadnienia
dyfuzji badane w czasie poréwnalnym z czasem zderzenia prowadza do réwnania kinetycznego ze
skokowym potencjalem, ktére sa réwnaniami funkcyjnymi w przestrzeni predkosci. W pracy [86] po
przegladzie znaczenia dyfuzji w biologii badamy ruch dyfuzyjny jako gaz Lorentza.

)f(kl,vl,t) =0 (22)

Wspbélczynnik przewodnictwa ciepla zalezny od temperatury
Jesli wspdtezynnik przewodnictwa ciepta zalezy od temperatury w sposéb potegowy

K=KoT"

in > 0, rozklad temperatury jest ograniczony. W jednowymiarowym zadaniu granice ogrzanego
obszaru rozszerzaja sie wedlug prawa
o = CTI/(2+R)

Powyzej Ky i C sa to stale. Poza tymi granicami temperatura 7' = 0, poréwnaj [41, 87]. W podobny
spos6b mozna opisywaé dyfuzje, ktérej wspétezynnik zalezy od stezenia, [HD4].
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4.4.2 Roéwnanie Ficka-Smoluchowskiego

Gdy interesuje nas dyfuzja w skali czasowej, w ktérej czas zderzenia czastek moze by¢ zaniedbany, ale
czas miedzy zderzaniami zaniedbywalny nie jest mozemy stosowaé klasyczny opis dyfuzji w polu sit
zewnetrznych podany przez Smoluchowskiego, [88] - [90],

af:VD(Ver:J;

2 vv) (23)

przy czym D oznacza tensor dyfuzji, T oznacza temperature bezwzgledna w jednostkach energii, a
V potencjat zewnetrzny. Do réwnania tego typu mozna dojé¢ wychodzac z rozkladu dwumianowego
Bernoulliego, poréwnaj [91].

W istocie réwnaniem Smoluchowskiego opisywana jest dyfuzja w ciele stalym poddanym napreze-
niom, ktére pehia role sity zewnetrznej, [92], [93]-[95].

W pracy [H2] badamy niesymetryczny spacer przypadkowy. Pokazujemy, ze w tym wypadku nie
tylko pojawia sie analog sily unoszenia (ang. drift force), ale i ulega zmianie analog wspélczynnika
dyfuzji. Dyskutujemy tam réwniez tak zwany paradoks nieskoriczonej predkosci rozchodzenia sie
dyfuzji. Pojawia sie on skutkiem przejscia granicznego z krokiem dyfuzji h do zera.

W pracy [HD5] zwracamy uwage na to, ze dyfuzyjna interpretacja spaceru przypadkowego nie
jest jedyna, ale zalezy od przyjetej skali dlugosci kroku spaceru h i czasu trwania kroku 7. Tylko
dodatkowe argumenty: dodatniosé funkcji rozkladu i dodatnio$¢ wzrostu entropii pomagaja wybraé
wiasciwa, to jest dyfuzyjna interpretacje. W nawiazaniu do formuly Einsteina pozwala to wyjasnié
paradoks nieskonczonej predkosci dyfuzji.

Wprowadzmy przeksztalcenie Fouriera oraz przeksztalcenie Laplace’a, odpowiednio wzorami

f(k):/o:odreikrf(r) oraz f(z):/otdtemf(t), z=w+ie, >0

Zalézmy, ze wspélczynnik dyfuzji D i temperatura T sa stale, i ze AV = 0. Po zastosowaniu operacji
Fouriera do r-nia (23) dostajemy réwnanie liniowe, ktérego catka jest

Fll,t) = f(k,0)exp [~ D (12 =i 50 ) ]

Gdy do r-nia (23) zastosujemy obie operacje dostajemy

~ Dk?> +i(w—kF/T) -
flk,w) == (Dk2)2++((w - k:F//T))2 f(k,0)

Dwa ostatnie wzory to przyblizenia dla duzych czaséw, odpowiednio posredniej funkcji rozpraszania
I;(k,t) i prawa rozpraszania Ss(k,w), wprowadzonych wzorami (18) i (19). Mamy dla duzych czaséw

A~ ~

Is(k,t) = f(k,t) oraz Ss(k,w)= f(k,w).

Gra na gieldzie. W grze na gieldzie uczestnicza spekulanci i ludzie interesu. Juz poeta rzymski
zauwazyl, ze kieruja nimi dwa motywy, marzenie o bogactwie i strach przed strata, [97]. W warunkach
gieldy uczciwej, i kupujacy i sprzedajacy sa przekonani, ze robia dobry interes. Jak na to zwrdcit
uwage Louis Bachelier sytuacja przypomina spacer przypadkowy, gdy krok w tyl i krok do przodu ma
takie samo prawdopodobienistwo, [98]. Pojawienie si¢ dryfu wskazuje, ze gielda przestaje by¢ uczciwa.
Drzieki analogii z dyfuzja otwiera sie perspektywa na wykorzystanie metod fizycznych w ekonomii,
[99]. Autor niniejszego tekstu poswiecil ekonofizyce kilka opracowan, np. [HD4], [N17].
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4.5 Roéwnanie ciepla, dyfuzja i termodyfuzja

Dyfuzyjny strumiert masy j i strumien ciepla q powstaja wskutek wystepowania gradientow stezenia
i temperatury. Przy tym kazdy ze strumieni zalezy na ogdét od obu tych gradientéw. Praca [H3]
przedstawia powiazanie proceséw przenoszenia masy i ciepta i jest synteza prac [HD5] - [HDS.

Proces, w ktérym gradient temperatury wywotuje ruch masy nazywamy termodyfuzja. Uzywa sie
tez terminéw: dyfuzja termiczna, termoforeza lub termomigracja.

Zjawisko moze byé obserwowane golym okiem, gdy np. dym papierosowy jest odpychany od
rozzarzonego preta metalowego. Rozgrzane przez pret czasteczki powietrza porywaja za soba czastki
dymu. Sita, ktéra odpycha od rozzarzonego preta czastki dymu jest przyktadem sily termodyfuzyjnej
(lub inaczej termoforetycznej). Zjawisko termodyfuzji polega na tym, ze w mieszaninie dwu gazéw
gradient temperatury dodaje sie do gradientu wzglednej koncentracji obu skltadnikéw. Podobny efekt
wystepuje w cieczy i nosi nazwe efektu Soreta. W polaczeniu z dyfuzja calkowity strumien czastek
wynosi J = jp + Jrp, & strumien ciepta ¢ = gpt + gq-

Termodyfuzje w mieszaninach cieczy zaobserwowal i opisat Carl Ludwig w r. 1856, a poglebit jej
rozumienie Charles Soret w publikacji z r. 1879, [100, 101]. Termodyfuzje w mieszaninach gazéw
opisal po raz pierwszy John Tyndall w r. 1870, [102]. Nastepne studium tego zjawiska oglosit John
Strutt (Baron Rayleigh) w r. 1882.

James Clerk Maxwell napisal w r. 1873 na temat mieszanin réznych czasteczek i czastek, [103]:
"Proces dyfuzji przebiega w gazach, cieczach i do pewnego stopnia w cialach stalych. (...) Teoria
dynamiczna méwi nam o tym, co zachodzi, gdy zderzaja sie czastki o réznych masach. Wigksze masy
poruszaja sie wolniej niz masy mniejsze tak, ze przecietnie kazda czastka, czy duza czy mala ma te
sama energie ruchu.”, [103], takze [104].

W tym samym r. 1873 Wilhelm Feddersen wyrazi opinig, ze warunki do ujawnienia sie¢ zjawiska
termodyfuzji sa na tyle powszechne, ze nie mozna temu zjawisku przypisywaé tylko drugorzednegp
znaczenia w przyrodzie. Dopiero jednak w r. 1912 David Enskog i w r. 1916 Sydney Chapman wypro-
wadzili wzor na wspélczynnik termodyfuzji dla gazu opisywanego réwnaniem Boltzmanna. Dokladnie
wyznaczono wspélezynnik termodyfuzji dla uktadu neon-ksenon w [105]. W roku 1938 Klaus Clusius
i Gerhard Dickel wykorzystali to zjawisko do rozdzielenia izotopéw, [106]. Termodyfuzja byla jedna
z metod wzbogacania uranu w izotop U?3® w programie atomowym Manhattan, [107]-[110].

Termodyfuzje nazywamy dodatnig, gdy czastki wedruja od obszaru goracego do zimnego, ujemng,
gdy ruch jest odwrotny. Naogdt czastki wieksze wykazuja termofereze dodatnia, a mniejsze ujemna.

W zjawisku termoforezy w cieczach istotna role pelni ksztalt czastki i wlasnodci jej powierzchni.
Stefan Duhr i Dieter Braun podaja doswiadczalny przyklad termoforezy czastek DNA: w temperaturze
3°C czastki DNA gromadza sie w obszarze cieptym, a w temperaturze 20°C w obszarze chlodnym. Tak
wiec wspoétezynnik termodyfuzji zalezy przede wszystkim od rodzaju czastki i wlasnoéci jej powierzchni,
[104, 111].

Zjawisko termodyfuzji i zjawisko zmian fluorescencji pod wpltywem zmian temperatury pozwalaja
na badanie oddziatywan miedzy czastkami biologicznymi; jest to tzw. termoforeza mikroskalowa, ang.
microscale thermophoresis MST, [112]-[115].

4.5.1 Termodyfuzja Streatera

Specjalne podejscie do zjawiska dyfuzji podal Raymond Frederick Ray Streater, [116]. Zwrdcit on
uwage na to, ze czastka wyrézniona (czastka Browna) poruszajac sie w zewnetrznym polu sit wytwarza
wskutek tarcia cieplo, co nalezy uwzglednié¢ przy bilansowaniu energii i entropii uktadu.

W pracy [H4] oméwiono réwniez dyfuzje Streatera w o$rodku niejednorodnym. Asymptotyczna
metoda dwuskalowa wyprowadzono makroskopowe réwnania takiej dyfuzji. Po homogenizacji czton
tarcia nie wystepuje w réwnaniu dyfuzji, pojawia sie tylko w rownaniu ciepla jako czlon zrédiowy.
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Wyprowadzilismy tez wzér barometryczny dla tego przypadku

f(z) = fo exp[—g/om (M) df] (24)

Nie jest to wzor zgodny z rozkladem Gibbsa, ktory otrzymamy dopiero, gdy przyjmiemy K — oo, co
oznacza, ze temperatura w catym osrodku jest taka sama. Wtedy

f(z) = foe T (25)

czyli otrzymujemy klasyczny wzdr barometryczny (1), poréwnaj [117]. Uzywana w niniejszym opra-
cowaniu temperatura

T=kg T (26)

mierzona jest w dzulach. Wzér (24) opisuje wiec rozklad czastek o masie jednostkowej, gdy sita
zewngtrzna (cigzar) dziata wzdiuz osi .

W pracy [HD7] podano jeszcze catkowa postaé zagadnienia i wyprowadzono zhomogenizowane
rownania dyfuzji Streatera dla o$rodka porowatego.

Mozna wiec powiedzie¢, ze w opisie dyfuzji podanym przez Streatera wystepuje zjawisko termo-
dyfuzji poprzez powiazanie grawitacyjne strumienia dyfuzji ze strumieniem ciepta, [116].

4.5.2 Termodyfuzja Streatera razem z termodyfuzja Dufoura-Soreta

W pracy [H3] wprowadzamy bezposrednio termodyfuzje Dufoura-Soreta, czyli proces powiazania stru-
mienia dyfuzji ze strumieniem ciepta poprzez oddzialtywania w skali mikroczastkowej, jednak z utrzy-
maniem Streaterowskiego powiazania grawitacyjnego . Strumienie dyfuzji i ciepla sa jak nastepuje

f

j=-D(Vf+LVV)—-MVT
T (27)
g=—-N(Vf+ %VV) — KVT

przy czym D jest wspoélczynnikiem dyfuzji, M i N sa wspélczynnikami termodyfuzji, a K jest
wspolczynnikiem przewodnictwa ciepta. Odpowiednie réwnania ciaglosci sa
af oT
—+Vj3=0 C—+Vg=r 28
5 T Vi 5 T Va (28)
przy czym C' oznacza cieplo wladciwe, a r - zrédlo ciepta. Symetria wspdlczynnikéw kinetycznych
wymaga by
MT?=Nf (29)

W pracy pokazujemy, ze warunek konzystencji termodynamicznej, Scislej speienie drugiej zasady
termodynamiki, wymaga by zachodzil zwiazek (23) i DK > NM. Pokazujemy tez, ze sila termody-
namicna dla strumienia masy jest

1 f
- =VV 30
7 (74 27v) (30)
a sita termodynamiczna dla strumienia ciepta
1
ﬁVT (31)
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W jednowymiarowym zadaniu, gdy strumien masy znika, temperatura zmienia si¢ wg prawa

z d
(@) =To+a | — s (32)

- D T?
przy czym a jest stala.
Ponadto, w zadaniu jednowymiarowym, jesli przyjac, ze temperatura T jest znana funkcja zmiennej
x, to w obecnodci termodyfuzji réwnanie Smoluchowskiego przyjmuje posta¢ ze zmienionym poten-
cjalem
of f

o5 = VD (VerTVV) (33)

przy czym
V=V+— D 1nT

W pracy [H4] pokazujemy tez, ze $rednia predkosé czastki v = [, jda dana jest wzorem

v = —/ D+ L ovy 4 MVT|dz (34)
Q T
Jesli D,M, T i VV = —F sa stale, a ponadto f =0,7 =0,V = 0 na 012,
1
= —DF
- (35)

Jest to formuta Einsteina, [118]-[120]. Jesli jednak, jak czesto sie¢ obserwuje M = M f, a wektor VT

jest staly,

1 —
v=DF - MVT (36)

to znaczy dostajemy uogdlnienie tej formuty na przypadek termodyfuzji.
Uwaga: Zgodnie ze wzorem Einsteina-Stokesa dla czastek kulistych o promieniu r

T
~ 6mr

wspolczynnik dyfuzji D jest odwrotnie proporcjonalny do lepkosci . Wzor ten jednak jest sthuszny
tylko dla dostatecznie duzych czastek, [121].

4.5.3 Dyfuzja dwupoziomowa

Dobrze znane sa uklady metastabilne, takie jak dwupoziomowe szkla i lasery optyczne, [123]-[125].
Sa to uktady o dwu stanach energii (ang. two level system TLS). Do ukladéw takich naleza silniki
biatkowe (inaczej brownowskie), ktére pelia funkcje biologiczne w organizmach zywych. Silniki takie,
jak miozyna, kinezyna i dyneina pod dzialaniem chemicznego zrédta energii, takiego jak trifosoran ade-
nozyny kolejno przylegaja i odrywaja sie¢ od podloza. Istnienie dwu stanow, przylgniecia i oderwania
jest istotne dla powstania ruchu, [126].

Rozwazamy ruch wyréznionej czastki w plynie o temperaturze T' pod dziataniem zachowawczego
pola sil. Czastka moze znajdowaé sie w dwu stanach, A i B, o potencjale VA i VB. Prawdopodo-
biefistwo znalezienia czastki w stanie A jest f4 = fA(x t), prawdopodobienistwo znalezienia czastki
w stanie B jest fB = fB(z,t). Pole zewnetrzne jest takie, Ze na czastke w stanie A dziala sila
FA = —VVA ana czastke w stanie B sita FB = —VVB. Niech wielkosci 52, 5 i ¢ beda odpowied-
nio strumieniami dyfuzji wyréznionych czastek w stanach A i B, i strumieniem ciepta. Odpowiednie
réwnania ciaglosci sa

ofA
ot

ofB T
T +Vg=r

+ VJ =k Cp—mr 5

+ V3B =k
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Przy tym ¢, oznacza cieplo wiasciwe przy stalym cisnieniu, zas r oznacza zrédio ciepta. Wielkos¢ k
jest dana przez
k=—whft +wBfB

za$ w 1 wP sa szybkosciami przejséci miedzy stanami A i B. Zrédo ciepta ma trzy skladniki

T:rA+rB+7’C

przy czym
A A e Y A LA )

W pracy[H5| zbadano termodynamike oddzialywania miedzy czastka Browna, ktéra moze zajmowaé
dwa poziomy energii i strumienia ciepta opisywanego przez podane przez Streatera nieliniowe réwnanie
ciepta, to znaczy, ze wzieto pod uwage przemiane energii potencjalnej na ciepto na skutek tarcia.

Pokazano, ze dla takiego osrodka stuszne jest pierwsze prawo termodynamiki. Drugie prawo nie za-
chodzi, poniewaz nie jest to uktad zamkniety. Przypuszczenie Prigogine’a, ktére méwi, ze w uktadach
sterowanych szybko$¢ wytwarzania entropii zmierza do minimum.Tymczasem przypuszczenie Prigo-
gine’a nie jest spelnione, nawet w postaci przyblizonej, znanej z dyfuzji jednopoziomowej, [HDS].
Zbadano réwniez uktad poza warunkiem réwnowagi szczegotowej.

W pracy [HD9] podano model dwupoziomowej dyfuzji oparty o dwumianowy wzér Bernoulliego i
wykazano pewne twierdzenie o jednoznacznosci rozwiaan ukladu réwnan zagadnienia.

Analogicznie mozna opisaé tzw. dwutemperaturowe przewodnictwo ciepta.Na nagle ogrzaniu me-
talu promieniowaniem inaczej reaguje jonowa sie¢ krystaliczna, a inaczej elektrony miedzyjonowe.
Przejawia sie to rowniez w tym, ze zaraz po napromieniowaniu temperatura elektronéw T, jest inna
niz temperatura sieci 7;. Odpowiedni uklad réwnan ma wtedy postaé

oT, 0 oT,

(1) e _ 7 ) — _

o 1) 55 = o, ( eaxi) @ fe =T+ Jel, ), (37)
o1, 0 o1,

@) T = o= (L) + a @ -1 + fite.)

przy czym e i A; sa odpowiednimi przewodnictwami ciepta, za$ « jest wspolczynnikiem wymiany
ciepla. Funkcje fe(x,t) and fi(x,t) opisuja zadane Zrédia ciepta, poréwnaj [131]-[139].

4.6 Zjawiska saczenia przez osrodki porowate

Temu zagadnieniu poswiecono 3 prace, od [H6] do [H9].

W mniejszym lub wigkszym stopniu przedmioty, z ktérymi mamy do czynienia sa substancjami
porowatymi. Naleza do nich zaréwno tkanki pochodzenia biologicznego: korek, gabka, ko$é¢, kreda,
produkty wytwarzane: chleb, ceramika, maski medyczne i przeciwgazowe, czy spotykane na zewnatrz:
gleba, skaly (trawertyn, pumeks). Bardzo czgsto przez substancje porowate przeptywaja plyny.

Wspdlczynnik porowatosci okreslony jest jako iloraz

°=q,

przy czym {lp oznacza objetos¢ przestrzeni poréw, a )y objetos¢ calego rozwazanego materiatu,
wlaczajac w to i cialo stale (szkielet) i pory.

W niniejszym ujeciu istotne dla tematu sa trzy prawa przeplywu ustalonego:
rownanie Stokesa

0=-Vp+nAv + (C + g) V(V-v) (38)
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ktore dla cieczy niescidliwych ma postac

0=—-Vp+nAv (39)
prawo Darcy’ego
v=—kVp (40)
i prawo Brinkmana
v=—kVp+knAv (41)

Przy tym v oznacza predkosé, p oznacza cidnienie, n i {( to pierwsza i druga lepkos¢, k to prze-
puszczalnosé osrodka porowatego, zas 1/ to lepkosé¢ zwana przez Brinkmana lepkoscia skuteczna ang.
effective viscosity, [140, 141], [HD10].

Jedli n’ — 0 dostajemy prawo Darcy’ego, jesli K — oo i 7’ — 1 odzyskujemy réwnanie Stokesa.

Na prostym przykladzie mozna tatwo poréwnaé przeptywy opisane tymi prawami. Rozpatrujemy
ustalony jednowymiarowy przeplyw cieczy miedzy dwiema nieruchomymi plaszczyznami oddalonymi
od siebie o stala odlegtos¢ 2h. Plaszczyzna xz jest roéwonolegta do tych plaszczyzn i umieszczona
miedzy nimi posrodku. O$ x skierowana jest w kierunku ruchu cieczy.

Réwnanie Stokesa daje

v 10p Op
a2 nor O oy
Stad
dp
% = const

a po uwzglednieniu warunkéw brzegowych v = 0 dla y = £h dla predkoéci otrzymujemy

1 dp /.5 9
—_—— 2 (p2_ 42
U= e (n* - y?) (42)
Wartos¢ srednia predkosci
1 [h h? dp
vy = — dy=——— 43
S /_hvs Y= T3 dz (43)
Z réwnania Brinkmana otrzymujemy dla przeplywu miedzy takimi samymi jak wyzej plaszczyznami
Op 0%v
=K |——4+17 — 44
przy warunkach brzegowych v = 0 for y = £h otrzymujemy rozwiazanie
dp e +e” W
=—K—|(1-———— 45
B dx < e*h + e—o‘h> (45)
przy czym
1

~ VK7
Dla matych wartosci a, a wiec dla duzych wartosci K albo 7/, po rozwinieciu w odpowiednie szeregi i
pominieciu matych czlonéw dostajemy

1 dp

w=—g g, (=) (46)

czyli wyrazenie rézniace sie od wyrazenia vg, r-nie (42), tylko wartoscia lepkosci. Fakt ten wykorzy-
stano do oszacowania wplywu przeszkod na dnie kanatu, np. dennej roslinnosci na przepltyw wody w
kanale, [N6, N7].
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Porowatosé¢ osrodkéw spotykanych w przyrodzie na ogét nie jest stata, zmienia sie z czasem, mono-
tonicznie lub okresowo. Wchodza tu w gre takie zjawiska jak ubijanie gruntu pod wplywem wilasnego
ciezaru lub obciazen zewnetrznych, wysychanie wody albo jej zamarzanie w porach gruntu. W od-
niesieniu medycznym przeswit naczyn krwionosnych maleje wskutek arteriosklerozy. Przepltywy wod
podziemnych sa tematem badan réznych dziedzin nauki i techniki, takich jak mechanika pltyndw,
hydrologia, inzynieria zasobéw wodnych, mechanika gruntéw, [142].

4.6.1 Roéwnanie Boussinesqa

Roéwnanie Boussinesqa opisuje ksztalt powierzchni freatycznej czyli tzw. swobodnego lustra wody
przepltywéw w osrodku porowatym. Wyprowadzenie réwnania Boussinesqa oparte jest o prawo Darcy’ego
i przyblizeniu Dupuita. Przyblizenie to zaklada, ze skladowa pionowa wektora predkosci przeptywu
moze by¢ pominieta w poréwnaniu ze skladowymi poziomymi.

W pracy [H6] wychodzac z prawa Darcy’ego wyprowadzono réwnanie Boussinesqa dla przypadku
porowatosci zaleznej od czasu, ¢ = ¢(t). Niech plaszczyzna Ozy pokrywa sie z dnem zbiornika
wodono$nego, a 0§ z bedzie skierowana pionowo do géry. Niech swobodna powierzchnia cieczy bedzie
opisana wzorem z = h(x,y,t), i niech na tej powierzchni panuje ci$nienie pg.

Przyjmujemy, Ze cisnienie w cieczy zapelniajacej pory jest dane wzorem dla cieczy w spoczynku

p=po+ pg(h—z)

Wtedy prawo Darcy’ego

K
v=——Vp (47)
n
przy czym K oznacza przepuszczalnosé osrodka porowatego, a 1 - wspdlczynnik lepkosci cieczy, przyj-

muje postac

v=—-CVh (48)
przy czym
K
C = pg—
n
jest wspétezynnikiem saczenia. Po wstawieniu prawa (48) do réwnania ciaglosci dostajemy
0 (9 oh
—(¢ph) = h— 49
8t(¢ ) 8:5@ ( 8xa) (49)
co dla ¢ nie zaleznego od czasu przechodzi w klasyczne réwnanie Boussinesqa
oh 1 o* 0
— =_-CAR? A=—+—
5% = 3 C przy czym 922 + 9,2 (50)

Réwnanie (49) otrzymane w [H6] ma postac¢ klasycznego réwnania Boussinesqa, ale ze wspélezynnikiem
zaleznym od czasu. Wynik ten odnotowano w literaturze, [143]-[145].

4.6.2 Termodynamika przepltywu Darcy’ego

Sita termodynamiczng w przepltywie Darcy’ego jest X = — [V (p+U)]|, przy czym p oznacza jak zwykle
ci$nienie, a U - potencjal si} zewnetrznych. Zgodnie z zasada Onsagera produkcja ciepta dana jest
wzorem

sz—zx =~ [Vp+D) v f[wpw)]-[wpw)]
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Zatem produkcja entropii wynosi

ds
T =7 [Vp+U)]-[V(p+U))
przy czym wspétczynnik kinetyczny jest
1 K
Y= T ;

Prace [H7] poswiecono wyprowadzeniu i zbadaniu réwnania Darcy’ego dla przepltywéw przez osrodek
porowaty sprezysty cieczy niescisliwej i Scisliwej. Osrodek porowaty (szkielet) ma budowe mikro-
komoérkowa. Parametrem matosci jest iloraz rozmiaru komérki i rozmiaru osrodka

l
€= —
L
Skorzystano z metody dwuskalowych rozwinie¢ asymptotycznych wg parametru e. Wyjasniono przy
tym koniecznosé przeskalowania lepkosci cieczy. Z rownania Stokesa wyprowadzono prawo Darcy’ego
i wyznaczono szybkos¢ wzrostu entropii podczas przeptywu.
Sprezysty szkielet opisany byl prawem Hooke’a
Oup,

0ij = Cijmn .
n

za$ przeplyw cieczy prawem Newtona

vy,

/

05 = Nijgmn oz
Tutaj oy i Jgj oznaczaja odpowiednio tensory naprezenia w ciele statym i cieczy, Cijmn 1 Mijmn to
tensory sprezystosci i lepkosci, u - to przemieszczenie w ciele stalym , a v to predkos¢ ptynu.

Porowaty osrodek sprezysty wypeliony ciecza zostal potraktowany jako kompozyt mikrookre-
sowy z elementarng komoérka szedcienna. W pracy wykazano, ze wspdlczynnik lepkosci winien by¢
przeskalowany wg reguty

0 =e"n

Wychodzac z réwnan teorii sprezystosci i réwnan przepltywu Stokesa wyprowadzono prawo Darcy’ego
i wyznaczono szybkosé wzrostu entropii podczas przeptywu, zgodna z termodynamika Onsagera. Wy-

znaczono rowniez zastepczy tensor sprezystosci osrodka.

4.6.3 Przeplyw elektrolitu przez porowaty piezoelektryk

Dwuskalowa metoda rozwinie¢ asymptotycznych pozwolila wyprowadzi¢ réwnania przeptywu dwusktad-
nikowego elektrolitu przez porowaty osrodek piezoelektryczny. Jest to temat zespolowej pracy [HS],
poréwnaj tez obszerniejsza wersje [HD11].

Podobnie jak poprzednio rozwazamy osrodek porowaty (szkielet) wypemiony przeplywajaca ciecza
(elektrolitem). Szkielet jest piezoelektrykiem opisanym réwnaniami
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przy czym Y oznacza objeto$¢ komorki elementarnej. Wyprowadzono tez wzory na pozostale prawa
zachowania i zastepcze wspolczynniki materialowe.

4.7 Termosprezystosc i termopiezoelektrycznosé

W r. 1660 Robert Hooke sformulowal prawo sprezystosci noszace jego imie, [146, 147]. Analogiczne
prawo fizyki gazéw nosi nazwe prawa Boylea-Mariottea, choé¢ sam Robert Boyle nazywat je ” Mr.
Towneley’s hypothesis”. W rzeczywistosci prawo znane dzis powszechnie jako prawo Boyle’a-Mariotte’a
podat wr. 1661 Henry Power, [148]. Sprezystosé liniowa oparta o prawo Hooke’a opisuje odksztalcenie
ciala statego pod wplywem obciazen zewngtrznych i masowych. Jest ona uproszczeniem nieliniowej
teorii sprezystosci i galezia mechaniki oérodka ciaglego. Podstawowym zalozeniami linearyzacyjnymi
liniowej sprezystosci jest zalozenie matych odksztalcen i zalozenie liniowego zwiazku miedzy tensorem
odksztalcenia i naprezenia, poréwnaj monografie [149]. Zalozenia te przestaja obowiazywaé, gdy
obciazenia wywoluja stan uplastycznienia, [150].

W ramach liniowej teorii sprezystosci zagadnienie poczatkowo-brzegowe sklada sie z trzech typéw
réwnan rozniczkowych:
zwigzek naprezenia o i odksztalcenia e (prawo Hooke’a)

oc=Ce lub e=So

zwiazek odksztalcenia € z przemieszczeniem u
1
€= 5[vu + (V)]

réwnanie ruchu (I prawo Newtona)
pu=V-o+ F

Przy tym C oznacza tensor sprezystosci, S = C~! oznacza tensor podatnosci sprezystej, p - gestosé
masowa, F' sile masowa, symbol (-)T oznacza transpozycje.
Z powyzszego ukladu dostajemy przemieszczeniowe réwnania elastodynamiki (Naviera-Cauchy’ego)

pii; = (Cijki uka) ; + Fi

oraz naprezeniowe rownania elastodynamiki (Ignaczaka)

.. 1 1 1 1
QS@'jkl O3 = (p Uz‘k,k) '—i— (p Uil,l> ,+ (p Fj) '-|- (p Fj) '
2] g 5J 50
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W przypadku cial sprezystych w tym ostatnim ujeciu unika sie gradientéw wspolczynnikéw sprezystosci,
cho wprowadza sie gradienty gesto$ci masowej. Zatem, naprezeniowe sformutowanie liniowej elastody-
namiki odpowiada sformutowaniu przemieszczeniowemu.

Wiadomo, ze pod wplywem obciazen przekraczajacych granice plastycznosci nawet w jednorodnym
i izotropowym osrodku powstaja odksztatcenia trwate. Odksztalcenia takie powstaja rowniez wskutek
obciazen cieplnych, przy wchlanianiu wilgoci i przy dyfuzji gazu do ciata stalego. Odksztalcenia takie
nazywaja si¢ dystorsjami, [151, 153], takze [152].

Sformulowanie naprezeniowe zostalo zastosowane do teorii dyslokacji przez Ignaczaka i Rao w pracy
[154]. W pracy[HD12] rozpatrzyliémy zagadnienie poczatkowo-brzegowe liniowej inkompatybilnej ela-
stodynamiki w oparciu o teorie, ktgra podat Arnold M. Kosevich na temat roztozonych w sposéb ciagly
defekt; w wywolanych przez zadane pole odksztacen plastycznych. Podano sformulowanie zagadnienia
liniowej elastodynamiki z defektami w terminach pola tensora dystorsji i udowodniono odpowiednie
twierdzenie o jednoznacznoci. PokazaliSmy tam réwniez przez symetryzacje, ze sam problem i twier-
dzenie jednoznacznosci redukuja sie do czysto naprezeniowego ujecia elastodynamiki.

W analogii do termodynamiki fenomenologicznej gazu doskonatego, [23], w pracy [H9] podano
termodynamike sprezystego ciata stalego. Kibaek Lee i Donald Scott Stewart rozszerzyli ostatnio
wyniki tej pracy przez dolaczenie przemian fazowych i chemicznych, [155, 156].

Piezoelektrycznosé to liniowe oddziatywanie miedzy polem mechanicznym i elektrycznym w krysz-
talach bez srodka symetrii, [161]-[164]. Juz od pierwszych zastosowan urzadzenia piezoelektryczne
bywaty kompozytami, a dzisiaj sa nimi przewaznie, poréwnaj monografie [165].

Uklady biologiczne, na réznym poziomie organizacji (makroczasteczki, wierzcholki wzrostu) cha-
rakteryzuja sie ksztaltem przestrzennego zwoju - helisy. Helisy nie maja srodka symetrii i dlatego
materialy biologiczne (DNA, bialka, celuloza, drewno, kolagen, kosci) wykazuja zjawisko piezoelek-
tryczne, [HD14, HD15], [166]. Mozliwosé¢ zamiany sygnatéw mechanicznych na elektryczne nie jest
wiec ograniczona do samych tylko mineraléw i ceramiki. W istocie nawet w niewatpliwym krysztale
jakim jest kwarc za efekt piezoelektryczny odpowiadaj helisy czsteczek SizOg, stanowiace komorki
elementarne kwarcu.

W pracy[ HD13] przeprowadzono homogenizacje asymptotyczna mikrookresowo niejednorodnego
osrodka termosprezystego, uogdlniona w pracy | H10] na homogenizacje osrodka termo-piezoelektrycznego.
W odréznieniu od wezesniejszych prac [167, 168] nie wprowadzono linearyzacji zwiazku miedzy en-
tropia a temperatura ciala. Praca [ H10] zostala wymieniona w monografii [170] i w artykule [171].

Najwazniejsze osiagniecia - podsumowanie

Do najwazniejszych osiagnie¢ w powyzszym cyklu prac H1- H10 zaliczam:

e Rdéwnanie kinetyczne dla gazu czastek oddzialywujacych parami w polu zewnetrznym, stusznego
w calym przedziale czasowym, obejmujacym réwniez czas zderzenia. Skrajnym przypadkiem
tego réwnania jest réwnanie Wilasowa. Z wyprowadzonego réwnania mozna otrzymaé¢ momenty
prawa rozpraszania. Podczas ewolucji uklladu opisywanego réwnaniem Liouville’a entropia nie
ulega zmianie. Podczas ewolucji uktladu opisywanego réwnaniem kinetyczneym entropia uktadu
wzrasta.

e Interpretacja spaceru przypadkowego sterowanego przez niesymetryczny rozktad Bernoulliego
jako dyfuzji w polu zewnetrznym

e Wyjasnienie paradoksu nieskoriczonej predkosci rozchodzenia sie¢ impulsu dyfuzyjnego (ciepl-
nego) jako skutku przejscia granicznego od przyrostéw skoriczonych do przyrostéw nieskonczenie
malych.
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Dyfuzja w osrodku porowatym w polu zewnetrznym. Efekt Streatera powiazania pola termicz-
nego z polem zewnetrznym, np. grawitacyjnym.

Zbadanie dyfuzji dwupoziomowej w warunkach nieizotermicznych i izotermicznych.

Rownanie Boussinesqa dla przeplywu w o$rodku porowatym o porowatosci zaleznej od czasu.
Rozwiazanie pewnego zadania szczegolowego.

Przeplyw cieczy Stokesa $cisliwej i niedcisliwej) przez komérkowy osrodek porowaty: wyprowa-
dzenie prawa Darcy’ego i umieszczenie go w schemacie proceséw nieodwracalnych Onsagera.

Przepltyw elektrolitu przez osrodek porowaty: wyprowadzenie makroskopowych réwnan przeptywu
i makroskopowych zwiazkow konstytutywnych.

Termodynamika ciala stalego z réwnaniem stanu: opis przejs¢ fazowych rodzaju pierwszego
(réwnanie Clapeyrona-Clausiusa) i rodzaju drugiego (réwnania Ehrenfesta).

Homogenizacja o$rodka termo-piezoelektrycznego. Podanie wzoréw na wspétczynniki zastecze i
podanie réwnan rézniczkowych osrodka.

Na koniec opisu cyklu prac pragnalbym wyjasnié, ze tematy prac [H8] i [H10] wskazal mi $.p.

Profesor Jézef Joachim Telega. Z Nim tez prowadzitem dyskusje nad tymi zagadnieniami. Obliczenia
w H[8] sa moje.
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5 Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo-badawczych

5.1 Opis dorobku naukowego nie zwiazanego z tematem habilitacji

Oprécez zagadnien zwiazanych z tematem niniejszej rozprawy habilitacyjnej w dziatalnosci naukowej
zajmowalem sie zagadnieniemi:

teoria sprezystosci i termosprezystosci,

pomiary optyczne w mechanice do$wiadczalnej,

biomechanika: zagadnienia wzrostu tkanek, w szczegdlnosci kosci i chrzastki,

mechanika krystalizacji, granice ziaren, nanodruty,

przeplywy w kanalach,

fizyka zjawisk ekonomicznych.

S Gtk W=

Co do punktu 1 sa to prace, np: N30, N31, N33, N49, N51, N52.
Co do punktu 2 sa to prace: N35, N42, N47.

Co do punktu 3 sa to prace, np: N10, N12, N13, N19, N20.

Co do punktu 4 sa to prace: N1, N8, N9, N21.

Co do punktu 5 sa to prace, np: N2, N6, N7.

Co do punktu sa to prace, np: N11, N17.
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Do wiekszych prac nalezy rozdzial poswigcony homogenizacji (praca zbiorowa, podana w rozdziale
4 jako pozycja bibliograficzna [70]) i rozdziat [N13] poswigcony biomechanice kosci i chrzastki, wymie-
niony poniej.

Ponizej wymieniam inne moje prace zwiazane z ogdlnie rozumiana teoria sprezystosci i biomecha-

nika.
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University of Technology, Proceedings, eds. J.Skrzypek and R.B.Hetnarski, , pp.25-32, Cracow
Univ.of Technology , Poland (ISBN 83-86991-57-7 ; 1999),

[R69] R. Wojnar, Heat flow in a heterogeneous body, 3rd International Congress on Thermal Stresses:
THERMAL STRESSES 99, June 13-17, 1999, Cracow, Poland, hosted by Tadeusz Kosciuszko
Cracow University of Technology, Proceedings, eds. J.Skrzypek and R.B.Hetnarski, , pp.25-32,
Cracow Univ.of Technology , Poland (ISBN 83-86991-57-7 ; 1999),

[R70] R. Wojnar, Effective Young’s modulus of a polymer composite, 10th International Conference
on Polymers Deformation, Yield and Fracture, 7-10 April 1997, Conference papers, Churchill
College, Cambridge, UK.

[R71] J. J. Telega and R. Wojnar, Electrolite flow through porous elastic medium, 344. Fluid-structure
interactions in biomechanics EUROMECH Colloquium, Prof. T. J. Pedley, Department of
Applied Mathematical Studies, The University of Leeds, Leeds LS2 9JT, UK, Prof. C. G. Caro,
London, 10-13 April 1996, London, England

[R72] R. Wojnar, Thermodynamics of solids with a state equation, International Seminar on Macha-
nisms and Mechanics of Solid—Solid Phase Transformations MECAMAT ’95, La Bresse, 16—19
May, 1995.
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[R73]

[R74]

[R75]

[R76]

[R77]

[R7S]

[R79]

A. Galka and R. Wojnar, Propagation of one-dimensional thermoelastoc waves in the presence
of stress and temperature-dependent heat source, 7th Conference on Waves and Stability in
Continuous Media, Bologna, Italy, October 4-9, 1993..

A. Galka, J. J. Telega, R. Wojnar, Homogenization of thermoelastic solid in the presence of
diffusion, Thermodynamics and Kinetic Theory - Proceedings of the 5th Bilateral Polish- Italian
Meeting, 28 August - 1 September 1990, Madralin, Poland, Series on Advances in Mathematics
for Applied Sciences - Volumen12, Editors Witold Kosinski, Wiestaw Larecki, Angelo Morro and
Henryk Zorski, World Scientific, Singapore-New Jersey- London-Hong Kong 1992, pp.35-48.

A. Galka, J. J. Telega and R. Wojnar, Homogenization of elastic solid in presence of heat- and
mass-diffusion transfer, Second Minsk International Heat and Mass Transfer Forum, (Academic
Scientific Complex A. V. Luikov Heat and Mass Transfer Institute of the Academy of Sciences
of Belarus”) N. V. Pavlyukevich and I. G. Gurevich, Minsk 1992.

R. Wojnar, Homogeneous solutions and energy of a linear anisotropic elastic strip, VI French-
Polish Symposium on Nonlinear Mechanics, Villard-de-Lans, France, September 28 - October
1, 1987.

R. Wojnar, Rayleigh-Lamb problem in an infinite thermoelastic plate with relaxation times,
Proc. XVII Yugoslav Congress of Theoretical and Appl. Mech., pp.149-153 (1986).

R. Wojnar, Rayleigh waves in thermoelasticity with relaxation times, in: ICSW-85, Surface
waves in plasmas and solids, ed. S. Vukovic, World Scientific, Singapore 1986, pp. 682—-685.

R. Wojnar, Uogdlnione macierze Jonesa i ich zastosowanie w elastooptyce, VII Sympozjum
Badan Doswiadczalnych w Mechanice, 28-29 wrzesnia 1976, IPPT-PW, 489-496, Warszawa
1976.

Wsrod wyzej wymienionych sa 23 referaty zwiazane z tematem habilitacji wygloszone na konfe-
rencjach krajowych i miedzynarodowych. I tak odnosza sie do rozdzialu
(4.4) Dyfuzja: R5, R6, R13, R31;

(4.5)
(4.6)
(4.7)

Réwnanie ciepta, dyfuzja in termodyfuzja: R23, R27, R38, R44, R51, R60;
Zjawiska saczenia przez osrodki porowate: R30, R32, R37, R45, R65;
Termosprezystosé i termopiezoelektrycznosé: R50, R52, R54, R55, R64, R66, R69, R6S.

W ramach Seminarium Zakladu Teorii Osrodkéw Ciaglych i Nanostruktur IPPT PAN wyglosilem
rowniez 9 wyktadow zwiazanych z tematem habilitacji:

[S1]

[52]
[S3]

2019-02-15 W. Bielski, P. Kowalczyk, R. Wojnar, kolejno odpowiednio: Instytut Geofizyki PAN,
Wydz. Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW, IPPT PAN, Plane flow through the porous
medium with chessboard-like distribution of permeability.

2017-11-10 W. Bielski, IGF PAN, R. Wojnar IPPT PAN, Przeptyw Stokesa po dnie porowatym.

2016-10-21 W. Bielski, IGF PAN, R. Wojnar, IPPT PAN, Laminarne przeptywy niejednorodne:
od zawiesin do osrodkow porowatych.

2015-10-09 W. Bielski', P. Kowalczyk?, R. Wojnar?, 'IGF PAN, ?Wydz. MIM UW, 3IPPT
PAN Dwutemperaturowy przeplyw ciepta w warstwie metalowey.

2013-04-12 R. Wojnar, Wymiana ciepta i masy w zastosowaniach fizyki matematycznej.

2010-03-12 R. Wojnar, Rownanie dyfuzji i rozktady Wignera.
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[S6] 006-06-23 R. Wojnar, Dyfuzja w gospodarce.
[S7] 2002-06-21 R. Wojnar, Gaz Lorentza jako przyktad dyfuzji w osrodku porowatym.
[S8] 2001-10-19 R. Wojnar, Dwupoziomowa dyfuzja i nieliniowe réwnanie ciepta.

[S9] 2000-11-24 R. Wojnar, Przypuszczenie Prigogine’a i rozwigzanie Streatera.

5.4 Organizacja konferencji, dzialalno$¢ recenzencka i edytorska

Od roku 1995 do chwili obecnej jestem sekretarzem naukowym Seminarium Zakladu Teorii O$rodkéw
Ciagtych i Nanostruktur IPPT PAN.

Recenzje dla czasopism:

Acta Geophysica, Acta Mechanica, Acta Physica Polonica A, Advances in Mechanical Engineering,
Applied Mechanics Reviews, Archiwum Mechaniki Stosowanej - Archives of Mechanics, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences Technical Sciences, Computer Assisted Methods in Engineering Sciences
CAMES, Mathematical Problems in Engineering, Rozprawy Inzynierskie - Engineering Transactions,
Mechanika Teorretyczna i Stosowana - Journal of Theoretical and Applied Mechanics JTAM, Reports
on Mathematical Physics RoMP.

5.6. Dydaktyka i popularyzacja nauki

W latach 2010 - 2015 prowadzitem w zastepstwie zajecia z fizyki w gimnazjach i liceach warszawskich
i podwarszawskich. (Zespél Paristwowych Szkét Muzycznych im. Grazyny Bacewicz, Zesp6t Szkét im.
inz. Stanistawa Wysockiego, Zesp6t Szkét Ogélnoksztalcacych im. Marii Dabrowskiej w Komorowie. )
W latach 1997 - 1999 prowadzilem zajecia z mechaniki oSrodkéw cigglych ze studentami w trybie
zaocznym wydziatu technicznego Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Olsztynie. Zajecia obejmowaly
wyktady i éwiczenia.

Festiwale nauki:

W latach 2003-2020 prowadzitem i wspdlprowadzitem wielokrotnie lekcje pokazowe dla uczniéw
liceum i gimnazjum w ramach Festiwalu Nauki (FN) w dziedzinie: technika i technologia, np.

P. Ranachowski, R. Wojnar, Porowata przyroda - od nanoporow do kosci i betonu, XXIV FN,
Szkota marzen, Jazgarzewszczyzna, 05-501 Zalesie Dolne, - lekcja 24 wrzesnia 2020, czwartek.

P. Ranachowski, R. Wojnar, Daria Jézwiak-Niedzwiedzka, Erwin Grzebielichowski, Porowata przy-
roda - od atomu do kosci i betonu, XXII FN, IPPT PAN, czwartek 27 wrzeénia 2018.

M. Glinski, R. Wojnar, J. Wolowicz, Indentacja i nanoindentacja: okreslanie twardo$ci w mikro-
1 nanoskali, czyli obrazy 1 mowa kamieni, XVI FN, Warszawa, 21-30 wrzesnia 2012r.

R. Wojnar, Bltedny spacer po rynku finansowym lekcja festiwalowa, 19.IX. g.10. X FN 2006r.

R. Wojnar, A. Lissowski, Napiecia w rozwoju tkanek - Buckling in tissue development, VII FN rok
2003, Lekcja festiwalowa i wyktad z pokazem, 25. IX.
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Popularyzacja nauki: publikacje

[P1] J. Wojnar, R. Wojnar, Kryzysy w fizyce i w ekonomii. Cz. 1, Fizyka w Szkole rok LVII nr 1
(306) s.4-15 (2010); Cz. 2, nr 2, s.4-13 (2010); Cz. 3, nr 3, s.4-14 (2010).

[P2] J. Wojnar, R. Wojnar, Ekonofizyka i socjofizyka: nowe galezie fizyki, Fizyka w Szkole, rok LV
nr 5, s. 39-50 (2008).

[P3] R. Wojnar, Wokét Zasad Izaaka Newtona: recenzja wydawnictwa ”Isaac Newton’s Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica”, Proceedings of, 15-17 Oct. 1987, ed. W. A. Kaminski,
World Scientific Publishing Co., Singapore 1988, Sigma Magazyn Problemowo-Informacyjny
Politechniki Wroctawskiej, nr 175, 1990-1991.

[P4] J. Ignaczak, R. Wojnar, Teoria sprezystosci - podstawy i zastosowania, wktad uczonych IPPT
PAN do rozwoju teorii sprezystosci w latach 1952-2002, J. of Theoretical and Applied Mechanics
41 (3) 711-730 (2003).

[P5] R. Wojnar, Some remarks on the calculus of probability and stochastic differential equations, U
podstaw przyrodoznawstwa ¢ humanistyki, pod red. T. Grabinskiej i M. Zabierowskiego, Wroctaw
1998.

[P6] J. Wojnar, R. Wojnar, Achilles Zenona z Elei, Fizyka w Szkole rok XVVI, nr 1 (253), s.50-51
(2000); korekta nr 4 (2000), s. 179.

[P7] J.J. Telega, R. Wojnar, Main Polish historical and modern sources on applied mechanics, Appl.
Mech. Rev. 49 (8) 401-432 (1996).

[P8] J. Wojnar, R. Wojnar, Jednoczesno$¢ zajscia a jednoczesno$é zobaczenia zdarzen, Fizyka w
Szkole nr 1 (144), rok XXVI, s.52-54 (1980).

5.5 Nagrody
Srebrny Krzyz Zastugi, odznaczony 7 pazdziernika 2002r.

IT Nagroda w Konkursie PTMTS w r. 1991 za prace: Homogenization of stress equation of motion
in linear elastodynamics.

IT Nagroda w Konkursie PTMTS w r. 1977 za prace: Wyznaczenie dewiatora naprezen na pod-
stawie obrazu izochrom.

Nagroda Sekretarza Naukowego Polskiej Akademii Nauk za udzial w opracowaniu Nowych Réwnan
Konstytutywnych Proceséw Nieodwracalnych, 22 czerwca 1976 r.
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