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1. Tytul i cykl publikacji stanowiacy osiagniecie naukowe

1.

Imie i Nazwisko: Ewa Eliza Rozko

7. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

luty 2007 — stopief naukowy doktora nauk technicznych w dyscyplinie naukowej
Mechanika (aktualnie inzynieria mechaniczna) uzyskany W Instytucie
Podstawowych Problemow Techniki Polskiej Akademii Nauk, tytut pracy
doktorskiej: Uklady dynamiczne na przestrzeniach jednorodnych i ich zastosowanie
w mechanice kontinuum;

wrzesien 1999 — tytut naukowy magistra nauk fizycznych w dyscyplinie naukowe]
Fizyka uzyskany na Uniwersytecie W Biatymstoku, tytul pracy magisterskiej:
Lokalna symetria konforemna w teorii spinorow i grawitacyi.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych:

od 2013 do teraz - stanowisko starszego specjalisty w Instytucie Podstawowych
Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk w Zakladzie Teorii O$rodkow
Ciagtych i Nanostruktur w Pracowni Mechaniki Analitycznej i Teorii Pola, ul.
Pawinskiego 5b, 02-106 Warszawa;

od 2012 do teraz - wyktadowca na studium Doktoranckim IPPT PAN, wyktadane
przedmioty: Podstawy matematyki w naukach technicznych - ¢wiczenia, Elements of
mathematical statistics by the use of programming language R - (¢wiczenia;
egzaminator w zakresie matematyki i cztonek Komisji Rekrutacyjne] Studium
Doktoranckiego IPPT PAN, ul. Pawinskiego 5b, 02-106 Warszawa;

od 2007 do 2013 - stanowisko adiunkta w Instytucie Podstawowych Problemow
Techniki Polskiej Akademii Nauk w Zaktadzie Teorii O$rodkow Ciagtych w
Pracowni Mechaniki Analitycznej 1 Teorii Pola, ul. Pawinskiego Sb, 02-106
Warszawa,

2006 - 2007 stanowisko asystenta w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki
Polskiej Akademii Nauk w 7akladzie Teorii O$rodkow Ciaglych w Pracowni
Mechaniki Analitycznej i Teorii Pola, ul. Pawinskiego Sb, Warszawa;
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4. Osiagnigcie wynikajace z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 200

naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U. 2016 1.

poz. 882 ze zm. w Dz. U.z20161. poz. 1311.):

Al.

A2.

A3.

A4.

AS.

AG6.

a) Tytut osiggnigeia naukowego:

Modele afiniczne w ujeciu kwantowym

w mechanice ulktadéw z mikro- i nanostrukturg

b) Cykl publikacji stanowiacy osiggniecie naukowe:

Rozko E.E., Quantization of Affinely-Rigid Bodies with Degenerate Dimension,
Reports on Mathematical Physics, Vol. 65, No. 1, pp. 1-15, 2010, lista A MNiSW —
13 pkt, IF =0,734(2010);

Stawianowski J.J., Kovalchuk V., Golubowska B., Martens A., Rozko E.E.,
Quantized Excitations of Internal Affine Modes and Their Influence on Raman
Spectra, Acta Physica Polonica B, Vol. 41,No. 1, pp. 165-218, 2010, lista A MNiSW
— 20 pkt, IF =0,671(2010);

Stawianowski J.J., Kovalchuk V., Martens A., Golubowska B., Rozko E.E.,

Mechanics of Systems of Affine Bodies. Geometric Foundations and Applications in
Dynamics of Structured Media, Mathematical Methods in the Applied Sciences, Vol.
34, pp. 1512-1540, 2011, lista A MNiSW — 25 pkt, IF =0,743(2011);

Stawianowski J.J., Gotubowska B., Rozko E.E., SO(4,R), Related Groups and
Three-Dimensional Two-Gyroscopic Problems, Acta Physica Polonica B, Vol. 43,
No. 1, pp. 19-49, 2012, lista A MNiSW - 20 pkt, IF =1,011(2012);

Rozko E.E., Gobcewicz E., Quantization of Systems with Internal Degrees of
Freedom in Two-Dimensional Manifolds, Reports on Mathematical Physics, Vol. 73,
No. 3, pp. 325-343, 2014, lista A MNiSW — 20 pkt, IF =0,871(2014);

Stawianowski J.J., Kovalchuk V., Gotubowska B., Martens A, Rozko E.E.,
Quantized Mechanics of Affinely-Rigid Bodies, Mathematical Methods in the
Applied Sciences, Vol. 40, No. 18, pp. 6900-6918, 2017, lista A MNiSW — 25 pkt,
IF =1,18(2017).
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Sumaryczny Impact Factor artykulow zawartych w cyklu IF =5,21.

Suma punktow MNiSW artykutow zawartych w cyklu - 143.

¢) oméwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikow wraz z omoOwieniem

ich ewentualnego wykorzystania:

Cykl zawierajacy osiggnigcie naukowe sklada si¢ z szedciu artykutow, ktorych
wsp6lnym tematem jest mechanika cial afinicznie sztywnych i ich mozliwe zastosowania W
mechanice os$rodkéw ze strukturg na poziomie mikro i nano. Majac na uwadze, ze W tej skali
opis obiektow umiejscowiony jest na styku dwéch teorii zardwno klasycznej, jak 1 kwantowej,
cykl zawiera prace z obu dziedzin z przewaga opisu kwantowego, ktory jest gtdéwnym nurtem
przedstawionego cyklu. Punktem wyjécia badan sa prace dotyczace klasycznych i kwantowych
uktadéw z kolektywnymi i wewnetrznymi  stopniami swobody rzgdzonymi przez grupe
afiniczng i1 inne grupy przeksztatcen $cisle zwiazane z geometria przestrzeni fizycznej.
Prekursorem tych badan byt profesor dr hab. Jan Jerzy Stawianowski [31-40]. Przyjeta si¢ przez
niego po raz pierwszy zastosowana nazwa ,ciala afinicznie sztywne”. Nalezy tu nadmieni¢
prace H. Cohena i R. G. Muncastera, ktérzy bazujgc na nomenklaturze i idei profesora
Stawianowskiego nazwali ten formalizm mechanikg ,,ciata pseudo-sztywnego” [1 1-14].

2. Cele naukowe:

A, Sformutowa¢ kwantowe odpowiedniki klasycznych modeli afinicznych wzajemnego
oddziatywania  pomiedzy rotacyjnymi 1 deformacyjnymi  stopniami swobody
(np. wzbudzenia wewnetrznych stopni swobody takich obiektow wieloczastkowych, jak
molekuty, fulereny, jadra atomowe, itd) z wykorzystaniem biegunowego oraz
dwubiegunowego rozkladu dla macierzy konfiguracji oraz Schrodingerowskiej procedury
kwantyzacji i twierdzenia Petera-Weyla o reprezentacjach nieprzywiedlnych;

B. Przeanalizowaé modyfikacje powyzszego schematu kwantyzacji modeli afinicznych na
przypadek, gdy przestrzen materialna ma mniejszy wymiar niz przestrzen fizyczna
(np. dwuwymiarowy dysk materialny, ktory moze sig deformowaé jednorodnie, zanurzony
W trojwymiarowej przestrzeni fizycznej), inaczej méwigc, na przypadek cial jednorodnie
deformowalnych (afinicznie sztywnych) w zdegenerowanym wymiarze (np. bez grubosci,
tzn. gdy grubos¢ takiego ciata afinicznego jest infinitezymalnie mala);

C. Opracowa¢ wersj¢ kwantowq opisu pojedynczego ciala lub uktadu infinitezymalnych ciat
deformowalnych jednorodnie (afinicznie sztywnych) poruszajacych si¢ w dwuwymiarowej
rozmaitodci oraz zilustrowa¢ ogélny schemat postgpowania na przyktadzie takich
rozmaitosci algebraicznych, jak rozmaitosci o statej krzywiznie (dwuwymiarowa sfera lub
pseudo-sfera, tzn. przestrzen Lobaczewskiego) oraz dwuwymiarowy torus.
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3. Wprowadzenie

Idea osrodkéw z mikrostrukturg sigga teorii nieskonczonego o$rodka braci Cosseratow.
Ich model mikropolarny skiadat si¢ z kontinuum matych sztywnych zyroskopow [1 6]. Eringen
zmodyfikowat ten model, wprowadzajac jednorodne afiniczne deformacje jako dodatkowe
mody mikrostrukturalne [16, 17, 18]. Osérodkiem mikromorficznym Eringena jest kontinuum
nieskonczenie matych jednorodnie deformowalnych zyroskopoéw. Model ciat deformowalnych
jednorodnie jest z jednej strony najprostszym skonczenie-wymiarowym wzbogaceniem
dynamiki ciata sztywnego w zwyklym metrycznym sensie, z drugiej za$ strony jest
najprostszym skoficzenie-wymiarowym odpowiednikiem modelu Arnolda dla cieczy idealnych

niescigliwych (traktowanych jako uktad Hamiltonowski na nieskonczenie wymiarowej grupie
dyfeomorfizméw zachowujgcych objetosé) [2].

Niezaleznie od swych zastosowan w dziedzinie kontinuéw z mikrostrukturg, model ciat
deformowalnych jednorodnie mial bardzo szeroki zakres realizacji fizycznych, chociazby
w makroskopowej teorii sprezystosci, dynamice molekularnej, dynamice jadra atomowego
i w zupetnie przeciwstawnej skali — w geofizyce i astrofizyce (ksztalt Ziemi, drgania gwiazd
i obtokow materii migdzygwiazdowej, itp.) [4,10]. W pdzniejszych pracach model ten byt
analizowany w kontekscie klasycznych 1 kwantowych ukladow catkowalnych [9,15]. Modele
te zakladaty kinematyke opartg na grupie afinicznej, jednak dynamika nie byta niezmiennicza
wzgledem pelnej grupy afinicznej. W zastosowaniach mikrofizyeznych, np. w dynamice
jadrowej (prace A. Bohra i B. A. Mottelsona na temat kropelkowego modelu jadra atomu (5D
molekularnej (prace J. C. Slatera [29,30]), do opisu wibracji molekularnych, kiedy dtugos¢
wzbudzonych fal jest poréwnywalna z rozmiarami ciat, itd.

W pracach [33, 34] opracowane zostaly modele pojedynczego obiektu o afinicznie
niezmienniczej dynamice. Okazalo sig, ze W ramach takich modeli mozliwe jest zakodowanie
dynamiki silnie nieliniowych drgan sprezystych w samej formie energii kinetycznej, tzn. bez
uzycia potencjatu, a wige uzywajac jedynie modeli czysto geodezyjnych, niezmienniczych
afinicznie w przestrzeni, w ciele (w przestrzeni materialnej), lub w obydwu jednoczesnie.

Opracowanie takich modeli pozwolito na efektywne uzycie w pelnym sensie
skutecznych technik matematycznych, opartych na dynamice lewo- lub prawo- lub dwustronnie
niezmienniczych uktadéw Hamiltonowskich na grupach Liego (kanonicznym przyktadem tych
ostatnich jest bryta sztywna lub, w przypadku nieskonczenie-wymiarowym, ciecz idealna
niescisliwa).

Otrzymane rezultaty dotyczyly pojedynczego obiektu o afinicznych stopniach swobody
oraz takich zagadnien, w ktérych mozna postugiwa¢é si¢ modelem niezaleznie poruszajacych
sie obiektow posiadajacych obrotowe i deformacyjne stopnie swobody. Opracowano rowniez
modele ukladow wzajemnie oddziatujacych ciat o afinicznych stopniach swobody. W tym
wypadku wzigto pod uwage sie¢ wzaj emnych sprzezen migdzy obrotami i deformacjami
jednorodnymi réznych cial. Znajomos¢ uktadu afinicznych i metrycznych niezmiennikéw dla
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uktadu wielu ciat pozwolila skonstruowa¢  klasg modeli potencjaléw wzajemnego
oddziatywania, poddajacych sie obrobce analitycznej a jednoczesnie realistycznych z punktu
widzenia fizyki i makroskopowych wymogow teorii sprezystosci. Modele te mozna stosowac
w dynamice krysztatow molekularnych, réznych struktur supramolekularnych, defektow,
fullerenow, itp.

7ainteresowanie mechanikg osrodkow ze strukturg staje si¢ coraz wieksze glownie
w zwigzku z opisem nanostruktur, struktur supramolekularnych i teorig defektow. Istnieja
réwniez zagadnienia, takie jak dynamika zawiesin, ruch pecherzykdw gazu w ptynach o duzej
lepkosci i niektore bardzo specyficzne modele, takie jak osrodki kinetyczne, W ktorych teoria
oérodkow ze strukturg znalazia r6wniez zastosowanie [6, 7, 8, 9, 21]. We wszystkich tych
problemach, jak réwniez w teorii defektow i dynamice fullerenéw, afiniczny model elementow
mikro- i nano-strukturalnych jest dobrze uzasadniony zaréwno z fizycznego, jak
i geometrycznego punktu widzenia. Jest tez kilka interesujgcych zagadnien, zupetnie nowych
W poréwnaniu z tradycyjna mechanikg fenomenologiczng osrodkow ze strukturg. Po pierwsze,
na poziomie klasycznym w dynamice silnie oddziatujgcych uktadoéw obiektow w nanoskali,
tradycyjny schemat ruchu z wiezami oparty na sasadzie d’Alemberta nie wydaje sig juz by¢
wystarczajacy. Zamiast tego nalezy oprze¢ dynamike na pewnych modelach kolektywnych
stopni swobody motywowanych odpowiednimi wymogami symetrii. Jak si¢ okazato dynamika
wewnetrznych i kolektywnych ~modow afinicznych moze by¢ rowniez afinicznie
niezmiennicza. W tradycyjnych teoriach, wywodzacych si¢ z zasady d’Alemberta, dynamika
modéw afinicznych jest niezmiennicza tylko wzglgdem grupy euklidesowej.

Fascynujaca cechg naszych modeli kolektywnej dynamiki afinicznej jest ich niezwykle
szeroki zakres zastosowan obejmujacy dynamike jadrows i molekularna, mechanike osrodkow
ciagtych z mikrostruktura, nanostruktury i zjawiska defektow, elastyczno$¢ makroskopowg
oraz zjawiska astrofizyczne, takie jak drgania gwiazd 1 chmury kosmicznego pyhu. Oczywiscie
aplikacje mikrofizyczne musza opieraé si¢ na kwantowe]j wersji teorii, wtedy tez mamy do
czynienia z bardzo ciekawym splotem teorii kwantowe] z matematycznymi metodami
mechaniki o$rodkow ciagtych. Warto wspomnie¢, ze byly nawet proby (przeprowadzone
w szczegolnosei przez Baruta i Raczke [3]) opisania dynamiki silnie oddziatujgcych czastek
elementarnych (hadrondw) w kategoriach swoistego, kwantowego oérodka ciagtego.

Majac na uwadze sastosowania w mikro— i nanoskali, w szczegblnosci w nano-
mechanice zostaty opracowane schematy kwantyzacji, ktore pozwola nam na adaptacje naszych
dotychczasowych modeli klasycznych w nano- i mikro-skali, co jest konieczne w zakresie
interesujacych nas zjawisk. W poréwnaniu z tradycyjnymi modelami makroskopowymi
w nanoskali nalezy powaznie wzia¢ pod uwage tto kwantowe dynamiki. Z tego powodu zostat
opracowany pewien schemat kwantyzacji, ale jednoczesnie uzywa sie poje¢ pochodzenia
makroskopowego, jak np. tensory deformaciji, niezmienniki deformacji, itp.
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4. Klasyczne wprowadzenie do mechaniki cial afinicznie
deformowalnych

Przed przeprowadzeniem procedury kwantyfikacji modelu klasycznego, nalezy
wykona¢ pewne wstgpne prace na poziomie jego klasycznej dynamiki hamiltonowskiej [1, 2,
31, 32].

Kazda konfiguracje ciata sztywnego lub afinicznie sztywnego mozna otrzymac
7 pewnej konfiguracji uznanej za wyjsciowg (standardowg) przez dzialanie elementu
odpowiedniej grupy ruchéw: grupy izometrii (ruchow Euklidesowych) w przypadku zwyklego
ciala (metrycznie) sztywnego lub grupy ruchow afinicznych (w przypadku ciata afinicznie
sztywnego). Z definicji, ciato sztywne jest takim agregatem punktow materialnych, w ktorym
wszystkie relacje metryczne miedzy elementami sktadowymi (odlegtosci, katy) sa state podczas
ruchu. Odpowiedzialna jest za to specyficzna struktura oddziatywan wewngtrznych formalnie
opisywana przy pomocy odpowiednich  sit reakcji  nie wykonujacych pracy na
przemieszczeniach wirtualnych zgodnych z wigzami. Giéwnym przedmiotem naszych
zainteresowan jest ciato afinicznie sztywne, tj. takie, ktorego wszystkie relacje afiniczne
miedzy punktami sg zachowane, natomiast odleglosci migdzy punktami materialnymi nie sg juz
stale, a zachowany jest zbior prostych materialnych, ich réwnoleglo$é oraz proporcje odcinkow
na danej prostej materialnej. Méwigc jezykiem mechaniki osrodkow ciagltych: ciato takie jest
deformowalne jednorodnie.

Cialo afinicznie sztywne jest obiektem, ktorego wihasciwosci umiejscowione s3
pomiedzy brytg sztywng a oérodkiem ciagtym. Elementy takiego ciala (fragmenty lub punkty
materialne) przemieszczajg sig wzgledem siebie zachowujac wszystkie afiniczne relacje, takie
jak kolinearnosc, wypuklos¢, barycentryczno$¢ i réwnolegtosé. Transformacja afiniczna
obejmuje translacje, odbicia, ekspansje, kontrakcje, dylatacje, $cinanie, rotacje oraz dowolng
ich kombinacje. Podczas gdy transformacja afiniczna zachowuje stosunki dhugosci odcinkow,
niekoniecznie zachowuje katy isame dtugosci. Kazdy trojkat moze zosta¢ przeksztalcony
w dowolny inny tréjkat poprzez przeksztatcenie afiniczne, wiec wszystkie trojkaty sg afiniczne
i, w tym sensie, afinicznos¢ jest uogolnieniem przystawania i podobienstwa.

W mechanice osrodkow bez struktury przestrzen konfiguracyjna moze by¢
identyfikowana z grupg Diff(n,R), tj. grupg (wystarczajgco gradkich) dyfeomorfizméw R" na
siebie. Pamigtajmy, ze zgodnie z naszymi konwencjami analitycznymi, zarowno przestrzeh
fizyczna, jak i materialna sg identyfikowane z R". Kazdy dyfeomorfizm ¢ € Diff(n,R) ustanawia
wzajemne relacje migdzy wspohrzednymi Lagrange’a (materialnymi, wspoltowarzyszacymi) a*
i Eulera (fizycznymi, Jaboratoryjnymi) y'. W ten sposob przestrzen konfiguracyjna cigglego
o$rodka jest identyfikowana z nieskonczenie wymiarowa grupg Diff(n,R).

Oczywiscie, grupa Diff(n,R) jest catkowicie nieefektywna i po prostu pozbawiona sensu
jako przestrzen konfiguracyjna wewnetrznych stopni swobody ciat ze strukturg. Z fizycznego
i obliczeniowego punktu widzenia jest oczywiste, ze nalezy uzy¢ w tym wypadku pewnych
geometrycznie dobrze uzasadnionych, skonczenie wymiarowych podgrup G < Diff(n,R),
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a wiasciwie grup Liego lub ich przestrzeni jednorodnych dziatajacych w R". Najbardziej
tradycyjnym typem jest G = SO(n,R), czyli model ciata sztywnego z wewnetrznymi stopniami
swobody (np. obroty). Innym naturalnym modelem o wiekszej liczbie stopni swobody jest
model afinicznie sztywny G = GL*(n,R), czyli jednorodnie odksztalcalne ciato lub cata
niespdjna grupa liniowa G = GL(n,R) z dopuszczalnymi odbiciami.

Koncentrujemy si¢ na grupie liniowej, jako takiej, ktora rzadzi stopniami swobody
ruchu wewnetrznego/wzglednego, zatem jedynymi dopuszczalnymi modami ruchu sg
translacje przestrzenne, obroty i jednorodne deformacje. W pewnym sensie skupiamy si¢ na
dynamice grup Liego, opracowanej przez Arnolda, Marsdena, Hermanna i innych [2, 3, 22, 23].
Stopniami swobody rzadza grupy Liego GL(3; R), GAf(3; R), ale nie jest tak w przypadku
Lagrangian6w, metryk w przestrzeni konfiguracyjnej i réwnan ruchu. W pracy z uktadami
7 teorio-grupowymi  stopniami swobody rozwaza si¢ lewo-, prawo- lub obustronnie
niezmiennicze modele geodezyjne. Zdarza si¢ dos¢ czgsto, ze niektére $ciste rozwigzania
mozna uzyskaé analitycznie i wyrazi¢ za pomoca odwzorowan wyktadniczych na algebrach
Liego lub za pomocg niektorych dobrze zbadanych funkeji specjalnych na grupach.

Inng bardzo interesujaca 1 wazna cechg afinicznie niezmienniczych energii
kinetycznych jest to, ze moga by¢ one uzywane jako Lagrangiany opisujace dynamike duzych
izochorycznych drgan sprezystych sprzezonych z ruchem obrotowym. W takich modelach nie
jest potrzebny zaden czton potencjalny i mozna wykorzystac wszystkie zalety niezmienniczych
geodezyjnych uktadow dynamicznych na grupach Liego Jub ich jednorodnych przestrzeniach
[1, 2, 33, 34]. Idea kodowania dynamiki w odpowiednio dobranym tensorze metrycznym
przestrzeni konfiguracyjnej przypomina zasadg wariacyjng Maupertuisa, jednak w naszych
modelach wspomniane metryki sg bardzo naturalne i wynikaja z pewnych zasad opartych na
ideach geometrycznych. Jesli ciato jest $cigliwe, dylatacje musza by¢ poddane stabilizacji przez
odpowiednio dobrany czton potencjalny zalezny od czynnika dylatacyjnego, tj. wyznacznika
macierzy odwzorowania przeksztalcenia afinicznego. Naturalne jest zatozenie czego$ takiego
jak studnia potencjatu lub inny model gwaltownie rosngcy, gdy wyznacznik macierzy
odwzorowania przeksztatcenia afinicznego odbiega od jednosci.

Zwykle opis ciata afinicznego rozpatruje si¢ w dwoch przestrzeniach. Zaktadamy, ze
obie przestrzenie majg geometrig afiniczna. Tak wige, mamy przestrzen afiniczng (M, V, =)
z odpowiednimi strukturami afinicznymi, gdzie M jest przestrzenia fizyczng ("zmiennymi
Eulera"), w ktorej umieszczone jest nasze cialo, a V jest liniowa przestrzenia translacji
(przestrzenig wolnych wektorow) w M. Przestrzen ta wyposazona jest w odwzorowanie —,

ktore dowolnej parze punktow a,b € M przyporzadkowuje wektor ab eV, czyli translacje.
Zwykle (ale nie zawsze) przestrzen fizyczna M jest wyposazona w plaski tensor metryczny
g € V¥@®V*, ktory sprawia, ze przestrzef afiniczna staje si¢ przestrzenia euklidesowa (M, V,
—, g). Natomiast jesli ponumerujemy kazdy punkt materialny takiego ciata, to w wyniku
otrzymamy przestrzen afiniczng (N, U, =), gdzie N jest przestrzenig materialng takich etykiet

[P}

("zmienne Lagrange'a"), a U jest odpowiednig przestrzenig liniowa translacji w N. Przestrzen

ta réwniez wyposazona jest w odwzorowanie —, ktore dowolnej parze punktéw ab € N
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przyporzadkowuje wektor ab € U. Podobnie mozemy réwniez wprowadzi¢ w przestrzeni
materialnej N ptaski tensor metryczny M € U *®U *, ktory sprawia, ze przestrzen afiniczna
staje sie przestrzenig euklidesowg (N, U, —, ).

Koncentrujemy sie gtownie na modelu afinicznym, gdy G = GL(n,R), tzn. grupa
odwzorowan wewnetrznych/wzglednych sklada si¢ z odwzorowan liniowych, ktore opisuja
konfiguracje w taki sposob, ze punkt materialny o wspotrzednych Lagranzowskich a* zajmuje
pozycj¢ przestrzenng o wspohrzednych Eulerowskich y'. Wyjasniajgc $cislej, jesli oznaczymy
pozycje a-tego punktu materialnego w chwili czasu  przez y(1,a), y €M, a EN 1 odwzorowanie
afiniczne z przestrzeni materialnej N do przestrzeni fizycznej M jest dane w nastgpujacy
sposob:

yi(t,a) = x'(t) + ga(O)a’,

gdzie @(t) jest liniowa czgdcig odwzorowania afinicznego (¢ jest nicosobliwg macierzg dla
dowolnej chwili czasu f) i x(?) jest wektorem wodzgcym $rodka masy naszego ciafa, jesli w
przestrzeni materialnej N potozenie $rodka masy ustalimy jako a? =0.

Przestrzen konfiguracyjna pojedynczego elementu konstrukcyjnego osrodka jest
identyfikowana z

Q= GAff(n, R) = R %4 GL(TL, R) = Q¢ X Qint,

Gdzie indeksy tr i int odnoszg sig odpowiednio do ruchow translacyjnych (translacja
przestrzenna) i wewnetrznych (rotacje i deformacje jednorodne) dla elementéw z afinicznymi
modami deformacji.

W dotychczasowych pracach przedstawiono do$¢ wyczerpujgce opisy podstaw
geometrii rézniczkowej naszych idei [33, 34]. Opieramy si¢ glownie na opisie analitycznym,
w ktorym przestrzenie fizyczne i materialne sa identyfikowane z R" przez wybor
ortonormalnych  wspoirzgdnych kartezjanskich. W  miarg mozliwosci  pracujemy
w nieokreslonym wymiarze n i tylko na koncowym etapie pracy uscislamy n do jego wartosci
fizycznej 3, 2 lub 1. Ta ogdlnos¢ jest matematycznie wygodna i lepiej ujawnia pewne cechy
strukturalne modelu, ukryte za okreslong wartoscia n, ponadto sugerujac nawet niektore
analityczne procedury rozwigzywania. Ciato, ktére rozwazamy, sklada si¢ z elementow
wykonujgcych ruch translacyjny w przestrzeni fizycznej R" (fizycznie n = 3, 2, 1), a takze
pewny ruch wewngtrzny, ktory jest po prostu wzglednym ruchem mikrosktadnikow; zas
translacyjne stopnie swobody R" s przypisane do ich srodkow mas.

Oczywiscie, w przypadku ciata afinicznie sztywnego operujemy standardowymi
wielko$ciami zaczerpnietymi z mechaniki os$rodkow ciggtych i mechaniki bryty sztywnej.
Bezwladno$¢ zadana jest za pomocg masy oraz symetrycznego i dodatnio okreslonego tensora
bezwladnosci drugiego rzedu. Miarami deformacji naszego ciata sg tensory deformacji Greena
i Cauchy’ego, przyjmujgce wartosci tensorow metrycznych, odpowiedniej przestrzeni fizyczne]
lub materialnej w przypadku braku odksztatcenia, lub tensory Lagrange’a i Eulera, ktore zeruja
sic w przypadku braku deformacji. Wprowadza si¢ natomiast nowa wielkoéé Q, zwang dale;j
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predkoscig afiniczng lub tez, zgodnie z Eringenem, ,,zyracja”, ktora jest odpowiednikiem
predkosci katowej dla bryty sztywnej. Natomiast, za pomocg przeksztatcenia Legendre’a
mozna wprowadzi¢ zmienne kanoniczne sprzgzone Zz predkoscig afiniczng w uktadzie
materialnym 1 przestrzennym. Wielkosci te sa odpowiednio generatorami lewego i prawego
dziatania grupy liniowej. Podwojong antysymetryczng cze$¢ zmiennych kanonicznych
nazywamy spinem kanonicznym w ukladzie przestrzennym, natomiast w ukladzie materialnym
wielko$é te nazywamy wirowoscig. Obie wielkosci opisuja ruch wewnetrzny ciata afinicznie
sztywnego. W przeciwiefistwie do predkosci afinicznych w obu uktadach, spin i wirowo$¢ nie
sg powiazane ze sobg za pomocg zmiennych konfiguracyjnych.

5. Ogélna procedura kwantyzacji cial afinicznie deformowalnych

Majgc na wzgledzie aplikacje na poziomie mikro i nano skoncentrujemy si¢ na
procedurze kwantyzacji. Z tego powodu na poziomie klasycznym jeste$my zainteresowani
glownie modelami hamiltonowskimi. Podstawowym punktem wyjscia jest energia kinetyczna.
Jesli przyjmiemy, ze mechanizm wigzow afinicznych jest zgodny z zasada d’Alemberta, to
energia kinetyczna jest uzyskiwana przez ograniczenie pierwotnej wieloczastkowe] energii
kinetycznej do wigzki stycznej rozmaito$ci wiezéw. W praktyce ograniczamy sie do modeli
opartych na strukturach Riemanna w przestrzeni konfiguracyjnej i energiach kinetycznych
kwadratowych w predkosciach. Wspomnijmy w zwiazku z tym réwniez o idei Capriza [6,7, 8,
9] o energiach kinetycznych bardziej ogoélnego typu, tj. nie kwadratowych. Takie modele
pojawiajg si¢ w problemach relatywistycznych i mogg by¢ uzyteczne w skomplikowanych
problemach teorii materii skondensowanej, dynamice defektow, itp. Jednak moze by¢ bardzo
trudno uzy¢ ich w problemach kwantyzacji, poniewaz wymagaja one uzycia operatoréw
pseudo-rézniczkowych; moze to by¢ doé¢ skomplikowane w zakrzywionych przestrzeniach
konfiguracyjnych. Pozostajemy wigc w tradycyjnej procedurze Schrodingera.

Pierwszym krokiem w kierunku kwantyzacji jest klasyczny formalizm kanoniczny [14].
Nalezy zacza¢ od transformacji Legendre’a, dla potencjalnych ukladow z Lagrangianami
postaci:

L=T(x, @k v, ¢h) — V(xt, @h),
gdzie po dokonaniu procedury otrzymujemy klasyczny Hamiltonian dany za pomocg pedéw
uogdlnionych |
H=7(x', @k pi, pf)+V (¢, 04).

Formalizm kanoniczny jest bardzo wygodny i skuteczny w analizie klasycznych rownan
ruchu. Sg one reprezentowane za pomocg nawiasow Poissona,

dF oF 0H OF 0H

—={F,H}= ———-—57—7
dt (F, H} dqtdp; 0p; 94"
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Aby skorzysta¢ z tego wyrazenia, nalezy ustanowi¢ uktad podstawowych nawiasow Poissona
dla geometrycznie rozréznialnych wielkosci. Z reguty uzywa sig¢ wielkosci takich, jak spiny
kanoniczne ¥, 5, poniewaz sg to Hamiltonowskie generatory lewych i prawych translacji
regularnych wzgledem grupy GL(n, R), dlatego ich nawiasy Poissona sg okre$lane przez state
strukturalne tej grupy (a wzajemne nawiasy Poissona miedzy T i wielko$ciami S znikajs,
poniewaz lewe translacje komutujg z prawymi). Inne wazne nawiasy Poissona to te migdzy
wielkosciami &, £ i funkcjami zaleznymi tylko od wspotrzednych uogdlnionych (xi,go,‘;).
Obliczenie takiego nawiasu jest identyczne z dziataniem na funkcje konfiguracyjne operatorow
rdzniczkowych pierwszego rzgdu, generuj acych lewe i prawe translacje regularne w GL(n, R).

Kwantowa teoria sformulowana jest na przestrzeniach Hilberta L2(Q,v) funkcji
catkowalnych z kwadratem, na odpowiedniej przestrzeni konfiguracyjnej ruchu wewngtrznego
Q i odpowiedniej mierze v. Ich elementy, tj. funkcje falowe, sg ztozonymi amplitudami
prawdopodobienstwa snalezienia uktadu w danej konfiguracji klasycznej. Klasyczne wielkosci,
zalezne tylko od zmiennych konfiguracyjnych, sg reprezentowane w tych przestrzeniach jako
operatory mnozenia przez funkcje o wartosciach rzeczywistych, w szczegolnosci przez
wspolrzedne takie jak x', ¢4, itp. Zgodnie z ogolnymi zasadami mechaniki kwantowej,
wszystkie inne wielkodci sg rowniez reprezentowane przez hermitowskie lub formalnie
hermitowskie (symetryczne w gestych dziedzinach) operatory w przestrzeniach Hilberta.
Zwykle pojawiajg si¢ problemy z uporzgdkowaniem operatorow nie-komutujgcych, jednak
w zastosowaniach dynamicznych, gdy konstruowane sg operatory hamiltonowskie, zwykle
zajmujemy si¢ pewnymi specjalnymi  wielko$ciami fizycznymi o dobrze zdefiniowanej
interpretacji geometrycznej. Z reguly sg to generatory grup symetrii lezacych u podstaw
problemu. W naszych modelach sg to: spin afiniczny zar6wno w przestrzennej, jak
{ wspbltowarzyszace] reprezentacji, tzn. zwykty metryczny spin i wirowos¢, itd.

Glowng zaleta metod hamiltonowskich jest jednak to, Zze zapewniajg one bezposrednia
droge do kwantyzacji, jezeli nie ma czlonéw mieszanych, tzn. cztonow pozadiagonalych
w metryce problemu.

Kwantowy operator Hamiltona ma postac:
H=T+V,

gdzie T jest operatorem energii kinetycznej, a V jest operatorem potencjalnym; zazwyczaj nie
rozroznia sie graficznie funkeji V od operatora V, ktory mnozy funkcje falowg ‘¥ przez V [28].

W zwyklych problemach strukturalnych, dynamika kwantowa sprowadza si¢ do
stacjonarnego réwnania Schrodingera, tj. do problemu energii wlasnej:

HY =EY.

Widzimy, ze skonstruowanie kinetycznego operatora energii T jest kluczowym etapem
procedury kwantyzacji. Mozna to zrobié na podstawie klasycznych wyrazen energii kinetycznej
w kategoriach zmiennych kanonicznych przestrzeni fazowej, nalezy po prostu algebraicznie
zastapié operatorami odpowiadajace im klasyczne wyrazenia. Ze wzgledu na geometryczne
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znaczenie tych wielkosci jako generatorow naturalnych grup transformacji, nie ma problemu
z uporzadkowaniem operatorow. Jedynym punktem, na ktory nalezy uwazaé, jest punkt
dotyczacy miar uzywanych w przestrzeniach konfiguracyjnych podczas definiowania
przestrzeni Hilberta 12, W modelach afinicznych miary Haara o, A, jako niezmiennicze
wzgledem lewych i prawych translacji grupowych, sa bardziej naturalne niz miary Lebesgue’a,
a czesto uzywa sig czysto rozniczkowych operatorow pedu liniowego oraz spinu afinicznego W
reprezentacjach przestrzennych i wspéltowarzyszqcych.

Kwantowy operator energii kinetycznej
2
T=-"A0),

gdzie A oznacza operator Laplace’a-Beltramiego, a I jest metrykg lezacg u podstaw klasycznej
energii kinetycznej:

1 dg*dq’

B .

2 dt dt

Operator Laplace’a-Beltramiego ma postac:

0

s =3 o (1

).

iAY
aqv

gdzie |T| = |det[[yy 1.

Dostownie wykonane obliczenia operatorow Laplace'a-Beltramiego sa zwykle bardzo
trudne, a wynik jest raczej nieczytelny. O wiele wygodniej jest uzy¢ bezposrednio kwantowych
operatorow dla hamiltonianéw w oparciu o Kklasyczne wyrazenia dla kinetycznych
hamiltonianéw. Mozemy Iatwo sdefiniowaé takie operatory kwantowe reprezentujgce
odpowiednie wielkoscei fizyczne [45,46].

Podczas rozwigzywania konkretnego problemu nalezy uzyé dogodnych wspotrzednych.
Wygodnym wyborem jest taki, ktory opiera si¢ na biegunowym lub dwubiegunowych
rozkladzie parametryzujacym odwzorowanie afiniczne ¢:

@=UA=BU=LDR*=LDRR

gdzie € GL'(n,R), U, L,R € SO(n,R) (ortogonalne), A, B = UAU™! sg symetryczne i dodatnio
okreslone, oraz D jest diagonalna i dodatnia. Macierze R, L, U opisujg fikcyjne ciata sztywne
zwigzane z afinicznymi stopniami swobody. Elementy L, R w zastosowaniach parametryzuje
sie przy pomocy naturalnych wspotrzednych na grupie obrotow, np. w trzech wymiarach moze
to by¢ wektor obrotu, katy Eulera, itd. Parametrami dla D sg niezmienniki deformacji.

W oparciu 0 teorio-grupowa strukture problemu mozemy dokonaé¢ zastagpienia
klasycznych spindw afinicznych za pomocg ich kwantowych operatorow generujacych prawe
obroty (materialne) wielkosci L— lewego czlonu w rozkladzie dwubiegunowym. Natomiast
klasyczny ped kanoniczny zastgpiony jest przez operator rbézniczkowy
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R0
Pi = 7550

Przestrzenie Hilberta mogg by¢ konstruowane bez obliczania skomplikowanych
wyrazen wspolrzednych dla tensoréw metrycznych ' i ich ggstosci. Mianowicie, nasze
przestrzenie konfiguracyjne moga by¢ w pewnym sensie utozsamiane z grupami Liego
(doktadniej ich przestrzeniami grupowymi), dlatego mozemy po prostu uzy¢ miar Haara, ktore
sa dobrze znane dla grup Liego i dane przez proste wyrazenia. Zazwyczaj mamy do czynienia
z miarami lewo i prawo niezmienniczymi, zatem odpowiednie miary I' s3 réwniez
niezmiennicze i po prostu pokrywajg si¢ z niezmienniczymi miarami Haara, poniewaz te
ostatnie sg unikalne (modulo normalizacja).

Gdy ciato jest izotropowe, a energia potencjalna zalezy tylko od niezmiennikow
deformacji, wowczas procedura rozwiazywania réwnania Schrodingera moze by¢ czesciowo
zalgebraizowana. Wedtug twierdzenia Petera-Weyla [45], funkcje na grupach zwartych mogg
byé rozwiniete w odniesieniu do elementéw macierzowych reprezentacji nieprzywiedlnych
[19]. Zgodnie z tym twierdzeniem funkcje falowe mogg by¢ rozwinigte w szereg wzgledem
zmiennych (L,R) rozktadu dwu-biegunowego w odniesieniu do elementéw macierzowych
nieredukowalnych reprezentacji unitarnych grupy ortogonalnej SO(n,R). Ich wspotczynniki
rozwiniecia sg wtedy funkcjami niezmiennikéw deformacji. Dla ogolnej wielkosci n,
N(o)xN(a) i N(B)*N(B) oznaczaja wymiary —macierzy kwadratowych D(o), D(B)
reprezentujgcych elementy G w obrebie o-tej i B-tej klasy reprezentacji nieprzywiedlnych.
Niech ® oznacza zbiér wszystkich tych klas (oczywiscie mamy na mysli klasy wzajemnie
nieréwnowaznych reprezentacji), wtedy kazda funkcja w GL(n, R) ~ LI(U, V) moze by¢
jednoznacznie rozwinigta w nastepujacy sposob:

N(a) N(B)
W)= YLDR = Y D ) Din(L il (DIDRR™)

aBe®@ mn=1k,l=1

Amplitudy macierzowe wspétczynnikow rozwinigcia fni[fml nie zalezg od macierzy L i R
rozktadu dwubiegunowego, ale zalezg od niezmiennikow deformacji, zadanych w macierzy D.
Jesli wiec mamy kwantowy Hamiltonian:
H=T+V,
to stacjonarne rownanie Schrodingera
HY =EY

sprowadza sie do rodziny niezaleznych rownan na amplitudy macierzowe. Otrzymalismy w ten
spos6b zredukowane rownanie Schrédingera na uktad amplitud zaleznych od niezmiennikow
deformacji.
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6. Oméwienie realizacji celow badawczych:

Cel 1.: Sformulowaé kwantowe odpowiedniki klasycznych modeli afinicznych wzajemnego

oddzialywania pomiedzy rotacyjnymi i deformacyjnymi stopniami swobody (np.
wzbudzenia wewnetrznych stopni swobody takich obiektow wieloczastkowych, jak

molekuty, fulereny, jadra atomowe, itd.) z wykorzystaniem biegunowego oraz

dwubiegunowego rozktadu dla macierzy konfiguracji oraz Schrédingerowskiej

procedury kwantyzacji i twierdzenia Petera-Weyla o reprezentacjach nieprzywiedlnych,

W pracy [A3] zostal zawarty klasyczny opis struktur geometrycznych lezacych
u podstaw mechaniki analityczne; ukladéw ciat afinicznych, ktére stanowig strukturg o$rodka
ciaglego. Szczegdtowo przedyskutowano analize algebraiczng i geometryczng tensorow
wzajemnego odksztalcenia i ich niezmienniki. Oméwiono problemy niezmienniczosci
afinicznej 1 jej wzajemnego oddzialywania ze zwykla niezmienniczo$cia euklidesowa.
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Przedstawiono modele, w ktorych dynamika drgan sprezystych jest zakodowana nie tylko
w energii potencjalnej, ale takze w odpowiednio wybranych modelach energii kinetycznej (za
pomocg tensora metrycznego na przestrzeni konfiguracyjnej), podobnie jak w zasadzie
Maupertuisa. Modele takie moga by¢ stosowane w strukturalnych o$rodkach dyskretnych,
krysztatach molekularnych, fullerenach, a nawet w opisie obiektow astrofizycznych.

Zostala przeanalizowana mechanika uktadow cial afinicznie sztywnych, tj. cial
sztywnych w sensie geometrii afinicznej [A3]. Szczegdlnie interesujace okazaly si¢ modele
dynamiczne niezmiennicze wzglgdem grupy lezacej u podtoza geometrii stopni swobody, a co
za tym idzie interesujgce i z punktu widzenia kwantowego. W przeciwienstwie do przypadku
pojedynczego ciata, istnieje nietrywialny niezmienniczy potencjat wzgledem tej grupy (lewego
i prawego dziatania). Oméwiono pojecie wzglednych (wzajemnych) tensoréw deformacji par
ciat afinicznych. Skonstruowano niezmienniki skalarne zbudowane z takich tensoréw. Istotna
nowoscia jest, w poréwnaniu ze skalarami deformacji pojedynczych ciat afinicznych, istnienie
wzajemnie niezmienniczych skalarow wzajemnych deformacji. Mozna zatem rozwazy¢
hierarchie modeli interakcji wedlug ich grup niezmienniczo$ci, od euklidesowej do afinicznej.

Oméwiono hierarchie wielkosci dynamicznych opisujgcych uktady ciat afinicznych pod
wzgledem niezmienniczoci afinicznej. Skonstruowane przez nas afiniczne i metryczne skalary
niezmiennikdéw par ciat afinicznych sg rozwazane jako argumenty potencjatéw binarnych
opisujgcych oddziatywania w ukiadach ciat afinicznych, tj. w o$rodkach z mikrostruktura.
Skalary takie istnieja tylko dla uktadow ciat afinicznych. Afinicznie niezmiennicze energie
kinetyczne sg dobrze zdefiniowane zarowno dla pojedynczych cial, jak i dla ich uktadéw. Dla
uktadéw cial mamy addytywne lub binarne postaci energii, gdy wystgpuje zyroskopowe
sprzezenie wewnetrznych predkoscei (katowych lub afinicznych). Wyrazenia binarne na energi¢
kinetyczng s3 otrzymane jako polaryzacja czastkowych form kwadratowych dla pojedynczych
ciat afinicznych.

W pracy [A2] omowiono strukturg wzbudzen klasycznych i kwantowych wewnetrznych
stopni swobody obiektow wieloczastkowych, takich jak czasteczki, fullereny, jadra atomowe
itp. W oparciu o pewne wiasciwoscl niezmienniczosci wzgledem dziatania izometrycznych
i afinicznych transformacji dokonaliSmy przegladu niektérych nowych modeli wzajemnego
oddziatywania miedzy obrotowymi i deformacyjnymi stopniami swobody. Nasza metodologia
i niektore wyniki mogg by¢ przydatne w teorii rozpraszania Ramanowskiego i promieniowania
jadrowego.

Punktem wyjscia byla analiza drgan sprezystych obiektow na poziomie mikro i nano,
majacych jako dopuszczalne mody ruchu obroty sztywne i deformacje jednorodne. Fizycznie
mamy na my$li molekuty, r6zne obiekty supramolekularne, fullereny, itp. Szczegolny nacisk
potozony zostal na uklady obiektow takich jak krysztaly molekularne. Ze wzgledu na
fundamentalny poziom zjawisk rozpatrywano kwantowa wersje modelu. Szczegolnie dokladnie
zbadano modele dynamiczne niezmiennicze wzglgdem grupy afinicznej, w tym takie,
w ktorych dynamika byta catkowicie lub czgsciowo zakodowana w afinicznie niezmienniczej
energii kinetycznej. Znaleziono wyrazenia opisujace rozszczepienie poziomow energetycznych
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w wyniku oddziatywania mi¢dzy obrotowymi i deformacyjnymi stopniami swobody, ktore
powinno przejawiaé si¢ W widmie rozpraszania Ramanowskiego. Model ten mozna
rozpatrywac jako jeden z mozliwych kolektywnych modeli drgan materii jadrowej. Ciekawa,
pouczajaca i dajgca wiele do myslenia jest mozliwo$¢ skutecznego zastosowania na poziomie
fundamentalnych zjawisk kwantowych wyzej wymienionych na pozér tradycyjnie
wygladajgcych modeli, utrzymanych w duchu klasycznej mechaniki kontinuum. To samo
dotyczy skutecznodci, a wige tez glebokiego zwigzku z rzeczywistoscig, metod teorii grup
i geometrii rozniczkowej.

W artykule [A6] omdéwiono procedurg kwantyzacji (opartg na wyzej omowionym
schemacie Schrodingera) dla afinicznie sztywnego (jednorodnie odksztalcalnego) ruchu,
w ktorym przestrzen konfiguracyjna uktadu hamiltonowskiego moze by¢ reprezentowana jako
grupa Liego (przypomnijmy, Ze dla ciata afinicznie sztywnego, jest to iloczyn potprosty grupy
liniowej GL(n, R) i przestrzeni translacji R" w przestrzeni fizycznej M). W szczegblnosci
omawiamy problem niezmienniczosci dynamicznej energii kinetycznej nie tylko wzglgdem
podgrupy izometrii, ale tez wzgledem dziatania calej grupy afinicznej, Zostat przeanalizowany
ogo6lny schemat kwantyzacji ciata afinicznie sztywnego w n wymiarach. Biorgc pod uwagg, ze
grupa GL(n,R) nie jest zwarta, bazujemy na rozkladzie dwu-biegunowym macierzy
konfiguracji wewngtrznej ¢ oraz na teorii Petera-Weyla uogolnionych szeregow Fouriera na
grupach Liego. Wykorzystujemy zwarte czynniki rozktadu dwubiegunowego grup SO(n,R) do
rozwiniecia funkeji falowej na elementy macierzowe reprezentacji nieprzywiedlnych.

Sprecyzowali§my nasze ogllne rozwazania w n wymiarach do 3-wymiarowego
przypadku fizycznego, w ktorym macierze anty-symetryczne mozna wyrazi¢ w kategoriach
wektoréw rotacji. Przeanalizowali$my rowniez szczegblny przypadek 2-wymiarowy. W tym
przypadku wida¢ wyraznie, ze geodezyjne niezmiennicze modele na grupie SL(n,R) moga
opisywa¢ niektére drgania sprezyste. W tym przypadku ulokowanie ostrego progu miedzy
skoficzonymi wibracjami a ruchem nieskoficzonej ucieczki jest uwarunkowane zaleznoscia
miedzy spinem a wirowoscia. Oczywiscie, dla geodezyjnie niezmienniczych modeli na grupie
GL(n,R), aby uzyska¢ ten sam obraz jakosciowy, nalezy wprowadzi¢ pewien potencjal
stabilizujgcy dylatacje.

Cel 2.: Przeanalizowaé modyfikacje powyzszego schematu kwantyzacji modeli afinicznych na
przypadek, gdy przestrzen materialna ma mniejszy wymiar niz przestrzen fizyczna (np.
dwuwymiarowy dysk materialny, ktory moze sig deformowaé jednorodnie, zanurzony
w trojwymiarowej przestrzeni fizycznej), inaczei mowiac, na przypadek cial

jednorodnie deformowalnych (afinicznie sztywnych) w zdegenerowanym wymiarze
(np. bez grubodci, tzn. gdy grubosé takiego ciala afinicznego jest infinitezymalnie mata).

W pracy [Al] sformulowano kwantowy model klasycznego pojedynczego ciata
afinicznie sztywnego o zdegenerowanym wymiarze, tzn. dwu-wymiarowego ciata zanurzonego
w przestrzeni fizycznej 3-wymiarowj. Przestrzenig konfiguracyjng takiego obiektu jest
rozmaito$¢ iniekcji z przestrzeni materialnej do przestrzeni fizycznej. Rozpatrywano modele
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fizgczne w 2 i 3-wymiarach, ze szezegdlnym uwzglednieniem modeli dynamicznych
izotropowych w obu przestrzeniach, zarowno materialnej jak i fizycznej. W przypadku gdy
wymiary przestrzeni nie sg sobie roéwne, przestizetn konfiguracyjna nie moze by¢
identyfikowana z grupg afiniczna, ale z jej przestrzenig jednorodng. Ze wzgledu na nasze
zainteresowanie problemami podwdjnie izotropowymi uzywamy zmodyfikowanego
dwubiegunowego rozktadu dla odwzorowania afinicznego.

Rozpracowano model kwantowy oparty na Schrédingerowskiej kwantyzacji w jezyku
funkeji falowych na odpowiedniej grupie obrotow. W wyniku przeprowadzenia procedury
opisanej powyzej uzyskano rodzing zredukowanych réwnan Schrodingera dla uktadu amplitud
macierzowych /7% (A,p) zaleznych tylko od niezmiennikéw deformacji. W ten sposéb liczba
stopni swobody ruchu wewnetrznego naszego modelu jest skutecznie zmniejszona z szesciu do
dwoch. Wprawdzie otrzymujemy uklad réwnan Schrodingera dla zlozonych amplitud
wielosktadnikowych, jednak w zaleznosci tylko od dwoch zmiennych. Podobnie, w przypadku
petnego problemu tréjwymiarowego, mozna zmniejszy¢ liczbe zmiennych niezaleznych
z dziewieciu do trzech. Niemniej jednak réwnania pozostaja nadal dos¢ skomplikowane, wigc
wydaje si¢ niemozliwe, aby przejs¢ dalej z separacjg zmiennych. Powodem wspomnianych
nierozdzielnosci jest to, ze grupa SO(3,R) jest prosta.

Powyzszy model moze stuzy¢ do opisu dwuwymiarowych zagadnien z mikrostruktura,
takich jak np. zjawiska powierzchniowe w ciatach z mikrostrukturg lub zagadnien zwigzanych
z uktadami ptaskich, ,,dysko-podobnych” molekut lub ziaren jako obiektoéw struktury.

Cel 3. opracowaé wersje kwantowa opisu pojedynczego ciala lub ukladu infinitezymalnych

ciat deformowalnych jednorodnie (afinicznie sztywnych) poruszajacych _sig

w dwuwymiarowej rozmaitosci oraz zilustrowad og6lny schemat postepowania na

przyktadzie takich rozmaitosci algebraicznych, jak rozmaitoéci o stalej krzywiznie

(dwuwymiarowa sfera lub pseudo-sfera, tzn. przestrzen Fobaczewskiego) oraz
dwuwymiarowy torus.

Dokonano opisu mechaniki punktéw materialnych z wewnetrznymi stopniami swobody
poruszajacych si¢ w nie-Euklidesowych przestrzeniach. Zostat opracowany kwantowy model
[A4, A5] ciata afinicznie sztywnego w zakrzywionych przestrzeniach i rozmaitosciach o statej
krzywiznie, ktéry to model moze opisywa¢ nano i mikro obiekty o podobnej geometrii. Jak
wiadomo, w zakrzywionych przestrzeniach w ogoélnej sytuacji nie mozna mowic o rozciaglych
metrycznie lub afinicznie sztywnych (deformowalnych jednorodnie) obiektach. Jak wiadomo
w przestrzeni Riemanna z nieznikajgcym tensorem krzywizny typowa sytuacjg jest, ze grupa
izometrii jest trywialna. W zwigzku z powyzszym, naturalnym jest zamiast rozciagtych ciat
rozpatrywaé ciata infinitezymalnie mate, tzn. raczej takie punkty materialne z wewnegtrznymi
stopniami swobody przeniesionymi do przestrzeni stycznej zaczepione] w tym punkcie
w przestrzeni nie-Euklidesowej, w ktérym znajduje sig badany punkt materialny. W ten sposob
ruch testowego infinitezymalnego ciata afinicznie sztywnego zostal opisany za pomocg
formalizmu d’Alembertowskiego oraz otrzymano rownania ruchu w postaci rownan Eulera-
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Lagrange’a. Nastepnie, za pomocg formalizmu kanonicznego réwnania ruchu przeksztatcono
do postaci praw bilansowej oraz zbadano, jaka posta¢ przybierajg tensory deformacji i energia
kinetyczna w przypadku rozkiadu biegunowego i dwubiegunowego macierzy konfiguracji
opisujgcej wewngtrzne stopnie swobody. Og6lny schemat postepowania zilustrowano na
przykladzie dwuwymiarowym, kiedy jako przestrzen nie-Euklidesowa wybieramy sferg
i pseudo-sfere (przestrzen Lobaczewskiego). Analizowano rowniez ruch punktu z doczepiong
mikrostrukturag na dwuwymiarowym torusie jako ,,oponie” zanurzonej w tréjwymiarowej
przestrzeni Euklidesowej z indukowang metryka; pewna prostota wigze si¢ tu by¢ moze
7 faktem, ze taki torus tez jest rozmaitoscig algebraiczng (prawda czwartego stopnia, a nie
drugiego jak sfera i pseudo-sfera), cho¢ juz nie przestrzenig o stale] krzywiznie. W tym
przypadku problem sferyczny jest izomorficzny z 3-wymiarowym symetrycznym cialem
sztywnym bez ruchu translacyjnego, i.e., z lewo-niezmienniczg metryka na SO(3,R) prawo-
niezmiennicza wzgledem obrotow wokot osi z. Podobnie, problem pseudo-sferyczny jest
izomorficzny z odpowiednim problemem na grupie Lorentza SO(1,2), lokalnie izomorficznym
z SL(2,R).

Analizowano réwniez ruch infinitezymalnej bryly sztywnej w trojwymiarowej
przestrzeni fizycznej o stalej dodatniej krzywiznie, jaka jest sfera trojwymiarowa, czyli ,,$wiat
Einsteina” [A4]. Jest bowiem ciekawostka, ze lokalnie, a do pewnego stopnia takze globalnie,
dynamika pary sprzezonych zyroskopéw w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesowe] bez
translacyjnych stopni swobody jest izomorficzna z problemem jednego zyroskopu
poruszajacego sig¢ w ,,sferycznym Kosmosie”.

Przedstawiony model pozwala na badanie obiektow z czysto geometrycznego punktu
widzenia i upraszcza réwnania ruchu opisujgce zagadnienie. Szczeg6lnie ma to zastosowanie
dla nanomateriatow lub materiatéw z nano- lub mikro-struktura. Opis matematyczny dynamiki
ruchomej bazy w przestrzeni Riemanna moze znalez¢é zastosowania w teorii defektow.

7. Oryginalne aspekty rozprawy habilitacyjnej

W przedstawionym cyklu 6 artykutow zostata opracowana kwantowa wersja teorii cial
i uktadéw jednorodnie deformowalnych (afinicznie sztywnych), oparta na klasycznej wersji
teorii w zastosowaniu do osrodkéw z miro- i nano-strukturg. Zastosowanie na poziomie mikro
i nano wymusza na nas znajomo$¢ efektow kwantowych, ale réwniez ich powigzania
z klasycznym formalizmem.

o Przeanalizowano kwantowe odpowiedniki klasycznych modeli dynamicznych,
opisujacych wzajemne oddziatywania pomiedzy rotacyjnymi i deformacyjnymi
stopniami swobody ciat jednorodnie deformowalnych (afinicznie sztywnych), oraz ich
uktadow (dwoch lub wiecej cial afinicznych), zarowno w przypadku, gdy wymiary
przestrzeni materialnej i fizycznej sg jednakowe, jak i przypadku, gdy wymiar
przestrzeni materialnej jest mniejszy niz wymiar przestrzeni fizycznej (zanurzenie
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nizej-wymiarowego materialnego ciata jednorodnie deformowalnego w wyzej-
wymiarowej przestrzeni fizycznej);

e Zastosowano Schrodingerowska procedur¢ kwantyzacji, bazujagcg na twierdzeniu
Petera-Weyla o reprezentacjach nieprzywiedlnych, ktéra pozwala efektywnie
zredukowac liczbe stopni swobody w wersji kwantowej zagadnienia w poréwnaniu do
wersji klasycznej (np. z 6 do jedynie 2 stopni swobody, w przypadku zanurzenia
dwuwymiarowego materialnego dysku jednorodnie deformowalnego
w trojwymiarowej przestrzeni fizycznej),

e Opracowano kwantowg wersje opisu infinitezymalnych cial deformowalnych
jednorodnie (afinicznie sztywnych), poruszajgcych si¢ w dwuwymiarowej rozmaitosci
oraz zilustrowano ogdlny schemat postgpowania na przyktadzie takich rozmaitosci
algebraicznych, jak rozmaitosci o statej krzywiznie (dwuwymiarowa sfera lub pseudo-
sfera, tzn. przestrzen Lobaczewskiego) oraz dwuwymiarowy torus.

W wyze] wymienionych pracach, stanowigcych cykl, przeanalizowano fizyczny opis
nastepujacych struktur:

- przeanalizowano modele dynamiczne niezmiennicze wzgledem grupy lezacej u podioza
geometrii stopni swobody;

- przeanalizowano nietrywialny niezmienniczy potencjat wzgledem tej grupy lezacej u
podioza geometrii stopni swobody (lewego i prawego dziatania);

- skonstruowano niezmienniki skalarne zbudowane z tensoréw deformacji pary ciat
afinicznie sztywnych.

- przeanalizowano strukture¢ kwantowych wewnetrznych stopni swobody obiektéw
wieloczgstkowych;

- znaleziono wyrazenia opisujace rozszczepienie pozioméw energetycznych w wyniku
oddziatywania migdzy obrotowymi i deformacyjnymi stopniami swobody;

- przeanalizowano 3-wymiarowy problem, w ktérym macierze anty-symetryczne mozna
wyrazi¢ w kategorii wektordéw rotacji;

- przeanalizowano 2-wymiarowy przypadek, w ktérym geodezyjne niezmiennicze
modele na grupie SL(n,R) mogg opisa¢ drgania sprezyste;

- sformutowano kwantowy problem 2-wymiarowego ciata zanurzonego w 3-wymiarowej
przestrzeni,

- sformutowano kwantowy model infinitezymalnego ciala sztywnego (zyroskopu)
z wewngtrznymi stopniami swobody poruszajgcego si¢ w rozmaitosci Riemanna o stafej
krzywiznie, tj. na sferze i pseudo-sferze (przestrzeni Lobaczewskiego);

- przeanalizowano kwantowg wersj¢ problemu pojedynczego zyroskopu poruszajacego
si¢ na tréjwymiarowej sferze, tzw. $wiecie Einsteina;

21

)
(

Cf 2D



Zatacznik nr 2 Autoreferat

- przeanalizowano kwantowg wersj¢ problemu dwoch zyroskopow poruszajacych si¢ na
tr6jwymiarowej sferze, tzw. $wiecie Einsteina.

8. Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo-badawczych.
Zwiqzek miedzy istotng nieliniowoscig a grupami symetrii:

W pracy [Cl], [B4] =zostal przeanalizowany zwigzek pomiedzy zasadniczymi
nieliniowosciami, rozumianymi jako te, ktore nie sa interpretowalne jako pewne dodatkowe
zaktécenia natozone na liniowe tlo decydujace o najwazniejszych cechach jakosciowych
omawianych zjawisk, a duzymi grupami symetrii. Poréwnujemy mechanizm wywotywania
nieliniowosci przez grupy symetrii uktadow dyskretnych i ciggtych. Znaleziono analogie
miedzy np. mechanika analityczng ukladow ciat afinicznych i 0gélng teorig wzglgdnosci,
tetradowymi modelami grawitacji i nieliniowo$cig Borna-Infelda. Omoéwiono problemy
dotyczace twierdzenia Noether w kontekscie duzych grup symetrii. W pracy [B6] zostaty
opisane modele geodezyjne, w ktérych elastyczna dynamika ciala jest zakodowana nie w
energii potencjalnej lecz w afinicznie niezmienniczej energil kinetycznej, tj. afinicznie
niezmienniczych tensorach metrycznych na przestrzeni konfiguracyjnej, ogolnie
w mechanice analitycznej ciat afinicznie sztywnych.

Quasiklasyczne i kwantowe uklady momentéw pedu.

W pracach [C3]-[C5], [C12] zostalo omOwione wykorzystanie algebr grupowych i algebr
H* do opisu zagadnien dotyczacych dynamiki kwantowej ukiadow momentow pedu,
wlaczajac w to uklady spinowe. Zostata rowniez zbadana granica quasiklasyczna jako
asymptotyka duzych liczb kwantowych, tzn. szybko oscylujgcych funkcji falowych na
grupach.

Uogélnienie formalizmu Weyla-Wignera-Moyala-Ville'a:

W pracy [B7] zostaly przedstawione aspekty formalizmu przestrzeni fazowej w mechanice
kwantowej w kontekécie podejscia Weyla-Wignera-Moyala-Ville’a.  Ujgte zostaty
powigzania tego formalizmu z geometrig grupy Galileusza, teorig unitarnych rzutowych
reprezentacji grup oraz teorig algebr grupowych. Zaproponowano uogolnienie mechaniki
kwantowej na lokalnie zwarte grupy abelowe z wykorzystaniem dualnosci Pontriagina.
Zostata rowniez zbadana granica quasiklasyczna zagadnienia.

Wiasnosci grupy Galileusza:

W pracy [C2], [C11] przedstawiono ciekawe wiasciwosci grupy Galileusza. Okazuje sig, ze
na poziomie kwantowym dla masywnych czastek grupa Galileusza dopuszcza tylko rzutowe
reprezentacje unitarne. Oméwiono status masy w podejsciu Galileuszowskim. Masa jest tu
parametrem, ktory charakteryzuje reprezentacje rzutowe w sensie V. Bergmanna. W teorii
relatywistycznej masa jest ciaglg wartoscig wtasng niezmiennika Casimira. Ta ,,patologia”
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z relatywistycznego punktu widzenia jest jednak bardzo interesujgca i lezy u podstaw
podejscia Weyla-Wignera-Moyala-Ville’a do mechaniki kwantowej.

Klasyczne i kwantowe uktady na grupach Liego:

W pracach [B8], [B10], [C8] przeanalizowano klasyczne i kwantowe modele kolektywnych
i wewnetrznych stopni swobody, niezmiennicze wzgledem dziatania grupy afinicznej i jej
podgrup. Pokazano zwiazek zagadnienia z zagadnieniem opisu dynamiki catkowalnych
jednowymiarowych fancuchéw Calogero-Mosera-Sutherlanda. Przeprowadzono procedure
kwantowania Schrodingerowskiego, w wyniku ktérej kwantowy problem zostat efektywnie
zredukowany z »n° do n stopni swobody. Zostaty zaproponowane zastosowane w fizyce
jadrowej i kwantowym zagadnieniu wielu ciat.

Relatywistyczny osrodek ze strukturq:

W pracy [Bl] opracowano tetradowe modele w n-wymiarowej rozmaitosci, ktérych
Lagrangiany s3 niezmiennicze wzgledem grupy macierzowej GL(n,R) jak 1 grupy
dyfomorfizméw. Przeanalizowano teorio-grupowe i sferycznie symetryczne rozwigzania
rébwnan polowych, a takze omoéwiono zastosowania monopoli 't Hoofta-Polyakowa
w teoriach ogélnie kowariantnych umozliwiajacych znalezienie $cistych rozwigzan silnie
nieliniowych réwnan.

Mechanika cial afinicznie sztywnych, symetrie:

W pracy C7 przeanalizowano uklady dynamiczne z wewngtrznymi stopniami swobody
w rozmaitosciach rézniczkowych z geometrig zadang przez tensor metryczny lub koneksjg
afiniczna. Zastosowano formalizm gdzie nieskonczenie mate ciata metrycznie lub afinicznie
sztywne zastgpiono punktami materialnymi z wewngtrznymi stopniami swobody. Role
przestrzeni mikromaterialnej pelni przestrzen liniowa, w ktérej zadane sa mikromaterialne
transformacje, za$ przestrzenig fizyczng jest sama przestrzen styczna do rozmaitosci
w punkcie, gdzie znajduje si¢ takie ciato. Przeanalizowano zaréwno modele afiniczne, ktére
wynikaja z mechaniki d’ Alembertowskiej rozciggtych ciat afinicznie sztywnych w plaskich
przestrzeniach, jak i ogolniejszych dynamicznych modeli afinicznych. Zostata
przeprowadzona réwniez analiza wybranych modeli dwu- i trzywymiarowych.

W pracach [C10], [B3] przeanalizowano zagadnienie ciat afinicznie sztywnych
w zdegenerowanym wymiarze z nieskonczenie matg gruboscig. Macierz odwzorowania
afinicznego  zostata  sparametryzowana za pomocg rozkladu  biegunowego
i dwubiegunowego. Rozpatrywano dwuwymiarowe ciato afinicznie sztywne bez grubosci
poruszajace sie w trzywymiarowej przestrzeni. Zostaty otrzymane rozwigzania szczegdlne
(stacjonarne elipsy), dla ktorych niezmienniki deformacji jak i predkosci katowe byly state.
Przeanalizowano zaréwno przypadek klasyczny jak i kwantowy. W pracach [C6], [C13]
rozpatruje sie ciato afinicznie sztywne z infinitezymalng gruboscig, tj. gruboscia, ktora
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wykonuje jednowymiarowe oscylacje ortogonalne w plaszczyznie prostopadlej do
dwuwymiarowej plaszczyzny centralnej.

W pracy [B2] oméwiono modele, ktorych nie tylko kinematyka oparta na geometrii
afinicznej, ale réwniez dynamika jest afinicznie niezmiennicza. Dotychczas, na poziomie
dynamiki, symetria afiniczna byla ztamana i ograniczona tylko do grupy ruchow
euklidesowych, lub niektorych jej podgrup. Pokazujemy, Ze zamiast wykorzystywac
wyrazne wyrazenie energii potencjalnej, mozna kodowaé dynamike drgan sprezystych
w odpowiedniej formie afinicznie niezmienniczej energii kinetycznej. Powstale modele
geodezyjne przypominajg w pewnym sensie procedure zasady Maupertuisa, W ktérej orbity
ruchu sa geodetyka odpowiedniego tensora metrycznego, Otrzymanego jako pewna
konforemna modyfikacja ,,prawdziwego” tensora lezacego u podstaw geometrii problemu.
W pewnym sensie afinicznie niezmiennicze modele geodezyjne mozna interpretowac jako
dyskretyzacje opisu Arnolda idealnych ptynow w kategoriach geodezyjnych uktadow
hamiltonowskich na grupie dyfeomorfizméw zachowujacych objetos¢. Jest to bardzo
drastyczna dyskretyzacja, zmniejszajgca liczebnose stopni swobody osrodka do skoficzonej,
mianowicie n(n+1), gdzie n oznacza wymiar przestrzeni fizycznej.

W pracy [BS5] przeanalizowano zagadnienie opisu ciata afinicznie sztywnego
poddanego dodatkowym wigzom oraz przeprowadzenie odpowiedniej procedury eliminacji
sit reakeji. W przeciwienistwie do tradycyjnego opisu mechanizmu uwzgl¢dnienia wigzéw
z wykorzystaniem  d’Alembertowskiej ~zasady wariacyjnej, przeanalizowano —opis
wakonomiczny, tj. wprowadzenia wigzéw bezposrednio z zasady wariacyjnej z mnoznikami
Lagrange’a i przejéciu do swobodnej zasady wariacyjnej bez wigzow.

W pracy [C9] przeanalizowano przypadek ciat afinicznie sztywnych, gdzie szczegdlny
nacisk polozono na zagadnienie afinicznie niezmienniczych energii kinetycznych. Okazuje
sie, ze moze to by¢ uproszczony model omawiania problemu afinicznej, niemetrycznej
niezmienniczoéci w fundamentalnej fizyce, teorii kwantowej i grawitacji, a nawet fizyce
jadrowej i kosmicznej. Przeanalizowano formalizm ogo6lnej idei zastgpienia
niezmienniczo$ci metrycznej w fizyce przez niezmienno$¢ afiniczng. Koncepcje metryczne
pojawiajg si¢ jako produkty uboczne geometrii afiniczne;j.

9. Podsumowanie

W moich wczesniejszych pracach zostala omowiona dynamika ciata afinicznie
sztywnego (deformowalnego jednorodnie) czyli ukiadu mechanicznego, ktérego przestrzen
konfiguracyjna jest, z grubsza rzecz biorgc, identyczna z grupg afiniczng. Jest to ukltad
umiejscowiony miedzy dwoma rodzajami réwnan Eulera, tzn. dla ciata sztywnego i idealnych
plynéw niescisliwych. Z punktu widzenia czystej mechaniki analitycznej, modele te wigzg sig
silnie z teorig uktadow catkowalnych oraz zagadnieniami symetrii i de generacji.
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Miedzy innymi, zostaly sformutowane modele klasyczne mechaniki zar6wno
pojedynczych cial afinicznie sztywnych o zdegenerowanym wymiarze (zanurzonych
w przestrzeni fizycznej o wyzszym wymiarze), jak i uktadow takich cial. Jest to opis posredni
pomiedzy bryta sztywna a petnym opisem osrodka ciagtego. Szczegblny nacisk zostat potozony
na opis dwu- i tréjwymiarowe przypadki oraz modele dynamiczne izotropowe zar6wno
w przestrzeni fizycznej, jak 1 w materialnej.

Jednym z ciekawszych wynikow dotychczasowych badan jest to, ze modele
7 afinicznie-niezmiennicza energia kinetyczng juz w postaci geodezyjnej sa w stanie opisywac
ograniczone drgania klasycznych o$rodkéw ciagtych, nawet bez uzycia zewnetrznej energii
potencjalnej. Ten wynik jest jak najbardziej zgodny z ogolna ideg zastgpienia metrycznej
niezmienniczosci w fizyce przez niezmienniczo$¢ afiniczng.

W zwiazku z tym, ze zastosowania mikroskopowe, w tym na poziomie molekularnym
i supramolekularnym, wymagajg uzycia modelu kwantowego, zostaly rozpracowane modele
kwantowe oparte na Schrodingerowskiej kwantyzacji w jezyku funkcji falowych na
odpowiedniej grupie (afinicznej, liniowej, ortogonalnej itp.) lub jej przestrzeni jednorodnej.
Zostal opracowany réowniez kwantowy model ciata afinicznie sztywnego w zakrzywionych
przestrzeniach i rozmaitosciach o statej krzywiznie, ktéry moze opisywac nano- i mikro-obiekty
o podobnej geometrii. Jedna z zalet tego modelu jest to, ze pozwala on na badanie obiektéw
z czysto geometrycznego punktu widzenia, co prowadzi do znacznego uproszczenia roéwnan
ruchu opisujgcych zagadnienie. Szczegdlnie ma to praktyczne znaczenie dla nanomaterialow
lub materialéw z nano- lub mikrostruktura.

10. Inne osiggni¢cia

Dydaktyka:

e zespolowa nagroda III stopnia przyznana przez Dyrektora Instytutu Podstawowych
Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk za osiagnigcia dydaktyczne zwigzane
z dzialalno$cig Studium Doktoranckiego IPPT PAN, 05.06.2017;

e wyktadowca na Studium Doktoranckim IPPT PAN, od 01.10.2012:

— Podstawy matematyki w naukach technicznych - ¢wiczenia,
— Elements of mathematical statistics by the use of programming language R -
¢wiczenia;

e cgzaminator w zakresie matematyki i cztonek Komisji Rekrutacyjnej Studium
Doktoranckiego IPPT PAN, od 01.10.2012;

e wspoltwoérca konkursu z dziedziny informatyki, fizyki i matematyki ,,Skarabeusz”,
organizowanego przez LXV Liceum Ogodlnoksztatcagce im. gen. Jozefa Bema
w Warszawie we wspdipracy z Wydziatem Elektroniki i Technik Informacyjnych
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Politechniki Warszawskiej i Polsko-Japonskiej Wyzszej Szkoly Technik
Komputerowych, 2010 —2015.

Dodatkowe potwierdzone umiejetnosci

szkolenie Analiza i wizualizacja Danych w R prowadzony przez LabMasters sp. z 0. 0.,
przy Wydziale Nauk Ekonomicznych Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Diuga 44/50,
00-241 Warszawa, 2018;
szkolenie Podstawy Statystyki Matematycznej w R prowadzony przez LabMasters sp. z
0. 0., przy Wydziale Nauk Ekonomicznych Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Diuga
44/50, 00-241 Warszawa, 2018;
szkolenie Zaawansowana Statystyka w R prowadzony przez LabMasters sp. z 0. 0., przy
Wydziale Nauk Ekonomicznych Uniwersytetu Warszawskiego, ul. Dtuga 44/50, 00-241
Warszawa;
szkolenie Roéwnania rézniczkowe w Srodowisku programu Mathematica i ich
zastosowanie do rozwigzywania zagadnier technicznych, Gambit COiS Sp. Z o.0.,
Krakow, 20.11.2017;
Metody matematyczne w informatyce — efektywne algorytmy realizowane programowo
iw sprzecie, semestralny kurs Wydzialu Matematyki i Nauk Informacyjnych
Politechniki Warszawskiej, 2011;
Wybrane zagadnienia wnioskowania statystycznego — semestralny kurs Wydzialu
Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki Warszawskiej, 2009;
Certyfikaty potwierdzajgce zdobyte umiejetnosci w trakcie europejskiego stypendium
im. Marii Cure, Francja, 2004:

o Control of oscillating mechanical systems, synchronization and chaos;
Nonlinear control and mechanical systems;
Linear systems, algebraic theory of modules, structural properties;
Tools for analysis and control of time-varying systems;
Modeling and boundary control of infinite dimensional systems;

O O O O O

Modeling and control of chemical and biotechnological processes.

11. Dane bibliometryczne

Caly dorobek naukowy zawiera:

13 artykutdéw opublikowanych w czasopismach z listy JCR Web of Science —

sumaryczny Impact Factor zgodny z rokiem publikacji IF = 11,023, liczba puktéw
MNiSW = 252;

4 artykulow opublikowanych w czasopismach spoza listy JCR;
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e 2 monografie wieloautorskie
e 5 rozdzialow w monografiach;

e 3 recenzowane prace konferencyjne znajdujgce sig na liscie JCR Web of Science.

Dorobek naukowy po doktoracie (poza pracami wlaczonymi do cyklu) zawiera:

o 4 artykutéw opublikowanych w czasopismach z listy JCR Web of Science — sumaryczny
Impact Factor zgodny z rokiem publikacji IF = 5,813, liczba puktéw MNiSW = 129;

e 4 artykutéw opublikowanych w czasopismach spoza listy JCR;
o 5 rozdzialow w monografiach;

e 3 recenzowane prace konferencyjne znajdujace si¢ na liscie JCR Web of Science.

Dorobek naukowy przed doktoratem zawiera:

e 3 artykuly opublikowane w czasopismach z listy JCR Web of Science — sumaryczny
Impact Factor zgodny z rokiem publikacji IF = 1,818;

e 2 monografie wieloautorskie.
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Wedtug bazy JCR Web of Science:

h-indeks: 6 cytowan 117
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