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Rozdzial ]_

Wstep

Praca dotyczy ptaskiego zagadnienia wzrostu szczeliny zmeczeniowej w bimateriale po-
wstalym na skutek idealnego zespolenia dwéch materialow sprezystych. Celem jest uzy-
skanie efektywnej metody umozliwiajacej okreslenie wzrostu takiej szczeliny, dowolnie
usytuowanej w bimateriale. W pracy zostanie przedstawiona adekwatna metoda oraz efek-
tywny algorytm umozliwiajacy symulacje komputerowa propagacji szczeliny zmeczeniowej
w bimateriale. Zadanie takie nie bylo dotychczas rozpatrywane w literaturze swiatowe;j.
Opracowana metoda polega na zaadaptowaniu istniejacych modeli matematycznych roz-
wijanych w ramach mechaniki pekania i dajacych podstawy wyznaczania wspétczynnikéw
intensywnosci naprezenia (WIN) dla szczelin w bimateriale oraz skladowej T' (ang.: T—
stress) bedacej czescia, wyrazeni okreslajacych pole naprezenia w sasiedztwie wierzchotka
szczeliny. Do tego celu wykorzystana bedzie Metoda Osobliwych Réownan Catkowych typu
Cauchy’ego, w ktérej zastosowany zostanie dyslokacyjny model szczeliny. Pole napreze-
nia wokoét jej wierzchotkéw wyznaczane bedzie za pomocy funkcji Greena odpowiadajgcej
wplywowi dyslokacji krawedziowych umieszczonych w bimateriale reprezentujacych szcze-
line. Wynikajace z metody osobliwe réwnania catkowe bedg rozwigzane numerycznie.
Pozwala to oceni¢ dla kazdego kolejnego cyklu obcigzenia kierunek propagacji i przy-
rost dhugosdci szcezeliny dowolnie uksztalttowanej w wyniku procesu zmeczeniowego. Do ich
okreslenia zaproponowano nowe kryterium okreslajace kierunek wzrostu szczeliny (MK —
kryterium), bazujace na podziale gestosci energii odksztalcenia w na jej czesé postaciows,
Tp i objetosciows Ty . Kierunek pekania okresla najwigksza wartos$é ilorazu % na granicy
wprowadzonego tu obszaru dekohezji wyznaczonym przez warunek 7Ty=const. Kryterium
to zweryfikowano réwniez pozytywnie w przypadku obcigzenia monotonicznego. Przyrost
zmeczeniowy szczeliny okresla prawo wzrostu wykorzystujace iloczyn zmiany diugosci
strefy dekohezji na kierunku pekniecia i czesci postaciowej gestosci energii odksztatcenia

3—]‘@ = C[A(Tp - r(T™%))]™, gdzie C, n oznaczaja stale zmeczeniowe zalezne od materiatu.



8 1. WSTEP

1.1. Cel pracy, jej istota i uzasadnienie podjecia problemu

Materialy kompozytowe znajduja obecnie coraz szersze zastosowanie w konstrukcjach
inzynierskich. Wykorzystywane sg one do produkcji elementéw samolotéw, pojazdow ko-
smicznych, samochodéw, podzespotéw elektronicznych, gdzie czesto narazone sg na obcig-
zenia cykliczne. W trakcie proceséw produkcji trudno jest jednak wyeliminowaé powsta-
wanie defektéw (np. w interfejsie), ktére rozwijajac sie pod wplywem zmiennych w czasie
obcigzen eksploatacyjnych tworzg pekniecia prowadzace do zmeczeniowego zniszczenia
konstrukeji. Umiejetnos$é oszacowania czasu do zniszczenia zmeczeniowego elementu kon-
strukcji jest konieczna dla zagwarantowania odpowiedniego poziomu bezpieczeristwa, a
wiasciwy dobdr materialéw i technologii wytwarzania pozwala podwyzszy¢ niezawodnosé
calej konstrukcji. Jednym z przykltadéw kompozytu jest bimaterial. Mozliwos$¢é opisu wzro-
stu szczeliny zmeczeniowej w bimateriale, a w szczegdlnosci w otoczeniu potgczenia dwéch
materialéw (interfejsu) jest kluczowa dla modelowania tego zjawiska w bardziej ztozonych
materiatach kompozytowych. W pracy rozwazony bedzie problem wzrostu szczeliny pod
wplywem obcigzen cyklicznych umieszczonej w bimateriale, czyli w elemencie zlozonym
z dwoch idealnie polaczonych materiatléw sprezystych o réznych stalych materiatowych
i nieskoriczenie duzych rozmiarach. Rozwazany bedzie przypadek ptaskiego stanu napre-
zenia i odksztalcenia. Proponowane podejscie moze by¢ wykorzystane do rozwiazania
problemu propagacji szczeliny zmeczeniowej dla innych konfiguracji interfejsu oraz zjawi-
ska zmeczenia bardziej ztozonych materialéw kompozytowych. Uzyskane wyniki symulacji
komputerowej beda poréwnane z wynikami eksperymentéw dostepnych w literaturze dla
materialéw jednorodnych. Natomiast wynikéw modelowania, jak i rezultatow ekspery-
mentéw dla biamterialéw brak jest w dostepnej literaturze swiatowej. Algorytm nume-
ryczny bedzie zaimplementowany w pakiecie MatLab.

1.2. Istniejacy stan wiedzy w zakresie tematu badan

Podstawsg, zaproponowanej metody modelowania zmeczeniowego wzrostu szczeliny jest
mechanika pekania, ktorej zastosowanie dla bimaterialéw datuje sie pod koniec lat pigé-
dziesiatych ubiegtego wieku. W przypadku bimaterialéw ztozono$é problemu wynika z
réznych wlasciwosci potaczonych materialéw i obecnosci interfejsu, a tym samym istnieniu
lokalnych naprezenia Scinajacych w jego sasiedztwie, nawet w przypadku czystego rozcia-
gania. Umiejscowienie w okolicy interfejsu szczeliny, inaczej niz w przypadku materiatu
jednorodnego, powoduje zZe jest ona obcigzona w sposéb mieszany (ang.: mixed-mode
loading), w wyniku czego warunki wzrostu szczeliny sg réwniez mieszane (ang.: mixed
mode conditions). W literaturze mozna spotka¢ wiele kryteriéw okreglajacych kierunek
wzrostu szczeliny w takich przypadkach. Do najbardziej rozpowszechnionych pomimo
czestych relacji o ich niedostatecznosci w okreslaniu kierunku propagacji nalezg: kryte-
rium maksymalnego naprezenia stycznego oraz minimum gestosci energii odksztalcenia.
Dotychczas badacze poswigcili wiele wysitku na modelowanie propagacji szczeliny umiesz-
czonej w interfejsie. Jest to bardzo wazny problem praktyczny, gdyz podczas wytwarzania
materialéw kompozytowych potlgczenia dwéch materialéw nie zawsze sg wolne od uszko-
dzeri. Wéwcezas interfejs moze stac sie zrodlem defektéw, ktére podcezas eksploatacji moga,
doprowadzi¢ do awarii. Bardzo czesto zaklada si¢ [71], [74], [75], iz interfejs jest idealny,
bez fazy przejsciowej, tzn. jest wyrazng granicg miedzy materiatami sktadowymi kompo-
zytu. W wyniku takiego zalozenia, w przypadku istnienia szczeliny w interfejsie, mate-
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matyczne rozwigzanie dla pola naprezenia jest zespolone, ma postaé¢ oscylacyjng i jest z
natury swojej niefizyczne. Aby temu zaradzi¢ niektérzy autorzy proponujg wprowadzenie
dodatkowej trzeciej fazy, ktéra jest materialem przejsciowym, [81]. Kierunek propagacji
szczeliny jest tu czesto determinowany wzdhuz plaszezyzny maksymalnego naprezenia ob-
wodowego, g9, wok6t wierzcholka szczeliny. W [82], [83], [84] kat rozwoju szczeliny jest
okredlany przy uzyciu wyrazen na energie odksztalcenia. Generalnie, prace te wskazuja,
ze szczelina w interfejsie propaguje sie w kierunku materialu bardziej podatnego, nato-
miast w przypadku szczeliny dluzszej z rozgalezieniem oraz podczas jej dalszego wzrostu
pojawia sie zjawisko powrotu w kierunku interfejsu. Problem szczeliny umieszczonej w
jednym z zespolonych materialéw i zblizajacej si¢ lub stykajacej si¢ z interfejsem byt roz-
wazany w [85]. Badano tam problem zatrzymywania si¢ procesu propagacji szczeliny w
interfejsie oraz zmiane kierunku propagacji przy zblizaniu si¢ do interfejsu. Osobliwosé
pola naprezenia na wierzcholku szczeliny jest tu stopnia r—*, gdzie eksponent \ zalezy od
orientacji szczeliny w stosunku do interfejsu, jak réwniez od parametréow bisprezystych.
Efekt sprezysto-plastyczny wokét wierzchotka szezeliny w interfejsie byt szczegétowo dys-
kutowany w [86]— [88] ukazujac o wiele wigksza, intensywnos$é pél mechanicznych w okolicy
interfejsu niz ma to miejsce w materiale jednorodnym.

Mechaniczne aspekty propagacji szczeliny w interfejsie lub w jego sasiedztwie wymie-
nione powyzej mogly by¢ wyjasniane dzigki rozwojowi mechaniki pgkania, w ramach kté-
rej mozemy okresla¢ m.in. wspélczynniki intensywnosci naprezen niezbedne do okreslenia
zmeczeniowego przyrostu szczeliny oraz kierunku jej propagacji. W przypadku szczeli-
ny w bimateriale nalezy uwzgledni¢ zlozony stan naprezenia w réwnaniach na przyrost
szczeliny zmeczeniowej. Wiele propozycji rozwigzan tego zagadnienia mozna znalezé w li-
teraturze [98], wéréd nich najbardziej rozpowszechnionymi wydaja, sie by¢ te bazujace na
efektywnym wspdétczynniku intensywnosci naprezenia oraz wspélezynniku gestosci energii
odksztalcenia. W kazdym przypadku jednak znajomosé parametréw charakteryzujacych
naprezenie oraz odksztalcenie w otoczeniu wierzchotka szczeliny jest konieczna do analizy
wzrostu szczeliny zmeczeniowej. W serii artykuléw Erdogan oraz jego wspoélpracownicy
konsekwentnie analizowali wplyw szczelin w bimateriale na pola naprezenia uzywajac
techniki superpozycji. Rozwigzanie to wyrazone jest jako suma dwéch rozwigzan: pierw-
sze (A) otrzymane dla danego zewnetrznego obcigzenia i bimaterialu bez szczeliny, oraz
drugie (B1) otrzymane dla dwéch polaczonych materialéw ze szczeling, gdzie na po-
wierzchnie szczeliny przytozone jest naprezenie wynikajace z rozwiazania problemu (A)
wzdhiz umiejscowienia szczeliny (z przeciwnym zwrotem). Takie zagadnienie wymaga
jednak rozwazenia problemu (B2), czyli wptywu ciggltego rozktadu dyslokacji krawedzio-
wych wzdtuz zalozonej lokalizacji szczeliny. Jednocze$nie wymagana jest réwnowaznosé
rozwigzania problemu B2 i B1, [102], czyli poszukiwany jest taki rozktad dyslokacji, ktéry
spelia ten warunek réwnowaznosci. Wpltyw dyslokacji krawedziowej moze byé okreslo-
ny za pomocg funkcji Greena wiasciwej dla bimaterialu. W wyniku tego otrzymuje si¢
rownania catkowe osobliwe typu Cauchego.

Powyzszy przeglad literatury ukazuje do$é bogatg wiedze uzyskana, w ramach mecha-
niki pekania w bimateriatach. Brak jest jednak pozycji opisujacych propagacje szczeliny
zmeczeniowej. Pomimo tego, iz w kilku artykulach [103]- [106] mozna znalez¢é wyniki do-
sSwiadczalne zachowania si¢ takiej szczeliny, to teoretyczne rozwazania ograniczajg si¢ do
szczeliny w interfejsie i w zasadzie nie podaja zadnej efektywnej metody do okreslenia
Sciezki, kierunku i wielkosci ewentualnego przyrostu szczeliny zaleznej od cyklicznego ob-
cigzenia. Modelowanie zjawiska wzrostu zmeczeniowego szczeliny w tego typu materiale
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wydaje sie wiec problemem otwartym, na ktéry, przynajmniej w pewnym zakresie, moze
da¢ odpowiedZ niniejsza praca. Dodaé¢ nalezy, ze nawet modelowanie wzrostu szczeliny w
materiale jednorodnym jest Zzrédiem wielu problemow, ktére nie sa do korica rozwigzane.
Nalezy réwniez zwroci¢ uwage, ze kierunek wzrostu szczeliny zmeczeniowej umiesz-
czonej w zlozonym stanie naprezenia, w wigkszosci przypadkéw rézni sie od kierunku
propagacji szczeliny pod wplywem obcigzenia monotonicznego [127], czego w zasadzie
zadne kryterium nie uwzglednia. Jednakze powstajaca réznica zmniejsza sie sukcesywnie
wraz z rozwijajacy si¢ szczeling, co zwiazane jest z malejacym udzialem modu II w rozwig-
zaniu. Natomiast znacznie wazniejszym problemem wydaje si¢ mozliwosé rzeczywistego
okreslenia przyrostu szczeliny, ktéra w warunkach ztozonego stanu naprezenia zachowuje
sie inaczej niz ma to miejsce w przypadku klasycznie rozwazanej szczeliny, prostopadlej
do jedno—osiowego obcigzenia. Obecnie w literaturze istnieja wyrazenia okreslajace wzrost
takiej szczeliny, ale nie sg one uniwersalne, gtéwnie bazuja na kilku efektywnych parame-
trach. W pracy podana bedzie propozycja prawa okreslajacego zaréwno wzrost szczeliny,
jak i kierunek jej wzrostu uwzgledniajacy ztozony stan naprezenia. W tym celu uwzgled-
niony zostanie réwniez staly czton T, ktérego wpltyw moze byé¢ kluczowy szczegdlnie w
przypadku dwu—osiowego obcigzenia, a bywa zwykle pomijany w licznych pracach.

1.3. Metodyka badan

Mimo tego, ze w literaturze istnieja modele matematyczne dajace teoretycznie moz-
liwo$¢ okreslenia wspotczynnikow intensywnosci naprezenia dla dowolnie usytuowanej
szczeliny w bimateriale, to efektywne rozwigzania ograniczajg sie do kilku specyficznych,
dos¢ elementarnych konfiguracji geometrycznych szczeliny wzgledem interfejsu. Celem
pracy jest zaadaptowanie istniejacych modeli teoretycznych i zaproponowanie efektywnej
procedury numerycznej obliczania wspétczynnikéw intensywnosci naprezenia oraz sktado-
wej T' dla dowolnie zaawansowanej i uksztaltowanej w procesie zmeczeniowym szczeliny.
Do tego celu wykorzystany bedzie jako model wyjsciowy dyslokacyjny model szczeliny, ba-
zujacy na pracach Erdogana np. [59] i jego wspétpracownikéw, w ktérym pole naprezenia
wokdt wierzchotkéw wyznaczane jest za pomocs funkcji Greena odpowiadajgcej wply-
wowi dyslokacji krawedziowych reprezentujacych szczeling. Adekwatna i umozliwiajaca
rozwigzanie funkcja Greena bedzie zaadoptowana dla bimateriatu z pracy Dundursa &
Mury [57]. Wynikajace z tego osobliwe réwnania catkowe bedg rozwigzywane numerycznie
za pomocy proponowanego w pracy algorytmu. W sytuacji szczeliny nie prostoliniowej lub
bedacej w kontakcie z interfejsem rozwigzanie zawiera inne stopnie osobliwosci niz 7(%)
jak to ma miejsce w przypadku szczeliny prostoliniowej w materiale jednorodnym, rowniez
zespolone. Stopnie osobliwosci zalezg, ogdlnie od dodatkowych warunkéw brzegowych, tj.
konfiguracji szczeliny oraz polozenia jej wierzchotkéw, jak réwniez od stalych materiato-
wych. Powstaly uktad osobliwych réwnan catkowych bedzie rozwiazywany numerycznie
za pomocg metody Gaussa-Chebyshewa, w ktérej uktad réwnan catkowych redukuje si¢
do uktadu réwnan liniowych. W rozwigzaniu wykorzystane zostanie podejécie oparte na
odpowiedniej dyskretyzacji réwnan catkowych co pozwoli na otrzymanie efektywnego al-
gorytmu dla okredlenia kierunku i przyrostu szczeliny zmeczeniowej na poszczegdlnych
cyklach obcigzenia. Wynikiem tego bedzie rozwigzanie problemu trwalosci zmeczeniowej
elementu z bimateriatu, ostabionego defektem w postaci poczatkowej szczeliny (mozliwy
jest rowniez rozwdj algorytmu dla symulacji wzrostu dowolnej liczby poczatkowych szcze-
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lin). Metoda zostanie zweryfikowana poprzez poréwnanie z wynikami eksperymentéw i
symulacji dla materiatu jednorodnego. Dla przypadku bimateriatlu przedstawione zostang,
wyniki symulacji numerycznej.






Rozdzial 2

Mechanika pekania: szczelina w
zlozonym stanie naprezenia

2.1. Osobliwa natura naprezenia w poblizu szczeliny

Wszyscy inzynierowie intuicyjnie wiedza, ze w otoczeniu nacig¢é lub ostro zakoriczo-
nych wewnetrznych pustek powstaje koncentracja naprezenia pod dziataniem np. obcig-
zenia zewnetrznego. Dlatego tez niekiedy w lotnictwie stosuje si¢ technike polegajacg na
rozwiercaniu ostro zakoriczonych wierzchotkéw szczelin co zmniejsza koncentracje napre-
zenia i w rezultacie spowalnia lub nawet zatrzymuje ich dalszy rozwdéj. Opierajac sie na
rozwigzaniach liniowej teorii sprezystosci (LTS) wartosci naprezenia wraz ze zblizaniem
si¢ do wierzcholtka szczeliny zmierzajg do nieskoriczonosci co sprawia, ze naprezenia sta-
ja sie osobliwe. Jest to oczywiscie fizycznie niemozliwe. Jednakze wynika to jedynie z
zastosowanego rozwigzania LTS, ktore zaklada czysto sprezyste zachowanie materialu,
gdy tymczasem w rzeczywisto$ci material w sgsiedztwie wierzchotka szczeliny poddany
jest duzym odksztatceniom, ktérym dodatkowo towarzysza liczne formy trwalych zmian
struktury materiatu. Pomimo tego, rozwiazanie oparte na koncepcji LTS dostarcza bardzo
wiele uzytecznych informacji, poniewaz charakteryzuje sprezyste pole odksztalceri poza
obszarem przywierzchotkowym i przez to, posrednio, opisuje warunki panujace tuz przy
wierzchotku szczeliny.

Jesli rozwazymy obszar bardzo blisko wierzchotka szczeliny, por. Rys. 2.1, to mozna
spodziewaé si¢ w jego okolicy bardzo duzych wartosci naprezenia dla 2ac > 180°. Powsta-
je réwniez pytanie o stopieri osobliwosci pola naprezenia? Na to pytanie odpowiedzial
Williams [45]. Stwierdzil on, ze naprezenie w najblizszym sasiedztwie wierzchotka karbu,
por. Rys. 2.1, r — 0, moze by¢ zapisane w postaci szeregu:

0ij(r,0) = Z err™ f1(0) = err™ £1(0) + ear™ fo(0) + . .. (2.1)
!

gdzie wspétczynniki e, funkcje fi oraz eksponenty Ay nalezy okresli¢. Jesli A\, sa wszystkie
dodatnie, wowczas naprezenia na wierzchotku karbu wynosza zero. W przypadku kiedy
naprezenia sg osobliwe, wéwczas co najmniej jeden z A jest ujemny, czyli ¢ — o0,
gdy r — 0. Nastepnie, jesli Ay < 0 oraz zalozony zostanie warunek \; < Ay < ..., to
naprezenia w poblizu wierzchotka podane przez wyrazenie (2.1) sg zdominowane przez
pierwszy czton:

0ij(r,0) = er™ f1(60), 1 — 0. (2.2)

13
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RYSUNEK 2.1. Schemat karbu.

Nastepnie poprzez odpowiedni dobér funkcji, zwanej funkcjg Airy’ego (x = x(r,8)),
ktéra poprzez rézniczkowanie w ukladzie wspétrzednych biegunowych definiuje sktadowe
stanu naprezenia:

10y 10%
UTT(T7 X) - ;E ﬁwa
2
oo (. 0) = g%, (2.3)
0,10
Ore(r.6) = (- 53)

oraz wykorzystujac warunki brzegowe, Williams otrzymuje nastepujace réwnania:
- dla symetrycznego obcigzenia

(A+1)sin2a +sin2(A + 1)a = 0, (2.4)

- dla antysymetrycznego obcigzenia
(A4 1)sin2a — sin2(A + 1)a = 0. (2.5)
Roéwnania (2.4) i (2.5) mogg by¢ latwo rozwigzane dla uzyskania A, przy okreslonej
wartosci «, por. Rys. 2.2. Jedli rozwigzanie daje wiecej niz jedng wartosé¢ A, wowczas wy-
bra¢ nalezy warto$¢ najmniejsza. Jesli wartos¢ kata wzrasta, stopient osobliwosci réwniez

wzrasta, az do osiggniecia A = —% przy 2a = 360°. Karb ten wéwczas nazywany jest
szczeling,
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Antisymmetric

=)
o
I

Symmetric

o
w
—

180 220 260 300 340 360
20

RYSUNEK 2.2. Stopieri osobliwo$ci pola naprezenia.

2.2. Pole naprezenia

2.2.1. Sformulowania podstawowe teorii sprezystosci

Sktadowe tensora naprezenia w tréjwymiarowej przestrzeni x,y,z oznaczamy jako
Ozzy Oyys Ozzy, Oy, Ozz, Oy.. Dla plaskiego stanu naprezenia o,, = o0, = o0, = 0,
za$ dla plaskiego stanu odksztalcenia skladowa odksztalcenia e,, = 0, z czego wynika,
ze 0,, = V(04y + 0yy). Dla plaszczyzny réwnania réwnowagi (przy braku sit masowych)
mozna wyrazi¢ w nastepujgcej postaci:

004 00y 0oy, 0oy,

et =0 =0 (2.6)

Jesli przemieszczenia w kierunkach x i y oznaczymy odpowiednio u i v, to odksztalcenia
wyrazg si¢ jako:

ou ov ou Ov
Tr — [ - A5 Ty — A~ . 2.
T W oy T T ar (2.7)

Natomiast relacja miedzy naprezeniem a odksztalceniem w przypadku plaskiego stanu
naprezenia jest postaci:

Eeyy = 04y — VO, FEeyy =0y — V04, UEzy = Ouy, (2.8)

a w przypadku ptaskiego stanu odksztalcenia wyraza sie jako:

v v
Eeyw = (1 — 1/2) (Uxx - —1 — I/O-yy)’ EEyy = (1 — 1/2) (a'yy — :Uxx), HEzy = Oy,

(2.9)
gdzie, p to modut $cinania (u = 2(1—%11/)), E - modul Younga, v - wspdtczynnik Poissona.
Réwnania réwnowagi (2.6) sg automatycznie spelione gdy:

92 92 92
X X X (2.10)

Ozx = 7 59 Ozy = "5 535 Oyww= 575 5-
Oy? v 0xy W o2
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Funkcja x jest funkcjg naprezenia Airy’ego, a wyrazenia (2.10) opisujg skladowe tenso-
ra naprezenia podobnie jak (2.3) w ukladzie wspéhrzednych biegunowych. Podstawiajac
réwnania (2.7) i (2.10 ) do wyrazenia (2.8) oraz podwdjnie rézniczkujac otrzymaé mozna
rownanie biharmoniczne:

Vix =0 lub V*(VZy) = 0, (2.11)
przy czym
), O? P . -
V* = — + — — dla ukladu wspéirzednych kartezjanskich,
ox?  Oy?
b ? 10 1 02
2 9 Lo Lo ) .
Vo= 52 + ~ + 20 dla uktadu wspétrzednych biegunowych.

Generalnie, funkcja Airy’ego x peni bardzo wazng role w zagadnieniach ptaskich, w
szczegbdlnosci w przypadku plaskich elementéw ze szczelinami lub karbami. Jednakze jej
wyznaczenie wymaga duzego doswiadczenia. Musi ona spelniaé¢ réwnanie biharmoniczne
(2.11), jak i réwniez skladowe tensora naprezenia uzyskane na podstawie np. (2.10) muszg
by¢ zgodne z warunkami brzegowymi problemu.

lop

111

1t
I

N

RysuNEk 2.3. Konfiguracja szczeliny i obcigzenia dla I modu obcigzenia.

Przypadek prostoliniowej szczeliny umieszczonej w nieskoriczenie duzej plycie i ob-
cigzonej jak na Rys. (2.3) analizowal Westergaard [46]. Podatl rozwiazanie, uznawane za
klasyczne, uzyskane poprzez zastosowanie odpowiedniej funkcji naprezenia. Wynikiem sg,
sktadowe tensora naprezenia podane w Tabeli 2.1 dla I modu obcigzenia. W oryginal-
nym rozwigzaniu zamiast Kj zastosowane jest wyrazenie o+/ma. Wspétezynnik Kj jest
nazywany wspétczynnikiem intensywnosci naprezenia (WIN), a indeks okresla sposéb
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obcigzenia. Poniewaz w praktyce pola naprezenia bywaja czesto bardzo zlozone, wpro-
wadzono w terminologii liniowo—sprezystej mechaniki pekania trzy podstawowe sposoby
(mody) obcigzenia szczeliny, a co za tym idzie trzy sposoby deformacji:

e Mod I — pierwszy sposéb obciazenia nazywany rozrywaniem, jest to normalne
rozwarcie szczeliny, w wyniku czego nastepuje przemieszczenie powierzchni szczeliny
prostopadle do jej polozenia, por. Rys. 2.4.a

e Mod I — drugi sposéb obcigzenia nazywany Scinaniem wzdhiznym. Wéwczas po-
wierzchnie szczeliny $lizgaja si¢ po sobie w plaszczyznie prébki, por. Rys. 2.4.b

e Mod IIT — trzeci sposéb obcigzenia, nazywany sScinaniem poprzecznym. Wowczas
powierzchnie szczeliny $lizgaja si¢ po sobie w kierunku prostopadlym do plaszczyzny
probki, por. Rys. 2.4.c.

Superpozycja tych sposobéw deformacji pozwala na uwzglednienie zlozonego stanu obcig-
zen szczeliny. Sposéb rozwiazania dla sktadowych tensora naprezenia w przypadku modow
IT i IIT jest podobny jak w rozwigzaniu Westergaarda, a wyniki sa przedstawione w dal-
szej czesci Tabeli 2.1. Wspdlezynniki intensywnosci naprezen mogg wiec charakteryzowaé

2%

\ 4
a) Mod 1 ) Mod II ) Mod III

RYSUNEK 2.4. Sposoby deformacji szczeliny

stan pola naprezenia, odksztalcenia i przemieszczenia w otoczeniu wierzchotka szczeliny
w zaleznosci od sposobu jej obciazenia. Nalezy dodaé¢, ze funkcje trygonometryczne we
wzorach podanych w tabeli sg niezalezne od geometrii prébki i od zewnetrznego obcigze-
nia. Od tych wielko$ci uzalezniona jest natomiast wielkos¢ WIN. Postugujac si¢ wzorami
z Tabeli 2.1, mozna réwniez zdefiniowaé rozwarcie szczeliny (COD) w okolicach jej wierz-
cholka, ktére wyraza si¢ jako:

g(r) = uy(r,+m) — uy(r, —m) = Ky — (2.12)

gdzie,
k =3 —4r — dla plaskiego stanu odksztalcenia,

3—v

1+v

K = — dla plaskiego stanu naprezenia.
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TABELA 2.1. Skladowe tensora naprezenia dla réznych modéw obcigzenia. Rozwiazanie oso-

bliwe.
WSP. KARTEZJANSKIE WSP. BIEGUNOWE
mod I mod I
Opr = I;Irrc g[l —s1ngsm 329] Opr = \/%[3 cosg — icos 32—9]
Oyy = 12{7Ir7' cos 2[1 + sin £ sin 2] Tgg = ;T[% cos & + i cos 2]
Oy = \/12(—C08951n90053—6 oro = [2( [1sm + 1 7 sin 39]
ux%g—;\/%cosi K — cos ) urgf—u o [(2"@—1)COS‘_COS%]
iy Z S TS T —cosf) | w2 L@t Doy s Y
mod II mod II
Oy = —\/KL sin 2 [2 + cos 3 % cos 30] Opp = \/KL sin 3 [1 — 3sin? ]
Oy = \/I;Lsm@cosgcosﬁ opp = \ZL[ 3sin $cos??]
Oy = \/I;% co [1 — sin § sin %] o9 = \/Igf cos §[1 — 3sin®%]
UI%IZ{—E =5 (2+I<L+COS¢9) uT%IAf—f (2k — 1)sin & +3sm329]
u, =80 /e 55(2—/4—(:059) ug =2 G /3= [~ (26 + 1) cos § + 3 cos ]
mod III mod III
Oz =2 [<2I7Ir1r[_ sin 2] Oy = I;I;Ir [sin ¢]
S BT oo S BT
uy = MZHI Vo= [sin 9]
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2.2.2. Dwu-osiowy stan obciazenia

Rozwigzania podane w Tabeli 2.1 nie sg dokladne, poniewaz uwzgledniaja tylko pierw-
szy, dominujacy czlon w szeregu (czesé osobliwa), za pomocg ktérego mozemy przedstawié
stan pola naprezenia w sytuacji szczegélnej jak na Rys. 2.3.

Jesli przypomnimy histori¢ rozwoju mechaniki pekania, to pierwsza praca, ktéra trak-
towala o koncentracji naprezenia byla praca Inglisa z roku 1913 [5]. Dotyczyta ona koncen-
tracji naprezenia wokét otworu eliptycznego. Nastepnie Griffith w roku 19211 1924, [1], [6]
uzyl tego rozwigzania jako rozwigzania bazowego dla rozwoju swojej koncepcji energe-
tycznego wzrostu szczeliny. Nastepnym milowym krokiem w rozwoju mechaniki pekania
byty prace Irwina w latach 1957-1960, [107], [10], [11]. Dostrzegl on uniwersalno$é¢ wyra-
zen opisujacych rozktad pola naprezenia i odksztalcenia w okolicy wierzchotka szczeliny
po analizie rownan Williamsa. Opieral sie réwniez na réwnaniach Westergaarda. Jednak
pierwszg osoba, ktéra dostrzegla istniejacg niescistosé w tych wyrazeniach byt Sih w roku
1966, [12]. Zauwazyt on brakujacy staly element rozwigzania. Pézniej Eftis i Liebowitz
w 1972, [13] wykazali, ze stalej czesci rozwigzania brakuje z powodu przeoczenia doko-
nanego przez MacGregora w roku 1935, [14], z ktérej to pracy korzystal Westergaard, a
pozniej Irwin. Pominiecie tego niezaleznego od odlegtosci od wierzchotka szczeliny cztonu
moze by¢ zrédtem btedéw, a w przypadku dwu-osiowego obcigzenia, Rys. 2.5, "rozwig-
zanie osobliwe" jest wyraznie niewystarczajace, sugerujac, ze dwu-osiowe obciazenie nie
wplywa na zachowanie szczeliny podczas procesu pekania. Pokazane bylo to m.in. w cy-
klu prac Eftisa et al. [15], [16], [17], gdzie wykazano konieczno$¢ uwzglednienia dwdch
cztonéw: pierwszego osobliwego i drugiego, statego. Oczywiscie mozliwe jest uzyskanie
pozostatych cztonéw (co zostalo przez autora niniejszej pracy, do pigtego wyrazu szeregu,
dokonane), jednakze traktowane sg one jako niefizyczne, poniewaz rosng wraz z oddala-
niem si¢ od wierzchotka szczeliny [4]. Nalezy dodaé, iz czlony te mozna wyrazi¢ réwniez
za pomocg WIN, co moze wydawaé sie nie tak oczywiste z powodu czestego definiowa-
nia WIN w kontekscie tylko osobliwego rozwigzania, a zatem traktowania go tylko jako
wielko$¢ reprezentujaca dominujacy czton osobliwy. Pelniejsze okreslenie pola naprezenia
dla dwu-osiowego stanu obcigzenia, mozna spotka¢ w kilku Zrédlach (w zaleznosdci od
pozadanej doktadnosci rozwigzania n), m.in. w pracy [26], gdzie zgodnie z Rys. 2.5:

Opz = Ooo(1 — k) cos 2a

e BN i Can ) 1 3() s P (14 i ?
2vma | \ 2a €55 S o %) 03 S

S (—)”+1/2cn[cos<n #3000+ ) sin0siny - )01}

+ Ku (= _1/2sin€ 2+cos€0053—(9 +§ . 1/2sing 2+cos2€
2¢/ma 2a 2 2 2 2\ 2a 2 2

/o \ 1TL/2 ' 1 1. . 1
+ Z (%) C,[2sin(n + 5)9 + (n+ 5) sin 6 cos(n — 5)9]}’

(2.13)
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tt1

ko*

ko™

22,

RYSUNEK 2.5. Dwu-osiowe obcigzenia szczeliny.

Ky r\ CoS i 1+ sin i sin 30 + 3(r )" cos® i
Oy = — — in — sin — — | — —
W oyma |\ 2a 2 27 2 2\ 2a 2

o0 r n+1/2 1 1 ' ‘ 1
+ Z (2_a) Cylcos(n + 5)«9 +(n+ 5) sin @ sin(n — 5)9]}
n=1

(2.14)
LD 0 N P U 1 A R Y
2v/ma |\ 2a oS By S5 7 ol9q) M2 3
oo r n+1/2 1 ' 1
_ ; (2_a> Cp(n+ 5) sin 6 cos(n — 5)9]},
e 6 30 3\ 0
O'xy 2\/ﬁ S 2COS2COS 2 2 2(1, S 2COS 2
17+1/2 1 1
—Z (2@) Cp(n+ 2)s1n9(:os(77 - 5)9}
" (2.15)

L _1/2cos§ l—singsing—e +§ s 1/2cos€ 1+sin2€
2\/7Ta 2a 2 2 2 2\ 2a 2 2

+Z (2a)n+1/2 C, Jcos(n + ;)9 —(n+ %) sin @ sin(n — %)9]},

n=
gdzie
M+31-3-...-(2n—1)
C, = (=1)"
n = )2n+2 2.4-...-(2n)

Wielu badaczy oraz inzynieréw uzywa nadal tylko pierwszego, osobliwego czlonu rozwig-
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zania. Jednakze tendencja ta w ostatnich latach zmienia si¢ na rzecz obliczen uwzgled-
niajagcych dwa pierwsze czlony. Koricowe réwnania w takiej postaci, dotyczace pola na-
prezenia w plaszczyznie dla dowolnej konfiguracji pojedynczej szczeliny i obcigzenia, por.
Rys. 2.6, mozna wyrazi¢ bazujac na sformulowaniach z pracy [23]:

KI 0 . 0 . 36 KH . 0 0 30
. | 1—sinzsin— | — —|2+cos-cos— | +1 2.1
Oz NoTT: cos 3 ( sin 5 sin 2 ) NoTT: sin 5 ( €os 5 €08 ) , (2.16)

, . K 0 | +si 0 . 30 N K 0 0 30 (2.17)
o~ _——_ cos— sin — sin — cOS — sin — cos — )

W\ 2mr 2 2 2 \2mr 2 2 2’

, . K1 .0 0 360 Ky 0 | 0 . 30 (2.18)
ol = sin — cos — cos — cos — [ 1 —sin = sin — )

W\ 2nr 2 2 2 \27r 2 2 2 )’

1

+ 72 (rcos+a) — M il rsin 6,

Iz 81t
KI ro. /1 0 KH ro. /1 . 0
u,, . 1/27T81n2<2(/€+ ) — cos 2) + . 5 S o 2( K) + sin 5 220

-3 1 '

+ 72 rsin9+MK+ (rcosf + a),
8u 8u

gdzie przyjmujac, ze og, = ko™, oy =7, o0 = 0>

e

ko>

T

RYSUNEK 2.6. Ogdlny sposéb obciazenia szczeliny
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T = 01,(00) = 0}, (00).

M= 20;y(oo),
K = /mao,,(c0),
Ky = Vmao,(00),

/ 00 1.2 0 2 o0t
0,,(00) = 055 8in” o+ 07 cos” o + 2075, sin v cos

/ oo 2 oo 1.2 o0 2
0,,(00) = 075 cos”™ a + o, sin” a — 2077 sinacos a,

(o.o]

2 2
vy )

ol.(00) = (o Opq) SiNvcos a + o7 (sin” @ — cos™

Nalezy dodaé, iz jak wykazano to w wielu pracach staly czton, T, w wyrazeniach okre-
slajacych pole naprezenia ma duzy wpltyw na kierunek oraz predko$é wzrostu szczeliny i
w zasadzie powinien by¢ uwzgledniony w obliczeniach. Po raz pierwszy wplyw tego czto-
nu uwzglednil Cotterell w pracach [18], [19], [20]. Zauwazyt on, ze chociaz w przypadku
szczeliny bedacej pod wplywem jedno-osiowego obcigzenia, prostopadiego do powierzchni
szczeliny, kat propagacji dla materialu jednorodnego jest zgodny z orientacja szczeliny
(6 = 0), to w przypadku rzeczywistego materialu moze nastapi¢ pewne male odchylenie
kierunku propagacji (6, = df) z powodu obecnosci przed wierzcholkiem szczeliny pewnej
nieregularnosci materiatu. Nastepnie podzielil on zachowanie szczeliny w tej fazie na dwie
klasy: I — gdy szczelina powrdci z powrotem do swojego oryginalnego kierunku wzrostu,
oraz II — gdy juz nigdy kierunek ten nie zostanie osiggniety. Co ciekawe, zachowanie to
zostalo zwigzane z wielkodcia, stalego cztonu T'. Tak wigc, gdy T' > 0, Sciezka szczeliny
bedzie odchylaé¢ sie od jej idealnego usytuowania, natomiast gdy 7" < 0 to zaburzenie
struktury materialu ma charakter lokalny i kierunek lokalizacji $ciezki wzrostu szczeliny
powrdci do swojej idealnej orientacji. A wiec, dla I modu obciazenia, wzrost szczeliny jest
stabilny dla 7" < 0 i niestabilny dla 7" > 0. Czton ten w literaturze angielskojezycznej
wystepuje jako ”T-stress”. Larsson i Carlsson [21], pokazali, ze czlon ten ma réwniez
znaczny wplyw przy wyznaczaniu ksztaltu i wielkodci strefy plastycznej, ktéra rozwija sie
przed wierzchotkiem szczeliny.

W przypadku systemu szczelin, a szczegdlnie w interesujacym nas przypadku rozwi-
jajacej sie szczeliny, istnieje problem uzyskania parametréw WIN, jak i 7. W jednym
z nastepnych rozdzialéw zaprezentowana zostanie metoda umozliwiajaca uzyskanie war-
tosci tych parametréw dla dowolnie rozwijajacej si¢ szczeliny. W przypadku obliczenia
wartosci parametru 7', wykorzystana zostanie niezaleznosé tej wielkosci od r i 6. Do tego
celu nalezy wykorzysta¢ wyrazenia (2.16) i (2.17) w nastepujacej postaci, definiujacej 1"

T=(, o) . (2.21)
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2.3. Wspdlczynniki intensywnosci naprezen.

Wspdlezynniki intensywnosei naprezen (WIN) sg podstawowymi parametrami uzywa-
nymi zaréwno w LMP, jak i w analizie zmeczeniowego wzrostu szczeliny. Pozwalaja one
okredli¢ stan naprezenia i odksztalcenia w otoczeniu wierzchotka szczeliny. Do obliczenia
WIN wykorzystuje si¢ metody analityczne, numeryczne i doswiadczalne. Ponizej opisane
zostang jedynie wybrane metody majace pewien zwiazek z zastosowanym w pracy po-
dejéciem. Natomiast obszerne oméwienie pozostatych metod znalezé mozna np. w pracy
Seweryna [28] (w szczegdlnosci metody numeryczne w mechanice pekania) oraz w pracy
Neimitza [4].

2.3.1. Metody analityczne.

Metody analityczne ograniczaja sie do zagadnieni o niezbyt duzej zltozonosci geometrii
[28]. Do metod tych nalezg m.in.:

e metoda funkcji zmiennej zespolonej (Muskhelishvili [47]),

e metoda transformacji catkowych (Bilby i Eshelby [39]),

e metoda funkcji Greena (Stedman [40]),

e metoda potencjaléw (Sneddon [41]),

e metody wariacyjne.

Metoda funkcji Greena zostala zaproponowana juz w roku 1928. Znajduje ona za-
stosowanie w wielu dziedzinach, m.in. w teorii sprezystosci do okreslenia naprezenia lub
odksztalcenia w dowolnym punkcie ciala bedacych reakcja, na przyktad, na site skupiona,
przytozona w zadanym punkcie ciata. Dla przypadku szczeliny umieszczonej w nieskon-
czonej plaszczyznie, gdy powierzchnie szczeliny obcigzone sg przez zréwnowazong pare
sit skupionych, por. Rys. 2.7, odpowiedzig, ukladu moze by¢ réwniez odpowiednia wartosé
WIN, okreslona dla wierzchotka B w nastepujacy sposob:

KP = o=y
yes a —

(2.22)
KI]? Q a+§

~Vra\a-¢

Dla wierzchotka A, wspdlrzedne £ nalezy zastapié¢ przez —&.

Jedli sity skupione zostang, zastapione obcigzeniem cigglym wzdluz powierzchni szcze-
liny, oy, oraz oy, to poprzez zsumowanie wpltywu obcigzen po diugosci szczeliny uzysku-
jemy:

(2.23)

Jest to jedno z mozliwych zastosowan rozwigzania (2.22). Jednakze rozwigzanie to
mozna wykorzysta¢ w bardziej ogélnym przypadku, np. do uzyskania WIN dla ciala ob-
cigzonego przez sily zewnetrzne. Jest to mozliwe przy uzyciu metody Buecknera [29], a
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y

P
L9
— e

PB

RYSUNEK 2.7. Szczelina przy zréwnowazonej parze sit skupionych [27].

mianowicie: " WIN modu I (K;) dla szczeliny w ciele obciazonym sitami zewnetrznymi
jest identyczny dla podobnej konfiguracji szczeliny, poddanej cisnieniu wewnetrznemu dla
ciata, na ktore nie dzialaja Zadne sity zewnetrzne. Przy czym cisnienie wewnetrzne oddzia-
tujace na szczeline jest rowne co do wartosci naprezeniu normalnemu wzdluz lokalizacyi
szezeliny, istniejacemu w ciele bez szezeliny i obciazonemu sitami zewnetrznymi". Ana-
logiczna sytuacja ma miejsce w przypadku naprezenia $cinajacego i WIN dla IT modu

(K1).

-Q
A -P
. .
(a) (b) (¢

RYSUNEK 2.8. Zasada superpozycji Buecknera [27].

Zasada ta jest zilustrowana na Rys. 2.8. Rys. 2.8a przedstawia cialo dowolnego ksztattu
zawierajace szczeline AB, ktére poddane jest dziataniu sit 7. W pierwszej fazie rozwig-
zania nalezy znaleZé pole naprezenia w ciele bez szczeliny Rys.2.8b, a w szczegdlno-
$ci wartosdei sktadowych naprezenia wzdhuz lokalizacji szczeliny, P(z), Q(x). Nastepnie
nalezy rozwazy¢ problem przedstawiony na Rys. 2.8c. Jest to to samo cialo, ale bez
obcigzenia zewnetrznego, a istniejacy stan naprezenia jest wynikiem obcigzeri przylozo-
nych na powierzchnie szczeliny. Wartosci te otrzymywane sg z rozwigzania poprzedniego,
ale z przeciwnym zwrotem, —P(x), —Q(x). Rozwiazanie to jest nazywane rozwiazaniem
korekcyjnym. Suma tych dwéch rozwigzann w przypadku szczeliny catkowicie rozwartej
odpowiada problemowi poczatkowemu, a WIN zwigzany z rozwigzaniem z Rys. 2.8c jest
rowniez WIN dla problemu wyjsciowego z Rys. 2.8a. Nalezy podkresli¢, ze to szczegdlne



2.3. WSPOLCZYNNIKI INTENSYWNOSCI NAPREZEN. 25

rozwigzanie podane przez wyrazenia (2.22) i (2.23) dotyczy cial o nieskoriczonych wymia-
rach.

2.3.2. Metody numeryczne.

W literaturze mozna znalezé wiele metod numerycznych rozwijanych przez licznych
badaczy. Maja one duze znaczenie praktyczne, szczegélnie w przypadku elementéw kon-
strukcyjnych o ztozonych ksztattach. W praktyce do metod najczeséciej wykorzystywanych
naleza;

e metoda kolokacji brzegowych (Gross et al., [42]),

e metoda sit masowych (Murakakami i Nemat-Naser [43]),

e metoda funkcji wagowych (Bueckner [30], Molski [31]),

e metoda linii dyskretnych (Liskovets [32]),

e metoda réznic skoriczonych (Liszka i Orkisz [33]),

e metoda funkcji brzegowych (Fleming et al. [34]),

e metoda elementéw skoriczonych (Zienkiewicz i Taylor [35]),

e metoda elementéw brzegowych (Banerjee i Butterfield [36], Burczynski [37]).

Wéréd tych metod metoda funkcji wagowych jest numeryczng aplikacjag metody funk-
cji Greena i jest czesto stosowana. Bazuje na twierdzeniu Bettiego o wzajemnosci prac
i zostala zaproponowana przez Buecknera [30]. Metoda zaklada, ze zaréwno WIN dla
pewnego szczegllnego obciazenia, K, jak rowniez odpowiadajace mu rozwarcie szczeli-
ny, u;(a, x), gdzie a jest polows dhugosci szczeliny sg znane. Natomiast WIN dla innego
obcigzenia jest dany w postaci:

2a
K = / oyy(2)H (a, z")da’, (2.24)
0

gdzie H(a,z') jest funkcja wagowa, definiowana jako

o 1 dupla,)
k+1Kf 0da

H(a,z") = (2.25)

gdzie oyy(z') jest obcigzeniem powierzchniowym wzdiuz lokalizacji szczeliny uzyskanym
z rozwigzania bez szczeliny zaleznym od nowego obcigzenia oraz ' = x + a (dla $rodka
szezeliny x = 0). W przypadku szczeliny umieszczonej w plaszezyznie o nieskoriczonych
wymiarach, jednoosiowo rozciaganej, na podstawie paragrafu 2.2.1

1
K{ = opV/ma, wu,(a,z") = KJ; oo\ T (2a — ).
I

Woéwcezas réwnanie (2.24) mozna wyrazi¢ jako:

1 2a o v
KIZ\/ﬁ i ogy (') 2a—x’dx' (2.26)

Jedli o' zastgpione zostanie przez £ + a otrzymujemy pierwsze z réwnan (2.23).
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2.4. Wprowadzenie do Metody Osobliwych Réwnan Catko-
wych typu Cauchy’ego.

Metoda proponowana w niniejszej rozprawie jest specyficznym wykorzystaniem me-
tody Buecknera [29] w modelowaniu szczelin za pomocy dyslokacji krawedziowych, dla
ktérych znana jest funkcja Greena. Metoda polega na poszukiwaniu takiego rozkladu
dyslokacji wzdtuz linii lokalizacji szczeliny, aby zréwnowazy¢ obcigzenie powierzchniowe
szczeliny. Wielko$é tego obciazenia powierzchniowego wynika z rozwigzania problemu roz-
ktadu naprezenia bez szczeliny wzdtuz jej lokalizacji. Zamiast dyslokacji mozliwe jest tu
rowniez uzycie np. pary sit skupionych. Wynikajacy z metody uktad osobliwych réwnan
catkowych typu Cauchy’ego jest rozwigzywany numerycznie.

2.4.1. Dyslokacje

W nieskoniczonej przestrzeni dwu-wymiarowej dyslokacja moze by¢ rozumiana jako
naciecie w materiale. Naciecie to moze przyjmowaé dowolny ksztalt, a dyslokacja jest
okreslona za pomocg przemieszczenia pomiedzy sasiednimi punktami obu stron nacie-
cia. Wzgledne przemieszczenie punktéw po obu stronach nacigcia okredla si¢ za pomocs,
wektora Burgersa. W rozwazanych zagadnieniach model jest dwu-wymiarowy, dlatego tez
dyslokacja, ktora bedziemy si¢ postugiwaé jest dyslokacja krawedziows. Dyslokacja ta le-
zy w jednej plaszczyznie, a zaburzenie w strukturze materiatu jakie wywotuje powoduje
powstanie w materiale naprezenia. To pole naprezenia jest niezalezne od samego ksztattu
naciecia, ale zalezne od skladowych wektora Burgersa (b2, bg) ktore go charakteryzujg. W
literaturze spotyka sie dwie wizualizacje przedstawiajace dyslokacje o skladowej wektora
Burgersa b2. Przedstawione sa one odpowiednio na Rys.2.9 oraz Rys.2.10. Na rysun-

RYSUNEK 2.9. Model dyslokacji krawedziowe]j poprzez otwarte przemieszczenie [27].

kach tych mozna zauwazy¢ gwaltowny "skok" pomiedzy powierzchniami nacigcia, ktéry
w kierunku x mozna zapisa¢ jako ul — u; = b2.

W pracy rozpatrywane sa dwa mody obcigzenia szczeliny, I i II, ktére moga by¢
modelowane przez dyslokacje krawedziowa. W przypadku modu III obcigzenia szczeliny,
konieczne jest modelowanie przy uzyciu dyslokacji srubowej (ang.: screw type), ktéra
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RYSUNEK 2.10. Model dyslokacji krawedziowej poprzez styczne przemieszczenie [27].

posiada sktadows, wektora Burgersa b2 [38].
Przemieszczenia bedace wynikiem obecnosci dyslokacji jak na Rys.2.9 i 2.10 mozna
zapisa¢ w nastepujacej postaci [44]:

B 2
ux:bix(/{jtl)é%— Y :
2n(k + 1)
(2.27)
% e 1)legr 4 22
Yy = 27(k + 1) " BT 2|

gdzie, 1% = 2% + ¢

W ogélnosci wektor Burgersa w plaszczyznie posiada dwie skladowe b° i b?. Tak
wiec pole naprezenia w dowolnym punkcie (z,y) bedace wynikiem obecnosci dyslokacji
okreslonej za pomocs wektora Burgersa o sktadowych (b2, byB) moze by¢ zapisane jako:

e — et 4| 428 S -] |,
ayy(x,y):%{bﬁ_ f—4(x2—y2)] +bBl (22 + 3y?) H (2.28)
rate) = 2] L o) | S -0 |

Sktadows wektora Burgersa bg definiuje si¢ przez analogie do skladowej b5.

2.4.2. Sformulowanie probleméw

Proponowana w pracy metoda wyjasniona zostanie na przyktadzie zagadnienia pro-
stoliniowej szczeliny o dlugosci 2a, umieszczonej w nieskoriczenie duzej plaszczyznie roz-
cigganej w nieskorniczonosci obcigzeniem o,y (x) prostopadle do szczeliny, por. Rys. 2.11a.
Zgodnie z zasada Buecknera, zagadnienie to mozna rozwigza¢ wykorzystujac superpozycje
rozwigzani probleméw przedstawionych na Rys.2.11b (problem A) i Rys.2.11c (problem
B). A wigc:

e Zadanie A. Jakie jest pole naprezenia o(z,y), por. Rys.2.11b, w materiale w

przypadku braku szczeliny? A doktadniej, jakie sg wartosci tego naprezenia wzdhiz
linii, gdzie ma znajdowacé sie szczelina (y =0, |z| < a)?
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e Zadanie B. Nalezy rozwazy¢ problem jak na Rys. 2.11c, bez obcigzenia zewng¢trzne-
go, gdzie szczelina zostata zastgpiong cigglym rozktadem dyslokacji krawedziowych.
Sa one traktowane jako zaburzenie w strukturze materiatu, ale wielkosé¢ tego za-
burzenia nie jest wcze$niej zalozona. Mozna ten problem réwniez przedstawi¢ jako
umieszczenie dodatkowego materialu w miejscu lokalizacji szczeliny, co generuje do-
datkowe, korekcyjne obciazenie na powierzchni szczeliny. Jakie wowczas jest to pole
naprezenia, o(z,y) indukowane w materiale? A w szczegdlnosci, jakie sg wartosci
tego naprezenia wzdtuz lokalizacji szczeliny?

Zgodnie z zasada, superpozycji interesujacy stan pola naprezenia uzyskuje sie poprzez

superpozycje tych dwéch problemow:

o(r,y) =0o(v,y) +o(x,y), (2.29)

pod warunkiem, ze warunki brzegowe sg spelnione na wolnych od obcigzen powierzchniach
szezeliny oraz w "nieskoriczonosci". W rozwazanym przypadku, &,,(z,0) = opo(z) oraz
0zy(7,0) = 0 dla wszystkich wartosci y. A wiec mozna sformulowa¢ nastepujace warunki
brzegowe:
N(z) = 0yy(2,0) = 0,5 (2,0) + G4y (2,0) =0, [|z|<a
S(x) = 04y(x,0) = T4y(x,0) =0, lz] <a (2.30)
5yy> 5xya 5-:(::(: — Oa gdy €T,y — Foo.

gdzie, N(x) i S(x) sg to, odpowiednio, sktadowe normalne i styczne naprezenia wzdhuz
linii szczeliny.

Rozwiazanie korekcyjne. Wartos$¢ korekcyjna naprezenia (z,y) moze byé okre-
Slona przez ciggly rozklad dyslokacji wzdiuz lokalizacji szczeliny, w tym przypadku

7, (%) 7y, (%)

11

T4y (%) Ty (%)

(@) (b) (©)

RYSUNEK 2.11. Zastosowanie zasady Buecknera [27].
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s B o RS
E o

(@) (b)
51§‘y=by(£)ag
—{ . -a g(x)
3 E+3E

(c) (d)

RYSUNEK 2.12. Modelowanie szczeliny przez dyslokacje.

|x| < a, por. Rys. 2.12a. W celu otrzymania naprezenia nalezy rozwazy¢ najpierw rozktad
dyslokacji wzdtuz infinitezymalnego odcinka szczeliny (€, £ 4 ), por. Rys. 2.12b, kt6-
ry traktowany jest jako pojedyncza skoncentrowana dyslokacja charakteryzowana przez
infinitezymalny wektor Burgersa 5byB = b,(£)d€, gdzie b, (&) okresla gestosé dyslokacji w
punkcie &, por. Rys. 2.12c.

Nastepnie wykorzystuje sie wyrazenie (2.28), ktére okresla pole naprezenia bedace
skutkiem obecnosci pojedynczej dyslokacji. W szczegdlnym przypadku (z zastgpione
przez x — & oraz y = 0, b® = 0) naprezenie normalne pojawiajace si¢ wzdhuz linii,
gdzie zlokalizowana ma by¢ szczelina, a powstate na skutek obecnosci pojedynczej dyslo-
kacji charakteryzowanej przez wektor Burgersa 5byB i umieszczonej w punkcie &£, moze by¢
okreslone w nastepujacy sposob:

B
Gyy(x,0) = 20,8 _ 2 b©) o¢. (2.31)
mk+1)x—¢ 7wk+1)x—¢
Wéwezas naprezenie zalezne od ciaglego rozktadu dyslokacji wzdhuz lokalizacji szczeliny
przyjmuje postac:

_ _ 2p “ by (&)
Oyy(x,0) = Tt 1) /_a xy— 555 (2.32)
gdzie b, (€), jest gestoscig dyslokacii:
doB
by(§) = gf)- (2.33)

Miedzy ta wielkoscig, a g(x) charakteryzujacg rozwarcie szczeliny (2.12) istnieje bezpo-
srednia relacja:

ow) = - [ "b, (6)de, (2.34)

lub

N

Zauwazy¢ nalezy, ze przy catkowaniu w drugim kierunku, tzn. z a do —a, otrzyma sie

by(§) = +dg(&)/d¢.

(2.35)
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Sformulowanie i rozwiazanie réwnarn calkowych. Rdéwnania (2.28) oraz fakt,
iz b, = 0, pokazuja, ze drugi i trzeci z warunkéw brzegowych (2.30) sg automatycznie
spetnione. Tak wiec, postugujac sie réwnaniem (2.30) oraz dodatkowo réwnaniem (2.32),
otrzymac¢ mozna nastepujace wyrazenie:

1 1 [/

—@%f%g@py:%[;%¥%@,|ﬂ<a (2.36)
zawierajace nieznang wielkos¢ jakg jest gestosé dyslokacji b, (§). Catka w (2.36) zawiera
charakterystyczne jadro typu (z — &)~t. Calki takie nazywamy catkami typu Cauchy’ego
i wystepuja one m.in. w plaskich zagadnieniach brzegowych teorii sprezystosci. Bardzo
duzy udzial w rozwoju metody analizy réwnan catkowych mieli rosyjscy matematycy,
przede wszystkim Muscheliszwili i Wekuy. W Polsce metoda réwnan catkowych w zagad-
nieniach teorii sprezystosci byta rozwijana przez takich badaczy jak m.in.: S. Kaliski, W.
Nowacki, R. Gutowski, W. Olszak, H. Zorski. Ponadto bardzo obszerng praca dotyczaca,
rownan catkowych i ich zastosowania jest 4 tomowe dzieto Pogorzelskiego, a w przypadku
zastosowan w sprezystosci szczegdlnie tom IV, [22].

Punkt z = £ w wyrazeniu (2.36) jest punktem osobliwym. Dlatego tez tego typu
réwnanie jest nazywane osobliwym réwnaniem calkowym pierwszego rzedu, poniewaz
nieznana funkcja np. tu by, wystepuje tylko wewnatrz catki. W niniejszej pracy réwnania
tego typu rozwigzywane sg z wykorzystaniem metody Gaussa-Chebyshewa rozwinigtej
przez Erdogana i Gupte, [54] i opisanej doktadniej w podrozdziale 2.4.3. Jest to rozwia-
zanie numeryczne, ktore redukuje réwnania catkowe do rownan liniowych. Istnieje jeszcze
kilka innych metod rozwigzywania tego typu réwnan, np. metoda Lobatto-Chebysheva
rozwinieta przez Theocarisa i Ioakimidisa [165]. Metoda ta rézni si¢ od metody Gaussa-
Chebyshewa tym, ze uwzglednia koncowe punkty przedzialu catkowania. Pomimo tego, iz
przy liczeniu WIN wlasnie te punkty sg najistotniejsze, to réznica w wynikach z wyko-
rzystaniem wspolczesnych komputeréw jest pomijalnie mata.

Nalezy dodaé, ze stosowane tu rozwigzanie wymaga dodatkowego réwnania. Wy-
korzystujac fakt, ze powierzchnie szczeliny sa zbiezne na obu jej koricach, a wiec,
g(—a) = g(a) =0, por. (2.34), formutuje sie dodatkowy warunek w postaci:

/w%@mgzo (2.37)

—a

Naprezenie w dowolnym punkcie materialu zawierajacego szczeline. Ce-
lem proponowanej metody jest uzyskanie rozktadu naprezenia w materiale zawierajacym
szczeliny 1 obcigzonym zewnetrznie w dowolny sposéb. Przykladowo, gdy problem doty-
czy szczegblnego przypadku jak na Rys.2.11 i przy zalozeniu, ze rozwigzano wyrazenie
(2.36) ze wzgledu na gestos¢ dyslokaciji by (§), skladowe tensora naprezenia wyrazi¢ mozna
jako, por.(2.28):

_ 2p R 2 2
o) = = [ 8O (@ - 0 — i
rle) == [ O @ - e o). (239)

— 2:“ ¢ B Yy 2 2
rafay) = = [ OB (@ - 02 =)

gdzie, r? = (x — £)* + 2.
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IT mod obciazenia. W przypadku obecnosci drugiego modu obcigzenia szczeliny
bedacego wynikiem obcigzenia na granicy prébki definiowanego jako o3y (z), to wynika-
jace z tego réwnania mozna uzyska¢ w sposéb identyczny jak w poprzednim przyktadzie,

a mianowicie: ( 0 . b (€)
K+ “ by
———0 2 (x,0) = — d¢,  |z| < a. 2.39
e e (239
Réwniez 1 przemieszczenie powierzchni szczeliny zwigzane jest z gestoscig wektora Bur-

gersa, b,, zaleznoscig: .
db dh

gdzie, h(§) oznacza relatywne, styczne przemieszczenie pomiedzy dolng a gdérng po-
wierzchnia szczeliny definiowane jako:

(2.40)

h(z) = ugy(x,0") — uy(z,07). (2.41)

Dodatkowo, podobnie jak dla sktadowej y, wymagany jest warunek:

/ﬂ@@mgzo (2.42)

—a

2.4.3. Numeryczne rozwiazanie ré6wnan catkowych osobliwych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie numeryczna metoda rozwiazywania sys-
temu rownan catkowych osobliwych typu Cauchy’ego metods Gaussa-Chebyshewa rozwi-
nietej przez Erdogana i Gupte [54].

Sformulowanie matematyczne wielu probleméw fizycznych, a szczegdlnie w teorii spre-
zystosci, sprowadza sie do systemu osobliwych réwnan catkowych postaci:

Lom
1 dt
—/Zawfl(t)m + /ka(w,t)fl(t)dt = gl(w), —-l<w<l i1=1,.... , M,
1 J

(2.43)
gdzie f;(t) s nieznanymi funkcjami, a;; sg to stale nieosobliwe, jadra k;;(w,t) zawieraja
sie w przedziale —1 < (w,t) < 1, a g;(w) sg znanymi funkcjami. Generalnie, w rozwaza-
nych w niniejszej pracy problemach, nieznana funkcja f;(t) bedzie wykazywaé osobliwosé
w obu koricowych punktach przedziatu (szczeliny) +£1. Mozliwa jest réwniez sytuacja, gdy
tej osobliwosci na jednym z koncéw szcezeliny lub na obu koncach nie bedzie. Jednakze w
kazdym przypadku poszukiwang, funkcje zastepuje si¢ przez wyrazenie:

Ei(t)

fit) = Fi(t)pi(t) = 1+ 6% (1 — )

(2.44)

gdzie p;(t) jest funkcja fundamentalng zalezng od zachowania f;(t) na koricach szczeli-
ny. Wykladniki o, §; okreslaja, stopnie osobliwosci, a Fj(t) jest nowa nieznang, ciagly
funkcja, w przedziale (—1,1). Jedli sytuacja dotyczy szczeliny umieszczonej w materiale
jednorodnym, to a; = [3; = 1/2 oraz

F;(t)

fi(t) = a—a)r (2.45)
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Roéwnania catkowe opisujace rzeczywiste problemy doprowadza si¢ do postaci (2.43) po-
przez normalizacje. Sprowadzajac przedziat [a, b] do przedziatu [—1, 1] relacjami:

28 =(b—a)w+ (b+a)
2 =(b—a)t+ (b+a) (2.46)
w=~¢/a, t =z/a.

Jesli rozwazymy nastepnie réwnanie
1 1
1/f(t) & +/k( DF(dt = glw), —1<w<1
— — w = g(w — w
T t—w ) g 7 )
~1 ~1

to dla pojedynczej szczeliny oraz na podstawie réwnania (2.44) otrzymujemy

1 1

1 F(t)dt F(t)
- T+ et = o)

-1 -1

F(t) musi ponadto speia¢ warunek
1 F
t
/ 7( ) dt = C,

(1—t2)1/2
-1

gdzie C' jest znang staly. Nalezy tu skorzystaé z nastepujacych formut:

1

1 F(t
/(t— 1—1&21/2 Z tk—wr

-1

L[ B ()
-

— $2)1/2 ’
St )2 =
gdzie
ty = cos(%(?k‘ — 1)), w, = cos % dlar=1,...,n—1

W wyniku tego rozwazane réwnania mozna wyrazi¢ jako system n liniowych réwnan
algebraicznych:

Z %F(tk)[ ! + 7k (wr, tr)] = g(w,),

tpy —w
=1 k T

n

1

z ktérych nalezy obliczy¢ F(ty), ......, F(t,).
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sl

s3 ??
s2

s4

RYSUNEK 2.13. Przypadek dwdéch polaczonych szczelin.

Przypadek polaczonych szczelin. W sytuacji, gdy rozwazana jest pojedyncza
szczelina, stopienn osobliwosci jest typowy tzn. «; = [3; = % Jednakze w miejscach,
gdzie szczeliny sg polaczone, por. Rys.2.13, lub ich wierzchotki majg kontakt z innym
materialem, wyktadniki oy, 3; réznig sie od % (patrz podrozdzial 2.8.2). W sytuacji jak
na Rys. 2.13, stopnie osobliwosci w punktach sl ¢ s2 sg réwne % Natomiast w punk-
tach polaczenia gléwnej szczeliny z odgalezieniem, s3, s4, stopient osobliwosci jest # %
Zastosowanie w tym przypadku powyzej prezentowanej metody nie jest mozliwe, ponie-
waz stopnie osobliwosci moga byé¢ np. zespolone. Istniejg co prawda metody pozwalajace
rozwigzaé¢ takie nietypowe przypadki, ale wigza si¢ one z duza komplikacjg obliczen,
co czyni je nieprzydatnymi w przypadku zmeczeniowego wzrostu szczeliny. Rozwigzanie
uzyte w niniejszej pracy bazuje na pewnym, ogdlnie przyjetym i szeroko wykorzystywa-
nym uproszczeniu, ktore w skali calego procesu zmeczeniowej propagacji szczeliny nie ma
istotnego wplywu na koncowe rozwigzanie. Uproszczenie to stosowane bylo przez wielu
autoréw juz w sytuacji dwéch polaczonych szezelin [51], [52]. Polega ono na zalozeniu,
ze stopien osobliwosci w punkcie s4 jest réwny % Mozna woéwczas zastosowaé metode
numeryczng przedstawiong powyzej. Nalezy jednak zauwazy¢, ze zalozenie takie wymaga
wprowadzenia dodatkowego warunku polegajacego na tym, ze dopdki stopient osobliwosci
w punkcie s4 jest mniejszy niz %, to warto$é¢ funkcji F'(t) w miejscu polgczenia szczelin
przyjmowana jest jako réwna zeru, np. F(-1) = 0. W rezultacie rozwigzanie takie moze
by¢ zastosowane do systemu N szczelin polaczonych ze soba, co bardzo dobrze odpowia-
da problemowi zmeczeniowej propagacji szczeliny. Rozwigzanie to réwniez zastosowane
bedzie w niniejszej pracy do przypadku szczeliny przechodzacej przez interfejs (Rozdzial
2.11).

2.5. Funkcje Airy’ego dla pojedynczych dyslokacji

W literaturze mozna znalezé wiele przykladéw funkcji Airy’ego opisujacych pole na-
prezenia, ktorych zrédiem jest dyslokacja krawedziowa. W niniejszej pracy bedzie wy-
korzystane rozwiazanie dla dyslokacji krawedziowej w okolicy sferycznej inkluzji umiesz-
czonej w nieskoriczonej matrycy [57] oraz dyslokacji umieszczonej w samej inkluzji [58].
Prace te bazujg na dwéch artykutach [55] i [56].

2.5.1. Dla sferycznej inkluzji

Uzywajac oznaczen jak na Rys.2.14 funkcje Airy’ego dla dyslokacji krawedziowej i
inkluzji mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Dyslokacja w matrycy:
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A Y
P(x,y)
(s, K1)
r 7]
ry
R b
n
2(pu, K2) ! b
o] wio o~

RYSUNEK 2.14. Szczelina w sasiedztwie okragtej inkluzji.

- dla wektora Burgersa w kierunku = dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzja)

x inc G me . . .
Xir = m ( —2rqlogrysin @y + (B + A)(rqlogry sin 6y — rlogrsin 6)+
+ (B — A)(ra02 cos Oy — 16 cos b + %9)— (2.47)
(B*—1)a, . (8% — 1)asin b, ,sin @
A 7 [sin 20, 3 " | — Aa — )
i B 2 _
eine _ Ghby ( —(2—A—B)rilogrysinf; — (B — A)(r16; cos 6, + uﬁl)),

oo T Tl 1) 3
(2.48)

- dla wektora Burgersa w kierunku y dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzja)

G.bB
#1) ( 2r1logry cos @y — (B + A)(rlog ry cos 0y — rlogr cos )+

y_inc

h (k1 +

+ (B — A)(’f’292 sin 92 — rflsin 9)+
(8% = Da
53

—[A(2B% — 1) + M(ky + 1) — 1]%10g7’ +Aa2ﬂ),

r

(8% — 1)a cos O (2.49)

A B T2 =

[252 logry — cos 26, +

y_inc
Xo1

G1b2
- m <(2 — A= Bjrilogricosby — (B = A)(rifsin b1+

2 _ _
+ WMM) — Mlﬂarrz).

(2.50)
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Dyslokacja wewnatrz inkluzji:
- dla wektora Burgersa w kierunku z dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

r_inc G2be E5) > .
X12_ = m — [2 — (B —+ A)]Tl log 71 S11 91"‘
- 1 — 32
+ (B — A)[—r10; cos by + ﬂﬁl]—i—
p . (2.51)
+[2H — (B+ A)|rlogrsind + (B — A)(rf cos — —0)+

g

Bt
r

z_inc G bB . — .
Xop = ﬁ < — 21y logry sin 0y + (B + A)rylog o sin Os+
2
‘ (2.52)
_ —(1=p%a, . 1—3?*)asiné
+ (B — A)rafy cos Oy + A%[Sln 205 + ( ﬁﬁ ) = 2]),
- dla wektora Burgersa w kierunku y dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)
inc G bB =53 s
- = ﬁ ([2 — (B + A)]rylogr cos 61+
— . (1—03%a = .=
+ (B — A)[—r16, sin0; + 5 logri] — [2H — (B + A)]rlogrcos 6+ (2.53)
- I — — 0
+ (B - A)rfsin b — %logr[B A+ (1-A)QF — (H - B)a®Z )
”
y_inc G2byB - T s> .
Xay = m 2rylogrycosfy — (B + A)rglogry cos by + (B — A)rayfy sin y+
—(1-p%a 1—pHacosly, — 1
+ A%[—252 log 9 + cos 205 + ( ﬁﬁ ) 2 2] + A1+ Q/@Z)@ﬁ),
(2.54)
gdzie,
6_EF_@ o 1-T _KQ—FKl o F(Iﬁl—l—l)
T a’ Gy 14Tk ke + T T (ke D) (ke — 1420
— I—1 — Thki—hs Ko+ 1 2T — 1) 94
F"‘KJQ’ FH1—|—17 F(Iil—i‘l)’ Q 2F+I€2—1 1—|—A

Indeksy 1 i 2 oznaczaja odpowiednio obszar 1 i 2.

2.5.2. W okolicy prostoliniowego interfejsu

Uzywajac oznaczen jak na Rys. 2.15 funkcje Airy’ego dla plaskiego interfejsu i dyslo-
kacji mozna zapisa¢ nastepujgco:
- dla wektora Burgersa w kierunku x
x str Glbe . .
Xi©m = ————=| —2rilogrisind + (B + A)rylogrysinfy+

m(k+1) (2.55)

+(B — A)raby cos By — 2 Acsin 205 — 2020 92]),

T
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RYSUNEK 2.15. Dyslokacja w bimateriale.

r str G b? .
Xop = m (—(2 — A—B)rilogr;sinf; — (B — A)ri6, cos6; + 2091), (2.56)

- dla wektora Burgersa w kierunku y

B
y_str G by

X = o <2r1 logry cosfy — (B + A)ralogry cos Oy+

(2.57)

0
+ (B — A)rafy sin by + +2Ac [2 log ry — cos 2605 + QCCO: 2] ) ,
2

y_str _ Glbg
X2, m(k+1)

W przypadku, gdy dyslokacja znajduje sie w drugim materiale, powyzsze funkcje ze
wzgledu na symetri¢ rozwigzania sg dalej wlasciwe pod warunkiem, ze zmienimy state
materialowe.

Indeksy liczbowe przy nazwie funkcji opisuja kolejno material, ktérego dotycza oraz
miejsce lokalizacji dyslokacji.

((2 — A — B)rylogrycos; — (B — A)(r16; sin 6y + 2¢ logrl)). (2.58)

2.5.3. Dyslokacja w prostoliniowym interfejsie

Uzywajac oznaczen jak na Rys. 2.16 funkcje Airy’ego dla dyslokacji w interfejsie moz-
na zapisa¢ nastepujaco

- dla wektora Burgersa w kierunku x

z_int Glb? i
: — _m (—(2 — A — B)rlogrsinf — (B — A)rf cos 9), (2.59)
o_int _ Giby —(2—A—B)rlogrsinf + (B — A)rfcos 6 (2.60)
> w(k+1) : 7 |
- dla wektora Burgersa w kierunku y
y_int _ 7G165 (2—A—DB)rlogrcos — (B — A)rfsiné (2.61)
X2 - 7T<Ii i 1) g ) ’
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A y

2K ;)

o4, Ky)

RYSUNEK 2.16. Dyslokacja w interfejsie

B
y_int Glby

1 = m ((2 — A— B)rlogrcosf + (B — A)rfsin 9). (2.62)

2.6. Pole naprezenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Gre-
ena.

Wykorzystujac funkcje Airy’ego oraz nastepujace wyrazenia:

oy 1

12 2, _
920y = 4V X, VY =0, (2.63)
2Gu, = _Ox + (K + 1)8_1/;7
ox dy
O o (2.64)
2Guy = _a_y + (/f + 1)%,
X % %
Ogz = 8—y2’ Opy = —m> Oyy = o2’ (2-65)

mozna uzyskaé¢ naprezenie w dowolnym punkcie matrycy zalezne od potozenia dyslokacji
i rodzaju interfejsu.

2.6.1. W sasiedztwie sferycznej inkluzji

Pole naprezenia w matrycy, ktérego Zrédlem jest dyslokacja krawedziowa w sasiedz-
twie sferycznej inkluzji mozna wyrazi¢ w postaci [59]:

W(K’l + 1) 1_inc

__ 7inc B inc B
" i@y, co) = R (@, Y, co)by, + R (T, Y, ¢0)by

1 - i i
MU;EIHC(JI7 Y, CO) = h;ricl (JI, Y, Co)bg + h;r:; (JI, Y, Co)byB, (266>
H1
1 .
T4 1) i

o o (Y, ¢0) = hizr;i(x,y, Co)bE + h;‘; (x,y, co)by,
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gdzie
, 222 3 —-1R 6xoy  Sxdy
At = —2(1 - 1) 5 + (34— B—4A-2)% — 24 —| - 2
e LA e | R
-1 4 B— A2 2
) dop\ Ryl B A2l (A By
: 222y 4 y 42 B— AzyR
hire — _9(1 it RV B Al 1 2 . B Al 1l g 9 TTTI
R L O R L 9 e
oal1 422\ R?y A/B -1 2yR 43\ 2z, (2 —1 473\ R
B oz )t T g g2 2 )2 B o2 )z
2 2 2 2 2
25(32 I IL’2 T
hite = —2(1 — =1 4+ (3A — B —4A=2)5—
=T e
2A/62 -1 8x3 N 8x2 % —1 423\ Rzy | R (2.67)
R R R R AN VI |
2% 1 202\ R 422\ R*x
3A— B —4A— B-A)-s|1—-—)|5+243— — | —
~ D% ag(1- 2 ) Feaa(s- )
2
e 93— 2" (544 4A$%$2 +(5A+B - 4Az)ﬁ

2 2

/82—1< 4:B2>Rx2]R_

/62_1[ 2 2

—A 2(2 — — +16

7 (2—57) —4(5 6) o 3 2 )7 |

R’z 1 202\ R

—QA(?’—ﬁ)j—5<1—ﬁ);{fl(2ﬁ2—1)+M(1+m2)—l},

inc __ 2‘7:% L1 41'% 1'2 42 X

AP e 22 _dag\ay P10 4w\ Ri| R

Aﬂ[% )T T )R T 2 @ﬂ*

1 222\ R

222y 422\ 1 vy 422\ 1 y
th:—Ql——l_ B A 2 Z _ |B A 1 - = J
nm =g [pea(- ) - [pea(- 5 e
B -1 ) 8a2\ zay B2 —1 422\ Ry] R
2A—— || 20° — 4+ —= 2\

A A= )77

12zyR 4%\ R*y

2

{ (283 —1)+M(1+m)—1}ﬂ i +2A<1—?)—
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gdzie

Co 1—m Ko — MKy
b R’ 14+ mk;’ Ko +m

_ B2 m(l+ k1)
pr’ (m + ko)(k2 — 1+ 2m)’

2

Tl =T — Cy, T2 x——,r2:x2+y2,
2 2., .2 .2 R,
=@ —c) = (- )ty

2.6.2. W sasiedztwie prostoliniowego interfejsu
Pole naprezenia w materiale "1" od dyslokacji zlokalizowanej w tym samym materiale

mozna otrzymac¢ na podstawie [57| w postaci:

7T Hl _'_ 1 str str str
T ¥ L) sy, c0) = B3, g, VB + B (o, , )P,

K1
1
% igm(%y,co) _ hStﬂ(SL’ y,Co)bB hiir;(%y,co)bfa (268)
ﬂ-(’%l + ]') 1 str strl B strl B
T (2,y,¢0) = W2 (2, y, ¢o)b, hmyz (7,9, ¢0)by
gdzie
212 S8AC?
Pt = 21— =0 Y (34— B2 )Eﬂz@/( AAzs + 24Ac — 32Ac— +324c 2—),
vyl r2 2 r2 'r2  rd r2
S AT 2 2 2 r3 2

27 2
hita;l —2(1+ _)ﬂ + (B + A+ 4A— — 8AC— 32AC— 8A— — 32Ac 22 )g
3

23
7“1 7’1 7’2 2 7’2 7’2 )

3

2
P = 91 — ”“;1)”“"1 <3A B- 4A CaAcl 1324672 32402
v rt i () r3 7’2
1

—24A 5 + 32,4@25“—3) =,

7”2 7’2 7’2

222 2 1

Bt =2(3 - TH)T ¢ ( BA— B +4A22 + 32Ac— - 32Ac— — 24A*=

yy2 2 2
LT 2 2 2 2

132428 )- _ 445
7’2

r3 r3’
2
Rl = —2(1 - ?)“Tl <A +B-— 4A— - 16Ac— + 32Ac— £ AUAS
r? r? r3 r3 ) 3

_3242% )— — 4A—
7"2
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3

40
- 223y x5 To To s
o ryoTy T3 T3 T3 Ty
8AC 2
o 32A02x—i) v
T3 ry ) T3

gdzie r1 = x — ¢,, To =T + C,.
W przypadku, gdy dyslokacja pozostaje w materiale "1", to pole naprezenia w sgsied-

nim materiale "2" mozna wyrazi¢ jako:
1
M 2_St1”(x’ y7 CO) = hStl‘2(x’ y7 CO)bE 2

str2 B
+ R (T, Y, Co)by

I Jyy yyl
1
LY oo, 6) = W2, e+ B2 bl (2:69)
H1
1
T o2 ) = el + 12, ),
1 zy
gdzie
22 23 2
B2 = —(2 - A= B)(% + “) 4 (B - AT —2c=
zx ’r’l Tl Tl /rl
23 2x 23 1 222
hstr2:_2_A_B ﬂ__l_B—A o -1 2c¢(—— =1
v = (5 = 2 = (B= A=+ )+ 20+ =),
y 213y 2y | 2aiy 1Y
hstr2:_2_A_B <z _ —(B—- A (-2 2
yyl ( )(r% ri )= ) r? * ry ) ¢ rd
str 1 21' 2$3 1 12
W= (2= A= B)(= 5 + ) = (B = A +2(—5 + )]
1 1 1 1 1
st y 2ty 2y |, 251y
W2 = (2— A— B)(—5 + =) — (B — A)| ri + 267,
1 1 1 1
3z, 2x 2r; 2z 1 222
) (B A - T 2~ )]
] i or]

"2 =(2—-A—-B
2 - "
W sytuacji gdy dyslokacja znajduje sie w materiale "2" réwnania powyzsze sg wlasciwe
z zachowaniem uwag z Podrozdziatu 2.5.2.

2.6.3. W prostoliniowym interfejsie
Dla dyslokacji w interfejsie pole naprezenia mozna wyrazi¢ nastepujaco, por. [57]:

m(ky +1 in in in
T L) o1 (0, 0) = 7y, )2 + B, c B,

L yy vy
(k1 + 1 i ; '

( /1J’1 ) ;fmt(xvyuco) = h’:::i (x,y,co)bf + h’izz(x’y’c")byB’ (270>
m(ky+ 1 in in in
%0’;5 t(l’, Y, CO) = hzyi (l’, Yy, Co)bE + hzyi (ZIZ’, Y, Co)byBa
gdzie
2
pt = (B -34+2)% —4%(A— 1),

yyl
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2
int T x?’
R :_(2_3A+B)ﬁ+4r_4 1+A], (2.71)

3
nt x z
hny_(6—5A—B)T—2+4—<A—1),

3
pint z(—2+A+B)£2+4x—<1—A),
T T

T2

int Y 1’2
W= (=2+ A+ B) +4—(1 —A).

2.7. Zastosowanie metody

W tym rozdziale bedzie zaprezentowane rozwigzanie dla przypadkéw pojedynczych
szczelin umieszczonych w sasiedztwie dwéch rodzaju interfejsow: prostoliniowego i sfe-
rycznej inkluzji. Nastepnie metoda bedzie uogdlniona na zagadnienie z dowolng liczbg,
szczelin oraz mozliwoscig, ich tgczenia, czego konsekwencja, bedzie mozliwosé zastosowa-
nia jej do analizy zmeczeniowej propagacji szczeliny. Punktem wyj$ciowym prezentowa-
nych rozwazaii jest wprowadzenie z Podrozdziatu 2.4.2 oraz praca [59], w ktérej autorzy
rozpatrujg problem sferycznej inkluzji umieszczonej w nieskoniczenie duzej matrycy oraz
dowolnie zorientowang szczeling. Zgodnie z zalozeniami metody zadanie wymaga rozwa-
zenia kilku probleméw, mianowicie:

e Problem A. Dotyczy on sferycznego, sprezystego wtracenia (inkluzji) zatopionego

w matrycy bez szczeliny, por. Rys. 2.17.b, w ktérej pole naprezenia wynika z obcig-
zenia zewnetrznego (rozwigzanie podane w [47], patrz Dodatek). Dla rozwazanego
zagadnienia szczegdlnie istotne sg wartosci sktadowych naprezenia (z,y) wzdhuz
linii, gdzie szczelina ma by¢ zlokalizowana (y = 0, |z| < a).

e Problem B. Nalezy tu rozwazy¢ problem inkluzji oraz szczeliny bez obciazenia
zewnetrznego, por. Rys.2.17.c. W tym przypadku pole naprezenia w materiale,
o(x,y), jest rezultatem dziatania sit na powierzchni szczeliny. Jak wspomniano po-
przednio sity te moga by¢ rozumiane jako rezultat oddzialywania nierzeczywistego,
dodatkowego materialu oddzielajacego powierzchnie szczeliny. Szczegdlnie istotne
sg wartosci naprezenia wzdtuz linii szczeliny, y = 0.

Zgodnie z zasada, superpozycji (2.29) oraz wyrazeniem (2.30) formutuje sie réwnania

poczatkowe na linii lokalizacji szczeliny:

Oyy(2,0) = Gy (2,0) + Gy (2,0) =0, |z| < a,
Oy (2,0) = G4y(2,0) + 04y (2,0) =0, |z < a, (2.72)

Oyy» Ony: Oz — 0, gdy x,y — Fo00,

gdzie do rozwigzania problemu B, 7(z,y), wykorzystuje sie model szczeliny reprezento-
wany przez ciagly rozklad dyslokacji krawedziowych. Do rozwigzania nalezy wykorzystaé
odpowiadajgcg problemowi funkcj¢ Greena zdefiniowana, w podrozdziale 2.6.1. W przy-
padku czystego rozciggania szczeliny, por. Rys. 2.17, 7,,(x,0) = 0.
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RYSUNEK 2.17. Konfiguracja szczeliny i inkluzji w nieskoriczonej matrycy. Zasada superpozy-
cji.

Zgodnie z [59] oraz [60] mozna opisang powyzej metode uogdlni¢ tak, aby byta mozli-
wos¢ jej zastosowania dla przypadku wielu szczelin. Przyjmujemy wtedy, ze matryca za-
wiera ,ciecie” wzdhuz gladkiego tuku L przechodzacego przez punkt (co, 0), por. Rys. 2.18.
Nastepnie przyjmijmy o,(s) i 0(s) s € L jako odpowiednio, normalng, i styczna, sktado-
wag wektora naprezenia na L w kompozycie bez cigcia, obie zalezne jedynie od obciazenia
zewnetrznego (rozwiazanie problemu A, 6(z,y)). Wezmy nastepnie punkt (cp,0) odpo-
wiadajacy punktowi s = sg na L (s jest dlugoscig mierzong na linii L) bedacy lokalizacja
dyslokacji charakteryzowanej wektorem Burgersa, b2 i bg’. Woéwezas wykorzystujac wy-
razenia (2.66) mozna uzyskaé¢ sktadowe naprezenia w punktach zlokalizowanych na L w
kompozycie bez ,ciecia”, ktérych jedynym zZrédiem jest opisywana dyslokacja w nowym
uktadzie wspétrzednych (¢, w), gdzie sktadowe naprezenia zaleza od (b, bB). Oznaczajac
a = a(s) jako kat pomiedzy osig z, a normalng do powierzchni w punkcie s (ag = a(so))
oraz pamietajac, ze (2.66) jest wazne dla x,y € L, skladowe naprezenia w punkcie s od
pojedynczej dyslokacji umieszczonej w punkcie s, 02(s,s,) i 0B (s, ,), mozna wyrazié
jako:

1
MUE(& So) = hnl(‘Sa So)bll‘? + hn2<8’ 80)1)57
H1

1
%aﬁ(& 50) = Pin1 (8, 50)bF + hina(s, 56)05,
1

(2.73)
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V<

1w, x,)

RyYSUNEK 2.18. Konfiguracja sferycznej inkluzji, pojedynczej dyslokacji i gtadkiego tuku L.

gdzie b2, bB sa sktadowymi wektora Burgersa w nowym uktadzie wspétrzednych (¢, w)

oraz hpy, hiny, (v =1,2) s dane przez:

Pt = (hag1 SiD 0y — hggs cOS o) cos® a + (hyy1 sin g — hyye cos ap) sin? a+
+ 2(hgy Sin g — hyyo €OS ap) sin a cos @,
Png = (hee1 €OS Qg + hago sin ag) cos® a + (hyy1 cos o + hyyo sin ag) sin? a+

+ 2(hyy1 cOs i + Py sin o) sin v cos a, (2.74)
hint = [(Paa1 = hyy1) sinag — (haaz — hyy2) cos o] sin o cos o+ |

+ (hay1 SiN Qg — Py €08 a) (sin® o — cos® @),

hing = [(haw1 — Pyy1) cos g + (Raza — hyy2) sin o) sin o cos a+

+ (hay1 €08 g + Ry sin o) (sin® a — cos® @),

Funkcje Nygd, Payd, Byya, (d = 1,2) oznaczaja wyrazenia hinC,, hg;cd, hf;;cd, (d = 1,2) okre-
slone przez réwnania (2.67) i beda tak oznaczane w dalszej czesci rozdzialu. Wyrazenie
(2.74) jest konsekwencja, transformacji sktadowych pola naprezenia (zaleznej od kata «) i
wektora Burgersa do nowego uktadu wspéhrzednych (zaleznego od kata ag) okreslonego na
L (patrz Dodatek). Jesli przyjmiemy, ze b; i b, sg ciaggly, nieznang funkcjg (zalezng od s,)

na L (0b2 = by(5,)08,, 02 = by(s,)05,), to rozwigzanie problemu B mozna sformutowadé
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nastepujaco:

Go(s) = /Laf(s, So)ds, = /L [hnl(sa 50)b1(80) + hna(s, SO)bw(SO)] o (2.75)

Tin(s) = /LJEL(S, So)ds, = /L [hml(s, 50)b1(80) + hina(s, so)bw(so)] ds,.

Wykorzystujac zasade superpozycji (2.29) oraz pamietajac, ze dy,(s) 1 d,(s) to odpo-
wiednio styczna i normalna skltadowa naprezenia na linii zalozonej lokalizacji szczeliny L
(wynik rozwigzania problemu A), powstaje uklad réwnarn w postaci:

~Gu(s) = /La,?(s,so)dsoz /L [hnl(&tht(sO)+hn2(8’80)%(80)} " (2.76)

—Gn(8) :/Lo—f;(s, So)dSOI/L {hml(s, so)bt(so)+hm2(8,so)bw(so)] ds,.

Warunek dla wektora przemieszczenia wymaga, zeby gestosé dyslokacji spelniata wa-

runek:
/ by(50)ds, = 0,
L

/ bo(50)ds, = 0.
L

Otrzymujemy wiec uklad réwnan (2.76) i (2.77) dla dowolnie zorientowanej szczeliny w
ksztalcie tuku umieszczonej w sasiedztwie sferycznej inkluzji.

(2.77)

y AW

RYSUNEK 2.19. Prostoliniowa szczelina w sasiedztwie okraglej inkluzji.

2.7.1. Sferyczna inkluzja i dowolnie zorientowana szczelina prostoliniowa

Rozwazmy szczegdlny przypadek pojedynczej, prostoliniowej szczeliny, por. Rys. 2.19.
Przyjmijmy (¢, w) jako staly uklad wspéhrzednych, przy czym koricowymi punktami szcze-
liny beda (¢1,¢) i (t2,c). Zdefiniujmy réwniez prostopadle i styczne naprezenie wzdhuz
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L, ktérego Zrédlem jest pojedyncza dyslokacja definiowana wektorem Burgersa b2 i byB
umieszczona w punkcie ty. Ze wzgledu na to, ze rozwazany problem pojedynczej szczeli-
ny nie wymaga transformowania wektoréw b2 i bg do uktadu wynikajacego z potozenia
szczeliny (por. 2.73), wyrazenia (2.74) upraszczaja, sie do postaci:

Y = hae cos® o + Py sin? v + 2hgy1 sin v cos a,
hYy = hpwo cos® o + P2 sin? v + 2hgye sin v cos av, (2.78)

RE 1 = (Maw1 — Byy1) sin @ cos @ + hy, (sin o — cos® @),
BY o = (Nawa — Byya) Sin @ cos @ + hgye(sin® o — cos® ).
Nalezy podkresli¢, ze stosowanie tych uproszczonych réwnan mozliwe jest tylko w przy-

padku pojedynczej, prostoliniowej szczeliny. W wyniku wspomnianego uproszczenia row-
nanie (2.73) sprowadza si¢ do postaci:

MO’B(S, S50) = h2,(5,8,)b5 + hP,y (s, so)bg,

n

. (2.79)
1 .
%af(& Sor ) = hbyi (5, 50)by + Ry (s, $0)by .

Natomiast wyrazenie (2.76) zapisujemy jako:

o(s) = / 0B (s, 8,)ds, = / {hzxs,so)bx(so)+h£2<8>80>by<s°)]ds°’ (2.80)

o) = [ o (sisds, = [ [hfm(s, 50)bu50) + Mgl so>by<so>] s,

a warunek (2.77) formutujemy jako

/ by (s,)ds, =0,
L

/ by(s,)ds, = 0.
L

Tak wigc w przypadku szczeliny prostoliniowej mozliwe jest wyrazenie relacji i wspol-
czynnikéw wymaganych do sformutowania systemu réwnan catkowych (2.80) w postaci
zaleznej od t, to oraz b i b}, czyli:

(2.81)

. to c
siha = ———, cosa =

) Y
Ve +td Ve +td
r=tsina+ccosa, y=csina—tcosa,

_ to(t — o)

tot + 2 — R? (2.82)
B U U S
VA + 13

(tot + ¢ — R*)? 4+ *(tg — t)?
c?+t2 ’

€ )

T% = (tO - t)27 T% =
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Jedli przyjmiemy naprezenie wzdhuz L otrzymane z rozwigzania bez szczeliny, 6 (s), oraz
wykorzystamy oznaczenia wynikajace z Rys. 2.19, to definiujac:

—0ww(t,c) = p1(t), —ouw(t,c) = pa(t), (2.83)
ba(s0) = —filto),  by(so) = —fa(to), (2.84)
system réwnan catkowych (2.80) i warunek (2.81) mozemy wyrazi¢ jako:

(k1 +1)
2

/fi(t)dt =0, (1=1,2).

Jadro Kl_ijr_m(t,to) reprezentuje wplyw dyslokacji umieszczonej w punkcie ¢, na punkt ¢.
Mozna pokazaé, ze dla t = ty jadro to zawiera osobliwosé¢ typu Cauchy’ego w postaci:

t1 2
:/Ejgfmmmﬁmum ((=1,2 t, <t <t),
=1
2 (2.85)

ﬂ:_( to ) 1 £:< c ) 1 ' (2.86)
T% 1/024—{;3 to—t’ 7’% 1/024—1‘;3 to—t

Osobliwosé tego typu mozna wyodrebnié z jadra réwnania catkowego wykorzystujac trans-
formacje (2.78) zastosowana, do czesci osobliwej réwnan (2.66) w postaci:

1nc sm/2 1nc_ sin inc_ sin inc_ sin

cos’a+ h sin? o + 2h

[ yl eyl Slhacosa =
212 222 223z (2.87)
(1+—1)£COS2CM—( ——zl)gsta—Q(l——2)—1$1nacosa— -
it it ri i Ty
1nc sin 9 — 1nc_ sin COS2 a+ hlnc_ sin sin a+ 2hinc_ sin SiT v cos @ =
xw2 yy2 zy2
2551 I 2 2331 . 9 2x1 Y 2 (2.88)
=—(1-—)Fcos"a—( ——2)—sm a—2(1-—)Ssinacosa = —,
i i i i ri 1
RS0 19 = (RS Pyt ™) sin o cos v + By (sin® o — cos® ar) =
222 222 222 )
=[-(1+ %)% +(1— %)%] sinacosa — (1 — _21)x1 (sin?a — cos® a) = o
LSRR LA i i Ty
. o o (2.89)
RS0 9 = (B 5™ — hayys~ ) sinavcos @ + " (sin® a — cos® o) =
222 x4 222 1 202y y
=[—(1-=0HS —(3-=1 sinacosa — (1 — =12 (sin® a — cos® a) = <.
125 - 3o 5h 5 (1= =%
(2.90)
Woéwcezas system réwnan (2.85) mozna przeksztalci¢ do nastepujacej postaci:
t1
(Hl + 1 / dt
_ fi(to k:mc(t to) fi(to)dto+
2u \/ 02 +tgto — t
(2.91)

t1

dt

/f2 Nhtuwm¢

/ kR (t, to) fo(to)dto,
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t1

(Iil + 1 / dt / inc
2 fl \/mt(] —¢ k (t tO)fl (to)dt07

(2.92)

t1

dto

/f2 \/mto—t /kmc(t to) f2(to)dto,

gdzie /’{:““C (t,to) jest jadrem nieosobliwym pozostalym po oddzieleniu czesci osobliwej
(2.87-2. 90) z przeksztalconych wyrazeni (2.66). Réwnania powyzsze rozwigzywane sg nu-
merycznie (patrz podrozdziat2.4.3). Rozwigzanie inne niz numeryczne jest bardzo trudne
juz w przypadku pojedynczej szczeliny, a w docelowo rozwazanym problemie pewnej duzej
liczby prostoliniowych szczelin praktycznie niemozliwe.

2.7.2. Prostoliniowy interfejs i dowolnie zorientowana szczelina

W przypadku zmiany konfiguracji geometrycznej problemu niezbedne jest wykorzysta-
nie wlasciwej funkcji Greena odpowiadajacej zadanemu problemowi (2.68). Nastepnie mo-
dyfikujac podane w poprzednim podrozdziale wyrazenia mozna uzyskaé rozwigzanie dla
szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do prostoliniowego interfejsu. Przyjmijmy

2(Hz,K5)

RYSUNEK 2.20. Prostoliniowa szczelina w sasiedztwie prostoliniowego interfejsu.

wiec (t,w) jako staly uktad wspéhrzednych oraz niech koricowymi punktami szczeliny be-
da (t1,¢) 1 (t2,¢). Kat «, okreslajacy pochylenie szczeliny jest w tym przypadku staly,
por. Rys. 2.20. Relacje i wspélczynniki wymagane do wyrazenia systemu réwnan catko-
wych (2.75) w postaci zaleznej od t, ty oraz od b2, bB mozna zapisa¢, por. Rys.2.20,
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jako:
l =tycosa — csina,

co = tosin o + ccos a,

r =tsina + ccosa, (2.93)
y=csina—tcosa+1[ = cosa(to — 1),
x1 = sina(t — ), 7 = (t — to)*.

Jesli teraz przyjmiemy naprezenie na L otrzymane z rozwigzania bez szczeliny oraz ozna-
czenia jak na Rys. 2.20 to definiujac

_wa(t> C) = pl(t)> _th(t> C) = p2(t)> (294)
ba(s0) = = f1(to),  by(so) = —fa(to), (2.95)
system réwnan catkowych (2.80) oraz warunek (2.81) mozemy wyrazi¢ jako:
(it o [
(k1 + str .
;Tpl(t) - /ZK; (t,to)fi(to)dto, (i=1,2;ty <t <1y)
1

to J=1

/f,-(t)dt:o, (i=1,2).

Wykorzystujac w podobny sposéb jak w wyrazeniach (2.87 — 2.90) transformacje (2.78)
oraz osobliwe czesci (2.68) mozna pokazaé, ze dla t = ¢y jadro Kf;r(t, to) posiada osobli-
wosé¢ typu Cauchy’ego:

(2.96)

X . )
E:—smato_t, —%:cosato_t. (2.97)
Postepujac podobnie jak w przypadku inkluzji otrzymujemy:
1
(21 + /fl t() COSOé t /k’Str(t to)fl(to)dt0+
(2.98)
/fg t() SlIlOé /k‘Str(t t())fg(to)dto,
1
(K,l i /fl to Sané /k’Str(t to)fl(to)dto, -
(2.99)

/f2 to) cosa

gdzie l{;Str t,t9) jest jadrem nieosobliwym pozostalym po oddzieleniu czesci osobliwej z
transformowanych wyrazen (2.68).

/ K3 (¢, to) fo(to)dto,
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2.7.3. Ogélne sformulowania dla szczelin

Wykorzystujac podstawowe rozwigzania podane w poprzednich rozdzialach mozemy
rozpatrzy¢ system N prostoliniowych szczelin Lj;, por. Rys.2.21. W tym przypadku wy-

"

RYSUNEK 2.21. Konfiguracja N — szczelin.

razenia (2.75) przybieraja nastepujaca postaé

v
~0ult) = 3 [ st tolt) + st o o,
i=1

(2.100)

s

N 7
~0u(t) = 3 [ Mo (5080)bi(t) + Pt o o,
i=1
72

gdzie hyy, by, (v =1,2) sg dane przez, por. Rys. 2.18:

Bt = (haz1 SN gy — hygo cOS aig;) c08% atj + (RByy1 Sin ag; — hyys cos ag;) sin® o+
+ 2(hgy1 sin ag; — hgyo cOs ag;) sin o cos o,

Bng = (hug1 €S gy + huo sin ag;) cos® aj + (Byy1 €08 ag; + By sin ag;) sin® o+
+ 2(hygy1 cos ap; + hgyo sin ag;) sin a; cos a4, (2.101)

hit = [(haz1 — hyyn) sinag; — (haze — hyy2) €Os ag;] sin a;; cos aj+ '
+ (hay1 SN gy — Iy cos ag;) (sin® o — cos® o),

hia = [(haz1 — hyy1) €08 g + (haza — hyy2) sin ag;] sin o cos o+

+ (A1 €OS Qp; + hgyo sin ;) (sin? a; — cos? a;)
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oraz

e 0,(t;), owm(t;) oznaczaja normalne i styczne skladowe naprezenia dla j-szczeliny
(wynikajace z rozwigzania problemu (A) - bez szczelin),

e by, by; jest nieznang, poszukiwang, i ciagly funkcjg (zalezna od to;) whasciwg dla i—tej
szczeliny,

e 7); jest katem pomiedzy giéwnym uktadem wspélrzednych a j-tg szczeling (dla giéw-
nej szczeliny j =i =1, g = 0).

e Nalezy zwréci¢ uwage, ze w przypadku bimateriahi, ze wzgledu na warunek cig-
glosci odksztalcen na polgczeniu dwéch materialéw, naprezenia 0,5 oraz o, por.
Rys. 2.22, muszg spehia¢ nastepujaca relacje:

- o Eo - Es ) ..
Oy =0y — 0 (Vi — 12 dla plaskiego stanu naprezenia
1 1
1—12FE (l+uv) B v
0502 = 0501 | 125— i (%ﬁ— 1 2 ) dla ptaskiego stanu odksztalcenia,
’ Tl =y - 1 — 2

m=1, 0,9 =0,5, dla materialu jednorodnego.

M et

D —

- —

<—

< El! % ’
00 4—

% 4— > o
< —
¢ —
D —
D —
D —
R —

[T

0

y,2

RYSUNEK 2.22. Przyklad obcigzenia bimateriatu.

Wprowadzajac notacje:
—0u(t;) = pa(ty),  —oum(t;) = p(ty), (2.102)

buwi(toi) = = fri(toi), bii(toi) = —fri(toi)
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oraz oddzielajgc czesci osobliwe od nieosobliwych mozna, uzywajac transformacji (2.101),
zapisa¢ réwnanie (2.100) W nastepujacej postaci:

Z / T ([ftxm)?smm FuiCtod) 22 ot 15,11

oz_t toz_t]

dtoi
cosn;’

+ fm(toi)k,ff(tj, tm-)] dij + (1 = dy) {fti(toi)Kg'j (i, toi) + failtos) Kol (2, toz‘)])

2 cosn; 2sinn; ¢
n 1\ Lot ng toz i\boi k]tatoz
Pun( Z/ Tt T ([ﬁ( Vo i) Rtk )

‘ . , dt,;
+ fm(tm‘)kffi(tj, toi>:| dij + (1 —0;5) [fti(toi)KZij (s toi) + fm(toi)Kfzji(tJ’ toi)} ) cosm;’
(2.103)

gdzie k7, k™

kM kY 1KY sa nieosobliwymi skladnikami przetransformowanych funkcji

Creena dla punktéw na tej samej szezelinie, tj. dla i = j. K7, K, K7, i K7 sq
to nieosobliwe sktadowe, ktore okreslaja, wplyw dyslokacji na linii L; na naprezenie w
punkcie o wspélrzednej ¢t = ¢; na linii L;, czyli dla ¢ # j. Zauwazmy, Ze osobliwosci
wystepuja tylko dla i = j i sg one typu Cauchy’ego. Wartos¢ indeksu dla ¢ = 1, 2 zalezy
od tego, gdzie znajduje sie aktualnie rozpatrywana dyslokacja. Dla dyslokacji w materiale
1 indeks ¢ = 1, dla dyslokacji w materiale 2 indeks ¢ = 2. Nalezy doda¢, iz w przypadku
formulowania réwnan catkowych dla szczeliny przechodzacej przez interfejs, nalezy ja
traktowaé jako dwie oddzielne szczeliny, ktore laczg sie w interfejsie. Spowodowane to jest
koniecznodcig rozpatrzenia ze szczegdlng uwaga punktu przejscia szczeliny przez interfejs.
Dodatkowo gestos¢ dyslokacji musi spelmia¢ warunek:

S

N 7
i(toi
Z ft(O)dtoi:0>
) cosn
tt
5 (2.104)
N 7
ni toi
S [ Ll gy,
—J cos,
t*

Powyzsze réwnania, dzigki uzyciu transformacji (2.101) sa wazne réwniez dla sys-
temu szczelin w sgsiedztwie inkluzji. Wowczas nalezy uzyé odpowiednich wyrazeri re-
prezentujgcych pole naprezenia od pojedynczej dyslokacji oraz przeksztalcerl opisanych
szczegblowo w poprzednich rozdziatach. Tak wigc wyrazenia Ay, KMEH iKY oraz
K, K", KJ i K" zaleine sa o od rozwiazywanego problemu, cho¢ zapis réwnai
catkowych (2.103) moze by¢ taki sam.

Podstawowym przyktadem zastosowania wyrazenia (2.103) jest szczelina z odgale-
zieniem umieszczona w sasiedztwie okragltego wtracenia, por. Rys. 2.23. Taki przypadek
rozpatrywany byt w pracy [60], w ktérej sformutowane réwnania odpowiadajg tym uzy-
skanym na podstawie (2.103).

W przypadku problemu dotyczacego szczelin w réznych materiatach system réownan
(2.103) bedzie odpowiadal sytuacji jak na Rys. 2.24, ktéra byla rozwazana w pracy [53].
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v

RYSUNEK 2.23. Szczelina z odgalezieniem w sasiedztwie inkluzji.

RYSUNEK 2.24. Dwie prostopadte szczeliny w bimateriale.
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2.8. Szczeliny w bimateriale.

2.8.1. Wstep

Jedli rozwazania dotycza modelowania dwéch polaczonych materialéw, to nie ma moz-
liwosci unikniecia problemu zwiazanego z polgczeniem tych komponentéw — interfejsu.
Wybér modelu interfejsu jest kluczowy, poniewaz determinuje zaréwno cechy fizyczne,
jak i numeryczne rozwigzanie. Najprostszym modelem polaczenia jest zalozenie, ze pola-
czenie jest idealne czyli jest linia laczaca dwa materialy. Jednakze zalozenie to powoduje
brak ciaglosci wladciwosci materiatu, a wigc i stalych materialowych. Jak bedzie to poka-
zane, model taki jest Zzrédlem wielu trudnosci. W przypadku szczeliny, ktora jest rozwarta
(ang.: open crack) i umieszczona w tak zamodelowanym interfejsie otrzymuje si¢ rozwia-
zanie, ktére ma charakter nierzeczywisty.

Innym modelem interfejsu jest zastapienie idealnego polaczenia cienka warstwa, trze-
ciego materiatu. Jednakze bardziej realistyczng, wersja tego modelu wydaje si¢ zastapienie
dodatkowego materiatu przez warstwe, w ktorej zmiana statych sprezystych odbywa si¢ w
sposéb ciagly. Powoduje to, ze materialy tworzace kompozyt przechodzg jeden w drugi w
sposéb ciagly tworzac interfejs w okreslonej przestrzeni. Nalezy wéwczas przyjaé¢ "odpo-
wiednia" funkcje opisujaca zmiane stalych materialowych w interfejsie mozliwie doktadnie
odwzorowujacy te sytuacje.

W niniejszym rozdziale opisane zostang powyzsze modele wraz z proba ich oceny.

Jesli rozwazymy szczeling, ktoéra rozwija sie w jednym z materialéw, a jej wierzchotek
osigga interfejs, to wéwczas szczelina moze:

e kontynuowac¢ propagacj¢ w drugi material pod innym katem propagacji w stosunku
do interfejsu niz dzialo sie to przed przejsciem przez interfejs lub tez kontynuowaé
wzrost bez zmiany wartosci kata

e kontynuowaé wzrost w interfejsie

e "odbi¢ si¢" od interfejsu

e zatrzymac sie w interfejsie
Istnieje jeszcze mozliwo$é, ze poczatkowa szczelina bedzie miata bezposredni kontakt z
interfejsem, np. bedzie cala umiejscowiona miedzy komponentami tworzacymi kompozyt.
Takie umiejscowienie szczeliny jest bardzo istotne z punktu widzenia wytrzymaltosci kom-
pozytéw. Jest rowniez najczestsza lokalizacja, defektéw, a wiec i poczatkowych szczelin, z
ktorych rozwija si¢ pekniecie. W niniejszym rozdziale dokonana zostanie préba przegladu
najwazniejszych modeli interfejsu i konsekwencji ich przyjecia.

Wszystkie te problemy musza, by¢ rozwazone, aby mozna bylo zaproponowaé efektyw-
ny model propagacji szczeliny w materialach zltozonych.

2.8.2. Idealne polaczenie materialéw

Klasyczne rozwazania dotycza zwykle problemu szczeliny, ktéra umieszczona jest w
calosci w materiale jednorodnym. Pole naprezenia w sgsiedztwie wierzchotka szczeliny
mozna w tym przypadku wyrazié¢ jako o;; o r~!/2. Jednakze w przypadku szczeliny
umieszczonej w interfejsie, rozumianym jako idealne polaczenie dwéch réznych materiatéw
pole naprezenia posiada inny stopieri osobliwodci tzn.: oy o< 1, X # —1/2.
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EZ’VZ El’Vl

RySUNEK 2.25. Bimaterial - przypadek idealnego polaczenia dwéch materialéw o réznych
modutach sprezystych.

Szczelina rozwarta umieszczona w interfejsie. W tym paragrafie bedzie mowa
o modelu szczeliny rozwartej, umieszczonej w interfejsie. Historie badan nad tym proble-
mem zapoczatkowat Williams, ktéry w roku 1959, [188], okredlit nature pdl naprezenia i
odksztalcenia w sgsiedztwie wierzcholka szczeliny umieszczonej w interfejsie. Pézniej En-
gland, w roku 1965, [75], podal wyrazenie na pole naprezenia (y = 0, || > a, Rys. 2.26)
w nastepujacej postaci:

ayy(x,O) B xT T+ a a T+ a
T ) N
X 70 3 |
Oay(2,0) 4" {sm(aln\x + a\) — QEéfCOS(é?lIl‘I + a\)},
052 2 — a2 T —a x r—a

gdzie znak + oznacza lewy i prawy wierzchotek szczeliny (w dalszej czesci rozwazany
bedzie jedynie prawy wierzcholek szczeliny), € jest stala, bisprezysta definiowang, jako

1 1+p
€= 27Tln<1_6), (2.106)
gdzie 3 jest parametrem Dundursa:
_ (k1 +1) — (k2 1)
po(k1 + 1) + py (ke + 1)’
st 1)t palies + 1) (2.107)
5= pra(k1 — 1) — pa (k2 — 1)
( )+ )

Cechy charakterystyczne wyrazenia na pole naprezenia w przypadku szczeliny w inter-
fejsie lub jego najblizszym sasiedztwie to:

e Gdy f =0 = e = 0, woéwczas wyrazenie (2.105) opisuje pole naprezenia w
materiale jednorodnym.

e Nawet pomimo przylozenia jedynie obcigzenia rozciggajacego, pojawia si¢ sktadowa
styczna, por. Rys. 2.26.

e Jesli rozwazymy obszar w najblizszym sasiedztwie wierzchotka, to gdy * — =a
wéwezas In|22| — oco. A wige dla [z| —a — 0 trygonometryczna czgs¢ wyra-
zenia oscyluje gwaltownie pomigedzy +1, a znak zmienia si¢ nieskoriczenie czesto
w bezposrednim sasiedztwie wierzchotka. Ten obszar niestabilnego charakteru pola
naprezenia jest stosunkowo niewielki, [75], przyktadowo dla e = 0.1 jest on réwny
okolo 10~7a poczawszy od wierzcholka szczeliny.
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RYSUNEK 2.26. Model rozwartej szczeliny umieszczonej w idealnym interfejsie.
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RYSUNEK 2.27. Charakter pdl naprezenia w okolicy wierzcholka szczeliny w interfejsie.

e Zauwazmy, ze wyrazenie w postaci pierwiastka sumy kwadratéw stycznej i normal-
nej sktadowych naprezenia, por. (2.105), traci charakter oscylacyjny:

\/o—;y@, 0) + 02, (x,0)

(2.108)

00
Uyy

To spostrzezenie bedzie bezposrednio wykorzystane w dalszych czesciach pracy, w
ktérych uzyty bedzie wspélezynnik uwalniania energii, G.
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Roéwnanie (2.105) mozna zapisa¢ réwniez w postaci:
fopusti
Oyy(x,0) +i0,,(z,0) = ﬁ{ (1 — 21’%5) {cos (51:(1\ i j_L Z\) + dsin (51:(1\ i j_L Z\)] }

oo(:)s—2ia5)‘x+a

=0, VP& t—a ( |
2.109

Erdogan [74] rozszerzyl powyzsze réwnanie na przypadek obciagzenia rozciagajacego i
$cinajacego:

‘is

(x — 2iae) x +a
. 2.110
g (2.110)
W literaturze istnieje kilka definicji WIN dla szczeliny w interfejsie. Jedng z nich jest
definicja podana przez Erdogana i Gupte [62], [76], postaci:

Oyy(2,0) + 04y (7,0) = [0, +ioy,]

i€
K = K, +iK, = V27 lim {(x — )12 <x_+a) [0y, (2, 0) + iogy (x, 0)]}, (2.111)
T—a x a
z ktérego, wykorzystujac réwnanie (2.110), otrzymujemy:
K =K, +iK, = [0, +ioy,|V/Ta(l — 2ig). (2.112)
Inna, nieznacznie réznigcy sie definicjg jest ta podana przez Rice’a [71], [73] w naste-
pujacej postaci:

k =k 4 iky = V2r lim{(z — a)"*(z — a)%[0,,(x,0) + io4,(z,0)]}, (2.113)

z ktérej, wykorzystujac réwniez wyrazenie (2.110), otrzymujemy:

k= ki +iky = [o)y +io5]V/ma(l — 2ie)(2a)", (2.114)
lub
k=Fk +iky =

= [o,, + ia;j/]w%{[cos(aln@a)) + 2esin(eln(2a))] — i[sin(eln(2a)) + 25008(5111(2@))]}.
(2.115)

Woéwcezas wyrazenie na pole naprezenia, wykorzystujac (2.114), mozna zapisa¢ w ogdlnie
znanej postaci jako:

E .
= re. 2.116
o—0 V2mr ( )
W pracy [80] podano w sposéb jednoznaczny wyrazenia na pole naprezenia w opisy-
wanej konfiguracji materiatu i szczeliny, a mianowicie:

Oyy(T) + 104y (2)

K [ 1 K, N ]

ol = Wiz _Ajfll — Ecos(é’ - @)} BN [A]fll + Esm(@ — @)_ ,
i K1 [ il 1 K2 i r2 1 . ]

oYy oy/2nr _Ajfzz + ECOS(Q — @)} — Nore: {A]f22 — Esm(@ — @)_ , (2.117)
i Kl Y 1 1. K2 i 0 1 1

Ohy = 02 _Ajflz - Esm(@ - @)] N {Ajflz - ECOS(‘Q - @)_ ;
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gdzie,
,

0
— () + 2
© = eln( 2@) + 5
Al — 6—5(7r—€)7
A2 _ ee(7r+0)’
fi, = 3cosO + 2esinfcos(f + O) — sinfsin(d + O),
fE = 3sin®© + 2esindsin(f + O) + sinfcos(d + O),
f2s = c0sO — 2esinfcos(f + O) + sinfsin(f + O),
fp = sin® — 2esinbsin(f + O) — sinfcos(d + O),
fi, = sin®© + 2esindsin( 4 O) + sinfcos(h + O),
f2, = —cosO — 2efcos(6 + O) + sinbsin(f + O).
Indeks j oznacza tu jeden z dwéch materialéw tworzacych bimaterial, a WIN uzyty
w powyzszych réwnaniach zostal okreslony na podstawie definicji (2.111) oraz funkcji
uzyskanej przez Rice’a [71], tzn.:

(2.118)

J7a

Ky = ———|oy + 2ec0,],
cosh(me) ™ ¥ Y (2.119)
Ky=—"—— 'ml[—afzz + 2¢e0,,].

cosh(me)

Definicja ta jest zgodna z jednostka WIN [MPa,/m| dla materialu jednorodnego. W
przypadku definicji (2.115) nie jest to spelione. Przez wiele lat bylo to powodem roz-
bieznosci, az do momentu, gdy Rice [73] zmodyfikowal swojg definicje WIN w interfejsie
wprowadzajac wielko$é charakteryzujaca, scale, 7:

k* = ki +iky = kP~ (2.120)

w wyniku czego:

k r r
Oy () + 104 (x = cos| eln— | +sin| eln— 2.121
W) +imnle) = |oon(ang) +isn(n)| ez
Jednakze rozwigzanie to nie jest jednoznaczne, poniewaz powstaje pytanie: jak dobraé
wielkos$¢ 77 Dodatkowo mozna zapisaé, ze:

VP + k3
(0yy)? + (00y)? = —F——,
\/ v2nr (2.122)

arctan<%) = arctan(ﬁ) — 5ln< )
Oy ]{72

Z réwnan tych wynika, iz modul ze skladowych naprezenia jest niezalezny od wielko-
$ci 7, natomiast argument jest zalezny od tej wartosci. Rice zasugerowal, ze warto$é¢ r
moze by¢ przyjeta jako np. lpum. Jednak dowolnosé wyboru tej wartosci jest Zrédlem
niejednoznacznego okreslenia pél mechanicznych przed wierzchotkiem szczeliny.
Wielkosci K7 oraz Ky (lub ky oraz ks) sa wprowadzone jako koncepcja zblizona do
sytuacji w materiale jednorodnym. Nie mozna ich jednak utozsamiaé¢ ze wspotczynnikami

<3
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Ki oraz Kip. Nalezy dodaé, iz Ky, Ky (lub ky, k) sa zalezne od obciazenia, podobnie jak
WIN dla materialu jednorodnego, oraz charakteryzuja pole naprezenia przed wierzchol-
kiem szczeliny.

Bardzo interesujaca wielkoscig, nie posiadajacg oscylacyjnego charakteru jest wspol-
czynnik uwalniania energii G. Warto$¢ G mozna zdefiniowaé jako:

da 2
= % i loyy(x,a)g(x,a+ da) + o4y (z, a)h(z,a + da)|de = %, (2.123)
gdzie
9(x) = uy(x,07) — u,(z,07),
h(x) = uy(z,0") — uy(z,07),
__2m(+a)  2m(l—a) (2.124)
(k1 + 1)1 =52 (ke +1)(1—p%)

|K|=/K} + K3,

oraz por. [72]

2_ 2 1€
9(2) + ih(z) = [0% + o) YL L |10 (2.125)
O\1-32|lz—a

Wspétezynnik G jest wiec parametrem uniwersalnym mogacym charakteryzowaé proces
pekania podobnie jak ma to miejsce w przypadku materiatu jednorodnego.

Lokalizacja szczeliny a stopienl osobliwo$ci. Jak juz wspomniano wyzej typ
osobliwosci pola naprezenia w okolicy wierzchotka rozwartej szczeliny w interfejsie ma
charakter oscylacyjny postaci ;; ~ r~/2%_ Innym przypadkiem opisywanym przez wielu
autoréw jest szczelina, ktorej jedynie jeden z wierzchotkéw umieszczony jest w idealnym
interfejsie, a pozostata jej cze$é lezy w jednym z komponentéw bimateriatu. Stopien
osobliwosci bedzie tu zalezny od statlych sprezystych materialéw oraz od kata szczeliny w
stosunku do interfejsu. Stopieni osobliwosci bedzie réwniez odmienny w miejscu potaczenia
szczelin, czy tez ich rozgalgzienia, nawet dla materialu jednorodnego. W tym przypadku
stopienn osobliwo$ci mozemy uzyskaé¢ z analizy Williamsa dla materialu jednorodnego.
Jednakze w sytuacji bezposredniej interakcji szczeliny z interfejsem powstaje zupelnie
nowy rodzaj osobliwosci.

Tak wigc punkty osobliwe, ktére muszg by¢ traktowane ze szczegdlna uwaga, sa toz-
same z punktami fizycznych osobliwosci i niecigglosci (np. miejsce przeciecia interfejsu
przez szczeling, odgalezienia szczeliny, czy tez samego wierzcholka szczeliny). Okreslenie
wiec stopnia osobliwosci charakteryzujacego rozwazany problem jest jednym z kluczowych
zadan dla mozliwosci uzyskania wyrazen opisujacych pole naprezenia.

e Prostoliniowa szczelina zakoiiczona w interfejsie

Rozwazmy prostoliniows, szczeling nachylong i dotykajaca interfejs pod katem 6.
Punkt, w ktérym szczelina dotyka idealnego potaczenia materialéw jest Zrédlem
fizycznej osobliwosci. Nature tego rodzaju osobliwosci pola naprezenia badat Bogy,
[109]. Uzyt on techniki transformat Melliniego do okreglenia stopnia osobliwogci, r*.
Okazalo sig, iz A moze by¢ zaréwno liczba, rzeczywista, jak i zespolong, A = Re(\) +
iIm(A), przy czym A jest najmniejszym pierwiastkiem nastepujacego réwnania:
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RYSUNEK 2.28. Szczelina zakonczona w idealnym interfejsie.

[AB? — (2A — B)3 + A — B + 1]a*+
+[(-2A+B+C0)p*+ (4A—2B - C+ D +2)3* — (2A - B+ C)B + C — D]a+
+(A-B—-C+D+E+1)*'—2A-B-C)3?+(A+C—D —2E)3*~

—Cp+ FE =0,
(2.126)

gdzie

BN
—
>

>

I

(14 MN)*sin® 0 + sin®[(1 + ) (26 — 7)),
B(0,\) =4(1 + \)?sin® § + 2sin®[(1 + \)(20 — )],

C(0,)\) =4(1 + \)?sin? 9{ sin?[(1 + A\)] + sin?[(1 + \) (0 — 7)] — 1},
D(0,)) :2{ sin?[(1 + A\)] + sin?[(1 + ) (0 — 7)] — 1},

E(0,\) = cos®[An].

O wyborze wartosci A decyduje Re(\) réwniez w przypadku pierwiastka zespolone-
go. W przypadku, gdy 6 = 0, £27 mamy do czynienia ze szczeling w interfejsie, a A
przyjmuje znang, juz postaé A = —1/2 + ie. Natomiast gdy o = 3 = 0 otrzymujemy
réwnanie jak w przypadku materiatu jednorodnego, a wiec A = —1/2.

e Szczelina przechodzaca prze interfejs
Rozwazmy szczeline przechodzacg przez interfejs, Rys. 2.29. Sytuacja taka jest po-

RYSUNEK 2.29. Szczelina przechodzgca przez prostoliniowy interfejs.

dobna do przypadku polaczenia dwéch réznych materialéw ze sobg, Rys. 2.30. Sto-
pieni osobliwosci w obu przypadkach moze by¢ uznany za identyczny. Nature takiego
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RySuNEK 2.30. Dwie polaczone ze sobg czedci réznych materialéw.

rodzaju osobliwosci pola naprezenia badal réwniez Bogy, [108]. Podal on réwnanie,
za pomocyg ktérego mozna okresli¢ wartosé A. Jest ona najmniejszym pierwiastkiem

nastepujgcego réwnania:

AB? +2Baf + Ca* +2DB +2Ea+ F =0, (2.127)
gdzie
A(0,¢,A) = 4AM (0, )M (9, A),
B0, ¢,\) = 2(1 + \)?[sin® OM (¢, \) + sin? g M (6, \)],
C(0, ¢, \) = 4(1 + A)?[(1 4+ N)? — 1] sin? @sin® ¢ + M[(6 — ¢), A,
D(6,6,\) = 2(1 + A)Q{ sin? 0sin”[(1 + \)¢] — sin® ¢ sin®[(1 + )\)0]},

E0,¢,A) = —D(0,¢,A) + M(¢, A) — M(0, ),
F(0,0,0) = M[(0 +¢), Al,
przy czym pomocniczo wprowadzona funkcja M (x, \) zdefiniowana jest jako:
M (z, \) = sin?[(1 + A)z] — (1 + \)?sin® .
Gdy 0 = ¢ = m, szczelina powiela si¢ i otrzymujemy geometri¢ szczeliny w in-

terfejsie. Gdy 0 = ¢ = /2, problem redukuje si¢ do jednej szczeliny prostopadle
przecinajacej interfejs. Réwnanie (2.127) sprowadza sie wéwczas do postaci:

E2 ’V2 El’Vl

RYSUNEK 2.31. Szczelina prostopadle przecinajaca interfejs.



2.8. SZCZELINY W BIMATERIALE. 61

(a—B)*(1+ N+ {26(@ — ) cos*[ A /2] — az}(l + )%+

(2.128)
+ cosz[)m/2]{(62 — 1) cos?[Am/2] + 1} = 0.

Kiedy materialy sg identyczne, a = § = 0, réwnanie (2.127) redukuje si¢ do przy-
padku szczeliny z odgalezieniem w materiale jednorodnym.

e Szczelina w interfejsie z odgalezieniem
Prawdopodobnie najbardziej interesujacym przypadkiem jest sytuacja gléwnej
szczeliny umieszczonej w interfejsie i odgaleziajacej si¢ w jeden z materialéw w
postaci drugiej szczeliny, por. Rys.2.32. W tym przypadku, przez zalozenie ¢ = m,

AR R

RYSUNEK 2.32. Szczelina w interfejsie wraz z odgalezieniem.

wyrazenie (2.127) sprowadza sie do nastepujacej postaci:

AB*+2B(1 +a)B+ Ca? +2Da+ E =0, (2.129)
gdzie
A0, \) = 4sin2()\7r){ sin?[(1 4+ A\)d] — (1 + \)?sin? 9},

= 2(1 4 \)?sin® @ sin®(\rr),

(6, 2)
(0,\) = sin®[(1+\)(0 — )] — (1 + \)*sin” 6,
D(0,)\) = (14 A\)?sin? 0 cos(2Aw) + sin*(Ar) — sin®[(1 + A\)4),
(0,\) = sin®[(1 +\)(0 +7)] — (1 + \)*sin? 6.

Szczelina cze$ciowo rozwarta Innym interesujacym przypadkiem jest nie w pelni
rozwarta szczelina umieszczona w interfejsie, por. Rys. 2.33, tzn. jej powierzchnie w strefie
przywierzchotkowej stykaja, sie. Przypadek ten zaproponowal Comninou [112] opierajac
sie na spostrzezeniach Englanda [75] oraz Malysheva i Salganika [113]. Zauwazyli oni,
iz przypadek szczeliny posiadajacej oscylacyjng osobliwo$é powoduje "pomarszczenie"
dwéch powierzchni szczeliny oraz efekt przenikania si¢ materialéw. Sugeruje to, iz szcze-
lina w takim przypadku nie jest rozwarta na calej dlugosci, a jej przywierzchotkowa czegséé
jest zwarta. W wyniku tego staje si¢ oczywiste, ze stopieri osobliwo$ci na wierzchotku

szczeliny musi sie rézni¢ od oscylacyjnego rozwiazania. Jest to wiec model rozwiazania,
ktorego natura jest fizycznie akceptowalna.
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RYSUNEK 2.33. Model czesciowo zwartej szczeliny umieszczonej w interfejsie.

2.8.3. Rzeczywiste polaczenie materialéw

W literaturze sa obecne propozycje innych modeli interfejsu, dla ktérych problem
oscylacyjnej osobliwosci pola naprezenia nie istnieje. Do najbardziej znanych propozycji
nalezg dwa modele zaproponowane w 1977roku przez Atkinsona, [110]. W obu przypad-
kach interfejs zastapiony jest przez bardzo cienks warstwe materiatu. W pierwszym mo-

RYSUNEK 2.34. Pierwszy model interfejsu wg Atkinsona. Interfejs to jednorodna warstwa
materialu.

delu wprowadzona warstwa zastepujaca idealne polagczenie ma charakter trzeciego sprezy-
stego i jednorodnego materiatu o innych niz pozostate komponenty statych materiatlowych,
por. Rys. 2.34. Szczelina umieszczona jest w tym dodatkowym, jednorodnym materiale.
W tym przypadku opisywana powyzej oscylacyjna osobliwo$é¢ nie pojawia sie. Jednak-
ze model ten ma te wade, ze w miejsce jednego idealnego potaczenia sg dwa. Z tego
powodu jego praktyczne wykorzystanie ograniczone jest tylko do przypadku szczeliny w
interfejsie. Drugi model zaktada, ze wprowadzona warstwa nie jest juz materialem jedno-
rodnym, a jego state materialowe zmieniaja sie w sposéb ciggly. Zmiana wartosci statych
jest okreslona przez przedzial, ktérego wartosci graniczne okreslane sg poprzez wlasno-
$ci materialéw tworzacych bimaterial. Szczelina umieszczona jest tu na granicy jednego
z materialéw oraz interfejsu, por. Rys. 2.35 . Poniewaz moduly zmieniajg si¢ w sposéb
ciggly, nie ma efektu oscylacyjnej osobliwosci, a osobliwo$é¢ pola naprezenia ma zawsze
charakter typu o;; o< r~12. Model ten wydaje sie bardziej realistyczny. Autor dokonal
poréwnania wynikéw uzyskiwanych dla szczeliny umieszczonej w interfejsie idealnym z
wynikami uzyskanymi dla proponowanych w pracy modeli, por. Rys. 2.36 i Rys. 2.37. Po-
rownano wartosci wspélczynnikéw uwalniania energii G dla trzech rozwazanych modeli.
Wielkosé ta jest praktycznie jedynym parametrem, za pomocg ktérego mozna poréwnaé
rozwigzanie zespolone z rzeczywistym. Okazalo sie, ze rezultaty zaleza, od stosunku hy /b
(gdzie hy jest grubodcig interfejsu, a b gruboscig komponentéw tworzacych bimateriat).
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RysUNEK 2.35. Drugi model interfejsu wg Atkinsona. Warstwa interfejsu posiadajaca ciagla
zmiane moduléw elastycznych.

W przypadku h; < b wyniki sg zbiezne.
A

___-_DJ_.>
-y

RYSUNEK 2.36. Polozenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez dodatkowy, jednorodny
material.

RYSUNEK 2.37. Polozenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez ciagla zmiane moduléw
elastycznych trzeciej fazy materiatu.

Jedng z bardziej interesujacych prac dotyczacych modelowania interfejsu jest praca
Delale & Erdogana [111], por. Rys.2.38. Autorzy rozwazaja w niej problem szczeliny
usytuowanej w interfejsie bedacym fazg przejsciowa miedzy materialami tworzacymi bi-
material. Podane jest tam rozwigzanie bazujace na identycznej metodzie jak proponowana
w niniejszej pracy, ale niestety nie zamieszczono w niej wyrazen definiujacych nieosobli-
we jadra réwnan catkowych, odwolujac sie do niedostepnego artykutu. Autorzy, dzieki
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otrzymanemu rozwigzaniu, badajg wpltyw réznego potozenia szczeliny w tak zalozonym
interfejsie.

RYSUNEK 2.38. Model interfejsu wg Dalale i Erdogana.

2.9. Wyznaczenie WIN oraz skladowej T.
2.9.1. Wspélczynniki intensywnosci naprezen

WIN jest najwazniejszym parametrem w linowej mechanice pekania i dlatego jego jak
najdoktadniejsze obliczenie jest zadaniem niezwykle istotnym. W proponowanej meto-
dzie wielko$¢ ta zwigzana jest z gestoscia dyslokacji b, (&), b, (§) (w nastepnej czesci tego
podrozdzialu uzywany bedzie réwniez symbol f;(ty), por. (2.102)).

W najprostszym przypadku pojedynczej szczeliny o dlugosci 2a umieszczonej w nie-
konczenie duzej, jednorodnej plaszczyznie rozcigganej w nieskoriczonosci obcigzeniem pro-
stopadlym do szczeliny wykorzystuje sie zwigzek pomiedzy WIN, a rozwarciem szczeliny
(2.12) w nastepujacej postaci:

dg(r) (k+1) Ki
dr 2 2
Nastepnie uzywa sie wyrazenia (2.35), ktére opisuje relacje pomiedzy gestoscig dyslokacji,

a rozwarciem szczeliny. Tak wiec dla prawego wierzchotka szczeliny b, (1) = dg(r)/dr. W
wyniku tego

(2.130)

. dg(r) 2p
Ki=1 2 . 2.131
I E VT e D 243

Nastepnie wykorzystujac normalizacje relacji r = a—zx, por. (2.46), do postaci r = a(1—t)
WIN definiuje si¢ jako:

Ky = lim b,(t)v27/a(1 =) 2“1>. (2.132)

(k+

W tym momencie nalezy wykorzysta¢ opisane w podrozdziale 2.4.3 rozwigzanie nume-
ryczne, gdzie funkcje b, (t) zastepuje sie wyrazeniem (2.44): b, (t) = %, w ktérym
a, 0 sa stopniami osobliwodci i F'(t) jest nowa nieznang, ciggly funkcjg w przedziale
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(—=1,1). W rozwazanym elementarnym przypadku o = § = 1/2 i dla obu wierzchotkéw
szczeliny

Ky(1) = :t\/ﬁ(ﬁzfl)ﬁ’(:tl). (2.133)

Jednakze w sytuacjach bardziej ztozonych niz pojedyncza szczelina w materiale jedno-
rodnym WIN uzyska¢ mozna wykorzystujac metode funkcji teoretycznej (ang.: function
theoretic method) opisanej przez Muskhelishviliego w [48], czy tez w pracach [49] lub [50].
W tym celu nalezy wprowadzi¢ ponownie funkcje Fj(ty) (patrz podrozdzial2.4.3), za po-
mocy ktérej mozna wyrazi¢ funkcje f;(to), bedacy rozwigzaniem réwnan catkowych jako

(h) — F;(to) _ Fj(to)e™
filto) = (to — a;)™ (bj —to)% — (to —a;)™ (to — b;)"’ (2.134)

a; <ty < bj, (] = 172)7 0< R'e(aj76j> <L

Nastepnie rozwazana jest nowa funkcja:

b; b;

1 [, 1 [ et Fit)e _
Puale) = m / Tdto B ;/ (to — 2)(to — b;)P% (tg — a;)™ dto, (k,j=1,2)

aj aj

(2.135)
gdzie ay; sa to znane funkcje powstale podczas formutowania réwnan catkowych. Asymp-
totyczne zachowanie calek Cauchy’ego pozwala nam wyrazi¢ funkcje ¢y;(z), por. [48],
Rozdziat 4, w postaci:

ay; Fj(a;)e™ L agkly) 1

(b; — a;)"sinwa; (2 —a;)®  (bj — a;)sinmB; (2 — b;)%

brj(2) = + dor;(2), (2.136)

gdzie funkcje ¢ox;(2) sq ograniczone z wyjatkiem punktéw a;, b; w ktérych typ osobliwosci
jest stabszy niz (z—a;) ™% oraz (z—b;) ™% . Wéwczas czed¢ réwnania catkowego zawierajaca
osobliwosé¢ typu Cauchy’ego moze by¢ wyrazona w nastepujacej postaci (z = t+ig, g = 0,
a; < t < bj )I

b

1 J akj(to)fj(tO) Clkij(aj) 1 akij(bj) 1
— | ——"——=dty = ———=>-ct . _ o )
T / to—t O B —ay) ctgma; C—a)m (b —ay) ctegm; PEDE +d11;(2)
(2.137)
Poniewaz
?Wﬁji _ (cosm '—l- isinr )P _ Cf)S’]Tﬁj _ ctgnf,
sinT j; sin;m sinm3;

WIN dla systemu prostoliniowych szczelin, ktérych wierzchotki umieszczone sa w tym
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samym materiale jednorodnym, por. Rys. 2.21, mozna otrzymac¢ wykorzystujac wyrazenia:

2(t — tS
t—>tS cosmy n;

(2.138)
2(tE t)
= lim
t—tP COS 1);
2(tE t)
KH = lim
t—tP COS 1);

oraz system réwnan catkowych (2.103). Nastepnie, wykorzystujac réwnania (2.136) i
(2.137), WIN wyrazi¢ mozna za pomocg funkcji bedacej rozwigzaniem réwnari catko-
wych. Nalezy podkresli¢, ze do sformutowania koricowych wyrazeri wykorzystywane sg
jedynie te czesci réwnan calkowych, ktore wnosza czesé osobliwa. Czeéci regularne nie sg
brane pod uwage. W wyniku tego WIN definiowany jest tu jako:

K (1) = ——slsinio P () + costag) o 1)
Kun(t) = ———feos(n;) iy (#5) — sin(iy) oy ()],
) | . (2.139)
K (1) =~ slsinag) B (0F) +costo) P 0]
Ku(ty) = ﬁ[cos(ﬁj)ﬂj(tf) — sin (1) Foy (£7)],

W podobny sposéb postepuje sie w bardziej skomplikowanych przypadkach, np. prosto-
padlej szczeliny zakoniczonej w interfejsie (por. [53]- réwnanie (31) ).

W przypadku pojedynczej szczeliny w materiale jednorodnym, gdzie a = 5 = 1/2,
by = t, oraz a; = ty, wyrazenia (2.136) i (2.137) przyjmuja, postaé [59]:

Orj(2) = dap; (2) Fi(t2) (ty — t2) 7 (2 — to) 712

(2.140)
— ap (L) Fy(t) (1 — t2) 72 (z — 1) 7% + dona (2),
U fagt)fit) . ag(t)Fy(t) a0 (1)
;/—to — dty = ¢pj(z) = (= 1) 2(15 — )12 — (6 1) 2t — )12 + Pok;,
2 (2.141)

(t <o, t > t1>

Przyktady. Przedstawione ponizej przyklady dotycza dwéch opisanych szczegétowo w
poprzednich podrozdziatach konfiguracji pojedynczej szczeliny i interfejsu. Przedstawione
wyrazenia wynikaja z zastosowania mozliwych dla nich uproszczen, a dodatkowe czlony
wynikajg z istnienia aj; pojawiajacych si¢ podczas formutowania réwnan catkowych w
okreslonych konfiguracjach i uktadach wspétrzednych.
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e dla inkluzji i réwnan catkowych (2.91) i (2.92):

C t()

ap;p = —Qa = 7@7 iz = Q21 = 7@7 (2.142)
2[&1 1
Ki(t)) = — Fi(t t1Fo(t
1(1) 1+K1\/m[c 1( 1)_'_ 1 2( 1)]7
2,&1 1
K (t) = — t1F(t1) — cFo(t
m (t1) T e +t§)[ 1F1(t) — cFy(t)],
21 1 (2.143)
K () = —22 Fi(ts) + toFo(t
1 (t2) 1+K1\/m[0 1(t2) + taFa(t2)],
2[&1 1
K () = toF(ty) — cFy(t
1 (t2) 1+ ry a(c2+t§)[2 1(t2) — cFi(ta)],
e dla prostego interfejsu i réwnan catkowych (2.98) i (2.98):
11 = —QA92 = COS(&), 19 = Q91 = SiIl(Oé), (2144)

Ki(t) =~ leos(@)Fi (1) + sin(a) Pyt
Ku (h) =~ __sin(a)Fy(ty) — cos(a) Fa(ty)],

L+mya (2.145)

Ky () = 12&1 —=leon(0) i (1) + sinf) Fts)
Ku () = = [sin(a) F () — cos(a) Fa(ts)],

1+/€1\/5

przy a = (t; — t3)/2.

Podsumowujac, uzyskany model umozliwia otrzymanie WIN dla dowolnej orientacji i
liczby szczelin prostoliniowych. W dalszej czedci pracy przedstawiony model bedzie wy-
korzystany do opisu wzrostu szczeliny zmeczeniowej. Nalezy zauwazy¢, iz przedstawione
podejscie moze byé¢ zastosowane réwniez dla dowolnych konfiguracji szczelin umieszczo-
nych w réznego rodzaju materiatach w zaleznosci od istnienia rozwigzan A i B odpowia-
dajacych rozwazanym sytuacjom.

2.9.2. Obliczanie skladowej T

Jak wspomniano w podrozdziale 2.2.2 oprécz WIN bardzo istotng wielkoscia w linio-
wej mechanice pekania jest parametr 7'. Jest to, podobnie jak WIN, wielkosé¢ charaktery-
zujaca konfiguracje geometryczng szczeliny i obcigzenia, ktéra, na podstawie wielu prac,
wydaje si¢ by¢ koniecznym uwzglednia¢ w przypadku opisu wzrostu szczeliny. Istnieje co
najmniej kilka metod uzyskiwania tej wielkosci. W najprostszym przypadku pojedynczej
szezeliny T' = 04,,(1 — k) cos2a, por. Rys. 2.5. Jednakze w bardziej zlozonych przypad-
kach, np. szczeliny giéwnej z odgalezieniem, problem staje si¢ znacznie bardziej ztozony
i najczesciej jest pomijany. W literaturze istnieje kilka rozwigzan tego problemu. Jedns,
z metod jest modelowanie szczeliny za pomocy rozktadu dyslokacji, por. [52], oraz wyko-
rzystaniu Metody Funkcji Wagowych i Kolokacji Brzegowych, por. [77], [78], [79]. W [52]
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uzyto bardzo zblizonej metody do tej uzywanej w niniejszej pracy, gdzie odgalezienie
szczeliny modelowane jest za pomocy ciaglego rozktadu dyslokacji, w wyniku czego au-
torzy pracy uzyskujg system réwnan catkowych osobliwych. Natomiast w [77], [78] i [79]
autorzy wykorzystuja funkcje Greena, ktére uzyskiwane sg drogg aproksymacji z wykorzy-
staniem np. Metody Elementéw Skoriczonych. Nalezy przypomnieé, ze WIN i parametr 7'
opisuja pole naprezenn w najblizszym otoczeniu wierzchotka szczeliny, a réwnania (2.13—
2.15) sg prawdziwe przy r — 0. Generalnie, sktadowa T jest wielkodcig niezalezng od r i
0 co pozwala zdefiniowa¢ ten parametr w postaci wyrazenia (2.21):

T = (040 — Oyy) )
6=0,r—0

W celu uzyskania parametru 7' nalezy zna¢ w praktyce rozklad naprezenn w calym ma-
teriale. Dopiero wowczas mozliwe jest uzyskanie sktadowej T', ktéra najczesciej uzy-
skiwana jest za pomocg Metody Elementéw Skonczonych. Wéwcezas, znajac skladowe
042(2,Y), 0yy(x, y) tensora naprezenia dla rozwazanej konfiguracji szczeliny i materiatu,
a szczegblnie ich wartodci w najblizszym sgsiedztwie szczeliny, mozliwe jest okreslenie
poszukiwanego parametru. W dalszej czesci rozdziatu stosowana w pracy Metoda Osobli-
wych Réwnan Catkowych typu Cauchy’ego bedzie uzyta do uzyskania sktadowych napre-
zenia nie tylko przy wierzchotku szczeliny, ale réwniez w pozostalym obszarze materiatu
dla ktérego znana jest funkcja Greena opisujaca wplyw pojedynczej dyslokacji. Metoda ta
umozliwi réwniez rozwazanie wielu szczelin, w réznej konfiguracji. Nalezy podkresli¢, ze
autorowi niniejszej rozprawy nie udalo si¢ odszukaé¢ w literaturze pracy, ktéra w sposéb
analityczny formulowataby réwnania umozliwiajace obliczanie WIN, a w szczegdlnosci
parametru 7', dla wielu szczelin. Wymieniona powyzej praca [52] wykorzystuje podobna
metode, ale rozwaza jedynie konfiguracje gtéwnej szczeliny i jednego odgalezienia.

W tym celu koniecznym jest, na podstawie wyrazen (2.38), uzupekienie réwnari (2.75)
1(2.76), ktére determinuja rozwiazanie B, tzn. (7), oraz rozwiagzanie problemu A, tzn. (7),
o sktadowsq dzialajaca wzdluz powierzchni szczeliny, por. Rys. 2.18, tj. o oy(s). W przy-
padku sformutowari dla N szczelin nalezy uzupehié¢ réwnania (2.100) oraz transformacje
(2.101) w nastepujacy sposéb:

t5
N 1
Gi(ty) = / (a1 (£, to)bri (tos) + Pua (£, s )bui (tor) ] dtos, (2.146)
=15

gdzie hg,, (v =1,2) wyrazaja dodatkowe transformacje:

hit = (w1 S Qg — Ry €08 Qi) SIN? @ 4 (hyy1 SIN gy — Ryya €OS ) cos? aj—
+ 2(hy1 Sin aig; — hay €08 Q) sin oy cos a, (2.147)

. .92 : 2 :

hia = (hgz1 €OS Qi + hago sin ag;) sin® a; + (hy,1 €os ag; + hyyo sin ag; ) cos” o —

+ 2(hyy1 cos ap; + hgyo sin ag;) sin a;; cos ;.

Nastepnie uwzgledniajac regute superpozycji oraz rozwigzanie uktadu réwnan (2.100),
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sktadowe tensora naprezenia w punkcie (£, w) mozna uzyska¢ w nastepujacy sposéb:

o(t,w) = ay(t,w) + a4 (t,w) =

i

N 1
= Z/ [Pt (E, tois W)bii (toi) + Pua(t, toi, W)bui(tei)]dt e + T4 (t, w),
=1

on(t,w) = a,(t,w) + a,(t,w) =
:

N
- Z / [hnl (t, toia w)bti(toi) + hn2(ta toia w)bwi(toi)]dtoi + a-n(ta 'lU),

i=1
ti

(2.148)

O (t,w) = G (t, W) + G (t, w) =
t3

N
= 3 oo 0)bi(1) + Pt s 0 s + 90t 0).
i=1

7

Woéwecezas dla jednego z wierzchotkéw szezeliny, wykorzystujac réwnanie (2.16), ktére jest

szczelina

v~

RYSUNEK 2.39. Geometra $ciezki szczeliny.

prawdziwe dla r — 0, § = 0 oraz wielkosci zdefiniowanych na rysunku 2.39, otrzymujemy
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rownanie okreslajace skladowa, T

T= (Ut(t,w) - Un(t,w)>

S
N 1
= <Z / [Par (T, toi, W) by (i) + haa (T, toi, W)buwi(te:)|dte: + G4 (t, w)
i=1
t

w—>w§+dw, t—>tf +dt

N

s
- Z/ [hnl (t, t0i7 w)bti(toi) + hn2(t7 t0i7 w)bwi(toi>]dtoi — 5-n(t7 w))
i=1
t

E
@

w—>wis +dw,t—>t§ +dt

(2.149)
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2.10. Strefa plastyczna w otoczeniu wierzchotka szczeliny

Zgodnie z rozwigzaniem sprezystym przytoczonym w poprzednim rozdziale napreze-
nie w otoczeniu wierzchotka szczeliny wykazuje osobliwos¢ o — oo, gdy r — 0. Taki
wynik jest jednak niefizyczny, bo zadne cialo nie jest zdolne do przeniesienia nieskon-
czenie duzego naprezenia, ktére pojawiloby sie w najblizszym sgsiedztwie wierzchotka
szczeliny, nawet przy bardzo niewielkim obcigzeniu. W rzeczywistosci materialy wykazu-
ja mechanizmy zmierzajace do zmniejszenia naprezenia i rozproszenia energii skupionej
przed wierzchotkiem szczeliny. W materialach metalicznych rozwéj peknigcia taczy sie Sci-
Sle ze strefa, odksztalcenia plastycznego przed czolem peknigcia, co ogranicza stosowanie
klasycznej liniowej mechaniki pekania (LMP). Wielko$¢ i ksztalt obszaréw plastycznych
jest determinowana przez rodzaj materiahi, geometrie elementu oraz wielko$¢ naprezenia.
Narzedziem do analizy takiego problemu sg hipotezy wytezeniowe teorii plastycznosci, z
ktorych najczesciej stosowane sg hipotezy:

e Hubera—Misesa—Hencky’ego, na podstawie ktorej material osiggnie stan plastyczny,

gdy drugi niezmiennik dewiatora naprezenia (s;;) osiggnie wartosé¢ krytyczna k%

%si]—sij = k% (2.150)
e Tresci, na podstawie ktérej material osiggnie stan plastyczny, gdy maksymalne na-
prezenie styczne osiggnie krytyczna wartos¢ k réwna, granicy plastycznosci przy
czystym $cinaniu:
T = e Tmin_ g (2.151)
2

gdzie Opax 1 Omin S8 to najwigksze i najmniejsze naprezenia gtowne, a Tyax jest

maksymalnym naprezeniem stycznym.
Przyblizony ksztalt strefy plastycznej r; mozna okresli¢ podstawiajac wzory na pole
naprezenia do wybranej hipotezy wytezeniowe]j 1 wyznaczajac r = ry, por. Rys. 2.40. Dla

v

RYSUNEK 2.40. Podstawowy sposéb oszacowania wielkogé strefy plastycznej
sytuacji z Rys. 2.40 dla 6 = 0, wielkos¢ r; mozna uzyska¢ w nastgpujacy sposob:

K K} o’a
% 2mrs % "p 202, 20% ( )
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gdzie oy jest naprezeniem uplastyczniajgcym. Jednakze wprowadzenie obszaréw plastycz-
nych do rozwigzania sprezystego nie powoduje zmiany tego rozwigzania, poniewaz okresla
to tylko hipotetyczny zasieg deformacji plastycznych.

2.10.1. Model Irwina

Irwin, 1961 [107], zasugerowal, iz plastycznos¢ powoduje, ze szczeling nalezy trak-
towaé jakby byta dluzsza od swego fizycznego wymiaru. Plastycznosé traktowana jest
wiec jako czynnik ostabiajgcy material, podobnie jak defekt w postaci szczeliny. Dlate-
go Irwin przesunal wierzcholek szczeliny do wnetrza strefy plastycznosei, por. Rys. 2.41,
czyli fizyczna dhugosé szczeliny a, zostata zastgpiona przez efektywna, dlugosé szczeliny
a+ 6. Naprezenie na dodanej dlugosci szczeliny 0 zostalo ograniczone do naprezenia upla-
styczniajacego oys. Dodana diugo$¢ szczeliny powinna by¢ wystarczajgco duza, aby byla
zdolna przenie$é¢ obcigzenie, ktére zostalo "usuniete" na odcinku A, tzn. w obszarze A,
wynikajace z rozktadu naprezenia sprezystego. Aby bylo to spelnione, obszar A musi by¢
rowny obszarowi B, determinowanemu przez odcinek §. Wielko$¢ A moze by¢ oszacowana

RYSUNEK 2.41. Oszacowanie wielkodci strefy plastycznej wg Irwina [107]

za pomocg wyrazenia, ktore jest wynikiem zalozenia, iz strefa plastyczna zajmuje obszar,
w ktérym o, > oys:

KI KI \ = 1512_0'2(CL+5)

Oys = = = — = ,
Y 2r(r=X)  V2mA 21 oy 207,

gdzie, jesli przyjete zostanie, ze odcinek o jest bardzo maly w poréwnaniu z wymiarem
szczeliny, to 6 moze by¢ pominigte. Wéwczas réwnanie (2.153) bedzie identyczne z (2.152)
1 wtedy r = A.

Poniewaz obszar A ma by¢ réwny obszarowi B, to:

(2.153)

A
K
0oy = dr — Aoy, 2.154
Oy, /0 \/ﬁ r Oy ( )

a rozwigzanie tej calki daje:

(3 )\) éKl = 0ys(A +9). (2.155)
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7 wyrazenia (2.153) WIN mozna zapisa¢ jako K; = (27))z Oys, & wOwczas (2.155) prze-
ksztalca si¢ do postaci:
2\0ys = oys(A +0), (2.156)

czyli, 2A = XA + 6. Wynika z tego, ze A = J i wierzcholek szczeliny powigkszonej o jej
efektywna cze$¢ umieszczony jest w centrum strefy plastycznej, por. Rys. 2.42. Natomiast
dla pomijalnie matych wartosci 0 w stosunku do dlugodci szczeliny mozna przyjaé:

1[ K]
rp =21t =~ {—I} . (2.157)

T | Oys

CTOD

v

STREFA PLASTYCZNA

r=2r;

RYSUNEK 2.42. Wielko$é strefy plastycznej wg Irwina [107].

2.10.2. Model Dugdale’a

Inne rozwigzanie, ktére zaktada wydtuzenie efektywnej szczeliny w stosunku do jej fi-
zycznej wielkosci spowodowane plastycznoscia, materiatu zaproponowat Dugdale [8], oraz,
niezaleznie, Barenblatt [9]. Model Dugdale’a jest wynikiem jego obserwacji, ze w cienkich
blachach z niskoweglowej stali w obszarze przed wierzchotkiem szczeliny rozwija si¢ waska
i wydhuzona strefa plastyczna w ksztalcie klina. Strefa ta zostala zastapiona odcinkiem p,
o ktory sztucznie wydtuzona jest rzeczywista szczelina. Na odcinek ten dziata naprezenie
Oys, ktore zwiera powierzchnie szczeliny na dodanej dtugoéci. Wielkos¢ p powinna by¢ tak
dobrana, aby naprezenia przed wierzchotkiem szczeliny nie byly juz osobliwe, czyli miaty
wartos¢ skoniczong. Warunek ten jest spelniony, gdy suma WIN od naprezenia zewnetrz-
nego, K,, oraz od naprezenia —oys na krawedziach szczeliny na dodanym odcinku p, K,
kompensujg si¢:

K, =-K,. (2.158)
Warunek taki jest wystarczajacy, gdyz wyrazenia na skladowe tensora naprezenia sg
uniwersalne, inne sg jedynie WIN.

Dla przypadku szczeliny umieszczonej w nieskoriczonej plaszczyznie i obcigzonej w
punkcie przez sktadows normalng, i styczng, P i @, por. Rys. 2.44, WIN definiuje si¢ jako:

KB — P a+ &
I — o

\/ﬁ a8 (2.159)
KI]?: Q a+¢§

Vra\a—¢
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bbb

RYSUNEK 2.43. Wielko$¢ strefy plastycznej wg Dugdale’a.

y
EP
Q
" F .
-a Q a
A P B

RYSUNEK 2.44. Obcigzenie na krawedzi szczeliny.

W przypadku, gdy @ = 0, to K1 = 0 i WIN na obu wierzchotkach szczeliny przybieraja
postac:

A P Ja—¢§

KI = y

vra\l a+¢&

KB — P Ja+¢ .

vra\ a—§&
Wyrazenia te mozna wykorzysta¢ w sytuacji, gdy obcigzenia roztozone sg tylko wzdluz
dodanych dlugosci szczeliny ([a,a + p] dla wierzchotka B), przez zsumowanie wplywu
cigglego rozktadu obcigzen na tych odcinkach. Nalezy zauwazy¢, ze na WIN na jednym z

wierzchotkéw ma réwniez wplyw obcigzenie na odcinku dodanym na drugim wierzchotku.
A wiec:

_oy(&) [P Ja+¢€ la — ¢ B la+p a
K, = \/ﬁ/a [ a—§+ CH_de—QUyS Tarccosa_l_p. (2.161)

K, =o+/m(a+p). (2.162)

Woéwezas p zgodnie z réwnaniem (2.158) moze by¢ wyrazone jako:

(2.160)

oraz

a e
= COS

. 2.163
a-+p 20y ( )
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Nastepnie, postugujac sie rozwinieciem funkcji cosinus w szereg, odrzucajac cztony wyz-
szego rzedu i pozostawiajac jedynie dwa pierwsze cztony:

o 1[ 7o 12
=1-—- o 2.164
Ccos [20ys] 5 {2%5] + ) ( )

uzyska¢ mozna przyblizong dlugosé strefy plastycznej jako:

m20%a  w[K;]?
p= =<|—-

=— == 2.165
8oys2 8 ( )

Oys

2.10.3. Przemieszczenie wierzchotka szczeliny

Rozwarcie szczeliny (ang.: COD — Crack Opening Displacement) w przypadku jedno—
osiowego stanu naprezenia, to odleglo$¢ miedzy powierzchniami szczeliny, por. Rys. 2.45,
czyli:

COD = 2u,,. (2.166)

W przypadku wprowadzenia do rozwiazania dodatkowego wydluzenia szczeliny moz-

RYSUNEK 2.45. Wielko$é rozwarcia szczeliny

na poprzez zastosowanie jednego z poprzednio opisanych modeli wprowadzajacych strefe
plastyczna, okresli¢ rozwarcie wierzchotka szczeliny (ang.: CTOD — Crack Tip Opening
Displacement). Wielko$¢ te okresla sie na granicy rozdzielajacej modelows strefe pla-
styczng, i fizyczng szczeling. Mozna ja okredli¢ z wykorzystaniem wyrazenia (2.166), a
wiec:

CTOD = 2u, : (2.167)

(r=r3, 0=m)
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2.11. Rezultaty dla wybranych konfiguracji szczeliny i inter-
fejsu

W tym rozdziale, w celu weryfikacji proponowanej metody, rozwazone bedzie kilka
konfiguracji szczelin umieszczonych zaréwno w materiale jednorodnym, jak i w bimate-
riale. Wyniki bedg poréwnane z wynikami dostepnymi w literaturze. WIN w wigkszosci
przypadkow beda wyrazone w znormalizowanej formie kq o = %, niezaleznej od obcia-

zenia i dlugosci szczeliny.

Pojedyncza szczelina

W przypadku pojedynczej szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do interfejsu,
por. Rys. 2.46, uzyskane wyniki sg zgodne z praca Erdogana et al. [66], jak réwniez z praca,
[67]. Nalezy zauwazy¢, iz wyniki w Tabelach2.2 i 2.3 dotycza obcigzenia przytozonego
bezposrednio na powierzchni szczeliny. Natomiast w Tabelach 2.4 i 2.5 wyniki dotycza,
obcigzenia przylozonego na granicy prébki.

RYSUNEK 2.46. Konfiguracja szczeliny w sgsiedztwie bimateriatu.
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7

TABELA 2.2. Poréwnanie WIN z wynikami dostepnymi w literaturze, obcigzenie na powierzch-

ni szczeliny, d = 2a,

P2

il 23, vo =0.3, v1 = 0.35, pT = —oy, pﬁ =0.

klg kla k2g k2,
0[°] | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]
0 0,9615 | 0,9617 | 0,9349 | 0,9349 0 0 0 0
20 | 0,9571 0,9572 | 0,9306 | 0,9307 | 0,0124 | 0,0125 | 0,0024 | 0,0025
40 | 09457 | 0,9457 | 0,9217 | 0,9216 | 0,0209 | 0,0209 0 0,00001
60 | 0,9321 | 09318 | 0,9149 | 09144 | 0,0237 | 0,0237 | -0,0071 | -0,0071
80 | 0,9207 | 0,9206 | 0,9144 | 09143 | 0,0214 | 0,0215 | -0,0152 | -0,0153
90 | 0,9168 | 0,9160 | 0,9168 | 0,9160 | 0,0187 | 0,0188 | -0,0187 | -0,0188

TABELA 2.3. Poréwnanie WIN z wynikami dostepnymi w literaturze, obcigzenie na powierzch-

ni szczeliny, d = 2a,

K2

1 = 0.043, Vo = 0.357 vV = 0.3, p71I = —o0y, p‘i =0.

klg kla k2g k24
0[°] | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan | Stos. | Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]
0 | 1,0480 | 1,0464 | 1,0813 | 1,0780 0 0 0 0
20 | 1,05671 | 1,0571 | 1,0930 | 1,0929 | -0,0220 | -0,0220 | -0,0097 | -0,0098
40 | 1,0809 | 1,0796 | 1,1187 | 1,1165 | -0,0377 | -0,0377 | -0,0078 | -0,0077
60 | 1,1102 | 1,1091 | 1,1404 | 1,1389 | -0,0433 | -0,0433 | 0,0061 | -0,0062
80 | 1,1348 | 1,1344 | 1,1464 | 1,1459 | -0,0382 | -0,0382 | 0,0242 | 0,0242
90 | 1,1426 | 1,1420 | 1,1426 | 1,1420 | -0,0320 | -0,0321 | 0,0320 | 0,0321
TABELA 2.4. WIN dla obcigzenia przylozonego na granicach prébki, d = 2a, %2 = 23, vy =

0.3, 11 = 0.35, p° = 0, pS° = 0.

10°]] klg | klx | k2 | k24 |
0 | 09615 | 0,9349 0 0

10 | 0,93167 | 0,90724 | 0,1699 | 0,16071
20 | 0,84633 | 0,82876 | 0,31883 | 0,30251
30 | 0,71601 | 0,70763 | 0,42851 | 0,40852
40 | 0,55695 | 0,55763 | 0,48572 | 0,46588
50 | 0,38883 | 0,39633 | 0,48386 | 0,46742
60 | 0,23227 | 0,24299 | 0,42369 | 0,41255
70 | 0,10622 | 0,11621 | 0,31305 | 0,30743
80 [ 0,025705 | 0,031641 | 0,1658 | 0,16428
90 0 0 0 0

7o
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TABELA 2.5. WIN dla obcigzenia przylozonego na granicy prébki, d = 2a, ﬁ—? =0.043, vp =

0.35, v1 = 0.3, p° = 09, p = 0.

0] |klg | k1a | k25 [k2x |
0 1,0480 [1,0813 [0 0

10 [1,0176 | 1,0477 ]0,16812 | 0,17899
20 [ 0,93051 [0,95229 [ 0,31702 | 0,33685
30 [ 0,79611 |0,80623 | 0,42937 | 0,45466
40 [0,62939 [0,6273 | 0,49157 | 0,51783
50 | 0,44943 [0,43754 | 0,49541 | 0,51817
60 | 0,27735 [0,2605 [0,4393 | 0,45531
70 [0,13399 [0,11811 [0,32879 | 0,3371
80 [0,037289 | 0,027765 | 0,17634 | 0,17861
90 [0 0 0 0

Szczeliny oddzielne

Wyniki dla dwéch oddzielnych szczelin

(o)

g

RYSUNEK 2.47. Konfiguracja dwéch szczelin.

Szczegdlnie interesujace sg wyniki uzyskane w przypadku umieszczenia w bimateriale
pewnej liczby szczelin. Dotyczy to szczegdlnie sytuacji, gdy szczeliny te nie znajdujg sie
w tym samym materiale.

Przypadek interakcji miedzy szczelinami umieszczonymi w materiale jednorodnym,
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byt przedmiotem badan w wielu pracach. Mozna wigc sprawdzi¢ poprawno$é¢ wynikéw
otrzymywanych za pomocg proponowanej w niniejszej pracy metody poprzez poréwna-
nie z wynikami dostgpnymi w literaturze. Tabela 2.6 ukazuje bardzo dobrg zbieznosé z
wynikami opublikowanymi w pracach, np. Erdogana [69] i Lama et al. [68]. Wyniki od-
powiadajg sytuacji z Rys. 2.47.

Rzadko rozwazanym przypadkiem bywa natomiast problem interakcji szczelin w mate-
riatach kompozytowych, ktérych przykladem jest bimaterial. W niniejszej pracy rozwazo-
no kilka przyktadéw takiej sytuacji, m.in. dla konfiguracji z Rys. 2.47, lecz dla bimateriatu.
Uzyskane rezultaty mogag poméc w ocenie wpltywu drugiej szczeliny w materiale kompo-
zytowym. Zmiane warto$ci WIN w poréwnaniu z wynikami dla materiatu jednorodnego
przedstawiono w Tabelach 2.7 1 2.8. Nalezy zauwazy¢, iz rezultaty z Tabel 2.7 oraz 2.8 dla
2a/g = 0.05, a wiec sytuacji, gdy szczeliny sa do$é daleko oddalone od siebie, powinny
zmierza¢ do wynikéw z Tabel 2.2, 2.3 lub 2.4, 2.5 (pojedyncza szczelina) dla szczegdlnej
sytuacji, gdy € = 0. Fakt ten potwierdza poprawnos¢ stosowanej metody zaréwno dla
materialu jednorodnego, jak i bimateriatu.

TABELA 2.6. Poréwnanie WIN dla dwéch oddzielnych szczelin w materiale jednorodnym,

b2
i
[ | kia | kip |
2a/g | Stosowana | Lam, Phua | Erdogan | Stosowana | Lam, Phua | Erdogan
metoda [68] [69] metoda [68] [69]

0.05 1.0002 1,00024 1,00030 1.0002 1,00027 1,00029
0.1 1.0011 1,00120 1,00120 1.0012 1,00130 1,00131
0.2 1.0045 1,00463 1,00462 1.0055 1,00563 1,00566
0.3 1.01 1,01019 1,01016 1.0137 1,01377 1,01383
0.4 1.0177 1,01792 1,01787 1.027 1,02703 1,02717

0.5 1.0278 1,02805 1,02795 1.0478 1,04766 1,04796
0.6 1.0408 1,04110 1,04094 1.0803 1,07979 1,08040
0.7 1.0577 1,05813 1,05786 1.1331 1,13186 1,13326
0.8 1.0809 1,08148 1,08107 1.2287 1,22520 1,22894
0.9 1.1173 1,11809 1,11741 1.4534 1,44071 1,45387

Wyniki dla trzech oddzielnych szczelin

Rysunek 2.48 przedstawia geometri¢ trzech szczelin, z ktérych dwie umieszczone sg
symetrycznie po katem 1. Uzyskane wyniki (k1p) sg zgodne z wynikami publikowanymi
w pracy Lam et al. [68], co widoczne jest w Tabelach 2.9 oraz 2.10 dla przypadku
materialu jednorodnego. Wyniki umieszczenia takiego systemu szczelin w bimateriale
zaprezentowano w Tabelach 2.11 oraz 2.12.
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TABELA 2.7. WIN dla dwéch oddzielnych szczelin w bimateriale: d = 2a, % =23, 1y =
0,3, 1 =0.35.

|2a/g| klas | k1 | klc | klp |
0.05 | 0,9297 | 0,9587 | 0,9998 | 0,9998
0.1 | 0,9300 | 0,9591 | 0,9998 | 0,9998
0.2 | 0,9313 | 0,9613 | 1,0008 | 1,0004
0.3 | 0,9338 | 0,9667 | 1,0041 | 1,0021
0.4 |0,9379 [ 0,9769 | 1,0117 | 1,0057
0.5 | 0,9438 | 0,9942 | 1,0260 | 1,0114
0.6 | 0,9524 | 1,0225 | 1,0509 | 1,0198
0.7 |0,9636 | 1,0700 | 1,0946 | 1,0318
0.8 | 0,9797 | 1,1573 | 1,1776 | 1,0492
0.9 | 1,0056 | 1,3641 | 1,3789 | 1,0779

TABELA 2.8. WIN dla dwéch oddzielnych szczelin w bimateriale: d = 2a, Z—f = 0.043, vy =
0.35, 11 =0.3.

|2a/g | kla | klg | klc | klp |
0.05 | 1,0796 | 1,0471 | 1,0002 | 1,0002
0.1 | 1,0805 | 1,0483 | 1,0017 | 1,0015
0.2 | 1,0850 | 1,0543 | 1,0088 | 1,0072
0.3 | 1,0929 | 1,0653 | 1,0218 | 1,0164
0.4 |1,1041 [ 1,0822 | 1,0414 | 1,0284
0.5 | 1,1186 | 1,1072 | 1,0696 | 1,0434
0.6 | 1,1370 | 1,1447 | 1,1109 | 1,0617
0.7 |1,1605 | 1,2042 | 1,1746 | 1,0845
0.8 | 1,1923]1,3100 | 1,2855 | 1,1146
0.9 | 1,2417 ] 1,5564 | 1,5383 | 1,1603

TABELA 2.9. WIN z pracy Lam, Phua [68] dla trzech oddzielnych szczelin w materiale jedno-
rodnym.

| b/a [ =30° | ¢ =45° [ ¢p=060°| ¢ =90° | ¥ =120° | ¥ = 135° | ¢ = 150°
1 1,3256 | 1,1134 | 0,9910 | 1,0027 | 1,0899 1,1290 1,1495
1/2 | 1,1304 | 1,0248 | 0,9843 | 0,9999 | 1,0295 1,0450 1,0577
1/4 | 1,0403 | 1,0010 | 0,9911 | 0,9989 | 1,0076 1,0127 1,0182
1/8 | 1,0097 | 0,9979 | 0,9959 | 0,9987 | 1,0011 1,0025 1,0044
1/16 | 1,0014 | 0,9982 | 0,9978 | 0,9987 | 0,9993 0,9997 1,0002

Polaczone szczeliny

Wiyniki dla szczeliny przechodzacej przez interfejs

W przypadku szczeliny przechodzacej przez interfejs wyniki otrzymane przy zasto-
sowaniu metody proponowanej w pracy poréwnano z rezultatami pracy [53], w ktérej
rozwazano m.in. sytuacje jak na Rys. 2.24 (dla t3 = t5 = 0). Poréwnujac wyniki zamiesz-
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RYSUNEK 2.48. Konfiguracja trzech szczelin: gléwnej oraz dwéch symetrycznie odchylonych
pod katem 1.

TABELA 2.10. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w materiale jednorodnym: g/a = 1.5.

b/a |4 =30° [ =45 [ =060°] ¢ =90° | ¢ = 120° [ ¢ = 135° | ¢ = 150° |

1 | 1,3256 | 1,1146 | 09919 | 1,0053 | 1,0892 | 11269 | 1,1542
1/2 | 1,1326 | 1,0307 | 0,9907 | 1,0043 | 1,0208 | 1,0434 | 1,581
1/4 | 1,0455 | 1,0118 | 1,0005 | 1,0035 | 1,0089 | 1,0124 | 1,0183
1/8 | 1,0172 | 1,0095 | 1,0044 | 1,0023 | 1,0026 | 1,0030 | 1,0047
1/16 | 1,0086 | 1,0022 | 1,0009 | 1,0013 | 1,0007 | 1,0005 | 1,0009

TABELA 2.11. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5a, g/a = 1,5, % =23, 1p,=0,3, v =0,35.

b/a ‘ P =30°| 1Y =45 | Y =060°| ¢ =90°| ¢ =120° | » = 135° | ¢ = 150°
1 1,3049 | 1,0980 | 0,9796 | 0,9985 1,0816 1,1136 1,1316
1/2 | 1,1210 | 1,0209 | 0,9823 | 0,9974 1,0224 1,0342 1,0462
1/4 | 1,0370 | 1,0040 | 0,9930 | 0,9965 1,0017 1,0047 1,0097
1/8 | 1,0097 | 1,0021 | 0,9972 | 0,9953 0,9954 0,9957 0,9972
1/16 | 1,0013 | 0,9999 | 0,9967 | 0,9942 0,9936 0,9933 0,9936

czone w Tabeli 2.13 mozna zauwazy¢, ze wraz ze zblizaniem sie¢ wierzchotka szczeliny ¢; do
interfejsu réznica miedzy wynikami powicksza sie. Powodem takiej sytuacji jest uzyte w
niniejszej pracy uproszczenie, opisywane w podrozdziale 2.4.3. R6wniez w tym przypadku
szczelina podzielona zostaje na dwie szczeliny, przy czym punkt graniczny znajduje si¢ w
interfejsie, a jego stopien osobliwosci, dla uproszezenia zadania, przyjeto réwny 1/2. Jed-
nakze réznice sg stosunkowo nieduze. Wydaje sig, ze sg one dopuszczalne w zastosowaniu
do gléwnego problemu — zmeczeniowej propagacji szczeliny.
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TABELA 2.12. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5a, g/a = 1.5, % =0.043, v = 0,35, v; = 0.3.

[b/a [$=30°[¢ =45 [ =060° ¢ =90° | ¢ =120° | & = 135° | ¢ = 150° |

1 | 1,3513 | 1,1343 | 1,0067 | 1,0130 | 1,0986 | 11417 | 1,1788
1/2 | 1,1463 | 1,0425 | 1,0009 | 1,0127 | 1,0386 | 1,0539 | 10717
1/4 | 1,0655 | 1,0213 | 1,0095 | 1,0119 | 1,0172 | 1,0212 | 1,0280
1/8 | 1,0262 | 1,0183 | 1,0130 | 1,0107 | 1,0108 | 1,0114 | 1,0134
1/16 | 1,0172 | 1,0157 | 1,0123 | 1,0096 | 1,0089 | 1,0088 | 1,0093

TABELA 2.13. WIN dla szczeliny przechodzacej przez interfejs: ¢4 = const., | = (t4 +
t1)/2, B2 = 22447, 15 = 0,3, v = 0.35.

|/t | k() /(p2VD) [53] | k(t)/(p2VD) | k(81)/(piV1) [53] | k(t)/ (01 V1) |
0.00 1.3552 1.356 — 00 — 00
0.05 1.4037 1.403 4.360 4.272
0.25 1.3324 1.332 2.139 2.091
0.5 1.2378 1.236 1.556 1.521
0.75 1.1588 1.157 1.311 1.301
1 1.0931 1.092 1.178 1.171
1.25 1.0376 1.037 1.096 1.089
1.5 0.9902 0.989 1.042 1.035
1.75 0.9490 0.948 1.004 0.996
2 0.9128 0.912 0.977 0.972

Szczelina gléwna z odgalezieniem

Rysunek 2.49 przedstawia szczeling gléwng oraz jej odgalezienie. Dla takiej sytuacji
obliczano WIN i T" w zaleznosci od kata nachylenia v odgalezionej szczeliny w stosun-
ku do szczeliny gtéwnej i stosunku wielkosci d/a. W przypadku materiatu jednorodnego
uzyskiwane wyniki zaprezentowane w Tabeli 2.14 sg zgodne z wieloma rezultatami do-
stepnymi w literaturze np. [51], [52] dla przypadku jedno-osiowego obcigzenia. Mozna
rowniez wykazaé, ze w przypadku dwu—osiowego obcigzenia wyniki réwniez beda zgodne
np. z pracg [52]. Natomiast Tabele 2.15 oraz 2.16 przedstawiaja, unikalne rezultaty dla tej
samej geometrii szczeliny w przypadku umiejscowienia jej w bimateriale.

Wartodci sktadowej T' obliczane przy uzyciu zaproponowanej metody, sg zgodne z war-
tosciami otrzymywanymi analitycznie dla pojedynczej szczeliny (T = (1 — k) cos 2a,
Rys. 2.5). Jednakze metoda ta umozliwia uzyskanie tego parametru dla dowolnego sys-
temu prostoliniowych szczelin. Niestety, autorowi nie udato si¢ dotrze¢ do prac prezen-
tujacych wyniki dla bardziej skomplikowanych szczelin niz szczelina z rozgalezieniem
umieszczona w materiale jednorodnym. Jedng z prac prezentujaca wyniki, ktére mozna
bezposrednio poréwnaé z prezentowang metods jest praca [52]. Autorzy pracy rozwazaja,
gléwng szczeling o dlugosci 2a i odgalezienie oznaczone 2b, por. Rys. 2.49. Opublikowane
sg rezultaty dla réznego stosunku 2 i kata pochylenia odgaltezienia. System szczelin jest
tam, m.in. obcigzany jednoosiowo, prostopadle do powierzchni szczeliny gtéwnej. Wyniki
otrzymane za pomocg metody proponowanej w niniejszej pracy sg zgodne z wynikami w
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RYSUNEK 2.49. Konfiguracja szczeliny gléwnej z odgalezieniem.

pracy [52], por. Tabele 2.14 oraz 2.17. Inng, praca, prezentujaca wyniki obliczania parame-
tru 7', ktére mozna poréwnaé z prezentowang metoda, jest praca [78]. Rezultaty dotycza,
m.in. szczeliny krawedziowej o dlugosci a, od ktorej odgalezia si¢ niewielka szczelina [,
stosunek ich dtugosci wynosi I/a = 1/450. Szczeliny umieszczono w elemencie o skoriczo-
nych wymiarach, ktéry zostal obcigzony jak na Rys.2.50. Poniewaz wymiar odgalezienia
w stosunku do wymiaréw prébki jest niewielki, mozna nie uwzgledniaé warunkéw brze-
gowych jakim sg granice probki. Tak wiec postugujgc sie funkcjg Greena dla dyslokacji
umieszczonej w nieskonczenie duzej tarczy mozna poréwnaé rezultaty uzyskiwane za po-
mocg Metody Elementéw Skoriczonych z wynikami stosowanej metody. Okazuje sig, ze
rezultaty obu metod sg zbiezne.

Podsumowanie

Proponowany sposéb obliczania WIN i T" wydaje sie by¢ do$¢ dobrg alternatywa, roz-
wigzan zaproponowanych przez innych autoréw. Umozliwia poszukiwanie WIN i 7' dla
wielu dowolnie zorientowanych szczelin: potaczonych lub nie, przechodzacych przez in-
terfejs, bedacych po obu stronach interfejsu, jak i bedacych w interfejsie (przy uzyciu
odpowiedniego modelu interfejsu). Daje to wigc mozliwo$é rozwigzania problemu propa-
gacji szczeliny zmeczeniowej w bimateriale. Rozwigzanie takie bedzie przedstawione w
nastepnej czesci pracy.
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TABELA 2.14. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gléwnej szczeliny (6 = 0)
oraz jej odgalezienia umieszczonych w materiale jednorodnym: d = 5a, n = 80.

| b/a=1 | kia | kaw | Ta | kg | kg | Tp |
0 1414 0 1 1414 0 1
15 1,3258 | -0,38116 | -0,87646 | 1,3971 | 0,022796 | -0,98996
30 1,0828 | -0,68052 | -0,54082 | 1,3506 | 0,032318 | -0,9621
45 0,74361 | -0,83772 | -0,088256 | 1,2865 | 0,020638 | -0,92257
60 0,38818 | -0,82911 | 0,35225 | 1,2191 | -0,011714 | -0,8799
75 0,096268 | -0,67258 | 0,65361 | 1,1602 | -0,056024 | -0,84291

‘ b / a = 0,75 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ k2B ‘ TB ‘
0 1,3227 0 -1 1,3227 0 -1
15 1,2415 | -0,35265 | -0,87588 | 1,3089 | 0,023913 | -0,99362
30 1,0172 | -0,63261 | -0,5387 1,271 | 0,036819 | -0,97562
45 0,70187 | -0,78635 | -0,08414 | 1,2183 | 0,031751 | -0,94909
60 0,36595 | -0,79309 | 0,35848 | 1,1625 | 0,008146 | -0,91831
75 0,079302 | -0,66879 | 0,66243 | 1,1138 | -0,028287 | -0,88782

| b/a=05 | kia | koo | Ta | kig | kg | Tp |
0 1,2246 0 -1 1,2246 0 -1
15 1,1518 | -0,31781 | -0,87299 | 1,2146 | 0,022541 | -0,99715
30 0,94978 | -0,5734 | -0,52743 | 1,1873 | 0,036996 | -0,9889
45 0,66264 | -0,72088 | -0,05952 | 1,1488 | 0,037985 | -0,97607
60 0,34985 | -0,74207 | 0,40145 | 1,1076 | 0,024453 | -0,95984
75 0,069849 | -0,64954 0,7304 1,071 | -0,000322 | -0,94152

‘ b/a :0,25 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ k2B ‘ TB ‘
0 1.1179 0 -1 1.1179 0 -1
15 1,0566 | -0,26938 | -0,86199 | 1,1127 | 0,016591 | -0,9997
30 0,8854 | -0,48949 | -0,48451 | 1,0982 | 0,02869 | -0,99887
45 0,63838 | -0,62348 | 0,033395 | 1,0777 | 0,033175 | -0,99702
60 0,36172 | -0,65537 | 0,55884 | 1,0552 | 0,029149 | -0,99378
75 0,10149 | -0,59216 | 0,96243 | 1,0348 | 0,018051 | -0,98892
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TABELA 2.15. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gléwnej szczeliny (6 = 0)
oraz jej odgalezienia umieszczonych w bimateriale: d = 5a

B2 _

7o

23, 15 = 0,3, 11 = 0.35.

| b/a=1 | kia | ke | Ta | kig | ko Tp
0 1,322 0 -0,8669 | 1,3598 0 -0,9766
15 1,2262 -0,4191 | -0,77035 | 1,3454 | 0,00298 | -0,96461
30 0,966 -0,7366 | -0,49505 | 1,306 | -0,00377 | -0,93214
45 0,61336 | -0,88449 | -0,09879 | 1,2513 | -0,02537 | -0,88852
60 0,25918 | -0,84551 | 0,31107 | 1,1932 | -0,06003 | -0,8449
75 -0,0139 | -0,65197 | 0,60868 | 1,1416 | -0,09955 | -0,81122
‘ b / a — 0,75 ‘ klA ‘ kgA ‘ TA ‘ le ‘ kgB TB
0 1,2675 0 -0,92142 | 1,2867 0 -0,98038
15 1,18 -0,38166 | -0,81122 | 1,2743 | 0,011871 | -0,973
30 0,94079 | -0,67691 | -0,50783 | 1,2403 | 0,014834 | -0,95256
45 0,61159 -0,826 | -0,08969 | 1,1929 | 0,00349 | -0,9235
60 0,27166 | -0,81156 | 0,32841 | 1,1425 | -0,02206 | -0,89147
75 -0,00582 | -0,65891 | 0,62537 | 1,0983 | -0,05641 | -0,86181
| b/a=05 | kia | koa | Ta | kig | kop Tg
0 1,1926 0 -0,95425 | 1,2018 0 -0,98475
15 1,1158 | -0,33682 | -0,8347 | 1,1926 | 0,016449 | -0,98158
30 0,90398 | -0,60342 | -0,50833 | 1,1672 | 0,0259 | -0,97251
45 0,60676 | -0,74975 | -0,06342 | 1,1314 | 0,023747 | -0,95874
60 0,36235 | -0,95092 | 0,37937 | 1,3697 | 0,011544 | -0,94186
75 0,012283 | -0,64782 | 0,70061 | 1,0586 | -0,01466 | -0,92352
| b/a=025 | kian | kon | Ta | kig | ko Tg
0 1,1004 0 -0,9743 | 1,1045 0 -0,98906
15 1.0375 | -0,27805 | -0,84037 | 1,0995 | 0,014535 | -0,98885
30 0,86242 | -0,50366 | -0,47381 | 1,0858 | 0,02499 | -0,98808
45 0,61118 | -0,63806 | 0,029944 | 1,0664 | 0,028526 | -0,98638
60 0,33222 | -0,66534 | 0,54263 | 1,045 | 0,024326 | -0,98333
75 0,073037 | -0,59416 | 0,9389 | 1,0255 | 0,013707 | -0,97869
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TABELA 2.16. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gléwnej szczeliny (6 = 0)

oraz jej odgalezienia umieszczonych w bimateriale: d = 5a, m

L2

2 = 0.043, vy = 0.35, 11 = 0.3.

| b/a=1 | kia | kan | T | kis | ks | T |
0 1,529 0 -1,1487 1,4819 0 -1,0128
15 1,4442 | -0,33682 -0,99967 1,4597 | 0,049105 | -1,004
30 1,2082 | -0,61312 -0,60537 1,4005 | 0,077247 | -0,97951
45 0,87258 | -0,7758 -0,09468 1,3219 | 0,073926 | -0,94416
60 0,51067 | -0,79407 0,38208 1,2426 | 0,041279 | -0,9047
75 0,20049 | -0,67269 0,69408 1,1757 | -0,00928 | -0,8683

‘ b / a = 0,75 ‘ klA ‘ kgA ‘ TA ‘ le ‘ k2B ‘ TB ‘
0 1,3895 0 -1,0841 1,3663 0 -1,0132
15 1,3125 | -0,3222 -0,94692 1,35 | 0,038783 | -1,0075
30 1,0979 | -0,58501 -0,57742 1,3059 | 0,062951 | -0,99142
45 0,79083 | -0,74073 -0,0864 1,2455 | 0,063789 | -0,96743
60 0,45562 | -0,76537 0,38299 1,1827 | 0,04102 | -0,93895
75 0,1599 | -0,66678 0,69742 1,1289 | 0,001678 | -0,90954

| b/a=05 | kia | ko | Ta | kis | ks | T |
0 1,2624 0 -1,04737 1,2515 0 -1,0114
15 1,1927 | -0,29923 -0,91326 1,2405 | 0,029676 | -1,0088
30 0,99798 | -0,54363 -0,54936 1,2104 | 0,049717 | -1,0012
45 0,71804 | -0,69112 -0,05871 1,1684 | 0,053837 | -0,98938
60 0,40813 | -0,72256 0,42121 1,1236 | 0,040927 | -0,97421
75 0,12464 | -0,64631 0,75937 1,0842 | 0,014841 | -0,9566

‘ b/a :0,25 ‘ klA ‘ kgA ‘ TA ‘ le ‘ k2B ‘ TB ‘
0 1,1382 0 -1,0258 1,1335 0 -1,0087
15 1,0782 | -0,2614 -0,88389 1,1279 | 0,018931 | -1,0084
30 0,91007 | -0,47644 -0,49587 1,1125 | 0,032864 | -1,0074
45 0,66615 | -0,60993 0,035988 1,0907 | 0,038348 | -1,0055
60 0,39082 | -0,64584 0,57435 1,0669 | 0,034425 | -1,0022
75 0,12909 | -0,58973 0,98572 1,0453 | 0,022715 | -0,99737
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TABELA 2.17. Wyniki dla T zgodnie z konfiguracja Rys. 2.49.

Lo | 0 [ To [ Tu | [ 5 | 7 | T | Ta |
1.000 0 -1 -1 0.500 0 -1 -1
10 ] -0.995 | -0.944 101 -0.999 | -0.943
20 | -0.982 | -0.784 20 [ -0.995 | -0.778
30 |-0.962 | -0.541 30 | -0.988|-0.527
40 | -0.936 | -0.244 40 | -0.981 | -0.221
50 | -0.908 | 0.066 50 |-0.971| 0.101
60 |-0.879 | 0.352 60 |-0.959 | 0.401
70 | -0.854 | 0.575 70 | -0.947 | 0.642
80 |-0.833 | 0.706 80 |[-0.935| 0.794
— 90 | -0.819 | 0.727 — 90 | -0.922 | 0.842
Lo | v [ o | Tu J [ 5 | v [ T | Ta|
0.250 0 -1 -1 0.025 0 -1 -1
101 -0.999 | -0.937 10 -1 -0.898
20 [ -0.999 | -0.758 20 | -1.0001 | -0.605
30 | -0.998 | -0.484 30 | -1.0003 | -0.151
40 | -0.997 | -0.146 40 | -1.0004 | 0.415
50 [ -0.996 | 0.214 50 | -1.0006 | 1.036
60 |-0.993 | 0.559 60 |-1.0007 | 1.650
70 [ -0.990 | 0.848 70 | -1.0007 | 2.198
80 | -0.987 | 1.054 80 | -1.0007 | 2.629
— 90 | -0.982 | 1.153 — 90 | -1.0007 | 2.898
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RYSUNEK 2.50. Stosunek wielkoéci T' do przylozonego naprezenia oy, dla l/a = 1/450.



Rozdzial 3

Szczelina zmeczeniowa w zlozonym
stanie naprezenia.

3.1. Podstawy teorii zmeczenia materialéw

Pod pojeciem zmeczenie materiatu rozumiemy degradacje spéjnosci materiatu jako
wynik dzialania czynnikéw zewnetrznych zmiennych w czasie. Czynniki zewnetrzne wy-
stepuja zazwyczaj jako ulegajace zmianie obcigzenie mechaniczne, ale mogg rowniez wy-
stepowaé w innej formie powodowane przez temperature lub wilgotnosé. W przypadku
pojawienia si¢ w materiale szczeliny moze ona propagowad sie albo przez szybkie i niesta-
bilne pekniecie lub przez stabilny, cykliczny wzrost (zmeczenie). Najbardziej obszerna i
dostepna literatura na temat zmeczenia dotyczy metali, dlatego tez wigkszo$¢ podstawo-
wych charakterystyk zaprezentowanych w tym rozdziale dotyczy¢ bedzie wiasnie stopéw
metali.

3.1.1. Naprezenia zmienne

Obcigzenia zmienne w czasie mogg by¢ dowolnie zlozone zaleznie od warunkéw i
zrodet, ktérych sa wynikiem. Jednakze istnieja przebiegi obcigzen o powtarzajgcych sie
wartosciach i czestosciach wystepowania. Sg to obcigzenia okresowo zmienne. Najprost-
szym przypadkiem takiego obcigzenia jest obcigzenie sinusoidalnie zmienne, Rys. 3.1. Ta-
ki wiasnie przypadek przyjeto za podstawe do praktycznego wyznaczania zmeczeniowych
wiasciwosci materialéw i parametréw modelowych [3], takich jak

b

g

RYSUNEK 3.1. Sinusoidalny przebieg naprezenia.
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o naprezenie Srednie cyklu, oy,

_ Omax ~+ Omin

m 9 3.1
. : (31)
o amplituda cyklu naprezenia o,
Omax — Omin
a , 3.2
. . (32)
o naprezenie maksymalne cyklu omax
Omax = Om + Oa, (3.3)
o naprezenie minimalne cyklu omin
Omin = Om — Oa- (34)
Asymetrig cyklu charakteryzuje wspdtczynnik asymetrii cyklu R,
O’ .
R=" 3.5
Umax ( )
Uzywa sie réwniez wspdlczynnika statosci obciazenia, Kk
Om
== 3.6
o= (3:6)
przy czym
1+ R k—1
K= , lub R= 3.7
1-R k+1 (37)

Ogd6lne rownanie dla przebiegu naprezen cyklicznych w funkcji czasu mozna zapisaé jako:
0 =0+ 0, F(1), (3.8)

gdzie F(t) okresla zmiany amplitudy naprezenia w czasie. W przypadku cykli harmonicz-
nych, gdy naprezenie zmienia si¢ sinusoidalnie

F(t) =sin(wt+¢), w=2n/T =2nf, (3.9)

0 = O + oasin(wt + @). (3.10)

W dziedzinie zmeczenia materialéw podstawowym narzedziem analizy jest wykres
Wohlera, ktérego historia siega 1860 roku, kiedy to zostal uzyty po raz pierwszy do
okreslenia wplywu naprezenia na zmeczeniowy czas zycia osi wagonéw kolejowych. Bada
si¢ okreslong liczbe prébek wzorcowych obcigzonych réznymi wartosciami o, i o,,, az do
ich zniszczenia przy liczbie cykli N, lub do czasu osiggnigcia liczby cykli Ng. Otrzymane
wartosci nanosi sie na wykres w ukladzie wspétrzednych o — logN (ang.: S—N curve),
uzyskujac po ich potaczeniu wykres zmeczeniowy Wohlera, por. Rys. 3.2.

Najwiekszg warto$é naprezenia okresowo zmiennego o,,., (dla okreslonego cyklu na-
prezenia), przy ktérej prébki nie ulegaja zniszczeniu po przeniesieniu nieograniczonej
liczby cykli obciazenia nazywa sie nieograniczonag wytrzymatoscia, zmeczeniowq albo rze-
czywista, (fizyczng) granicg zmeczenia. Warto$é te na wykresie Wohlera wyznacza asymp-
tota.
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RYSUNEK 3.2. Wykres zmeczeniowy Wohlera w uktadzie o —loglV (wykres przykladowy, dane
dla stali.

W praktyce za granice zmeczenia (wytrzymalo$é zmeczeniowa) przyjmuje sie (PN-
76/H-04325) najwiekszg warto$¢ naprezenia okresowo zmiennego ., (przy danym cy-
klu), przy ktérej prébki nie ulegajg zniszczeniu w ciggu okreslonej liczby cykli Ng, przy-
jetej umownie za baze proby zmeczeniowej. Dla stali konstrukcyjnych przyjmuje si¢ baze
Ng = 10-10° cykli, a dla innych metali i stopéw niezelaznych Ng = 100-10°. Wyznaczone
w ten sposéb granice zmeczenia oznacza si¢ np. dla wahadlowego zginania jako Zg,.

Czesto wykres Wohlera nie jest przedstawiany w pelnym zakresie, rozpoczyna sig¢
od pewnej liczby cykli. Na pelnym wykresie Wohlera poczatek uktadu odpowiada i
cyklu. Dla i cyklu zaklada si¢, ze naprezenie niszczace jest rowne wytrzymatosci przy
obcigzeniu statycznym. W przypadku tak skonstruowanego wykresu mozemy wyrdznié
kilka obszaréw, zaleznych od proceséw zachodzacych w materiale, por. Rys. 3.3. Procesy
te zalezne sg warto$ci naprezenia. Wykres zmeczeniowy mozemy wéwcezas podzielié na
trzy czedci:

I. Niszczenie prébek ma charakter statycznego pekania plastycznego. Pekanie zachodzi
przy granicznym odksztalceniu plastycznym. Zgodnie z przebiegiem pekania, obszar
ten nazwa obszarem pekania quasi-statycznego lub wytrzymatosci quasi—statyczne;.

IT. Pekanie zachodzi tu przy wysokich naprezeniach, a wigc wyraZnie zaznaczajacych
sie odksztalceniach plastycznych. Inicjacja szczelin zachodzi w sposéb gwaltowny,
przez wigksza, czesé czasu szczelina propaguje, az do koricowego zniszczenia. Obszar
ten nazwano obszarem niskocyklowego zmeczenia lub wytrzymatosci niskocyklowe;.
Dla tego obszaru Coffin [186] i Manson [185] zaproponowali empiryczny zwiazek,

ktory bazujac na dominujacym plastycznym odksztalceniu, wyraza si¢ nastepujaco:
Niley =C (3.11)

gdzie: Ny jest liczbg cykli do zniszczenia, Acp, jest zakresem ustalonego odksztal-
cenia plastycznego, k i C' s stalymi materialowymi. Wykresem tej zaleznosci w
kladzie logarytmicznym jest linia prosta o pochyleniu k& i polozeniu okreslonym
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RYSUNEK 3.3. Pely wykres zmeczeniowy Wohlera (wykres przykladowy).

stala C'. W praktyce najczesciej uzywa sie tego réwnania w postaci:

Ae
Tp‘ = ¢/t(2Ng)°, (3.12)
gdzie €; i ¢ = —k sg stalymi materialowymi. Wspélezynnik ef jest odksztalceniem

przy zerwaniu w pierwszym nawrocie (2Ny = 1), ktéry moze by¢ wyznaczony dla
monotonicznego rozciggania, oraz ¢ réwne jest -0.7 do -0.5 w przypadku wiekszosci
metali.

ITI. Pekanie zachodzi przy malych naprezeniach, ale przy duzej liczbie cykli i matych
odksztalceniach plastycznych. Wiekszos¢ czasu w tym obszarze zajmuje inicjacji
szczelin. Duzg role odgrywaja tu mikroskopijne defekty materiatu, prowadzace do
bardzo duzej rozbieznosci w okresleniu granicznej liczby cykli. Obszar ten nazwano
obszarem wysokocyklowego zmeczenia lub wytrzymatosci wysokocyklowej. Pekanie w
tym obszarze zblizone jest do pekania kruchego.

3.1.2. Strefa plastyczna podczas obciazenia cyklicznego

W podrozdziale 2.10.1 podano wyrazenia okreslajace wielkosci strefy plastycznej pod-
czas obcigzenia monotonicznego. Koncepcja ta zostala réwniez uzyta do okreslenia strefy
plastycznej podczas obcigzenia cyklicznego. Rysunek 3.4b przedstawia schemat strefy
plastycznej wg Irwina podczas obcigzenia odpowiadajgcego punktowi A, por. Rys. 3.4a.
Jednakze obcigzenie to jest redukowane podczas odcigzenia do wartosci z punktu B, dla
ktérej wielkosé strefy plastycznej réwna jest 2ry, Rys. 3.4c. Maksymalna zmiana napre-
zenia podczas odcigzania moze wigc by¢ réwna 2o0y. Rysunek 3.4c pokazuje rozklad na-
prezenia podczas odcigzania. Zauwazy¢ nalezy, iz naprezenie wewnagtrz strefy plastyczne;j
27";, jest Sciskajace, natomiast na zewnatrz naprezenie to wzrasta, az stanie si¢ rozciagaja-
ce. Kluczem do tej idei jest to, ze znak naprezenia niesprezystego zwigzanego z cyklicznag
strefg plastyczng jest przeciwny niz znak wynikajacy z zastosowanego obcigzenia. Wiel-
kosé¢ strefy plastycznej zazwyczaj oszacowana jest na podstawie wyrazenia (2.157) przez
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RYSUNEK 3.4. Schemat strefy plastycznej: a) wykres obcigzenia, b) strefa plastyczna monoto-
niczna, ¢) strefa plastyczna cykliczna.

uzycie K — AK oraz oy — 20y, co dla plaskiego stanu naprezenia daje [89]

. 1[AK]? 1 [AKT?
2r ~ — = — (3.13)
Yo | 20y A | oy
oraz w przypadku ptaskiego stanu odksztatcenia dla R > 0
1 [AK]? 1 [AK]?
o~ — = — 3.14
ST |:2(7y5:| 127 [ Oys ] ’ (3:14)
lub tez w ogdélnej postaci
AK1?
2!~ H[ } . (3.15)
Oys

Jednakze bardzo czesto kladzie si¢ réwniez nacisk na najwigksza, strefe odksztalcen pla-
stycznych zwigzang z Kiax.

2. Kryteria okreslajace kierunek wzrostu szczeliny zmecze-
niowej
Klasycznie metody szacowania momentu pojawienia sig peknieé lub osiggniecia trwa-

tych odksztalcen opierajg sie na klasycznych hipotezach wytezeniowych. Hipotezy te za-
ktadajg cigglosé osrodka i wykorzystujg takie wielkosci jak naprezenie, odksztalcenie (za-
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ktadaja one liniowg zaleznosé miedzy tymi wielkosciami) czy tez gesto$é energii odksztal-
cenia okreslane wewnatrz ciata. Hipotezy te nie mogg byé bezposrednio stosowane do
analizy wytrzymalodci, gdy wystepujg szczeliny lub ostre karby. Jak wspomniano, z roz-
wigzani liniowe] teorii sprezystosci wynika, ze tuz przed wierzchotkiem szczeliny (karbu)
wystepuje najwieksza koncentracja naprezen dazaca do wartosci nieskoriczenie duzych,
niezaleznie od wartosci przylozonego obcigzenia. Naprezenia te sa zawsze bardzo duze,
tak wiec poréwnywanie ich z wielkosciami dopuszczalnymi dla danego materialu (np.
maksymalne naprezenie rozciggajace, o.), czy konstrukeji nie jest sensowne i nie mozna
ich bezposrednio wykorzysta¢ do tworzenia kryteriow zniszczenia. Wéwcezas do okresle-
nia wytrzymalosci konstrukeji, w przypadkach duzej koncentracji naprezen generowanych
przez szczeliny (karby), wykorzystuje sie zaleznodci mechaniki pekania w postaci kryte-
riow pekania. W zaleznoéci od przyjetych zalozen kryteria te mozna podzieli¢ na lokalne,
nielokalne i globalne. Generalnie kryteria te wykorzystuje si¢ réwniez do okreslenia kie-
runku wzrostu szczeliny zmeczeniowej i nie ma tu znaczenia jaki rodzaj obcigzenia jest
stosowany. Tradycyjnie mechanika pekania koncentruje sie na szczelinach obcigzonych je-
dynie jednoosiowym naprezeniem rozciggajacym, ktére dziata prostopadle do powierzchni
szczeliny, a wigc skutkuje pierwszym modem deformacji. Jednakze w rzeczywistej eksplo-
atacji konstrukcji szczeliny poddane sg dzialaniu wszystkich trzech modéw deformac;ji.
W ostatnich latach przeprowadzono wiele testéw oraz zaproponowano wiele modeli wzro-
stu szczeliny w ztozonym stanie naprezenia. Niestety uzywa si¢ wielu rodzajow geometrii
prébek i obcigzen, w wyniku czego trudne jest wysnucie na ich podstawie jednoznacz-
nych wnioskéw. W rozdziale tym przedstawione zostang najbardziej znane, najczesciej
stosowane oraz najbardziej interesujace kryteria.

3.2.1. Kryterium maksymalnych naprezenia obwodowych, 1963, (MINO).

Kryterium to zostato sformulowane przez Erdogana i Sih [131]. Zgodnie z nim szczelina
bedzie rozwijaé sie w kierunku, 6 = 6., w ktérym skladowa obwodowa tensora naprezenia
099, Osigga maximum, por. Rys. 3.5, oraz szczelina bedzie sie dalej rozwija¢, gdy maximum
0gg, Osiggnie krytyczng wartosé, o. ( ogg > 0. ).

dogy DPogg
0 =0 and 502

<0. (3.16)

Powyzsze kryterium mozna zapisa¢ uzywajac wyrazern na pole naprezenia (osobliwe
rozwigzanie) w postaci

Kisin@ + Kyp(3cosf — 1) = 0. (3.17)

Kryterium to bylo i jest bardzo szeroko stosowane z powodu swej prostoty. Jego
zastosowanie mozemy znalez¢ w bardzo wielu pracach, np. Gdoutos [114], Yoko-
bori et al. [115]. Jednakze kilka prac, np. Tanaka [119], Royer [125] oraz Abdel
Maged&Pandey [127], [126], wskazuje na dos¢ duzg rozbiezno$¢ miedzy wynikami
uzyskiwanymi na podstawie tego kryterium, a wynikami eksperymentéw. Nalezy dodaé,
iz w przypadku jedno-osiowego, rozciggajacego obcigzenia warunek ogy > 0. odpowiada
warunkowi oy > o, lub (o7 — oy1) > o, (01,011 — naprezenia gtéwne). Ostatni warunek
odpowiada klasycznemu kryterium Tresci.
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RysuNEK 3.5. Skladowe pola naprezenia w biegunowym ukladzie wspétrzednych.

Modyfikacje kryterium.

e Jedng z pierwszych takich prac byt artykul Williamsa i Ewinga, 1972 [132]. Auto-
rzy zwrocili uwage, iz uwzglednienie jedynie osobliwego czlonu w szeregu okresla-
jacym pola naprezenia w okolicy wierzchotka szczeliny moze byé niewystarczajace
dla wtasciwego wyznaczenia kierunku wzrostu szczeliny. Dlatego tez, dolgczyli do
rozwigzania czlony nieosobliwe. Praca zawiera dane eksperymentalne oraz poréwna-
nie wynikéw otrzymanych na podstawie zmodyfikowanego kryterium. Autorzy re-
lacjonujg zdecydowanie lepszg zbiezno$é otrzymanego kryterium z rzeczywistoscia,
niz kryterium oryginalne. Dodajg réwniez, iz pomijanie drugiego, statego czionu
w obliczeniach jest niewlasciwe, natomiast uwzglednienie pozostalych czltonéw nie
wykazuje znaczacej poprawy rezultatow.

3.2.2. Kryterium gestosci energii odksztalcenia, 1973-1974, (S).

Kryterium zostato sformulowane przez Sih, [134]- [136] i bazuje na lokalnej gesto-
Sci energii odksztatlcenia w otoczeniu wierzcholka szczeliny. Generalnie jest to koncepcja
zblizona do klasycznego kryterium Misesa, ktére opiera si¢ na czesci postaciowej gestosci
energii odksztalcenia. Jednakze to kryterium zawiera sume obu czesci gestosci energii
odksztalcenia: objeto$ciowej i postaciowej.

Zaklada sig, ze gestosé energii odksztalcenia, w, w okolicy wierzchotka szczeliny mozna
przedstawi¢ w postaci:

w=—, (3.18)
r

gdzie, S jest wspélczynnikiem gestosci energii odksztalcenia. Szczelina wedlug tego kry-
terium propaguje sie¢ w kierunku, wzdhuz ktérego S osigga minimum, a wzrost nastapi
w przypadku osiggniecia przez ten wspélczynnik wartosci krytycznej, S.. Wspdtezynnik
gestoscei energii odksztalcenia moze byé zapisany w postaci:

S = CL11]€I2 + 2@12]{511{511 + a22k121, (319)

gdzie,
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aj; = 1—16[(1 + cosh) (K — cosh)],

1.
a9 = Esm[QcosH — (k= 1)],

g9 = %6[(/% + 1)(1 — cosfl) + (1 + cosB)(3cosh — 1)].

Wspélezynniki te zalezne sg od stalych sprezystych: p ik = (3—v)/(1+v) w plaszezyznie
naprezenia lub k = (3 — 4v) w plaszczyznie odksztalcenia.

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym dla okreslenia kierunku wzrostu szczeliny,
jest wiec

oS 0?8
% =0 oraz w > 0. (320)

Wstawiajac S z wyrazenia (3.19) do (3.20), mozna uzyska¢
(2cosf) — (k — 1))sind k7 + 2(2c0s260 — (k — 1)cosd)kiky -+

+(k — 1 — 6cosh)sinfki; = 0, (3:21)
(2c0s20 — (k — 1)cos O)ki + 2((k — 1)sinf — 8sin26) kky+
+((x — 1)cosf) — 6c0s20) ki > 0. (3.22)
Po przeksztalceniu (3.21), mozna otrzymaé postac:
sind + [2(k — V) kik(—kf — k3)]sin®0+
[(kf — 3k3)? — (k5 — 1)*kikf; — M(k:%I — k?) + 16k} kf))]sin0+ (3.23)

4
[—2(k — 1)ktkn(—2k3)]sing + K2k ((k — 1) — 4) = 0,

z ktorej juz w sposéb jednoznaczny, otrzymujemy wartosci kata 6, spelniajace jednocze-
$nie warunek (3.22).

Kryterium to bylo eksperymentalnie weryfikowane przez licznych badaczy: Sih [136],
Sih&Barthelemy [137], Badaliance [138], Patel&Pandey [153], Gao et al. [154], Abdel
Maged&Pandey [127], [126]. Jednakze niektérzy badacze kwestionuje teoretyczna, pod-
stawe tego kryterium argumentujac, ze dopdki w jest sumag postaciowej i objetosciowej
gestosci energii odksztalcenia, to te dwa fundamentalnie rézne sktadniki nie powinny
by¢ traktowane razem dla okreslenia kierunku wzrostu szczeliny, poniewaz reprezentuja,
fizycznie odmienne zjawiska. Proponuje sie réwniez uzycie wiekszej liczby cztonéw roz-
winigcia determinujacego skladowe tensora naprezenia w celu okreslenia wyrazenia na S,
Wong [182].

3.2.3. Kryterium wspélczynnika uwalniania energii, 1974, (G).

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Hussiana et al. w pracy [141] dla przy-
padku zlozonego stanu obciazenia jako modyfikacja energetycznego warunku propagacji
szczeliny Griffitha. Zgodnie z nim wspélezynnik uwalniania energii G zwigzany z infinite-
zymalnym wzrostem szczeliny (d] — 0) jest wartoscia, ktéra moze postuzyé do okreslenia
kierunku wzrostu. Przyjeto, ze bedzie to warto$é¢ 0 = 6. dla ktérego G osigga maksimum.
Wazrost szczeliny jest mozliwy, gdy G osiagnie wartosé krytyczna, dla danego materia-
h, G, = % dla ptaskiego stanu naprezenia oraz G, = %_”2) dla ptaskiego stanu
odksztalcenia.
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3.2.4. J-kryterium, 1975.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Hellen i Blackburn [159] w roku 1975.
Autorzy prébuja zastosowaé niezalezno$é drogi catkowania do problemu wzrostu szczeliny
w zlozonym stanie naprezenia. W dwu-wymiarowym problemie wektor J jest zdefiniowany
jako:

J = Jiu+ Jij,

Jk = /(wnk — u,vaZ)dl, k= I,H,
r

gdzie I' is konturem calkowania, w jest gestoscig energii odksztatcenia, ny jest k-ta sklado-
wg normalnego jednostkowego wektora w kierunku zewnetrznym do konturu catkowania,
u; jest przemieszczeniem, T; jest obciazeniem i dl jest elementem diugosci tuku catkowa-
nego konturu. Kryterium to zaktada, ze szczelina powigkszy sie w kierunku wektora J i
pekniecie pojawi sie, kiedy wektor J osiggnie wartosé krytyczna,.

Kryterium to bylo uzyte przez Dai i Zheng [160] dla préby z pochylona w stosunku do
kierunku jednoosiowego obcigzenia szczeling, umieszczong, w srodku badanego elementu.
Badacze relacjonuja, ze rezultaty eksperymentu i opisywanego kryterium sg zadowalajace.
Nalezy jednak dodaé, ze dominujagcym modem obcigzenia zastosowanym w eksperymen-
cie byl przypadek modu I. Wydaje si¢ to istotne, poniewaz w pracy Gdoutosa [158] dla
przypadku dominujgcego II sposobu obcigzenia, przewidywania z uzyciem opisywanego
kryterium wykazaly znaczgce réznice w poréwnaniu do wigkszoséci wynikéw eksperymen-
tu.

(3.24)

3.2.5. Kryterium maksymalnego odksztalcenia obwodowego, 1981, (MOO).

Kryterium to zostato zaproponowane przez Changa [143] i dotyczylo klasycznej szcze-
liny, jak i szczeliny w ksztalcie elipsy. Ponizej kryterium to opisane jest na podstawie
pracy Chambersa et al. [142], gdzie autorzy wykorzystujg je do problematyki zmecze-
niowego wzrostu szczeliny. Jest ono konsekwencja mechanizmu wzrostu szczeliny zmecze-
niowej, ktory jest zwiazany z plastycznym obszarem bezposrednio przed wierzchotkiem
szczeliny (w oryginalnej pracy Changa zmeczeniowy wzrost szczeliny nie byl rozwazo-
ny). Obszar ten moze charakteryzowaé¢ obwodowe odksztalcenie plastyczne. Kryterium
to zaklada, ze szczelina bedzie propagowala si¢ w kierunku, gdzie odksztalcenie to be-
dzie maksymalne, wtedy 6 = .. Konstrukcja kryterium w widoczny sposéb opiera sie na
kryterium MNO. Oczywiscie bardzo blisko wierzchotka szczeliny dominuje obszar pla-
styczny, jednakze w poréwnaniu z innymi wymiarami jest on niewielki. Zaklada si¢ wigc
uplastycznienie bliskiego zasiegu, co pozwala skorelowaé¢ odksztalcenie wewnatrz strefy
plastycznej z obszarem sprezystym poza nim.

1
€09 = —|0pg — VO p|. 3.25
00 E[ 00 ] ( )
Uzywajac teraz wyrazen opisujacych skladowe tensora naprezenia i uwzgledniajac tylko
osobliwy czlon w rozwinigciu, autor uzyskuje:
1

€ooV 2Tr = z [Kl 0083(2) — 3K7 cos? Hsin(g)

0 0 0 0 (326)
— I/<K1 cos(i) {1 + sin2(§)] + Ky sin(§) ll - 3sm2(§)} )] :
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Kryterium MOO zapisuje si¢ wéwczas w postaci:

2

Oegp B Y

W pracy pokazano polepszenie zbiezno$ci wynikéw w poréwnaniu z kryterium MNO,
ktére jest szczegdlnie wrazliwe na wplyw modu II.

3.2.6. T-kryterium, 1982.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Theocarisa oraz Andrianopoulosa, [162]
i bazuje, podobnie jak S—kryterium, na gestosci energii odksztalcenia. Autorzy sugeruja,
tu wykorzystanie podziatu catkowitej gestosci energii odksztalcenia w na jej dwie sklado-
we: objetosciowa, Ty 1 postaciows, Tp. Pierwsza sktadowa (Ty) wspiera proces pekania
poprzez mechanizmy dekohezji. Druga skladowa (Tp) decyduje o procesach odksztalce-
nia plastycznego i mechanizmach zniszczenia poprzez poslizg. Zwigzek miedzy energia,
odksztalcenia W i gestoscia, energii odksztalcenia w mozna wyrazi¢ w formie:

ow S(KI,KH,Q) o 1

_ _ b 2 2 2
W= = 0o ) SM(H(am +0y)" 4 (00 — 0y)" +41,,), (3.28)
gdzie,
K
Oae = = (27r)1/2 J=(0),
K
Oyy :(277'7')1/2 fy(e)v (329)
K

Tay = (27r)1/2 Jay (0).

Nalezy zwrocié uwage, ze definiujac w, uzywana jest wielkos¢ r. Wielkos¢ ta okresla
odleglo$¢ od wierzcholka szczeliny, ale nie jest juz wartoscia stala. Zalezy od kata 6
oraz innych parametrow, ktére moga wplynaé¢ na polozenie granicy strefy plastyczne;j.
Jest to konsekwencjg jednego z wnioskéw z poprzedniej pracy autoréw [161], dotyczacej
modyfikacji S—kryterium. W zwigzku z tym zaproponowano uzycie hipotezy Misesa (Tp =
Tp = const) do okreslenia tej granicy i wéwezas r = r(6). Otrzymujemy wigc (w plaskim
stanie naprezenia):
i(<72+<72—c7 o, +30% ) =Tpy = const (3.30)
6 L T Y zYy zy) — 1D,0 — 5 .
gdzie, Tp o jest wartodcig krytyczna, gestosci energii postaciowej, ktéra zgodnie z warun-
kiem Misesa jest stala materialowa,.

Wykorzystujac wyrazenia (3.29) oraz (3.30) otrzymaé mozna:

(1+v)K}

r= &TTTM(}?(@) + [3(0) = f1(0) f2(0)) = r(0) (3.31)

gdzie
1/2
hal®) = 5|20+ 10) = (120 - 07+ ar02) | a2



3.2. KRYTERIA OKRESLAJACE KIERUNEK WZROSTU SZCZELINY ZMECZENIOWEJ 99

Zgodnie z tym kryterium gestosé energii odksztalcenia w liczona jest wzdluz granicy
strefy plastycznej okre§lonej na podstawie wyrazenia (3.31). Kat propagacji 0. jest wéw-
czas zgodny z katem, dla ktérego istnieje maksymalna warto$¢ w. Jednakze poszukiwanie
maksymalnej wartosci w wzdluz granicy definiowanej przez warunek Misesa jest row-
nowazne z poszukiwaniem maksymalnej wartosci Ty, poniewaz Tp jest stala wzdiuz tej
granicy. Tak wiec, szczelina rozpocznie propagacje wtedy, kiedy objetosciowa cze$é energii
odksztalcenia, Ty, osiagnie krytyczng wartosé, Ty, , gdzie

1—2v
Ty = — = (0z + 0,)°. (3.33)
Kryterium to mozna wéwczas zapisa¢ w nastepujacy sposob:
oTy 0Ty,
— =0 i < 0. 3.34
a0 T (3:34)

Jesli material wykazuje szczegélnie kruchy charakter, wéwcezas granica definiowana w
T-kryterium moze by¢ przyjeta jako mata i regularna, jak sugeruje to S—kryterium. Przy
zastosowaniu tych warunkéw, réznice miedzy tymi dwoma kryteriami sg bardzo male.
Istniejace malte réznice pomiedzy tymi kryteriami nie wynikaja z zastosowanej idei, ale
z lokalizacji, gdzie liczone sa wartosci majace kontrolowaé proces wyznaczania kierunku
pekania.

Nalezy réwniez podkredli¢, ze warunek wzrostu szczeliny Ty (6,r) = Ty, nie jest do
konca wilasciwy. Jezeli bedziemy rozpatrywaé szczeline prostopadly do jedno—osiowego ob-
cigzenia, uzyskamy dla okreslonej wartosci tego obcigzenia pewne wartosci r, K oraz Ty .
Nastepnie, gdy zwigkszymy obcigzenie otrzymamy inne, wigksze wartosci r i K, ale nie
Ty, ktéra jest wielkodcig stalg, niezalezng od wartosci obcigzenia. Dlatego tez parametr
ten nie moze by¢ wielkoscia, na podstawie ktérej okreslany jest warunek propagacji. Ale
alternatywnym parametrem moze by¢ promieni r, ktérego warto$é¢ krytyczna, r., mozna
uzyska¢ stosujac wyrazenie (3.31) dla prostopadlej szczeliny, tzn.:

(I+v)Ki _ Ki

Te = 67TETD70 - 27_‘_0_}275 . (335>

gdzie oy jest naprezeniem uplastyczniajacym w jedno-osiowej prébie rozciggania, a K.
wartoscig krytyczna WIN. Spostrzezenia te dotyczg rozwigzania osobliwego, a przedsta-
wione wyrazenia opisujg plaski stan naprezenia. Kryterium to bedzie jeszcze rozwazane
doktadniej w jednym z nastepnych rozdzialéw, w ktérym opisana idea bedzie wykorzy-
stana do sformulowania nowego kryterium.

3.2.7. Det-kryterium, 1987.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Papadopoulosa [24], [25]. Opiera si¢ ono na
niezmienniku tensora naprezenia, ktérego warto$¢ maksymalna okresla kat 6., pod kto-
rym nastapi propagacja szczeliny. Ten warunek moze by¢ wyrazony przez matematyczna,
relacje:

dDet.(o;;) 0 d*Det.(0i;)
90 =06, . 06° 0=0,

Natomiast, warunek krytyczny wzrostu szczeliny to:

Det.(0;;) = Det.(045). (3.37)

<0. (3.36)
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gdzie, Det.(0;;). jest stala materialows oraz

Oxz  Ouxy

2
Det.(0;;) = = O0eOyy — Oy
Ozy  Oyy

(3.38)

Modyfikacje kryterium.

e W pracy [26] ten sam autor uzywajac réwnan (2.13)— (2.15) wprowadza do obliczeri
duzg ilos¢ czlonéw szeregu na wyrazenie skladowych tensora naprezenia, relacjonu-
jac poprawe wynikéw.

3.2.8. Kryterium maksymalnego wspéiczynnika obwodowego naprezenia i
odksztalcenia, 1989, (MWON, MWOO).

Kryteria te powinny by¢ w zasadzie przedstawione jako modyfikacja istniejacych juz
kryteriéw. Jednakze zostang przedstawione osobno z powodu sposobu uwzglednienia sta-
lego cztonu (T') w wyrazeniach na skladowe tensora naprezenia. Jest to istotne, poniewaz
nie uwzglednienie juz tylko tego jednego, stalego czlonu w dotychczas sformulowanych
kryteriach jest Zzrédlem znacznych rozbieznosci miedzy ich przewidywaniami, a wynikami
eksperymentéw. Szczegdlnie widoczne jest to w przypadku dwu—osiowego obcigzenia, gdy
k > 2, por. Rys. 2.6, [117].

Podobnie jak autorzy T-kryterium [162], Wu i Li [140] uwazaja, ze promieii r, czyli
odleglos¢ od wierzchotka szczeliny, gdzie liczone sg wielkosci, na ktérych bazuja kryteria,
nie jest wartodcig stalg i nalezy go okresli¢ w zaleznosci od wielu czynnikéw. Wspomi-
najg prace Theocarisa et al. [162], ktéra jako pierwsza prébuje uwzglednié¢ plastyczno—
sprezysta granice wokoél wierzchotka szczeliny. Wskazuja réwniez potrzebe uwzglednienia
w budowie kryterium wigkszej liczby czlonéw rozwinigcia na wyrazenie skladowych na-
prezenia. Sami bazujac na poprzednich kryteriach i nastepujacych zatozeniach:

e granica strefy plastycznej powinna jak najwierniej reprezentowaé rzeczywiste wa-

runki,

e wybrane wielkosci fizyczne powinny rzeczywiscie kontrolowaé proces pekania,
modyfikujg kilka istniejacych kryteriow. Wykorzystuja do tego celu dwie wielkosci cha-
rakteryzujace wytrzymalo$¢ materiatu:

1. Material staje si¢ plastyczny, kiedy naprezenie obwodowe ogg osiggnie warto$¢ oys,

czyli naprezenia uplastyczniajacego.

2. Material staje si¢ plastyczny, kiedy odksztatlcenie obwodowe €y osiagnie pewna war-

tos¢ krytyczna, — odksztalcenia uplastyczniajacego eys.

Naprezenie uplastyczniajace oys jest wielkoscia odpowiadajacg wartosci uzyskanej
podczas jednoosiowej préby. W przypadku odksztalcenia uplastyczniajacego eys = oys/E,
gdzie F jest modutem Younga.

Dwie granice strefy plastycznej wokdt wierzchotka szczeliny wyznaczone za pomoca
wyzej wymienionych warunkéw na uplastycznienie materialu mozna zapisa¢ w postaci:

| 1 1 6 30 .0 .30
[r,(0)]Zz = /s 7 — Ton0 {Kl (30035 + cos;) — 3Kq (sm§ + sm;) }, (3.39)
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1 1 1 6 30
€ 0)]z = K 3—5 — 1 —
r®)) 4y/27 oys — T(sin*6 — Vcos29){ I(( V)COS2 (L4 veos 2 )

— Kn <(3 - 5V)Sing +3(1+ ,/)Sin%9> } (3.40)

gdzie
T = o(1 — k)cos23.

W przypadku tworzenia kryterium okreslajacego propagacje szczeliny bardzo waznym
zadaniem jest okreslenie fizycznych wielkosci, ktére determinujg, taks sytuacje. Autorzy
zwracajg uwage na naprezenie i odksztalcenie obwodowe w okolicy wierzchotka szczeliny.
Definiujg wspdlczynnik obwodowego naprezenia jako 7”%0'99, ktory oprécz takiego samego
wymiaru jak WIN moze odzwierciedli¢ wpltyw wiekszej liczby czlonow szeregu okredlaja-
cego sktadowe naprezenia. Definiujg réwniez wspotczynnik obwodowego odksztatcenia jako
7“%699, ktéry réwniez moze postuzyé do okreslenia kierunku propagacji szczeliny.

Autorzy wykorzystujac podane wczesniej wyrazenia na okreglenie granicy strefy pla-
stycznej oraz na pole naprezenia uwzgledniajace staly czlton, modyfikujg kilka znanych
dotychczas kryteriéw. Przyktadowo:

o Kryterium maksymalnego wspdtczynnika naprezenia obwodowego, MWNO.

Jest to zmodyfikowane kryterium MNQO, ktére jest teraz postaci 2 0p. Inicja-
cja wzrostu szczeliny nastapi, gdy 12049 liczone na granicy wyznaczonej przez re,
por. (3.40), osiagnie krytyczng wartosé. Po uwzglednieniu proponowanych poprawek
mozna zapisa¢ to kryterium w postaci:

T’%O'gg :A—‘—\/;B (341)

gdzie

1 0 30 0 30
A= K| 3cos— — | — 3K in— in—
4\/%{ 1( cos2 +cos2) 11<s1n2+s1n2)}, (3.42>
B = Tsin%6.

Warto$¢ maksymalna r20y wynika z rozwigzania nastepujacego rownania:

8(7’%099) o , r! B
T_A+\/FB+2—\/FB_0 (3.43)

82(r2ogy) r r’ r'r!
7:/1”"— TB/,+—B/+ B_

0%0 vr N4z 2,/ dry/r
e MWOO. Kryterium maksymalnego wspdtczynnika odksztatcenia obwodowego. Kry-
terium to mozna wyrazi¢ w podobnej formie jak powyzsze, a inicjacja wzrostu

. . 1 . . . .
szczeliny nastapi, gdy r2egg liczone na granicy wyznaczonej poprzez r, (3.39) osig-

gnie krytyczng wartoscé.

B<0 (3.44)

e mS. Kryterium minimalnego wspdtczynnika gestoSci energii odksztatcenia. Kryte-
rium to bazuje bezposrednio na kryterium S, a jego modyfikacja polega na zaloze-
niu, ze wspétezynnik ten mozna teraz wyrazié jako: r-0W/0V. Wéwezas mS mozna
zdefiniowaé jako:

mS =A+r?B+rD

gdzie A, B, D sa funkcjami 6, niezaleznymi od r.
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Zmodyfikowane kryteria potrzebuja stalych materialowych dla okreslenia inicjacji pro-
pagacji. Autorzy proponujg uzyskaé je przez rozwazenie szczeliny pod wplywem czystego
rozciggania (mod I). Przedstawione wyniki wykazujg poprawe w stosunku do kryteriéw
bazowych.

3.2.9. Kryterium wektora wierzchotkowego przemieszczenia szczeliny,

1989, (CTD).

Kryterium to zaproponowane bylo przez Li [144], ktéry wykorzystal wyrazenia na
wierzchotkowe rozwarcie i poslizg szczeliny (CTOD, CTSD) w dwu-osiowym stanie napre-
zenia. Wykorzystujac te wartosci, autor zdefiniowal wektor wierzchotkowego przemiesz-
czenia (CTD), ktéry ma byé skorelowany z mechanizmem zmeczeniowego wzrostu szcze-
liny. CTD jest wektorem powstalym z sumowania wektoréw CTOD i CTSD,, gdzie ten
ostatni jest wielkoscig, efektywna. Przyjeto, ze szczelina bedzie sie propagowaé¢ wzdhiz
kierunku tego wektora. Kryterium to zostato zweryfikowane dla przypadku zmeczenio-
wego wzrostu szezeliny, dla ktérego wyniki zaczerpnieto z pracy [115], wykazujac dobra
zgodnosé.

3.2.10. Kryterium Nielokalnego Naprezeniowego Kruchego Pekania, 1995,
(NNKP).

Autorami kryterium Nielokalnego Naprezeniowego Pekania (NNKP—kryterium), sg,
Seweryn i Mréz [170]. Kryterium zaklada, ze pekanie powigzane jest z rozwojem pew-
nej strefy zniszczenia wokdét wierzchotka naciecia. Dokladne wyznaczenie tej strefy jest
szczegblnie trudne. Dlatego tez autorzy przyjmuja, ze inicjacja lub propagacja szczeli-
ny pojawi sie, kiedy wartosé $rednia funkcji R, (o,,7,), na segmencie dy, por. Rys. 3.6,
osiggnie wartos¢ krytyczna;

do
R; = max(,g,xo)Rg(an,Tn) = Max(y x) [di()/ R, (o, Tn)d’f‘:| =1 (3.45)
0
gdzie, Ry — wspélczynnik naprezenia pekania, Ry(0,,7,) — nielokalna funkcja napreze-
niowa pekania, R, (0,,7,) — lokalna funkcja pekania materiatu, o,,, 7, — normalna i tnaca
skladowa naprezenia na plaszczyznie fizycznej, xg — poczatek lokalnego uktadu wspétrzed-
nych biegunowych (r,v), dy — dlugoéé¢ strefy zniszczenia. Kryterium to okresla wartosé
krytycznego obcigzenia, jak réwniez kierunek propagacji szczeliny. Kat propagacji wy-
znacza maksymalna wartoéé nielokalnej funkcji pekania Ry (0, 7,). W przypadku analizy
kruchego pekania elementu z nacieciem w ksztalcie V bedacego pod wplywem obcigze-
nia $cinajacego i rozciggajacego, wystarczajacym jest przyjecie za lokalng funkcje R,
prostego warunku wytrzymatosci na rozcigganie w postaci:
On

Ry(0,) = 2=, (3.46)

Wéwezas, strefa pekania dy moze byé¢ okreslona na podstawie analizy wzrostu szczeliny
wg modu I i uzywajac kryterium Griffitha-Irwina [173] jako:

2
dy = <2Kl°) . (3.47)
2w\ o,

Powyzszy model zostal potwierdzony eksperymentalnie w pracy [174]. Kryterium to réw-
niez zastosowano do problemu zmeczeniowego wzrostu szczeliny [176], [177].
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RYSUNEK 3.6. Strefa zniszczenia wg NNKP—kryterium oraz wykres funkcji R,, [170].

3.2.11. W—kryterium, 2000

Autorami tego kryterium sa Gotos i Wasiluk [180] oraz, w przypadku wykorzystania
go w problemie zmeczenia materialéw, Wasiluk i Hoshide [181]. Kryterium zaktada, ze
szczelina ro$nie w kierunku najmniejszej wartosci wspétczynnika W, definiowanego jako

w = el (3.48)

gdzie 1,(0) jest promieniem strefy plastycznej, natomiast a jest polows dlugosci szczeliny.
Kryterium to bazuje na zalozeniu minimalnej konsumpcji energii na kierunku pekania
podczas procesu wzrostu szczeliny w strefie plastycznej. Autorzy wykorzystuja podzial
calkowitej energii procesu pekania na energie kohezji, ktéra jest przyjeta jako wielkosé
stala na wszystkich kierunkach wokét wierzchotka szczeliny, oraz energie, ktérej ekwi-
walentem jest praca mechaniczna podczas propagacji szczeliny w strefie plastycznej. O
kierunku pekanie decyduje wigc ta druga sktadowa, a kat pekania okresla minimalna
wartos¢ wspétczynnika W, ktéry koresponduje z minimalng wielko$cia, catkowitej energii
procesu pekania.

3.2.12. Podsumowanie

W literaturze znalezé mozna jeszcze wiele innych kryteriéw okreslajacych warunki
i kierunek wzrostu szczeliny. Sg one jednak zdecydowanie mniej popularne niz opisane
powyzej. Abdel-Mageed oraz Pandey [127] poréwnuja, niektére z przedstawionych kryte-
riow do wynikéw z eksperymentéw w przypadku obcigzenia monotonicznego i cyklicz-
nego (Tabela 3.1). Podkreslajg jednoczesnie, ze kryteria nie rozrézniaja rodzaju obcig-
zenia. Porownanie to wskazuje na duza, rozbieznos¢ pomiedzy wynikami eksperymentéw,
a stosowang, teorig. Nalezy tu zauwazy¢, ze w przypadku obcigzen cyklicznych dosé do-
brg zbieznos¢ kata propagacji szczeliny wykazuje T-kryterium. W przypadku obcigzenia
monotonicznego zadne kryterium nie daje zadowalajacych rezultatow. Pomimo to, jak
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TABELA 3.1. Wyniki dla kata inicjacji wzrostu szczeliny podczas statycznego i cyklicznego
obcigzenia [127].

Kat inicj. eksper. Kryteria
Nachylenie | Obcigzenie | Obcigzenie | MNO MOO S T | Det.
szczeliny Cykliczne | Monotoniczne r/a=0.01|v=03

15 88 74 66 69.4 72 86.5 | 97.5
30 70 59 61 59.2 63.5 | 72.3 | 82.75
45 58.8 45 53.6 49.2 o1 60 | 63.75
60 37.5 29 43 36.8 40 47 | 33.33
90 0 0 0 0 0 0 0

wskazujg to sami autorzy pracy, rozbieznos¢ ta moze byé¢ spowodowana zbyt duza strefy
plastyczng przy wierzchotku szczeliny w stosunku do grubosci prébki. Niemniej jednak,
rowniez inni autorzy relacjonujg, brak uniwersalnosci kryteriéw, niezwykle wrazliwych na
zmiany relacji miedzy wptywem modu I i II. W wigkszosci kryteriow wykorzystywane
sg konwencjonalne parametry wynikajace z mechaniki pekania do okreslenia kierunku
wzrostu szczeliny w mieszanym sposobie obcigzenia. Zazwyczaj uzywa sie podstawowego
parametru wynikajgcego z mechaniki pekania — wspélczynnika intensywnosci naprezenia
(WIN). Kryteria, ktére rozwazaja szczegétowo koncepcje mechaniki pekania dotyczacy
granicy strefy plastycznej nie sg jeszcze dostepne. Istnieje réwniez dos¢ wazne zagadnie-
nie zwigzane z réznicg w sposobach obcigzenia (monotoniczne lub cykliczne). W zasadzie
zadne z kryteriéw nie rozréznia tych dwéch sposobéw obcigzenia pomimo tego, iz mi-
kromechaniczna inicjacja wzrostu szczeliny jest rézna dla tych dwéch typéw obcigzen.
Podsumowujac, zadne kryterium wymienione powyzej nie daje satysfakcjonujacych wy-
nikéw dla wszystkich sposobéw obcigzenia.

3.3. Predkosé wzrostu szczeliny

3.3.1. Wstep

Jak wspomniano, prekursorem badan zmeczeniowych byt Wohler w XIX wieku. Jed-
nakze prawdziwy poczatek badan nad zmeczeniows propagacjg szczeliny mial miejsce do-
piero w latach 60 XX wieku, kiedy to do problemu wzrostu szczeliny zmeczeniowej wyko-
rzystano koncepcje Liniowej Mechaniki Pekania (Paris, 1957 [128], Paris et al., 1961 [129],
Paris i Erdogan, 1963 [130] ). Koncepcja wigzata WIN z predkoscig pekania i zakladala,
ze o rozwoju pekniecia decyduja zmiany WIN, w postaci:

da "

N C(AK)", (3.49)
gdzie AK = Kpax — Knin, 88 ekstremalnymi wartosciami WIN dla cyklu, C'i n sg stalymi
eksperymentalnymi. Relacje (3.49) mozna przedstawi¢ jako prosta w logarytmicznym
ukladzie wspétrzednych, por. Rys. 3.7, bedaca czescig wykresu predkosci pekania, ktéry
dla metali mozna umownie podzieli¢ na trzy obszary o do$¢ wyraznych granicach:



3.3. PREDKOS¢ WZROSTU SZCZELINY 105

e inicjacja szczeliny,
e wzrost szczeliny,
o koricowe pekniecie i zniszczenie.

da
—[m/cykl
AdN[m cykl]

~10°

Al<TH KC
RYSUNEK 3.7. Wykres predkosci pekania

Obszar I, nazywany réwniez obszarem progowym (ang.: threshold region), jest charak-
teryzowany przez wartos¢ progows AKry, powyzej ktérej dopiero rozwija sie pekniecie.
Ponizej tej wartosci pomiar wzrostu szczeliny nie jest mozliwy. Wzrost jest tu bardzo
wrazliwy na mikrostrukture (bardzo czesto granice ziaren sg przeszkodami dla propagacji
w stopach metali [187]), srodowisko oraz wspétczynnik asymetrii cyklu R.

Pozostale obszary, w tym obszar 11, gdzie obowigzuje wzér Parisa (3.49), dla metali sg,
w wysokim stopniu niezalezne od mikrostruktury materiatu. Strefa plastyczna przy wierz-
chotku szczeliny obejmuje wéwczas kilka ziaren, i powstale sity sa wstanie przezwyciezy¢
przeszkody mikrostrukturalne dla wzrostu szczeliny.

Czynniki wplywajace na predkosé wzrostu szczeliny

Na predkos$¢ wzrostu szczeliny ma wpltyw bardzo wiele czynnikéw. W niniejszym pa-
ragrafie wymienione bedzie jedynie kilka najwazniejszych z nich.

Asymetria cyklu i naprezenie $rednie. Do$¢ zauwazalny wplyw na predkosé
pekania ma asymetria cyklu R i naprezenia érednie o,,. Wplyw ten oczywiscie zalezny
jest od poziomu tych wielkosci, zakresu predkosci jak i rodzaju materiatu. Najogélniej
moéwiae, predkosé pekania powigksza sie wraz ze wzrostem wartosci tych wielkosci. Préby
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uwzglednienia wplywu asymetrii cyklu byly podejmowane przez wielu autoréw. Najcze-
Sciej jednak uzywa sie wzoru Formana et al. [96], ktéry wzbogacit wyrazenie (3.49) do
postaci:

da . C(AKl)m

dN  (1-R)K.— AK;’

gdzie, K. odpowiada odpornosci na pekanie. Zwykle zastepuje sie te wartosé¢ przez Ki..
Natomiast wyrazenie na predko$é wzrostu szczeliny, uwzgledniajace o, zostalo zapro-
ponowane, na przyklad, przez Robertsa et al. [97] w nastepujacej postaci:

(3.50)

da

TAr B(l + 6)2(AK/)47

an (3.51)
_ 2 ")

= B(Kpax) (AK")?,

gdzie, f = K,,/JAK', K,, = 1/2(Knax + Knin), AK' = 1/2(Kyax — Kmin) oraz B jest
stalg materialowa. Wzory te wyprowadzono w oparciu o dtugos$é strefy plastycznej przed
wierzchotkiem szczeliny.

Domykanie szczeliny. Domykanie szczeliny podczas zmeczeniowego wzrostu szcze-
liny ma miejsce, gdy w czasie cyklu obcigzenia powierzchnie szczeliny stykaja sie. W wyni-
ku tego podczas poczatkowej fazy cyklu obcigzenia cze$é powierzchni szczeliny jest zwar-
ta, a wiec rzeczywisty zakres AK nie jest w calosci efektywny. Elber [90] byt pierwszym
badaczem, ktéry zaproponowal zmeczeniowy model zamykania szczeliny uwzgledniaja-
cy to zjawisko. Zasugerowal, iz powierzchnie szczelin domykajg si¢ na skutek obecnosci
wlasnych naprezenia $ciskajacych w plastycznej strefie pekniecia. Pekanie zostaje wiec za-
trzymane przy pewnej wartosci naprezenia o, a moze si¢ dalej rozwija¢, jesli przylozone
zostanie obciazenia zdolne do ponownego otwarcia szczeliny o,,, por. Rys. 3.8. Efektywng,
wielko$¢ AK mozna wiec wyrazi¢ jako:

AKe = Kinax — Kop, (3.52)

Tak wigc cze$¢ cyklu obcigzenia ponizej K,, nie ma wplywu na zmeczeniowy wzrost
szczeliny. Propozycja ta sprowadza sie wiec do zdefiniowania efektywnego zakresu wspdt-

4
k| 1
AKet
% T Kmax
Kop
O e ™l

RYSUNEK 3.8. Schemat przedstawiajacy AKeg.
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czynnika jako:

AKy = U(AK), (3.53)
gdzie
_ Omax — Oop
v= Omax — Umin’ (354>
da
= C(AKg)" = C(UAK))™ (3.55)

W rzeczywistosci okreslenie wspolczynnika K.g zalezy od wielu czynnikéw, przede
wszystkim od rodzaju materiatu, asymetrii cyklu i innych warunkéw obcigzenia.

Nalezy zwrdci¢ uwage, ze istniejg réwniez inne mechanizmy, ktére wymienia sie ja-
ko wplywajace na zamykanie sie pekniecia. Adams [91], Purshothaman et al. [92] oraz
Walker et al. [93] wymieniaja, wptyw nieréwnosci powierzchni szczeliny jako czynnik wply-
wajacy na przyspieszone zamykanie si¢ szczeliny. Do innych czynnikéw przyspieszajacych
ten efekt zalicza si¢ réwniez utlenianie powierzchni szczeliny, por. Endo et al. [94] oraz
Suresh et al. [95]. Jednak efekty te dla wigkszosci uzywanych stopéw sg drugorzedne i w
praktyce wykorzystywany jest klasyczny wzoér Parisa. Ich wplyw jest bardziej widoczny
w przypadku wartosci WIN bliskich wartosci progowej wzrostu szczeliny.

3.3.2. Zlozone pole naprezenia

W rzeczywistej eksploatacji elementy wykonane z réznego rodzaju materialéw sg na-
razone na wielo—osiowe obcigzenia. Znamienne jest to, ze juz podczas inicjacji szczeliny,
i jej poczatkowego wzrostu, charakter obcigzenia ma istotny wplyw na jej dalszy roz-
wéj, por. Smith i Pascoe [124], Parsons i Pascoe [123]. Nalezy réwniez zwréci¢ uwage, ze
procesy zmeczeniowe sg niezwykle skomplikowane i wplyw na nie ma bardzo wiele czyn-
nikéw. W rozdziale tym omdéwione bedzie kilka najwazniejszych z nich wraz z prébg ich
wykorzystania do okreslenia predkosci wzrostu szczeliny. Sytuacja komplikuje sie jeszcze
bardziej w warunkach mieszanego obcigzenia szczeliny.

W przypadku mieszanego obcigzenia badacze uzywaja do badar eksperymentalnych
réoznych metod w zaleznosci od warunkéw jakie majg byé¢ uzyskane w sasiedztwie wierz-
chotka szczeliny. Duza liczba eksperymentow zostala przeprowadzona dla pochylonej
szczeliny umieszcezonej centralnie w préobee pod wplywem czystego rozciggania. Erdogan
i Sih, 1963 [131] byli pierwszymi, ktérzy uzyli takiej konfiguracji prébki testujac ideal-
nie kruchy material i sformutowali opisane juz kryterium, patrz podrozdziat 3.2.1. Iida i
Kobayashi, 1969 [116] uzyli prébki wykonanej ze stopu aluminium 7075-T6, a wiec mate-
riatu, ktory wykazuje wlasciwosci plastyczne. Wspélezynnik asymetrii cyklu byt R = 0.1.
Wyniki pokazaly, iz bardzo trudno jest uzyska¢ mieszany mechanizm wzrostu szczeliny,
gdyz taka szczelina wzrasta natychmiast w kierunku prostopadlym do osi obcigzenia,
gdzie K1 jest maksymalne. Poniewaz szczelina zmienia orientacje, K1 wzrasta gwaltownie
do wartosci jakg otrzymaliby$my dla szczeliny prostopadlej do osi obcigzenia. Natomiast
K71 szybko zmniejsza sig¢, az do catkowitego zaniknigcia. W pracy zauwazono réwniez, iz
obecnosé nawet nieduzej sktadowej naprezenia wynikajacej z I typu obcigzenia, zwigksza
predkosé¢ wzrostu szczeliny w znaczny sposéb.

Efektywny wspélczynnik intensywnosci naprezenia. Jednym z pierwszych
autoréw, ktéry zmodyfikowal konwencjonalny wzér Parisa i Erdogana [130], byl Tana-
ka [119]. Podobnie jak Iida i Kobayashi, [116] badal prébki aluminiowe, w ktérych szcze-
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liny pochylone byty pod katami: 30, 45, 72 oraz 90 stopni przy R = 0.65 i jedno—osiowym
rozcigganiu. Dodatkowo, Tanaka wyznaczyl réwniez warunki progowe propagacji szczeliny
bedacej pod wplywem mieszanego obcigzenia. W pracy pokazano, ze kierunek propagacji
szczeliny wyznaczany za pomocyg MINO [131], por. (3.16) i (3.17), oraz S—kryterium,
por. (3.20), wykazuje odchylenie od wynikéw eksperymentu. Zaproponowano nowe wy-
razenie na predkosé propagacji szczeliny opierajac si¢ na pracach Weertmana, [120] oraz
Lardnera, [121] :

da

— = C(AKe)", 3.56

= = C(AKu) (356)
ktére daje wyniki zgodne z danymi eksperymentalnymi. Przy czym AK.g w zlozonym

stanie obcigzenia wyrazone jest przez:
AKy = [AK} + 8AK]7. (3.57)

Propozycja ta bazuje na zalozeniu, ze zmeczeniowy wzrost szczeliny pojawi sie, gdy suma
catkowitej wartosci przemieszczenia w obszarze przywierzchotkowym osiggnie wartosé kry-
tyczng. W przypadku mieszanego modu deformacji przyjmuje sie, ze deformacje zalezne
od modéw I i II sg niezalezne od siebie. W pracy zaproponowano réwniez inne wyrazenia
okreslajagce AKog. Jednak wyniki eksperymentéw sg najbardziej zbiezne z wyrazeniem
(3.57).

Inna propozycja AK.g zaproponowana zostala przez Yan et al. [183] dla szczeliny w
zlozonym stanie naprezenia:

1
AKg = icos%[AKI(l + cosby) — 3AKysinby] (3.58)

gdzie, 6y jest katem wzrostu szczeliny uzyskanym z kryterium maksymalnych napre-
zeri obwodowych (MINO). Jest to wynikiem wykorzystania tego kryterium do okreslenia
predkodci wzrostu szczeliny zmeczeniowej w rozwazanych warunkach obcigzenia.

Wspélczynnik gestosci energii odksztalcenia. Kryterium to réwniez bazuje na
konwencjonalnym wzorze Parisa i Erdogana (3.49) [130]. Jednakze zamiast AK uzyto
zakresu wspdlezynnika gestosci energii odksztalcenia AS, czyli:

da e
= Cs(AS)™, (3.59)

gdzie AS = Spax — Smin, @ Cs 1 ng sa stalymi materialowymi. Réwnanie to zostalo
zweryfikowane przez Sih i Barthelemy [137], Badaliance [138] oraz Lam [139] wykazujac
zgodno$¢ z wynikami eksperymentu.

Rozwarcie szczeliny. Jak wspominano wczeéniej, bardzo interesujacym para-
metrem opisujgcym predkosé wzrostu szczeliny jest wierzchotkowe rozwarcie szczeliny
(CTOD). Jest to zalozenie bazujace na przyjeciu, iz zmeczeniowy przyrost szczeliny w
trakcie jednego cyklu da jest bezposrednio proporcjonalny do CTOD [100]. Idea ta byla i
jest do$¢ szeroko wykorzystywana. Znaczna wiekszos¢é prac dotyczy jednakze modelowa-
nia wzrostu szczeliny nie bedacej w warunkach zlozonego stanu naprezenia. Tego bardzo
fizycznego parametru uzywa sie lacznie z innymi wielkosciami, ktére majg réwniez wpltyw
na predkosé wzrostu szczeliny, np. efekt domykania szczeliny [101]. Jedng, z prac prébuja-
cg wykorzysta¢ rozwarcie szczeliny bedacej w ztozonym stanie naprezenia byta opisywana
juz praca [144] (3.2.9).
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3.4. Propagacja szczeliny zmeczeniowej

Jednym z wnioskéw z poprzednich paragraféw jest duza rozbieznosé pomiedzy wy-
nikami uzyskiwanymi na drodze eksperymentéw dla wzrostu szczeliny zmeczeniowej w
zlozonym stanie naprezenia, a rezultatami uzyskiwanymi teoretycznie (patrz podrozdzial
3.2.12). Rozbieznos$¢ ta wzrasta, gdy udzial modu II wzrostu szczeliny powigksza sie.
Dzieje sie tak np. w przypadku jedno-osiowej préby, gdy kierunek poczatkowej lokalizacji
szczeliny zbliza si¢ do osi obcigzenia. Bylo to zauwazone juz dla obcigzenia monotonicz-
nego, ale w przypadku obcigzenia cyklicznego problemem znacznie wazniejszym jest brak
ogOlnie akceptowanych, prostych w zastosowaniu, a przede wszystkim efektywnych wyra-
zeni na predkosé wzrostu szczeliny. Doswiadczenia pokazujg, ze nawet niewielka obecnosé
skltadowej A K7 skutkuje znacznym wzrostem predkosci. Opisane w poprzednim rozdzia-
le wyrazenia nie zawsze odpowiadajg dobrze wynikom eksperymentéw, w szczegdlnosci
gdy udzial AK wynikajacy z konfiguracji i obciazenia szczeliny jest znaczny. Do najcze-
Sciej uzywanych wielkosci nalezg: efektywny wspoétczynnik intensywnosci naprezenia oraz
wspotczynnik gestosci energii odksztalcenia. Nalezy zaznaczyé, ze powstalo wiele prac z
powodzeniem stosujacych owe wyrazenia, ale dotycza, one jedynie wzrostu szczelin w po-
czatkowej fazie charakteryzujacych sie znaczng dominacjg AK;. W pracy podjeta zostanie
préba modelowania szczeliny wg omawianych poprzednio kryteriéw (patrz Rozdzialy 3.2
i 3.3.2), a otrzymane wyniki zostang poréwnane z wynikami eksperymentu zamieszczo-
nymi w pracy Pustejovskiego [99]. Autor przedstawil w tej pracy wyniki eksperymentu
dotyczacego stopu tytanu Ti-6Al-4V, przy R = 0.1, w plaskim stanie odksztalcenia. Za-
mieszczone tam rezultaty beda traktowane jako weryfikacja kryteriéw proponowanych w
niniejszej rozprawie. Nalezy zwréci¢ uwage, iz wyniki zamieszczone w [99] zostaty wyko-
rzystane w pracy [137], w ktérej zaproponowano uzycie wspélezynnika gestosci energii
odksztalcenia do okreslenia predkosci wzrostu szczeliny. Jak wida¢ na Rys.3.9 i 3.10 nie
osiggnieto zadowalajgcej zgodnosci z wynikami eksperymentu, a co gorsze, nawet tenden-
cja dotyczaca predkosci wzrostu przy zmianie kierunku orientacji szczeliny poczatkowej
nie zostata zachowana. Nalezy jednak wyjasni¢, iz metoda obliczenia WIN w pracy [137]
byta pewng aproksymacjg. Dlatego, na Rys.3.11 oraz 3.12 uzyto identycznego modelu
wzrostu szczeliny zmeczeniowej, ale z zastosowaniem metody uzyskiwania WIN z niniej-
szej pracy. Rezultaty ulegly znacznej poprawie, ale ciggle znacznie réznily si¢ od tych
uzyskanych eksperymentalnie. Mozna co prawda uzy¢ pewnej modyfikacji wyrazen propo-
nowanych w jedno-osiowych prébach uwzgledniajacych czynniki wplywajace na predkosé
wzrostu szczeliny, opisanych w poprzednim rozdziale, jednakze, mimo wielu préb nie
udalo si¢ autorowi uzyskaé¢ zadowalajacej zgodnosci wynikéw modelowania, jednoczesnie
dla obu przypadkéw wzrostu szczeliny jak w eksperymencie. Podobne niezadowalajace
wyniki uzyskano w przypadku zastosowania efektywnego wspdlczynnika intensywnosci
naprezenia AK.g.

Natomiast, jezeli chodzi o kierunku wzrostu szczeliny, to okazuje sie, ze wigkszos¢ au-
torow nie rozréznia rodzaju obcigzenia i dla zmeczeniowej propagacji szczeliny stosuje sie
te same kryteria jak i w przypadku obcigzenia monotonicznego. Ciekawe jest to, ze rézni-
ce w kierunku propagacji sa czasami bardzo znaczne. Jednakze w wiekszosci przypadkéw
zmeczeniowego wzrostu szcezeliny kryteria wynikajace z obcigzenia monotonicznego sg wy-
starczajace. R6znice sg istotne tylko wtedy gdy udzial AKj jest duzy. Sa one znaczace
na kilku poczatkowych cyklach, poniewaz udzial AKy w rozwigzaniu dos¢ szybko zani-
ka i relatywnie ma nieduzy wplyw na ostateczny kierunek propagacji. Niemniej, préba
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RYSUNEK 3.9. Poréwnanie wynikéw eksperymentu z modelem i metods uzyskiwania WIN
w [137].
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RYSUNEK 3.10. Poréwnanie wynikéw eksperymentu z modelem i metoda uzyskiwania WIN
w [137].

odpowiedzi dlaczego takie zjawisko wystepuje wydaje sie bardzo interesujaca.

W pierwszym rzedzie istotnym wydaje sie préba znalezienia odpowiedzi, co powoduje
roznice kierunku wzrostu szczeliny w przypadku obcigzenia monotonicznego i obcigze-
nia cyklicznym. Po drugie, co jest moze bardziej interesujace i konieczne, to mozliwosé
opisania w prosty i dogodny sposéb (uzywajac wielkosci wynikajacych z Liniowej Mecha-
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RYSUNEK 3.11. Poréwnanie wynikéw eksperymenty z modelem [137] przy uzyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

niki Pekania) predkosci wzrostu szczeliny zmeczeniowej w ztozonym stanie naprezenia. W
tym celu w niniejszym rozdziale uwzgledniony zostanie staty czton w skltadowych tensora
naprezenia, T, jako istotna czes¢ rozwigzania pomijana zwykle w obliczeniach kata pro-
pagacji szczeliny, jak i, przede wszystkim, w wyrazeniach na predkos¢ wzrostu szczeliny.
Wszystkie wielkosci bedg skorelowane z pewnym obszarem deformacji materiatu, jakim
jest np. strefa plastyczna.

3.5. MK — Kryterium — propozycja

W przypadku materialéw kruchych, czy tez wysokocyklowego zmeczenia proces pe-
kania powigzany jest Scisle z rozwojem mikro-szczelin w sasiedztwie wierzchotka karbu
lub poczatkowej szczeliny, por. Williams [178]. Proces ten moze by¢ powigzany réwniez
z bardzo malym obszarem plastycznych deformacji. Mikro—szczeliny powoduja ostabie-
nie materiatu i redystrybucje¢ naprezenia. Poniewaz mechanizmy te sa niezwykle zlozone,
sformulowanie modelu bezposrednio uwzgledniajacego te efekty wydaje sie trudne. Kry-
terium, ktore jako pierwsze zakladalo istnienie strefy pekania, w ktérej zachodzi silny
rozwdj uszkodzen, bylo kryterium zaproponowane przez Novozilova [179]. Inicjacja lub
propagacja szczeliny nastapi, gdy usrednione na pewnym odcinku dy naprezenie normal-
ne osiggnie wartos¢ krytyczna o.,. Tak wiec wpltyw mikro—szczelin uwzglednia si¢ przez
wprowadzenie malej, ekwiwalentnej szczeliny co prowadzi do postugiwania si¢ wartoscia-
mi usrednionymi. Pozwala to oszacowaé pole naprezenia wokét tak przedtuzonej szczeliny,
albo tez uzywajac takich parametréow jak naprezenie lub gesto$é energii wyznaczy¢ poza-
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RYSUNEK 3.12. Poréwnanie wynikéw eksperymenty z modelem [137] przy uzyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

dane wielkosci w pewnej odleglodci od wierzchotka karbu (szczeliny) [169]. Rozszerzeniem
kryterium Novozilova jest opisywane juz kryterium NNKP (3.2.10).

Powréémy w tym momencie do definicji gestosci energii odksztalcenia w, ktore, jak
wspomniano w podrozdziale 3.2.6, sktada sie z dwéch czesci: objetosciowej, Ty i posta-
ciowej, Tp. Ta pierwsza decyduje o procesie pekania i wspiera mechanizmy dekohezji.
Druga za$ decyduje o procesach odksztalcenia plastycznego i mechanizmach zniszczenia
realizowanych przez poslizgi. Istotng role w analizie wszelkiego rodzaju peknigé odgrywa
wzajemna relacja pomiedzy tymi sktadowymi, por. [4]. Skladowe te mozna wyrazi¢ w
nastepujgcej postaci:

1—-2v
Iv= 6F (00 + 0yy + 0.2)% (3.60)
14+v
D — 3E (092090 + Usy + ng — OgaO0yy — OyyOzrz — 02204 + 30_%@/)7 (361>
gdzie
0,, =0 — dla ptaskiego stanu naprezenia,

0, = V(044 + 0yy) — dla plaskiego stanu odksztalcenia.
Wéwcezas, dla ptaskiego stanu naprezenia

1—-2v
Ty = 6T(Uxx + Uyy)2a (362>

1+v
Tp = B ((am + 0yy)? — 3(0ra0yy — aiy)), (3.63)
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oraz dla plaskiego stanu odksztalcenia

B (1+v)%(1 —2v) 9
Ty = oE (Ouz + Oyy)°, (3.64)

1
T = v ((V2 —Vv+ 1)(09090 + Uyy)2 - B(Uxxgyy - Uiy)) : (365>

3E

Wielkosci te wydaja si¢ bardzo atrakcyjne w modelowaniu wzrostu szczeliny zaréw-
no pod wplywem obcigzenia monotonicznego, jak i cyklicznego. Wykorzystywane byly
juz podczas formutowania T—kryterium (patrz podrozdzial 3.2.6), gdzie kat propagacji
szczeliny byl zgodny z maksymalng wartoscia Tv ( Ty |max — Opr), liczong po konturze
wyznaczonym przez wielko$¢ Tp=const dla r(0), speiajacego kryterium plastycznosci,
a wiec w pewnej odlegtosci od wierzchotka szczeliny. W tamtym przypadku dogodne byto
uzycie hipotezy Misesa, dla ktérej relacja stalej 777 i naprezenia uplastyczniajacego oy
wyraza sie nastepujaco:

1
T =1% = 3—;; ol — dla plaskiego stanu naprezenia, (3.66)
1 2 — 1
s =15 = (L+0) - v+ )0'2 — dla plaskiego stanu odksztalcenia.  (3.67)

3L e

Wydaje si¢, ze kryterium to mozna réwniez zaliczyé¢ do grupy kryteriéw nielokalnych.
Jednakze nie jest ono zbyt wladciwe w przypadku materialéw kruchych czy tez materia-
6w, w ktérych strefa plastyczna jest mata w poréwnaniu z innymi defektami struktury,
jakim sg np. mikro-szczeliny. W takim przypadku kryterium to zaczyna by¢ zbiezne z
kryterium gestosci energii odksztalcenia i w zasadzie przestaje by¢ nielokalne z powo-
du koniecznosci wyznaczania potrzebnych wielkosci zbyt blisko wierzchotka szczeliny. W
wyniku tego nie uwzglednienia si¢ niejednorodnosci materiatu, jak i redystrybucji napre-
zen, ktora istnieje réwniez poza obszarem plastycznym wskutek mikropeknigé. Tak wiec
zgodnie np. z NNKP—kryterium, uwzglednienie do obliczert pewnego obszaru uszkodzen,
ktorych Zrédlem sg procesy dekohezyjne wydaje sie konieczne. W nastepnej czesci rozdzia-
hu podjeto probe sformutowania nowego kryterium, ktére wykorzystuje dwu—wymiarowy
obszar uszkodzen.

Idea podzielenia gestosci energii odksztalcenia w na jej dwie skladowe wydaje si¢ by¢
bardzo atrakcyjna ze wzgledu na wspomniang juz interpretacje fizyczng takiego podzia-
hi. W przypadku T—kryterium umozliwito to okreslenie granicy sprezysto—plastycznej,
Tp=const, na ktorej poszukiwana byta warto$¢ maksymalna gestosci energii odksztalce-
nia, w, co sprowadza si¢ do poszukiwania maksymalnej wartosci Ty, zwiazanej z procesa-
mi dekohezji. Nalezy zauwazy¢, ze S—kryterium zaklada, iz szczelina bedzie propagowaé
w kierunku najmniejszej wartosci w. Jednakze wartosé ta poszukiwana jest wzdluz stalej,
zalozonej odleglosci od wierzchotka szczeliny, czyli wtedy gdy Tp #const. Interesujace
jest réwniez to, ze zwykle plaszczyzne pekniecia koreluje si¢ z wystapieniem warunku
Ty > Tp, co w zasadzie jest stuszne tylko dla przypadku plaskiego stanu odksztalcenia.
Na te sytuacje zwrécono uwage w pracy [162], podczas formutowania T—kryterium, mo-
dyfikujac ten warunek do postaci poszukiwania maksymalnej wartosci ilorazu Ty /Tp, co
odpowiada zaréwno ptaskiemu stanowi odksztalcenia, jaki plaskiemu stanowi naprezenia.
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Sformulowanie kryterium. Zakladajac, ze hipoteza oddzielenia sktadowych gesto-
Sci energii odksztalcenia podczas poszukiwania kata propagacji szczeliny jest stuszna (T—
kryterium), mozna zastanowié¢ sie nad wykorzystaniem tej idei w nieco inny sposéb. A w
rezultacie do préby sformulowania bardziej uniwersalnego, nielokalnego kryterium. Wig-
zgc lokalizacje plaszczyzny pekniecia z maksymalng wartoscig ilorazu ([T /1p]|max — Opr)
mozna zaproponowac, ze:

e kat propagacji szczeliny bedzie zwigzany z wartoscig minimalng Th(0) (Tp(0)|min —
6,:) poszukiwang po granicy wyznaczonej przez warunek 7y (#)=const— r(6), od-
powiadajacej pewnej wartosci krytycznej T\f,.

Sytuacja taka fizycznie moze oznaczaé, ze szczelina bedzie propagowaé w kierunku, gdzie
rozpraszanie energii poprzez procesy plastyczne w stosunku do proceséw dekohezji jest
najmniejsze, a kontur T moze definiowaé obszar zwigzany z jedna z form mechanizméw
zniszczenia jakim jest proces dekohezji ujawniajacy sie w postaci mikro—szczelin. Kryte-
rium to dla potrzeb niniejszej pracy bedzie nazywane MK-kryterium. Warto$é¢ krytycz-
ng T mozna uzyskaé¢ wykorzystujac wytrzymatosé na rozcigganie o.. Charakterystyczna,
granicg, na ktérej poszukiwana jest minimalna wartos¢ Tp uzyskujemy wykorzystujac
wyrazenie (3.60), co prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

1 \/TC aT—20)(1+/)2 21/ (1+f) -T (3.68)
vV 2nr KI C+A)+K[1(B D) ’
gdzie,
. 1-2v, ) o
Ty =1y = 6E o, — dla ptaskiego stanu naprezenia,
3.69)
1—2v)(1 2 (
Ty =Ty = ( V(i)é +v) o2 — dla ptaskiego stanu odksztalcenia,
f= dla ptaskiego stanu odksztalcenia,
f= dla plaskiego stanu naprezenia
oraz wyrazenia (2.16-2.18) zapisane w nastepujacej postaci:
- K Ky
v 27r 27r
K Ky
Oz C - T, 3.70
\V2mr \V2mr ( )
Ky Ky

Toy = F+ G
Y \ 21T \ 21T
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gdzie
0 0 . 30
A= cos§ (1 + Sin§sin7),
360
B = sin—cos—cos—
sm2cos2cos 5
0 . 30
C= cos§ (1 — sin;sin;),
0 0 360
D = sin§ (2 + COS§COS?), (371)
0 60 360
F = sin—cos—cos—
sm2cos2cos 5
G cose (1 sin—sin—)
= — — sin—sin—
2 2 RS
T = o(1 — k)cos2a.
Kryterium to mozna wigc zapisa¢ w nastepujacej sposéb
T
- - epra przy TV = const.
TD max
(3.72)
Tp (,,,.(T\(}onst-’ 9)) — epr-

Wyrazenia te przedstawiono na Rys. (3.13), przy czym naszkicowano jedynie obszar w
okolicy kata propagacji z powodu bardzo duzych wartoéci Tp przy » — 0.

90

0.15

RYSUNEK 3.13.  Kontur dla Tp(r(f), T%°™*) (linia ciagla, niebieska) oraz kontur dla
r(T5°"%, ) (linia czerwona, przerywana). Odpowiednio dla a) i b), @ = 60, 30°, ptaski stan
odksztalcenia, rozwiazanie z czescia nieosobliwg, T # 0.
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Przykladowe ksztalty obszaréw wynikajace z przeksztalcenia wyrazenia (3.68) do po-

staci: )
K;(C+ A+ Kn(B—D
r = TV|T\/:C0nSt = ( I( ) H( )> ) (373)
\/T a—2v)1+/)2 2v 1+f) -T

przedstawiono na Rys. (3.14)—(3.15) Dla poréwnania narysowano tam réwniez granice
sprezysto—plastyczng definiowang przez T-kryterium, Tp=const— r(6), por. (3.31). Jak

90
0.0015 0.0004

RYSUNEK 3.14. Kontur dla T = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciagla). Materiat: Al 7075-T6, E = 71GPa, v=0.33, ocys=538 MPa, 0.=586 MPa, Kty ~ 1,
K. = 25MPay/m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), a = 90, 30°, por. Rys.2.5 oraz
plaskiego stanu odksztalcenia. Rozwigzanie osobliwe, T' = 0.

mozna zauwazy¢, szczegblnie w przypadku o = 90°, obszar definiowany poprzez wyraze-
nie (3.73), a skorelowany z wielkos$cig maksymalnego naprezenia rozciagajacego (o.) jest
znacznie rozleglejszy niz obszar plastyczny, szczegélnie na kierunku pekania. W przypad-
ku materiatéw kruchych taki obszar (nazwijmy go obszarem dekohezji), okresla¢ moze po-
jawianie si¢ wspominanych wcze$niej mikro—szczelin, a stosunkowo niewielki kontur uzy-
skiwany przy Tp=const bedzie opisywaé towarzyszaca, temu procesowi strefe plastyczna.
Nalezy zauwazy¢, ze kat, ktéry odpowiada maksymalnej dtugosci strefy dekohezji (3.68),
nie jest z reguly katem pod ktérym rozwijaé¢ sie bedzie szczelina. W przypadku jak na
Rys. (3.14)—(3.15) jest to w przyblizeniu kat, przy ktérym kontur okreslajacy zasieg stre-
fy plastycznej jest najblizej wierzchotka szczeliny, co cze$ciowo pokrywa sie z wnioskami z
W-—kryterium (patrz podrozdzial 3.2.11). Dodatkowo, na Rys. 3.16 przedstawiono prébe
interpretacji fizycznej trzech obszaréw deformacji uzalezniajac je od gestosci defektow
struktury, a mianowicie:

e obszar o najwickszej gestosci defektéw jest tu Strefs Zniszczenia, najblizej wierz-
chotka szczeliny.

e obszar deformacji plastycznych, okreslony jest tu przy zalozeniu Tp(oys) = const.
e obszar dekohezji, wyznaczono przy zalozeniu Ty (o.) = const.
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RYSUNEK 3.15. Kontur dla T = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciagla). Material: Al 7075-T6, E = 71GPa, v=0.33, ocys=538 MPa, 0.=586 MPa, Kty ~ 1,
K. = 25MPay/m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), a = 90, 30°, por. Rys.2.5 oraz
plaskiego stanu naprezenia. Rozwigzanie osobliwe, T' = 0.

Oczywiscie relacje pomiedzy tymi obszarami sg zalezne od rodzaju materiatu oraz
wielkosci obciazenia.

Koniecznie nalezy zwroci¢ uwage na skltadows, T', ktéra uwzgledniono w powyzszych
wyrazeniach. Skladowa ta jest czesto pomijana w rozwigzaniach. Jak wspomniano po-
przednio, Larsson i Carlsson [21] zademonstrowali, ze czton ten ma znaczny wplyw na
ksztalt i wielko$¢ np. strefy plastycznej, ktéra rozwija sie przed wierzchotkiem szczeliny.
Sytuacja taka istnieje réwniez w przypadku okreslenia zasiggu wprowadzonej tu strefy de-
kohezji okreslanej wyrazeniem (3.73), por. Rys. 3.17. Co ciekawe, zasieg strefy dekohezji
w przypadku o = 90° zostal zmniejszony przez wprowadzenie cztonu 7', co jest zgodnie z
wyrazeniem (3.73), poniewaz mianownik tego wyrazenia w tym przypadku rosnie. Nato-
miast zwigkszyt sie nieco zasieg strefy plastycznej, przy jednoczesnej korekcie jej ksztattu,
por. [166].

Wydaje sie wiec, ze proba uwzglednienia tego statego czionu jest konieczna dla wlasci-
wego okreslenia kierunku wzrostu szczeliny, tak w przypadku obcigzenia monotonicznego,
jak i cyklicznego. Dodatkowo, w przypadku obcigzenia cyklicznego, a wiec i cykliczne-
go wzrostu szczeliny umozliwia¢ on bedzie sformutowanie doktadniejszego prawa wzrostu
szczeliny.

Warunek propagacji szczeliny. W przypadku kryterium pekania nalezy podaé
warunek krytyczny, po spemlmieniu ktérego material wraz z istniejaca, w nim szczelina,
ulegnie zniszczeniu wskutek pekniecia. Moze to by¢ wartosé krytyczna zasiegu obszaru
dekohezji na kierunku pekniecia, 7., lub kierunku propagacji zmeczeniowej w przypad-
ku obcigzenia cyklicznego. Do okreslenia zasiggu obszaru dekohezji wykorzysta¢ mozna
wartosci 0. i K, a dla obcigzenia cyklicznego oz oraz AKry, czyli
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RYSUNEK 3.16. Fazy obszaru zniszczenia, gdzie p to gestosé defektow.

Tlo=p = Ter, (3.74)
gdzie r., obliczane jest na podstawie jednoosiowej préby (mod I):

2
2KCr

27'(' c
\/T (1 2v 1+f) =T

(3.75)

TCI‘
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RYSUNEK 3.17. Kontur dla T = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciggla). Material: Al 7075-T6, E = 71GPa, v=0.33, oys=538 MPa, 0.=586 MPa, Kty ~ 1,
K. = 25MPay/m, 2a = 20mm, o = 90°. Odpowiednio dla a) i b), plaski stan odksztalcenia i
naprezenia. Rozwigzanie osobliwe, T' = 0, obcigzenie monotoniczne.

W wyniku tego uzyskujemy dla obcigzenia monotonicznego:

2
(KI (C+A)+ KH(B D)) < 2Kcr ) (376
C 2 C ' '
\/T (1— 2u (1+f) -T : \/T (1=2v)(1+1)? 2v 1+f) -T

Daje to uproszczony warunek propagacji szczeliny dla obcigzenia monotoniczego uzalez-
niony od wartosci K. w nastepujacej postaci:

0 0
Kj cos 5 K7 sin 5 > K, (3.77)
oraz analogicznie dla obciazenia cyklicznego:
0 .0
A K7 cos 5 A K sin 3 > AKtq. (3.78)

Generalnie, warunek ten, pomimo wykorzystania do jego sformulowania wyrazen zawiera-
jacych skladowsa, T', jest od niej niezalezny. Bazujac na LMP fakt ten wydaje sie shuszny,
bowiem za wielko$¢ krytyczng propagacji przyjmuje sie warto$¢ WIN, K. Poniewaz
WIN definiuje sie za pomocg wartos$ci naprezenia i dlugosci szczeliny, obie te wielkosci w
przypadku propagacji szczeliny sg wielkosciami krytycznymi. Tak wigc jesli rozwazamy
czy szczelina bedzie propagowala czy tez nie parametrem, ktéry to jednoznacznie okresla
jest wtasnie K. Nalezy zaznaczy¢, ze warunek ten dotyczy szczelin dlugich. Powodem
takiej sytuacji jest w przypadku szczelin krétkich (od pewnej charakterystycznej dlugo-
$ci) koniecznosé przylozenia obcigzenia, przewyzszajacego naprezenie krytyczne, o. dla
materialu bez szczeliny, tak aby warto$é¢ krytyczna K. mogta by¢ osiagnigta. Natomiast
sktadows, T', a w zasadzie réwniez jej pewna wielko$é krytyczna, T, mozna traktowaé jako
parametr determinujacy zachowanie szczeliny juz propagujacej, charakteryzujaca rodzaj
jej propagacji (stabilny lub niestabilny), por. [52] i podrozdziat 2.2.2.
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3.5.1. Kierunek wzrostu szczeliny. Obciazenie monotoniczne.

Obliczenia kata propagacji szczeliny dla réznych katéw a, por. Rys. 3.18 i réznego

o

stosunku = zaprezentowano w Tabeli 3.2 oraz graficznie na Rys.3.19. Analizujac Ta-

RYSUNEK 3.18. Dwu-osiowe obcigzenia szczeliny.

TABELA 3.2. Wartosci kata propagacji 6y, szczeliny wg MK-kryterium w zaleznosci od sto-
sunku obcigzenia do wielkodci maksymalnego naprezenia rozciggajacego (Z) dla réznego po-
chylenia szczeliny («).

o
z 15 | 30 | 45 | 60 | 80
Rozw. Os. [ -85.709 | -72.7 [ -59.6 [ -45.12 | -19.03
0.1 -86.709 | -73.7 [ -59.6 | -43.1 | -15.53
0.2 | -87.709 [ -74.7 | -59.6 | -40.6 | -13.50
04  |-89.709 | -76.7 | -59.6 | -37.6 | -11.53
0.6 -91.2 | -78.7]-59.6 [ -35.6 | -11.02
0.8 -92.7 |-80.2[-59.6 | -34.1 |-10.53
1 -93.7 | -81.7[-59.6 | -33.1 |-10.03

bele 3.2 mozna zadaé pytanie, skad wynikajg réznice kata propagacji szczeliny wraz ze
zmiang wartosci obciazenia. Kryterium sktada si¢ z dwéch etapdw:

e wyznaczenie charakterystycznego konturu na podstawie wyrazenia (3.68) do okre-

Slenia relacji (),

e wyrazenia (3.65) lub (3.63) do wyznaczenia kata propagacji szczeliny.
Wielkosé Tp(r, ) jest bezposrednio zalezna od r, por. (3.68), poniewaz r wyznacza miej-
sce, gdzie Tp jest liczone. W przypadku rozwigzania osobliwego relacja pomiedzy - jest
nieistotna dla kierunku pe¢kania, gdyz stosunek sktadowych tensora naprezenia w przy-
padku réznych pozioméw obcigzen pozostaje taki sam, por. (3.70) dla T" = 0, czyli kat
propagacji dla ustalonej konfiguracji szczeliny jest staly.
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RYSUNEK 3.19. Kat propagacji § wg MK-kryterium w zaleznosci od stosunku obcigzenia do
wielkogci maksymalnego naprezenia rozciggajacego (-Z) dla réznego pochylenia szczeliny («).

[og

Sytuacja jest odmienna podczas rozwigzania z uwzglednieniem 7. W tym przypadku
zmiana relacji - powoduje zmiang kata propagacji szczeliny. Jest to wynikiem wplywu
sktadowej T', ktéra wystepuje w wyrazeniu na oyy.

Bardzo ciekawg sytuacje przedstawia Rys. 3.20. Zaprezentowano na nim wyniki otrzy-
mane z wykorzystaniem MK-kryterium, dla réznych diugodci szczeliny, a = 5, 20 mm,
tak, aby speliony byl warunek krytyczny propagacji szczeliny (3.77) dla PMMA (po-
lymethylmethacrylate). Wyniki te poréwnano z rezultatami eksperymentéw dla tego
materiatu [132] i [166]. Jak wida¢ dlugosé¢ szczeliny ma wplyw na warto$é kata propa-
gacji. Oczywiscie jest to wplyw posredni, z powodu determinowania wielkosci obcigzenia
przez dlugosé szczeliny, tak aby osiagnaé¢ wartosé krytyczng WIN (K,). Co ciekawe, w
pracy [132] przedstawiono wplyw réznych dlugosci szczelin, zaznaczajac, ze nie jest on
znaczacy, co nie wydaje si¢ juz takie oczywiste po dokladnej analizie wynikéw. Niestety,
rozrzut wynikéw uzyskiwanych eksperymentalnie jest z reguly duzy, co moze utrudnié
analize wplyw takiego czynnika jakim jest dlugos$¢ szczeliny, czy tez wielko$¢ obcigzenia.
Dodatkowo autorzy [132] rozpatrujg wplyw stosunku wartosci krytycznej promienia re,
do dlugosdci szczeliny a, ustalajac ten iloraz jako staly. Niestety, nie podajg fizycznej in-
terpretacji takiego zwigzku. Inng, ciekawg propozycjg uwzglednienia wpltywu sktadowej T’
na kierunek pekniecia jest praca Seweryna [175]. W pracy tej dokonano przegladu kilku
najwazniejszych kryteriow pekania z uwzglednieniem efektu "T—stress”, réwniez wykorzy-
stujac opisywane juz poprzednio NNKP—kryterium (nazywane réwniez R—kryterium), w
ktérym to wykorzystuje si¢ dlugosé strefy zniszczenia, dy, jako parametru materialowego.
Powigzano tam kierunek pekania ze stosunkiem dy i dlugosci szczeliny, przedstawiajac
wplyw tego ilorazu na kierunek pekania, por. Rys.3.21. Zauwazono, ze w przypadku
dy — 0 efekt wptywu skladowej T' zanika. Jednakze, podobnie jak w [132], dtugosé strefy
zniszczenia byla wezesniej zalozona, niezalezna od konfiguracji szczeliny (kata pochylenia
szczeliny).



122 3. SZCZELINA ZMECZENIOWA W ZLOZONYM STANIE NAPREZENIA.

100

— =— = -sing. solution
-for a=5 mm
i -for a=20 mm
L 4
-exper. results
& p
z‘ L’
-0
R
L AN
.
&1 aal 70 1) el
a

RysuNEK 3.20. Poréwnanie kata propagacji 8 wg MK-kryterium dla réznego pochylenia
szczeliny (o) w PMMA z wynikami eksperymentéw na podstawie [132] i [166] dla dwdéch
dhugosci szczeliny.
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RYSUNEK 3.21. Por6éwnanie kata propagacji § wg NNKP-—kryterium dla r6znego pochylenia
szczeliny (o) w PMMA [175] z wynikami eksperymentéw na podstawie [133].

W przypadku MK-kryterium dlugos$¢ strefy zniszczenia nie jest zalozona, zmienia
sie w sposéb ciagly i zalezny od konfiguracji szczeliny oraz obciazenia. Zwréci¢ rowniez
nalezy uwage na pordwnanie wynikéw eksperymentu zaprezentowanego na Rys. 3.21, z
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wynikami uzyskanymi na podstawie wprowadzonego kryterium, Rys.3.19, dla ré6znych
wartosci -, ktére wykazuje duze podobienistwo.

Powréémy teraz do wynikéw przedstawionych w Tabeli 3.2. W przypadku rozwia-
zania osobliwego wyniki otrzymane na podstawie MK-kryterium sa calkowicie zgodne
z wynikami, ktére uzyskuje si¢ na podstawie T-kryterium, przy zalozeniu ze o, = oys.
Natomiast w przypadku Z = 1 wyniki zaczynaja by¢ zbiezne z Det—kryterium (patrz
podrozdziat 3.2.7). Jedng, z przyczyn takich rezultatéw jest konstrukcja wyrazen na T'p,
por. (3.65) lub (3.63), ktére mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

_1+1/

6E
T — Tconst 2 2 ) ]
b= o (1 2~ oy — o2 ) (5.79

Proponowane kryterium zwigzane jest z poszukiwaniem wartosci minimalnej Tp przy
Ty=const. Dlatego latwo mozna zauwazy¢, ze poszukiwanie minimalnej wartosci Tp
jest tozsame z poszukiwaniem maksymalnej wartosci Det(o;;), podobnie jak w Det—
kryterium.

3.5.2. Kierunek wzrostu szczeliny. Obciazenie cykliczne.

W tym momencie nalezy ponownie podkresli¢ wprowadzenie do rozwiazania wielkosci
T opisujacej w bezposredni sposéb warto$¢ przytozonego obcigzenia. Do tej pory wigk-
szos¢ opisywanych w niniejszej pracy kryteriow byla wiadciwie niezalezna od poziomu na-
prezenia, a w zasadzie od stosunku aktualnego obcigzenia do wielkosci charakteryzujacych
dany material. Dla obcigzenia monotonicznego w przypadku wprowadzonego kryterium
jest to maksymalne naprezenie rozciggajace o.. W przypadku rozwiagzania osobliwego,
wartosci te nie majg wplywu na kat propagacji. Maja one jednak wplyw na wielko$é stre-
fy plastycznej czy tez wielko$¢ wprowadzonej strefy dekohezji. Uwzglednienie T pozwala
uwzglednié relacje pomiedzy przylozonym obcigzeniem, a wielkoscig charakteryzujaca od-
porno$¢ materialu. Szczegélnie zauwazalne jest to w przypadku obcigzenia cyklicznego.
Stosunek miedzy tymi wartosciami jest kluczowy. Po pierwsze, determinuje on wielkosé
obszaru dekohezji, a wigc ma olbrzymi wplyw na obliczane na jego krancu wielkosci,
ktore moga, by¢ wykorzystane do okreslania przyrostu szczeliny, oraz ma pewien wplyw
na kat propagacji szczeliny. Dlatego tez, w przypadku wykorzystania MK-kryterium dla
obcigzenia cyklicznego pozostaje zaproponowanie wielkosci, z ktorg powigzane beda war-
tosci krytyczne. Wydaje sie, ze nalezy uzy¢ innej wartosci krytycznej niz o., zwigzanej
z obcigzeniem monotonicznym. Proponuje sie za taks warto$é¢ przyjac¢ granice zmeczenia
Za, ktora w zaleznosci od materialu i rodzaju obcigzenia cyklicznego stanowi kilkadzie-
sigt procent oys (np. dla stopéw tytanu, zwykle 50% oys). Dla obcigzenia cyklicznego
wplyw poziomu naprezenia na kierunek propagacji szczeliny wydaje sie jeszcze bardziej
interesujacy, bowiem powoduje pewng rozbiezno$¢ w wynikach uzyskiwanych dla kata
wzrostu szczeliny na pojedynczym cyklu. Poniewaz oczywistym jest, ze pojedynczy cykl
obcigzenia przebiega od jego wartosci minimalnej do maksymalnej, wigc rezultatem uzy-
cia. MK-kryterium bylaby ciggla zmiana wartosci kata wzrostu szczeliny zmeczeniowej
podczas jednego cyklu. Takiego zachowania szczeliny nie obserwuje sie i dlatego nale-
zy przyjaé¢ pewien poziom naprezenia, ktéry bedzie odpowiedzialny za determinowanie
kierunku wzrostu. Problem ten moze mieé¢ kilka rozwigzan, np.:

e szczelina rosnie w kierunku okreslonym przez wartosci ekstremalne, tj. maksymalna,

warto$é, omax lub warto$¢ minimalng obciazenia na cyklu, oy,
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e szczelina ro$nie w kierunku okreslonym przez pewna warto$é¢ posrednig obcigzenia
na cyklu, oo;,.

W pierwszym przypadku mogloby si¢ okazaé¢, iz szczelina niefizycznie oczekuje, az ob-
cigzenie osiagnie warto$¢ maksymalng i dopiero wowczas propaguje. Natomiast wzrost
szczeliny przy wartosci minimalnej cyklu nie ma miejsca. W drugim przypadku naleza-
toby wybra¢ wielko$¢ przy ktérej okreslany bytby kat wzrostu, ktora stanowitlaby pew-
ng warto$¢ charakteryzujaca, np. material. Sytuacje taka przynajmniej w pewnej mierze
mozna byloby wyttumaczy¢ zjawiskiem domykania szczeliny, a wéwczas za kat propagacji
szczeliny odpowiedzialne byloby o4, Iub 0y jesli omin > 0op. W niniejszej pracy wartosé
oop bedzie uznana za naprezenie decydujace o kierunku propagacji szczeliny.

Dla skorygowania tak sformulowanego kryterium na Rys. 3.22.a.b poréwnano rezulta-
ty eksperymentu z opisywanej juz poprzednio pracy [127], por. podrozdzial 3.2.12, gdzie
zaprezentowano poréwnanie katéw propagacji w przypadku obcigzenia cyklicznego i mo-
notonicznego. W przypadku obcigzenia cyklicznego MK-kryterium daje zadowalajace
rezultaty, a dla obcigzenia monotonicznego wyniki sg raczej negatywne. Jak pokazano
to w Tabeli 3.1, zadne z poréwnywanych w pracy [127] kryteriéw nie daje zadowalaja-
cych rezultatéw. Réwniez, zadne nie rozréznia rodzaju obcigzenia. W przypadku MK-
kryterium, takie rozréznienie, por. Rys. 3.22.c.d, choé¢ niewielkie, wystepuje z powodu
réznego poziomu obcigzenia (wpltyw skltadowej T').

Pomimo, ze rezultaty wprowadzonego kryterium na podstawie wynikéw zaprezento-
wanych w [127] dla obcigzenia monotonicznego wydaja si¢ by¢ niezadowalajace, to dos¢
istotnym wydaje si¢ spostrzezenie, ze grubosé¢ probki uzytej w tymze eksperymencie wy-
nosita zaledwie 1.27 mm. Co ciekawe, sami autorzy pisza, ze powodem tak szczegdlnie
duzej rozbieznosci pomiedzy wynikami eksperymentéw, a wynikami uzyskanymi na pod-
stawie roznych kryteriow moze byé¢ zbyt duza strefa plastyczna, w stosunku do grubosci
plytki. Potwierdzeniem tego moze by¢ odwolanie sie do licznych eksperymentéow doty-
czacych jedynie obcigzenia monotonicznego, gdzie jak pokazano to juz poprzednio na
Rys. 3.20, wyniki sg catkiem zadowalajgce. Nalezy réwniez przypomnieé, ze jesli korzy-
stamy z wprowadzonego w niniejszej pracy kryterium wazna staje si¢ relacja pomigdzy
gruboscia prébki, a strefg dekohezji, ktéra w wielu przypadkach jest znacznie wigksza niz
strefa plastyczna.

3.5.3. Predkos$é wzrostu szczeliny zmeczeniowej.

Propozycja, ktora bedzie zaprezentowana, opiera sie na znanym fakcie, ze wzrost
szczeliny zmeczeniowej powodowany jest przez cykliczne deformacje plastyczne. Defor-
macje te mogg by¢ reprezentowane przez postaciows, czesé¢ gestosci energii odksztalcenia,
Tp, liczong po konturze wyznaczonym przez strefe dekohezji r. Proponuje si¢ uzycie ilo-
czynu wielkosci Tp oraz r liczonych na kierunku propagacji. A wiec:

da

S = CIA(Ty (T )", (350)

gdzie, C,n, to stale zmeczeniowe uzyskiwane na podstawie testu jednoosiowego, dla
a = 90°. W przypadku stopu Ti-6Al-4V ustalono, ze sa to nastepujace wartosci:
C = 3.5, n = 1.712. W tabelach 3.3, 3.4 oraz Rys. 3.23 i 3.24 przedstawiono wyniki

bardzo doktadnego poréwnania eksperymentu [99] z symulacjg. W eksperymencie uzyto
stopu tytanu Ti-6Al-4V, dla R = 0.1, dwé6ch prébek pod réznym obciazeniem, réznej
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RYSUNEK 3.22. Kat propagacji szczeliny pod wplywem obcigzenia cyklicznego i monotonicz-
nego, dla réznych wielkoéci pochylenia szczeliny a. Materiak: Al 2024-T3, £ = 70GPa, v=0.33,
oys=370 MPa, 0,=440 MPa, Zg = 150 MPa, R = 0.2, Kty ~ 2.2, K. = 25MPay/m. Pla-
ski stan odksztalcenia, rozwigzanie z uwzglednieniem skladowej T'. Poréwnanie rezultatéw wg
MEK-kryterium i danymi eksperymentalnymi z pracy [127].

dhugosci szezeliny i réznym pochyleniu do osi obcigzenia (szczegdly na rysunkach). Autor
eksperymentu przedstawit doktadne dane dotyczace tak kata propagacji, jak i predkosci
wzrostu szczeliny. W rezultacie wydaje sie to by¢ doskonaly materiat do weryfikacji jakie-
gokolwiek kryterium opisujacego wzrost szczeliny zmeczeniowy. W tabelach zamieszczono
srednie predkosci propagacji uzyskane z symulacji wedtug (3.80). Jak mozna zauwazy¢
wyniki wydaja si¢ by¢ bardzo zbiezne, pomimo ze w przypadku szczeliny pochylonej dla
a = 43° w jej poczatkowej fazie rozwoju uwidacznia sie¢ dos¢ duza réznica pomigdzy obli-
czeniami, a eksperymentem. Jednakze wydaje sig, ze na te rozbieznos¢ moze mie¢ wpltyw
pewna niejednorodno$é¢ materialu w eksperymencie. Potwierdzi¢ to moze duza, poczatko-
wa rozbieznos$¢ pomiedzy przyrostem szczeliny w jej lewym i prawym wierzchotkiem.

Dodatkowo poréwnano predkos¢é wzrostu dla materiatu jednorodnego, dla kilku katéw
pochylenia szczeliny, por. Rys. 3.25 oraz Tabela 3.5). Uzyskane wyniki sg zgodne z eks-
perymentem, cechujg sie¢ zmniejszaniem si¢ predkosci wraz z wartoscig, kata pochylenia
szczeliny, a.
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TABELA 3.3. Poréwnanie wynikéw modelowania z wynikami eksperymentu dla a = 43°.

‘ LEWY WIERZCH. H OBLICZENIA H PRAWY WIERZCH. ‘
Nr da dN C‘f—]‘\l] da dN j—f\”] da dN (;j—f\”,
[10_3m] [10_7m] [10_3m] [10_7m] [10_3m] [10_7m]
1 0.30 4660 0.64 0.86 2954 2.91 0.86 4660 1.85
2 0.41 1440 2.84 0.43 1377 3.12 0.45 1440 3.12
3 0.81 2150 3.76 0.79 2192 3.60 0.77 2150 3.58
4 0.67 1750 3.82 0.66 1583 4.17 0.65 1750 3.71
5 0.81 1490 5.43 0.835 1698 4.91 0.86 1490 5.77
6 0.37 590 6.27 0.43 765 5.62 0.49 590 8.30
7 0.50 920 5.43 0.43 699 6.15 0.36 920 3.91
8 1.26 1660 7.59 1.255 1720 7.29 1.25 1660 7.53
9 0.55 650 8.46 0.53 617 8.58 0.51 650 7.84
10 0.65 650 10 0.68 706 9.54 0.71 650 10.92
15960 14319 15960
Ti-6Al-4v s 1596(
..l R=0.1,0y =930 MPa ANy . |
PLASKI STAN e 812055(6( T T
el ODKSZTALCENIA \1218( 1431¢
13,007 | —o—— OBLICZENIA 43° -
EKSPERYMENT
13,906 — Umin — i.ZZ 0.17
O, 172
bt
13.99 | | 3 ] | |

[m]

RYSUNEK 3.23. Poréwnanie $ciezki propagacji szczeliny dla o = 43° z wynikami eksperymen-

tow [99].
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TABELA 3.4. Poréwnanie wynikéw modelowania z wynikami eksperymentu dla o = 30°.

[ LEWY WIERZCH. |  OBLICZENIA | PRAWY WIERZCH. |
Nr da dN (‘f—f\”f da dN S—]‘\lf da dN S—K,
(107 m)] [10~"m] || [1073m] [10~"m] || [1073m] (10~ m)]
1 0.98 1390 7.05 0.945 | 1396 6.77 0.91 1390 6.54
2 0.73 1040 7.01 0.76 1215 6.25 0.79 1040 7.59
3 0.58 680 8.952 0.54 729 7.40 0.50 680 7.35
4 0.76 890 8.53 0.785 920 8.53 0.81 890 9.1
) 0.56 550 10.1 0.5 511 9.78 0.44 550 8.0
6 0.45 450 10 0.475 437 10.86 0.50 450 11.1
7 0.55 500 11 0.575 474 12.14 0.60 500 12
8 0.65 500 13 0.63 459 13.71 0.61 500 12.2
9 0.80 500 16 0.8 507 15.78 0.80 500 16
10 0.80 500 16 0.85 462 18.38 0.90 500 18
7000 7111 7000
i L Y T \
Ti-6Al-4v —J ¢ UL 7111
R=0.1,0,s =930 MPa \ \ \
PLASKI STAN 334¥ 521(

13.992

13.996

13994

13.852

13.99

13.928

13.826

a,

ODKSZTALCENIA

——e—— OBLICZENIA
EKSPERYMENT

30°

=7.11 mm

A2

13.885

18.89

13.885

[m]

14.005

14.01

14015

RYSUNEK 3.24. Poréwnanie $ciezki propagacji szczeliny dla o = 30° z wynikami eksperymen-

tow [99].
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RYSUNEK 3.25. Poréwnanie poczatkowej sciezki wzrostu pochylonej szczeliny dla a =
30, 45, 60, 90°. Material: Ti-6Al-4V, R = % (MPa), 0z = 450 (MPa), a = 10mm. Tlo$¢
cykli w poszczegélnych punktach zamieszczono w Tabeli 3.5.

TABELA 3.5. Tloé¢ cykli N, potrzebnych do osiggnigcia kolejno punktéw A B,C i D dla réznego
pochylenia szczeliny (), zgodnie z Rys. 3.25.

cFIfA[B ] C[D
90 | 350 | 513 | 787 | 995
60 | 500 | 815 | 1222 | 1532
45 1 688 | 994 | 1534 | 1962
30 | 836 | 1319 | 2131 | 2757

3.6. Szczelina zmeczeniowa w bimateriale

3.6.1. Proponowany model interfejsu

Poprzednio w Rozdziale 2.8, dokonano przegladu istniejacych modeli interfejsu. Jak
mozna zauwazy¢ opisane tam modele wskazujg na powazny problem jakim jest préba
uwzglednienia interfejsu w materiatach kompozytowych. Nalezy jednak zauwazy¢, ze jesli
problem dotyczy szczeliny zmeczeniowej, a wigc wielu tysigcy cykli, to jest on zwigzany z
reguty tylko z jednym cyklem obcigzenia szczeliny (pomijajac wzrost wzdhuz interfejsu).
Dodatkowo jesli rozwazamy material i szczeline, ktérych wymiary sg znacznie wicksze
niz szerokosé¢ interfejsu, to wptyw samego interfejsu, a wiec i przyjetego modelu jest zni-
komy. Oczywiscie zaznaczy¢ nalezy, ze mowa jest tu tylko o wplywie samego interfejsu,
a nie materialow tworzacych kompozyt. Jesli wybierzemy model interfejsu w postaci fa-
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zy cigglej pomigedzy materialami tworzacymi bimaterial, mozna zastosowaé¢ dwie metody
rozwigzania. Pierwsza, wykorzystujaca, wlasciwa, temu obszarowi funkcje Greena [111],
przy jednoczesnym zalozeniu szerokosci interfejsu i funkcji opisujacej zmiane moduléw
sprezystych. Drugg metodg jest uzycie podanego juz rozwigzania dla dyslokacji w jednym
z materialéw, tworzacych np. bimaterial. W nastepnej czeéci podrozdziatu zostanie zapro-
ponowany model, ktéry nie bedzie $cistym odwzorowaniem problemu, ale wystarczajacym
dla analizy zmeczeniowego wzrostu szczeliny. Gléwnym problemem jest tu uzyskanie w
mozliwie efektywny sposéb wartos$ci kata propagacji i przyrostu szczeliny, przy uwzgled-
nieniu statych materiatlowych.

Zaklada sie wiec obecnosé interfejsu w postaci fazy przejéciowej o szerokosci pomi-
jalnie malej 20h w stosunku do wymiaréw elementu. Wyniki dla szczeliny usytuowanej
w $rodku takiego interfejsu beda wéwcezas bardzo zblizone do sytuacji szczeliny umiesz-
czonej w poblizu interfejsu idealnego, w odleglosci dh. Problemem pozostaje okreslenie
warunkéw i kata wzrostu szczeliny z wykorzystaniem dostepnych kryteriow. Zalézmy
wigc szczeling propagujgcg si¢ w kierunku interfejsu, przy czym jeden z wierzchotkéw
znajduje sie w pewnej odleglodci dh od interfejsu. Powstaje pytanie, jak dalej bedzie sie
propagowala szczelina zmeczeniowa. Dotychczas stosowane kryterium bedzie wskazywalo
pewng wartosé¢ kata dalszej propagacji 6., ale czy warto$é krytyczna (progowa) symbo-
licznie nazwana np. AW (moze to by¢ np. AK, AS, Ar itp.) determinujaca mozliwos$é
dalszej propagacji na tym kierunku bedzie wystarczajaco duza, aby szczelina pokonala
jej wartosé progows, (WgTH, g = 1,2)7 A jesli nie, to co bedzie si¢ wéwczas dzialo ze
szczeling?

Sytuacja bedzie do pewnego momentu oczywista, gdy rozwijajaca si¢ szczelina bedzie
w stanie przebi¢ interfejs, a wiec mozna zalozy¢, ze bedzie to jednoznaczne z warunkiem
WY > WM por. Rys.3.26. Problemem z tak definiowanym interfejsem i proponowa-
nym rozwigzaniem jest jednak miejsce obliczenia wartosci W. W proponowanej metodzie
bedzie to druga strona interfejsu w odlegtosci dh, a wiec rozwigzanie wymaga nierze-
czywistego przedluzenia szczeliny o wartos¢ da pod katem 6. obliczonym w materiale
jeszcze przed przejsciem przez interfejs. Po sprawdzeniu mozliwosci propagacji w drugim
materiale, szczelina bedzie albo propagowata w tym materiale, albo nalezy powrdcié¢ do
kierunku przed przebiciem, uznajac kierunek 6., za niewlasciwy. W tym drugim przypad-
ku sytuacja powaznie si¢ komplikuje, poniewaz W& < W i szczelina nie moze przebié
sie przez interfejs, por. Rys. 3.26b, czyli musi pozosta¢ w materiale macierzystym. Nie
istnieje efektywne kryterium okreslajgce kierunek wzrostu dla takiej szczeliny z powodu
wykorzystywania przez kryteria wartosci ekstremalnych, ktére okreslaja, w zasadzie tylko
jedna mozliwosé kata wzrostu. Przez wykorzystanie zaproponowanego modelu interfejsu
nie ma mozliwoéci, aby szczelina rozwijata sie pod katem 6. dalej w materiale macie-
rzystym, poniewaz osiggnela wartosé¢ oh. Rozwigzanie, ktére proponuje sie w tej pracy
wykorzystuje wartosci progowe WTH i dzigki czemu uzyskuje si¢ dwa dodatkowe katy
wynikajace z tejze wartosci 65y @ 6&z pod warunkiem, ze WH(6.) > W™, Wéwcezas
zaklada sig, ze szczelina bedzie propagowata pod katem gdzie WH > WJH liczone w prze-
dziale (05g,0cr) oraz (Ocr, 08R), por. Rys. 3.26b, gdzie WH uzyskuje wartosé najwigksza,
i bedzie to kat, ktéry umozliwi opuszczenie przez szczeling obszaru dh lub ewentualnie
pozwoli na glizganie sie w nim (co w wigkszosci przypadkéw bedzie zachodzilo). Jedli zad-
ne powyzsze warunki nie bedg spetione, rozwdéj szczeliny na tym wierzchotku zostanie
zatrzymany.



130 3. SZCZELINA ZMECZENIOWA W ZLOZONYM STANIE NAPREZENIA.

[1]

e
%% | INTERFEJS "\/{;X\Ja
oh /\\ \
H

(2]

v

S
D

Q

(b)

RYSUNEK 3.26. Proponowany model interfejsu i zachowanie szczeliny w jego okolicach.

3.6.2. Rezultaty symulacji numerycznej

W tym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji wzrostu szczeliny pod wplywem
obcigzenia cyklicznego, umieszczonej w bimateriale z wykorzystaniem proponowanej w
pracy metody, kryterium MK oraz predkosci wzrostu opartej na zakresie zmian iloczy-
nu A(Tp - ). W przypadku przejécia rozwijajacej sie szczeliny przez interfejs miejsce to
traktowane jest ze szczegdlng uwaga. Nalezy dodaé, iz tak samo jak w przypadku ob-
liczeri WIN dla poczatkowe] szczeliny umieszezonej w obu materiatach (Rozdzial 2.11)
wprowadzone przedtuzenie szczeliny o da jest réwniez podzielone na dwie czesci.

Rysunki 3.27 oraz 3.28 przedstawiajg sytuacje szczeliny umieszczonej w jednym z
materialéw, pod katem 45° do osi obcigzenia. Rysunki przedstawiaja dwie konfigura-
cje materialéw i szczeliny. W obu przypadkach szczeliny rozwijajg si¢ po obu stronach
interfejsu. Mozna zauwazy¢, ze w przypadku umiejscowienia poczgtkowej szczeliny w
materiale o relatywnie mniejszych statych sprezystych, por. Rys. 3.27, szczelina znacznie
zmniejsza predkosé wzrostu w poréwnaniu do szczeliny umieszczonej w materiale jedno-
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rodnym. Szczegélnie widoczne to jest w przypadku zblizania si¢ szczeliny do interfejsu,
kiedy oprocz obnizenia si¢ predkosci nastepuje odchylenie Sciezki szczeliny od jej no-
minalnego, jednorodnego stanu. Zjawiska te zalezne sg od stosunku stalych sprezystych
materialow tworzacych bimaterial. Nastepnie po przejsciu szczeliny przez interfejs naste-
puje jeszcze wieksze odchylenie kierunku jej propagacji w poréwnaniu do jednorodnego
materialu. W przypadku poczatkowej szczeliny umieszczonej w materiale o relatywnie
wigkszych stalych sprezystych nastepuje wzrost predkosci, ale przy nieznacznej zmianie
kierunku pekania. Rysunek 3.29 przedstawia zblizong sytuacje jak poprzednio. Tu jed-
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RYSUNEK 3.27. Wazrost szczeliny zmeczeniowej w bimateriale na podstawie MK — kryterium.

nak rozwijajaca sie szczelina nie moze przebié¢ interfejsu. Po dotarciu do niego propaguje
sie wzdluz polaczenia materialéw nie zmieniajgc juz kierunku. Jednocze$nie gwaltownie
zmniejszajac predkosé jej wzrostu.

Na Rys. 3.30 przedstawiono wplyw zmiany modutu E na kierunek rozwoju rozwo-
ju szczeliny umieszczonej réwnolegle do interfejsu, w odlegtosci h. W przypadku duzej
roznicy pomiedzy stalymi, nastepuje wigksze odchylenie od poczatkowej plaszczyzny lo-
kalizacji szczeliny. Rysunek 3.31 przedstawia wplyw odlegloéci réwnolegle zlokalizowane;j
szczeliny od interfejsu na kierunek i predkosé wzrostu szczeliny. Co ciekawe predkosé
wzrostu szczeliny rosnie wraz ze zblizaniem si¢ do interfejsu. Mozna to wyjasni¢ wply-
wem sktadowej K. Przy h — 0 i polaczeniu materialéw réznigcych sie znacznie statymi
sprezystymi obliczenia wykazujg, ze szczelina bedzie propagowala z najwicksza intensyw-
noscig w kierunku "od interfejsu”. Powodem takiej sytuacji jest obecnos$é¢ sktadowej Kip,
ktérej udzial w rozwigzaniu jest wowczas znaczacy. W rzeczywistosci jednak interfejs nie
jest idealny, charakteryzuje sie swoja wlasng odpornoscig na pekanie, ktéra moze byé
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RYSUNEK 3.28. Wzrost szczeliny zmeczeniowej w bimateriale na podstawie MK — kryterium.
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RYSUNEK 3.29. Wzrost szczeliny zmeczeniowej w bimateriale na podstawie MK — kryterium.
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RYSUNEK 3.30. Wzrost szczeliny zmeczeniowej w bimateriale na podstawie MK — kryterium.

T
1
i Q\ FATIGUE
E,=128GPa | /;o A CONSTANTS:
_ 1 ¢ =3.
v,=0.31 b g7 i C,=3.2 |
Oys ,=900MPa | % n, =1.412
046 o= 450MPa | ;"
a, =20mm : i oh®C ;= T0MPa
h=0.005m 1 o”BC,.  =35MPa
| I
I VABC = 033
Nt A =10GPa -
1E- i E®, =30GPa
1
1 EC, =80GPa
R ! _
F I h
A T
Ci
1
E 1
1
1
1
1 _
Pk - e
1 *
] &
I %
. &
: 3 m\nX _1 E
1 é Y 60
I I [2] !‘[1] ?30 | I | maxX ‘1
Q.02 0.01 a 0.0 0.02 0.08 0.04

Im]

006

mniejsza niz materialéw, ktére tworza kompozyt. W takich przypadkach bardzo czegsto
zamiast odchylenia sie szczeliny od interfejsu obserwuje sie pekanie wzdluz interfejsu.
Niniejsza praca nie uwzglednia takiej sytuacji. Byloby to mozliwe przy wprowadzeniu
prostej korekty do stosowanego kryterium okreslajacego kierunek pekania uwzgledniaja-
cego mniejszg, odpornosé na pekanie interfejsu. W pracy nie zostanie przedstawiony taki
przypadek, gdyz oznaczalby wprowadzenie nieciaglto$ci w rozwigzaniu, tzn. preferowans,
plaszczyzne pekniecia. W przypadku szczeliny w interfejsie o mniejszej odpornosci na
pekanie niz materialy, ktére taczy, brak w zasadzie koniecznosci przewidywania kierunku

wzrostu szczeliny.
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RYSUNEK 3.31. Wazrost szczeliny zmeczeniowej w bimateriale na podstawie MK — kryterium.



Rozdzial 4:

Z.akonczenie.

Praca dotyczy modelowania plaskiego zagadnienia wzrostu szczeliny zmeczeniowej w bi-
materiale powstalym na skutek idealnego zespolenia dwéch materialéw sprezystych. Mo-
del uwzglednia zlozony stan obcigzenia i naprezenia, a proponowana metoda oparta jest
na technice superpozycji oraz koncepcji szczeliny modelowanej jako ciggly rozklad dyslo-
kacji, ktérych wplyw na pole naprezenia opisywany jest za pomocg odpowiednich funkcji
Greena. Wynikajacy stad ukiad osobliwych réwnan catkowych typu Cauchy’ego rozwig-
zywany jest numerycznie za pomocg metody Gaussa-Chebysheva. W wyniku tego uzy-
skiwane sa, WIN oraz skladowa stala naprezenia T° w sasiedztwie wierzchotka szczeliny.
Umozliwia to analize wzrostu szczeliny w zlozonym stanie naprezenia, w materiale jedno-
rodnym, jak i dowolnie innym, zlozonym kompozycie. Warunkiem jest znajomosé odpo-
wiadajacej danemu problemowi funkcji Greena oraz informacji o stanie pola naprezenia
w kompozycie bez szczeliny. Przyktadowe problemy, dla ktérych mozna znalezé w litera-
turze odpowiednie funkcje Greena przedstawiono na Rys.4.1. Nalezy podkresli¢, iz caly
problem sformulowany jest w sposéb analityczny, jedynie rozwigzanie jest numeryczne.

Proponowana metoda okazuje sie efektywna w analizie wzrostu szczeliny zmeczenio-
wej zaréwno w materiale jednorodnym, jak i bimateriale. Wyniki numeryczne wykazaty
bardzo dobrg zgodnos¢ zmeczeniowej $ciezki wzrostu szczeliny w poréwnaniu z wynikami
eksperymentu dla materialu jednorodnego. Do tego celu wykorzystano sformutowane w
pracy nowe, nielokalne kryterium energetyczne, okreslajace warunek i kierunek propa-
gacji szczeliny pod wplywem monotonicznego oraz cyklicznego obcigzenia. Kryterium to
nazwano MK — kryterium, ktére jako jedyne, w odréznieniu od kryteriéw dostepnych w
literaturze, wykazuje zaleznos¢ kierunku propagacji szczeliny od wielkosci obcigzenia, czy
tez posrednio od dhugosci szczeliny. Kryterium bazuje na wprowadzonej dwu—wymiarowej
strefie dekohezji, ktérej towarzyszy strefa plastyczna. Wyniki poréwnano z eksperymen-
tami, wykazujac zadowalajaca zgodnos¢.

Dodatkowo na podstawie tego kryterium sformutowano efektywne prawo przyrostu
szczeliny zmeczeniowej, ktére zwigzano ze zmianami iloczynu dlugosci strefy dekohezji
na kierunku peknigcia r oraz zmianami plastycznymi przed wierzchotkiem szczeliny cha-
rakteryzowanymi poprzez postaciowg cze$¢ gestosci energii odksztalcenia, Tp. Relacje te
poréwnano z wynikami eksperymentu, wykazujac bardzo dobrg zgodnosé. Sprawdzono
rowniez wiele innych proponowanych w literaturze wyrazeri na predkosé wzrostu szcze-
liny zmeczeniowej, jednakze ich zgodno$é¢ z wynikami eksperymentéw pozostawala wiele
do zyczenia.
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RYSUNEK 4.1. Przyklady istniejacych rozwigzan funkcji Greena dla dyslokacji.

Nalezy doda¢, ze wykorzystywana metoda umozliwia symulacje rozwoju wielu osob-
nych szczelin, jak réwniez ich rozgalezien, por. Rys. 4.2. Taka mozliwo$¢ wydaje sie by¢
interesujaca w przypadku istnienia w interfejsie sieci defektéw w postaci szczelin, powsta-
lych podczas tworzenia kompozytu.

RYSUNEK 4.2. Przyklad mozliwosci metody.

Algorytm wykorzystywany w niniejszej pracy zostal zaimplementowany w pakiecie
MatLab i jego kod Zrédiowy liczy okoto 2000 linii.



Dodatek

Transformacja ukladu wspéirzednych i pola naprezenia Zgodnie z Rys. 4.3

mozna dokonaé nastepujacych transformacji:

AY ,

v

RYSUNEK 4.3.

x=2a'sin{ + y cos(
y=—x'cos( + 1y sin(

2 =xsin( —ycos(
Yy = xcos( + ysin(

ol = 0ppsin®( + gy, cos? ( — 20, sin ( cos ¢
0y = Oz cos? ¢ + oy, sin? ¢ + 20, sin ¢ cos ¢
0! = (04z — 0yy) sin cos { + 04, (sin® ¢ — cos?()

Pole naprezenia w otoczeniu okraglej inkluzji i obciazenia zewnetrznego
W przypadku nieskoriczenie duzej matrycy, w ktérej umieszczono okragty inkluzje i zalez-
nej od 1-osiowego rozciggania zadanego w nieskorniczonosci skladowe tensora naprezenia

wyrazaja, sie w postaci [47]:
Opp = % [1 — 1@2 (1 - 2?52 - 3‘:“—52) COSQH] ,
[1 + 7132 — (1 — 3‘:“—54) COSQH] ,

oo = =% (1+ 25 4 B2 ) sin 20,

Ogp = 5

gdzie
_ 2(pe — ) _ (ke —1) — pp(k1 — 1) 5o fe—m
’ i + Kipo

pa + Kape 241 + pip(k2 — 1)
137

(4.1)
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0o — wartos¢ jednoosiowego naprezenia w nieskoriczonosci,
R — promien inkluzji,
r, 6 — wspdlrzedne biegunowe,

1, k — stale sprezyste.
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