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Streszczenie

Rozprawa doktorska dotyczy modelowania wlasciwosci krysztalow metali podlegajacych
procesom duzych deformacji sprezysto-plastycznych. Sformutowanie modelu jest nieza-
lezne od skali czasu i jest rozwijane w ramach klasycznej teorii plastycznosci krysztalow
z wieloma systemami poslizgu. W celu przezwyciezenia trudnosci zwiazanych z nie-
jednoznacznoscia odpowiedzi odksztatcanego plastycznie krysztatu, zaproponowano po-
dejsécie wykorzystujace wprost metode minimalizacji przyrostu energii dostarczanej do
krysztalu. Modelowany przebieg procesu jest wyznaczany krok po kroku dla skonczo-
nych przyrostow deformacji poprzez minimalizacje energii przyrostowej drugiego rzedu.
Wprowadzono nowa koncepcje selektywnej symetryzacji zwiazkéow konstytutywnych,
ktora umozliwia stosowanie minimalizacji energii przyrostowej, rowniez w modelowaniu
formowania mikrostruktury w poczatkowo jednorodnym krysztale. Opracowane algo-
rytmy obliczeniowe, bazujace na metodzie przyrostowej minimalizacji energii, sformu-
towano dla proceséw sterowanych kinematycznie z pelnymi lub czeSciowymi wiezami
oraz dodatkowymi stopniami swobody w przypadku modelowania podziatu ziarna. Ob-
liczane w kazdym przyrostowym kroku deformacji rozwiazanie okresla przyrosty Scina-
nia na aktywnych systemach poslizgu w krysztale oraz niewiadome sktadowe przyrostu
deformacji. Przyktady obliczeniowe i poréwnania z obserwacjami eksperymentalnymi,
zaczerpnictymi z literatury, dotycza krysztaléw o sieci regularnej $ciennie centrowane;j.
Zamieszczone wyniki modelowania proceséw prostego Scinania i jednoosiowego rozcia-
gania dotycza jednorodnych krysztaléw. Probe kanalikows i Sciskanie w ptaskim stanie
odksztatcenia modelowano z uwzglednieniem podziatu krysztatu na warstwy, w ktérych
aktywna jest mniejsza liczba systemow poslizgu. Modelowanie wlasciwosci polikrysztatu
metoda usredniania Taylora przeprowadzono w zakresie zarowno matych jak i duzych
deformacji z wyznaczaniem rozwoju tekstury.
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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Cel i zakres pracy

Model materialu

Niniejsza rozprawa dotyczy modelowania procesow duzych deformacji krysztatow metali,
ktore ulegaja plastycznemu odksztatceniu wskutek uruchamiania wielu wewnetrznych
mechanizméw dyslokacyjnych. Zjawisko plastycznego odksztatcania jest interpretowane
jako wynik prostego Scinania generowanego ruchem dyslokacji na krystalograficznych
systemach poslizgu. Inne mechanizmy deformacji krysztalow np. poprzez blizniakowa-
nie nie sg przedmiotem badan w niniejszej rozprawie. W klasycznym modelu sprezysto-
plastycznej deformacji krysztalow metali, w kazdej chwili procesu deformacji niewiado-
mymi sg predkosci Scinania na poszczegolnych systemach tworzacych poszukiwany zbior
aktywnych systemoéw poslizgu. Mimo ze model krysztatu jest dobrze znany w litera-
turze, to koniecznos¢ uwzglednienia ztozonego charakteru wzajemnego oddzialywania
mechanizméw dyslokacyjnych znacznie utrudnia wyznaczenie rozwigzania w ogolnym
przypadku. Symulacje wykorzystujace taki model dobrze odzwierciedlaja wyniki nie-
ktorych badan eksperymentalnych, np. testu jednoosiowego rozciggania. Odwotania do
literatury dotyczacej natury fizycznej zagadnienia oraz metod modelowania zamiesz-
czono w rozdziale 2.

W rozprawie rozpatrywane sa procesy duzych deformacji krysztatow, wywotane ze-
wnetrznymi wymuszeniami wolno zmieniajacymi sie w czasie. Modelowanie procesow
deformacji odbywa si¢ przy zalozeniu statej temperatury, z pominieciem efektéw dyna-
micznych oraz lepkich. Przebieg procesu deformacji jest rozpatrywany jako niezalezny
od skali czasu, a wiec niezalezny od predkosci obcigzania. W niezaleznym od skali
czasu sformutowaniu trudno$é dotyczy wyznaczania, ktore z mozliwych mechanizmoéow
zostana uruchomione oraz ktore z nich moga nastepnie zostaé¢ zatrzymane. W tak sfor-
mutowanych zadaniach pojawia sie niejednoznacznosé wyboru aktywnych mechanizmoéow
poslizgu pojedynczego krysztatlu. Trudno$é¢ w wyborze wlaczajacych sie mechanizmow
moze pojawiaé sie w dowolnej chwili procesu deformacji, a przypadkowy dob6r moze po-
wodowaé uzyskanie rozwigzania niemajgcego sensu fizycznego, wzglednie wykazujacego
niepozadane niestabilnosci numeryczne. W modelowaniu proceséw w zakresie deforma-
cji skoriczonych nalezy uwzglednié¢ efekty wynikajace z obrotéw sieci krysztatow, prowa-
dzace do geometrycznego wzmocnienia badz ostabienia materiatu w trakcie deformacji.

Trudnosci zwiazane z niejednoznacznoscig odpowiedzi materiatu mozna ominaé po-
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8 1. Wstep

przez uwzglednienie cztonéw lepkich, co jest niezbedne przy nierozpatrywanych tu ob-
cigzeniach dynamicznych, lecz czesto stosowane takze przy powolnych deformacjach.
Zatozenie, ze krysztal jest poczatkowo makroskopowo idealnie jednorodny, powoduje
wowcezas innego rodzaju trudnosci, np. w modelowaniu obserwowanego do$wiadczalnie
podziatu pojedynczego krysztatu, stanowiacego ziarno w agregacie polikrystalicznym, na
szereg pasm deformacji, w ktorych aktywne sg rézne systemy dyslokacyjnego poslizgu
na plaszczyznach krystalograficznych. Z kolei, zalozenie poczatkowo niejednorodnego
krysztatu prowadzi do rozwigzan silnie zaleznych od arbitralnie przyjetych imperfekcji
poczatkowych, co w przypadku duzych deformacji nie ma wystarczajacego uzasadnienia
fizycznego. Podobne problemy wystepuja gdy krysztal jest obciazany wzdtuz osi wielo-
krotnej symetrii. Zakres rozprawy obejmuje zbadanie wyzej wymienionych zagadnien,
co motywowalo zastosowanie bardziej do tego celu adekwatnego, cho¢ trudniejszego do
implementacji komputerowej, modelu plastycznosci niezaleznego od skali czasu.

Metoda przyrostowej minimalizacji energii

Dotychczas stosowane metody nie pokonaly w sposéb zadowalajacy trudnosci zwiaza-
nych z niejednoznacznoscia odpowiedzi odksztatcanego plastycznie krysztatu. W ni-
niejszej rozprawie przedstawiono inne podejscie, wykorzystujace metode przyrostowej
minimalizacji energii dostarczanej do ukladu w zastosowaniu do modelowania proce-
sow sprezysto-plastycznej deformacji materiatow z wieloma mechanizmami plastycznego
plyniecia. Metoda minimalizacji energii bazuje na energetycznym kryterium stabilnosci
Sciezki deformacji. Minimalizowane przyrosty energii obejmuja cztony zaréwno pierw-
szego jak i drugiego rzedu wzgledem przyrostu czasu. Kluczowe jest zalozenie, ze Sciezka
deformacji stabilnej odpowiada minimalizacji przyrostu energii, wykonywanej krok po
kroku przy cze$ciowych lub pelnych wiezach kinematycznych. Zastosowanie metody
przyrostowej minimalizacji energii umozliwia wyznaczanie niezerowych przyrostow $ci-
nania, a tym samym okreslanie zbioru aktywnych systeméw poslizgu.

Stosowanie metody minimalizacji energii przyrostowej wymaga natozenia pewnych
ograniczen na prawa konstytutywne, mianowicie wymogu symetrii macierzy uktadu row-
nari. Proponowana w rozprawie oryginalna metoda selektywnej symetryzacji dotyczy
podstawowej macierzy zawierajacej moduly interakcji aktywnych systemoéw poslizgu
plastycznego. Metoda symetryzacji wptywa bezposrednio na charakter wzmocnienia
i w efekcie na odpowiedZ materialu w procesie deformacji. W rozprawie pokazano,
jak istotny jest wplyw przyjetej metody symetryzacji na otrzymywane rozwigzania. 7
przeprowadzonych symulacji wynika, ze znane z literatury inne metody symetryzacji
daja btedne rozwigzania, co jest widoczne w zakresie duzych deformacji, gdy obrot sieci
krysztalu nie moze by¢ pominiety.

Cel rozprawy

Celem rozprawy jest opracowanie nowego podejscia i algorytméw komputerowych do
symulacji numerycznych plastycznego ptyniecia krysztatéw metali w zakresie dowolnie
duzych deformacji, przy adaptacji metody przyrostowej minimalizacji energii do skori-
czonej dtugosci kroku catkowania po czasie.

Pasma deformacji

W trakcie proceséw deformacji krysztalow czesto obserwowane jest powstawanie pasm



deformacji. Mozna zaobserwowaé, ze w poczatkowo jednorodnej probce materiatu, np.
podczas proby kanalikowej, pojawiaja sie obszary o réznym charakterze deformacji. W
modelowaniu z uwzglednieniem mozliwosci podziatu krysztalu, energetycznie prefero-
wany typ deformacji w krysztale moze staé¢ sie nieréwnomierny. W materiale tworzg sie
pasma deformacji prowadzace do powstawania podstruktur (mikrostruktur) ze Scian-
kami dyslokacyjnymi na granicach pasm. W czesci rozprawy poswieconej formowaniu
podstruktury jest pokazane, ze metoda minimalizacji energii przyrostowej umozliwia
wyznaczanie orientacji i chwili powstawania pasm deformacji. Wykonano modelowanie
formowania mikrostruktury rozumianego jako podzial krysztatu (lub ziarna, w réwno-
waznej terminologii) w formie laminatu pierwszego rzedu.

Algorytmy

Przedstawiona w rozprawie metoda symulacji procesow deformacji polega na wyzna-
czaniu odpowiedzi materialu w kolejnych punktach sciezki deformacji wynikajacych z
przyjetej dhugosci kroku obciazania. Metoda obliczeniowa obejmuje przyrostowa mi-
nimalizacje energii dla skonczonej dtugosci kroku obcigzania. Procedura minimalizacji
wykonywana jest jednocze$nie wzgledem przyrostéw Scinania na mozliwych systemach
poslizgu i wzgledem wybranych sktadowych gradientu deformacji, tych ktore nie sa
ograniczone wiezami. W przypadku symulacji mozliwego podziatu ziarna, do procedury
minimalizacji wprowadzane sa dodatkowe stopnie swobody (niewiadome) okreslajace
mozliwy schemat podziatu. W procedurze minimalizacji wykorzystywana jest metoda
rozszerzonych mnoznikéow Lagrange’a. Opracowany algorytm numerycznego catkowa-
nia zwigzkow konstytutywnych dla skoriczonego kroku obcigzania zaimplementowano w
programie Mathematica, gdzie m.in. obliczane sg poszukiwane przyrosty Scinania oraz
zbior aktywnych systemow.

Wyniki

Wprowadzenie do algorytmoéw obliczeniowych czesciowych wiezéw kinematycznych po-
zwala na symulacje testow doswiadczalnych. Rozprawa zawiera wyniki symulacji testow
takich jak jednoosiowe rozciaganie monokrysztalow, proba kanalikowa i Sciskanie w pta-
skim stanie odksztatcenia. Przedstawione w rozprawie poroéwnania wynikow symulacji
numerycznych i testow zaczerpnietych z literatury potwierdzaja poprawnos$é¢ propono-
wanej metody analizy deformacji plastycznych w krysztatach metali. Poréwnano wyniki
jednoosiowego rozciaggania monokrysztatow miedzi i aluminium w kierunkach o wysokiej
symetrii. Poréwnano z testami doswiadczalnymi numeryczne wyniki modelowania proby
kanalikowej oraz Sciskania w ptaskim stanie odksztalcenia, z uwzglednieniem mozliwosci
podziatu ziarna.

1.2 Uklad pracy

Rozdzial 2 zawiera przeglad literatury i opis istniejacych modeli sprezysto-plastycznej
deformacji krysztalow metali niezaleznych od skali czasu. Sprezysta odpowiedZ mate-
riatu opisuje hipersprezysty zwiazek konstytutywny sformutowany w konfiguracji od-
ciazonej. Przedstawione zwiazki konstytutywne, wyrazone réwniez w miarach niesy-
metrycznych, uwzgledniaja wiele mechanizméw plastycznego plyniecia. Przedstawiono
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znane z literatury prawa wzmocnienia, ktére okreslaja przebieg samoumocnienia syste-
mow poslizgu i umocnienia utajonego w plastycznie odksztalcanych krysztatach, a takze
znane dotychczas metody symetryzacji zwiazkéw konstytutywnych.

W rozdziale 3 przedstawiono koncepcje symetryzacji macierzy moduléw interakeji
systemow poslizgu plastycznego w krysztale. Oryginalna koncepcja polega na selektyw-
nej symetryzacji zwiazkow konstytutywnych, czyli z ograniczeniem do cztonéw odpowia-
dajacych systemom aktywnym. Symetryzacja umozliwia péZniejsze stosowanie metody
przyrostowej minimalizacji energii. Wyniki modelowania uzyskane z wykorzystaniem
proponowanej metody selektywnej porownano ze znanymi metodami symetryzacji.

W rozdziale 4 oméwiono przyrostowa minimalizacje energii jako metode rozwiazywa-
nia proceséw deformacji niesprezystych. Sformutowanie metody jest tu na poziomie re-
prezentatywnego elementu materiatu, ktory znajduje sie w ztozonym uktadzie termody-
namicznym. Zdefiniowano energie przyrostowa uktadu dla proceséw quasi-statycznych
i o statej temperaturze. Sformutowano metode przyrostowej minimalizacji energii przy
sterowaniu kinematycznym, gdzie poszukiwane moga byé¢ przyrosty Scinania, przyro-
sty gradientu deformacji przy czeSciowych wiezach kinematycznych oraz niewiadome
okreslajace dodatkowe stopnie swobody w modelowaniu podziatu ziarna. Metode przy-
rostowej minimalizacji energii zastosowano w modelowaniu formowania mikrostruktury
poprzez podzial poczatkowo jednorodnego ziarna. Model podziatu jest w postaci lami-
natu pierwszego rzedu.

W rozdziale 5 przedstawiono opracowane algorytmy przyrostowej minimalizacji ener-
gii. Numeryczne caltkowanie odbywa si¢ z zastosowaniem niejawnego schematu Eulera.
W celu efektywnego poszukiwania minimum energii przyrostowej zastosowano metode
rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. Sformutowano algorytmy modelowania procesu
deformacji, przy sterowaniu kinematycznym z pelnymi lub cze$ciowymi wiezami oraz
z dodatkowymi stopniami swobody zgodnymi z przyjetym schematem laminatu pierw-
szego rzedu. W celu poréwnania przedstawiono alternatywny obiektywny algorytm Fu-
lerowski oraz algorytm dla zakresu matych odksztatcen i bez modelowania obrotow sieci.
W algorytmie numerycznego catkowania réownania dla plastycznej deformacji zostala
uzyta funkcja eksponencjalna argumentu tensorowego.

Rozdzial 6 zawiera wyniki modelowania proceséw deformacji krysztatow. Dziala-
nie metody jest przedstawione na przyktadzie modelowania prostego scinania krysztatu
o wybranych orientacjach sieci krystalograficznej. Przeanalizowano nieregularnosci wi-
doczne na krzywych obrazujacych zmiany naprezenia, zwiazane z przej$ciami miedzy
narozami powierzchni plastycznosci. Przyktady obliczeniowe i poréwnania z ekspery-
mentem dotycza krysztaléw o sieci regularnie Sciennie centrowanej. Wyniki modelowa-
nia jednoosiowego rozciggania poréwnano z dostepnymi wynikami eksperymentalnymi
pochodzacymi literatury, takze gdy krysztal jest obcigzany w kierunku o wysokiej syme-
trii. Zamieszczono poréwnania wynikow modelowania z obserwacjami eksperymental-
nymi proby kanalikowej oraz Sciskania w ptaskim stanie odksztalcenia. Obydwa procesy
modelowano z mozliwo$cig podziatu ziarna.

W rozdziale 7 przedstawiono rezultaty zastosowania opracowanego algorytmu do mo-
delowania polikrysztaléw metali, przy uzyciu schematu uéredniania Taylora. Modelowa-
nie proceséw deformacji polikrysztatéow dotyczy zakresu matych oraz duzych deformacji
wraz z odtworzeniem rozwoju tekstury.



Rozdzial 2

Model sprezysto-plastycznego
krysztatu

Podstawy fizykalne

Podstawy fizykalne plastycznych deformacji krysztalow metali opisane sg w wielu mo-
nografiach (Read, 1953), (Cottrell, 1953), (Oding, 1961), (Hull & Bacon, 2001). Dlatego
tez ponizszy opis ma charakter jedynie krotkiego wprowadzenia w tematyke plastycznych
deformacji krysztatow metali.

Metale w swej najczesciej spotykanej formie to polikrystaliczne agregaty ztozone z
duzej liczby ziaren o strukturze prostych krysztatow. Pojedynczy krysztal ma postaé
trojwymiarowego uktadu atomoéw, ktore tworzg regularng sie¢ punktowa. Natomiast
atomy to czastki oscylujace wokol ustalonych punktéw sieci, utrzymywane w przybli-
zeniu w jednym potozeniu na skutek sit oddzialywania sasiednich czastek. Najczesciej
wystepujace uklady sieci metali to heksagonalny (ang. hep), regularnie §ciennie centro-
wany (w skrocie r.s.c. lub ang. fce) i regularnie przestrzennie centrowany (w skrocie r.p.c.
lub ang. bee).

Obserwacje eksperymentalne krysztaléw metali ujawniaja, ze ich plastyczna defor-
macja zachodzi gléwnie poprzez proste Scinanie w wyniku poslizgu na ptaszczyznach,
spowodowane dziataniem naprezen $cinajacych (innym mechanizmem plastycznych de-
formacji krysztalow jest blizniakowanie, w niniejszej pracy nie rozpatrywane). Poglizg
jest anizotropowy i zachodzi na wybranych, z posréd wielu mozliwych, rodzinach ptasz-
czyzn krystalograficznych, w pewnych krystalograficznych kierunkach lezacych na tych
ptaszczyznach. W procesach deformacji poprzez poslizg, przebiegajacych w niskich tem-
peraturach, preferowane sg te z posrod wielu ptaszczyzn i kierunkéw krystalograficznych,
gdzie atomy maja najgestsze wypetienie. Takie najgestsze ulozenie zmniejsza odlegto-
Sci miedzy czastkami, co prowadzi do spadku barier miedzyatomowych, stad opor przed
poslizgiem jest mniejszy w plaszczyznach gesto wypelnionych atomami. Wybrana para
w postaci plaszczyzny poslizgu i kierunku pogslizgu nazywana jest systemem poslizgu
plastycznego. Plastyczne odksztalcenia sa tatwiejsze w krysztatach o wickszej liczbie
systemow poslizgu oraz w przypadku, gdy te sa korzystniej zorientowane wzgledem kie-
runku dziatania obcigzenia.

Wyniki wielu doswiadczalnych eksperymentéw potwierdzajg tzw. prawo Schmida
(1924), ktore okresla, kiedy i na ktorym z systemow wystapi plastyczny poslizg. Zgodnie
z tym prawem, poslizg na wybranej plaszczyznie i kierunku ma miejsce, gdy napreze-
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nie Scinajace, dzialajace wzdtuz tej ptaszczyzny i kierunku osiggnie warto$é krytyczna,
niezaleznie od innych sktadowych naprezenia zrzutowanych na sie¢ krysztatu. Kluczowe
sktadowe naprezenia napedzajace poslizg sa wyznaczane jako naprezenie zrzutowane na
plaszczyzne i w kierunku poslizgu i nazywane wypadkowym naprezeniem Scinajgcym.

Plastyczna deformacja poprzez poslizg w krysztatach zachodzi na skutek ruchu dys-
lokacji. Powszechnie stosowane pojecie dyslokacji, zaproponowane jednoczesnie i nieza-
leznie przez G. 1. Taylora, E. Orowana, M. Polanyi w roku 1934, zaktada $ciecie niejedno-
rodne, ktore postepuje w ptaszczyznie poslizgu na skutek stopniowego przemieszczania
sie dyslokacji.

Rzeczywiste krysztaly metali prawie nigdy nie tworza idealnych sieci zawierajacych
jeden typ atomoéw, przeciwnie, zawieraja wiele réznego rodzajow imperfekeji sieci. Ze
wzgledu na geometryczny charakter, wyrdznia sie defekty punktowe takie jak atomy
domieszek lub wakansje oraz powierzchniowe w postaci granic ziaren lub Scianek dyslo-
kacyjnych. Dyslokacje, interpretowane jako nosniki poslizgu w krysztatach, sa defektami
liniowymi. W istocie, te defekty sa decydujacym czynnikiem wplywajacym na plastycz-
nos$¢ krysztatow. Poglizg zaczyna sie w jednym lub w kilku miejscach na ptaszczyznie
poslizgu, od strukturalnych nieregularnosci krysztatu i rozprzestrzenia sie w ptaszczyz-
nie poslizgu ze skoniczong, na ogdt nieréwnomierng predkoscig. Natomiast struktura
krysztatu, podczas plastycznej deformacji na skutek poslizgéow, pozostaje ciagle krysta-
lograficzna.

Charakter dyslokacji jest okreslany przy uzyciu wektora Burgersa b, ktory wyznacza
wielkos¢ i kierunek przemieszczania sie atomoéw w trakcie ruchu dyslokacji, jego dtugosé
b = |b| réwna jest najmniejszej odlegtosci miedzyatomowej mierzonej na kierunku po-
slizgu. Wielkosé poslizgu plastycznego mozna powigzaé¢ z gesto$cia poruszajacych sie
dyslokacji p. Predkosé¢ $cinania 4 (plastycznych odksztalcen), dla grupy dyslokacji z
identycznym wektorem Burgersa biegnacych w rodzinie rownoleglych ptaszczyzn posli-
zgu, jest wyznaczana jako iloczyn 7 = bpv zalezny od Sredniej predkosci dyslokacji .
Naprezenie Scinajace 7, dzialajace na ptaszczyznie poslizgu i w kierunku wektora Bur-
gersa, wywoluje site dziatajaca na dyslokacje. Krysztal zacznie odksztatcaé sie plastycz-
nie wowczas, gdy sita dzialajaca na dyslokacje przekroczy progowa warto$é¢ wynikajaca
z oporu ruchu dyslokacji.

Powstawanie duzych odksztatcen plastycznych spowodowanych podlizgiem wymusza
koniecznos¢ pojawienia sie¢ duzej liczby dyslokacji na wzglednie matlej liczbie ptaszczyzn
poslizgu, co ma dodatkowo uzasadnié¢, obserwowane na powierzchni probki, pasma po-
Slizgu. Jednym z mechanizméw generujacym duza liczbe segmentow (petli) dyslokacji
(najczesciej krawedziowych, zakotwiczonych na dwoch punktach ptaszezyzny poslizgu)
sa zrodta Franka-Reada.

Granica plastycznosei to krytyczna warto$é Scinajacego naprezenia (wynikajaca z
przytozonego obciazenia) konieczna do zapewnienia dyslokacji odpowiedniej energii do
przezwyciezenia sit krotkiego zasiegu wywotywanych przez przeszkody oraz sit dlugiego
zasiegu wynikajacych z istnienia innych dyslokacji. Wyznaczane eksperymentalnie war-
tosci krytycznego naprezenia Scinajacego zaleza od rodzaju i ilosci domieszek w krysz-
tale, temperatury i szybkosci odksztatcania, a takze gestosci utozenia atomow w ptasz-
czyznie poslizgu (Cottrell, 1953). W miare narastania plastycznej deformacji zwiekszaja
sie opory ruchu dyslokacji, co przektada si¢ na wzmocnienie materiatu. W ruchu dys-
lokacji sa obecne przeszkody, mogg to by¢ defekty punktowe w postaci rozproszonych
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atomow domieszek, powierzchniowe bariery takie jak granice miedzyziarnowe oraz inne,
przecinajace sie z ta ruchoma, dyslokacje (nazywane lasem dyslokacji). Dyslokacja unie-
ruchomiona na barierze powoduje, ze kolejne pochodzace z jednego Zrodta gromadza sie
1 sa zatrzymywane na skutek odpychajacych sit ich wzajemnego odziatywania. Te zjawi-
ska przektadaja si¢ na wzrost wartosci krytycznego naprezenia Scinajacego i sa okreslane
jako wzmocnienie odksztatceniowe. Zjawisko wzmocnienia mozna wyjasni¢, odwotujac
sie do pola naprezenia wywotanego dyslokacjami, ktore dziala hamujaco na inne dys-
lokacje. W miare jak postepuje plastyczna deformacja, dyslokacje sa pomnazane, a
nastepnie stopniowo unieruchamiane. Ruch dyslokacji jest stopniowo utrudniany i coraz
wieksze naprezenie jest konieczne do produkeji dodatkowego plastycznego odksztatcenia.
W trakcie deformacji zjawisko wzmocnienia ma zmienny charakter. W poczatkowym
zakresie tatwego poslizgu aktywne sa tylko najbardziej uprzywilejowane systemy, wiec
hamujace naprezenie jest spowodowane wzajemnym oddziatywaniem dyslokacji na row-
nolegtych ptaszczyznach oraz mechanizmem ich unieruchomienia i spietrzania (ang. pile-
up). Wowczas, na eksperymentalnych krzywych naprezenia obserwowane jest niewielkie
wzmocnienie. Nastepnie w drugim etapie deformacji, systemy dodatkowe sg aktywowane
i dominujace staje sie wzajemnie blokowanie ruchu przecinajacych sie dyslokacji, powo-
dujac duzo wieksze wzmocnienie (zakres silnego liniowego wzmocnienia). W trzecim
etapie deformacji pojawia sie poslizg poprzeczny dyslokacji srubowych, wiec stopniowo
zmniejsza sie stopient wzmocnienia (zakres parabolicznego wzmocnienia).

Poslizg na pojedynczym systemie poslizgu powoduje wzmocnienie systemu aktyw-
nego oraz pozostatych nieaktywnych systemow poslizgu, (Taylor & Elam, 1923, 1925).
Efekt (wiekszego) wzmocnienia pozostatych rowniez nieaktywnych systemow jest nazy-
wany wzmocnieniem utajonym.

Plastyczna deformacja polikrysztatow zalezy od indywidualnej orientacji poszczegol-
nych krysztalow, gdzie wypadkowe naprezenie Scinajace zmienia sie miedzy krysztatami.
Obecnosé granic miedzyziarnowych narusza ciagltosé plaszczyzn oraz kierunkéw posli-
zgu i jest silna bariera w ruchu dyslokacji, ktore spietrzaja sie na granicach. Wartosé
granicy plastycznosci polikrysztaltu w ogoélnosci maleje wraz z rozmiarem ziaren, te za-
lezno$é opisuje klasyczny zwiazek Halla-Petcha.

2.1 Plastyczne i sprezyste cechy krysztalu

Systemy poslizgu w krysztatach typu r.s.c.

Pojedynczy system poslizgu (n, m) to uporzadkowana para utworzona z wektora n wy-
znaczajacego plaszczyzne, na ktorej zachodzi poslizg plastyczny, oraz wektora m, ktory
wyznacza kierunek poslizgu i lezy w ptaszczyznie poslizgu n. Gdy znana jest sie¢ krysta-
lograficzna metalu to mozna ustali¢ liczbe ng systemow, na ktorych mozliwy jest poslizg.
System poslizgu (n, m) jest trwale zwiazany z siecig krystalograficzna metalu.

W niniejszej rozprawie wykorzystano standardowe oznaczenia stosowane w krysta-
lografii do opisu kierunkéw i plaszczyzn, por. (Przybylowicz, 1999). Wskazniki proste;j
sieciowej u, v, w przedstawione w postaci [uvw| oznaczaja jeden kierunek lub kierunki
rownolegte, natomiast (uvw) to rodzina nieréwnoleglych kierunkéw réwnowaznych kry-
stalograficznie, ze wzgledu na symetrie sieci. Wskazniki ptaszczyzny h, k, [ przedstawione
w postaci (hkl) oznaczaja jedna plaszezyzne (plaszczyzny rownolegle), natomiast {hkl}
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to zbior ptaszczyzn nieréwnolegtych, ale rownowaznych krystalograficznie.

Tablica 2.1: Oznaczenia dodatnich systemoéw poslizgu w sieci typu r.s.c., wg pracy
(Taylor, 1938b).

al = (11D[011] b1 = (111)[011] el = (111)[011]  d1 = (111)[011]
a2 = (11D[101] b2 = (111)[I0]] 2= (111)[101]  d2 = (111)[10]]
a3 = (11D[110] b3 = (111)[110] 3 = (111)[110]  d3 = (111)[110]

Tablica 2.2: Alternatywne oznaczenia systemow poslizgu w sieci typu r.s.c., wg pracy
(Schmid & Boas, 1950).

,Primary” ,Conjugate” ,Cross-Glide” ,Critical”
B4 =102 C1=d3 D4 =c2 A3 =a2
B5 = bl Ch=dl1 D1 =¢3 A6 = al
B2 =103 C3=4d2 D6 = cl A2 = a3

Wyniki pionierskich eksperymentéw zawarte w pracach (Taylor & Elam, 1923) i
(Taylor & Elam, 1925) wyjasniaja krystalograficzna nature poslizgu. Mianowicie, w
krysztatach metali o typie sieci r.s.c. (oznaczanym symbolem A1) i nalezacym do regu-
larnego uktadu krystalograficznego, poslizg plastyczny moze zachodzi¢ na 12 systemach.
Do grupy metali o sieci typu Al naleza m.in. Al, Ag, Au, Cu, Ni. Zbior wszystkich
systemow poslizgu (czyli wszystkich par (n,m)) w sieci typu r.s.c. jest oznaczany jako
{111}(110).

Rysunek 2.2: Systemy poslizgu na plaszczyznie ¢ = (111) (a) i d = (111) (b).
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W niniejszej pracy rozrozniany jest zwrot m wektora poslizgu, tzn.dodatni m i
ujemny —m kierunek poslizgu. Dwa systemy roéznigce sie jedynie zwrotem wektora
poslizgu sa traktowane jak dwa rézne, a wowczas w krysztale typu r.s.c. rozrézniane
sa 24 systemy. Wykorzystywane tutaj oznaczenia systemow (tab. 2.1) zostaly wprowa-
dzone w pracy (Taylor, 1938b) i sa obecnie stosowane m.in. w pracach (Havner, 2008),
(Godfrey et al., 1998), (Basson & Driver, 2000). Pojedynczy system jest oznaczony sym-
bolem ,,a;5”, gdzie indeks o = a, b, ¢, d oznacza litery przyporzadkowane kazdej z czterech
oktaedrycznych ptaszczyzn poslizgu n, natomiast indeks 7 = 1,2, 3 oznacza cyfry okre-
slajace trzy kierunki poslizgu m. Obowiazuje zasada, wedtug ktorej kierunek poslizgu
oznaczony indeksem j lezy na przecieciu plaszczyzny oktaedrycznej o normalnej n z
plaszczyzna o normalnej (j00). Trzymajac sie powyzszych regul mozna kazdy z dwu-
nastu dodatnich systemow poslizgu (tab. 2.1) przedstawi¢ graficznie w postaci strzatki
lezacej na trojkacie, por. rys. 2.1 i rys. 2.2, gdzie kierunki krystalograficzne [100], [010] i
[001] pokrywaja sie z osiami ukladu wspotrzednych K¢ = {X;}, ktory jest wyznaczony
przez ortonormalna baze {e;}, gdzie i = 1,2,3. Systemy o przeciwnych zwrotach wek-
tora m w stosunku do wyjsciowej dwunastki, czyli o ujemnym kierunku poglizgu —m,
sa oznaczane kreska nad indeksem 7, czyli 1, 2 i 3. W literaturze mozna znalez¢ roéwniez
inna, czesciej stosowana notacje wg pracy (Schmid & Boas, 1950), nastepnie stosowana
w pracy (Basinski & Basiniski, 1979), por. tab. 2.2.

Rzut stereograficzny

@

[011]

[100]

Rysunek 2.3: Standardowy rzut stereograficzny (a) kierunkéow komorki uktadu regular-
nego na plaszezyzne rzutu (001) z zaznaczonymi systemami poslizgu oraz podstawowy
trojkat stereograficzny (b).

Rzut stereograficzny jest tu traktowany jako narzedzie stuzace pokazaniu poczat-
kowej orientacji oraz obrotéw sieci powstajacych podczas duzych deformacji krysz-
taltu. Rzut stereograficzny umozliwia przedstawienie kierunkéw i plaszezyzn, badanie
katow miedzy kierunkami i plaszczyznami oraz ujawnia symetri¢ sieci krystalograficz-
nej, por. (Przybylowicz, 1999). Standardowy rzut stereograficzny powstanie, gdy za
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tzw. ,rownikowa” plaszczyzne rzutowania zostanie wybrana plaszczyzna krystalogra-
ficzna oznaczona tzw. niskimi wskaznikami np. (001), (110), (111). Na rzucie standar-
dowym gléwnych kierunkéw uktadu regularnego na ptaszczyzne np. (001) mozna po-
kazaé¢ rzuty szesciu kot wielkich, ktore dzielg koto ptaszczyzny rzutowania na 24 pola,
por. rys. 2.3(a). Pola w postaci krzywoliniowych trojkatow sa identyczne pod wzgledem
krystalograficznym i nazywane trojkatami podstawowymi. Podstawowy trojkat stereo-
graficzny ma naroza powstale jak rzuty stereograficzne kierunkow [001], [011], [111] na
plaszczyzne rzutowania (001), por. rys. 2.3(b).

W przypadku testu jednoosiowego rozciggania, trojkat podstawowy jest stosowany
do przedstawienia poczatkowej orientacji sieci krysztatu, sledzenia obrotow sieci w czasie
deformacji oraz pokazania dziatajacych systemoéw poslizgu. Jezeli rzut osi rozciggania
probki na plaszezyzne krystalograficzna (001) w poczatkowej orientacji sieci, wypadnie
wewnatrz trojkata podstawowego to aktywowany zostanie system poslizgu o symbolu z
wnetrza tego trojkata, por. rys.2.3(a). W przypadku sieci typu Al, wewnatrz kazdego
z tych trojkatow znajduje sie oznaczenie jednego systemu poslizgu, ktéry ma najwiek-
sza warto$¢ naprezenia Scinajacego i zostanie aktywowany, gdy poczatkowa orientacja
osi rozciggania wypadnie w tym polu. Na skutek symetrii sieci typu r.s.c., poczatkowe
zorientowanie osi rozciggania na obwodzie trojkata, a szczegdlnie w jego narozach, powo-
duje identyczng najwickszg warto$é naprezenia scinajacego dla wielu systemow poslizgu.
W efekcie wystepowania takich orientacji, podczas jednoosiowego rozciagania krysztatu
moze pojawié sie poczatkowy poslizg wielokrotny, por. punkt 6.1.5.

Oznaczenia wielkosci i operacji tensorowych

W tekscie niniejszej rozprawy symbol pisany pogrubiong czcionka matg litera, np. v,
oznacza tensor pierwszego rzedu (czyli o walencji 1) lub wektor. Symbol pisany wielka
litera, jak np. T, oznacza tensor drugiego rzedu (czyli o walencji 2), natomiast symbol
pisany wielka litera i podwdjna czcionka, np. C, oznacza tensor czwartego rzedu. Wiel-
kosci skalarne oznaczane pochylona czcionka litera alfabetu tacinskiego lub greckiego,
np.~, w, H to tensory o zerowej walencji. Dowolny wektor v posiada reprezentacje v;
w kartezjanskiej bazie {e;}, taka, ze v = v; e;, gdzie i = 1,2,3. Tensor drugiego rzedu
posiada reprezentacje T;;, taka, ze T = Tj;e; ® e;, natomiast tensor czwartego rzedu
o reprezentacji Cj;r mozna zapisa¢ w postaci C = Cjjpe; ® ; ® e, ® €. Dolne lite-
rowe indeksy ¢, 7, k,l = 1,2, 3 sa nazywane wskaznikami. Jesli nie okreslono inaczej, to
obowiazuje konwencja sumacyjna Einsteina oznaczajaca sumowanie wyrazen po powta-
rzajacych sie wskaznikach. W wyniku dziatania prostego nasuniecia T v otrzymywany
jest wektor o sktadowych T;; v;, natomiast rezultatem pelnego nasuniecia tensoréw A -B
jest skalar A;; B;;. Pelne nasuniecie pary wektoréw a i b mozna utozsami¢ z ich iloczy-
nem skalarnym a - b = a; b;. Wystepujace powyzej, dziatanie oznaczone symbolem ® to
iloczyn tensorowy, ktory dla pary wektorow a i b zdefiniowany jest poprzez dzialanie
(a® b) c = (b - c)a. Dzialanie na pojedynczym tensorze T druglego rzedu oznaczane

jako T (lub w tekscie jako T™) to tensor transponowany, natomiast T (lub T™') oznacza
tensor odwrotny. Wyznacznik tensora drugiego rzedu jest oznaczany jako det(T). Sym-
bole sym(T) i skew(T) oznaczaja, odpowiednio, symetryczna i antysymetryczna czesé
tensora T, w zwigzku z tym tensor sym(T) = (T + T") oraz skew(T) = (T — T7).
Symbol tr( ) oznacza dzialanie zwezenia po parze wskaznikow, w przypadku tensora
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drugiego rzedu tr(T) = T;; to wielkos¢ skalarna.

Prostokatna macierz o wymiarze (n x m) bedzie oznaczana réwniez pogrubiona
czcionka lub jako sktadowe M'’ ujete w nawiasach prostokatnych [M''] = M, gdzie in-
deksy I =1,...,n; J =1,...,m. Macierz moze by¢ przedstawiona w postaci [M"’](,xm)
z jawnym okresleniem liczby n wierszy i m kolumn.

Wystepujace w niniejszej rozprawie gorne indeksy K i L oznaczaja kolejne numery
systemow poslizgu plastycznego (n®, m*). Konwencja sumacyjna Einsteina nie dotyczy
indeksow K i L, wiec sumowanie po tych indeksach obowiazuje wowczas, gdy jawnie
zostanie uzyty znak sumy.

Moduly sprezystosci materialtu o symetrii kubicznej

Posta¢ tensora C moduléw sprezystosci materialéow o cechach symetrii kubicznej (ang.
cubic symmetry), takich jak krysztaly typu r.s.c. nalezace do regularnego uktadu krysta-
lograficznego, przedstawiono m.in. w pracach (Nye, 1957), (Cowin & Mehrabadi, 1995),
(Barnett, 1999).

Niech ortonormalne wersory bazy {e;} lokalnego kartezjanskiego uktadu wspohrzed-
nych Ko = {X;} pokrywaja sie z trzema kierunkami krystalograficznymi [100], [010]
i [001] krysztatu o sieci r.s.c.. Sieé¢ typu r.s.c. posiada osie podwojnej, potrojnej i po-
czwornej symetrii, te ostatnie to kierunki ([100], [010], [001]). Natomiast cechy symetrii
kubicznej sieci r.s.c. wynikaja z istnienia czterech kierunkow (111), ktore sg osiami po-
trojnej symetrii. Cechy sprezyste krysztatu (materiatu) o takiej symetrii mozna scharak-
teryzowadé przy pomocy trzech niezaleznych statych materialowych. Wéwczas, tensor C
modutow sprezystosci krysztatu o symetrii kubicznej mozna przedstawi¢ w postaci sumy

C = Cl1221®@1 + 2 Cs931° + (Ch111 — Cligg — 2 Chzos) T (2.1)

trzech tensoréow 4-go rzedu, gdzie tensor 1®1 jest otrzymywany w postaci iloczynu
tensorow 1 jednostkowych 2-go rzedu. Tensor I° jednostkowy symetryczny jest w postaci

1. I=dndje®e; e @ e,
IS =_(I+1), gdze {r 2 (2.2)
2 _
[=dp0ne ®e; e, e.

Symbol 6, oznacza delte Kroneckera, a dolne indeksy 4, j, k,1 = 1,2,3. Tensor I' 4-go
rzedu posiada sktadowe [z'ljkl o wartosciach

L1 jesli i=j—k =1,
L = { 0 w pozostaych przypadkach. (2.3)

Symbole Ch111, Cl122, Ca323 0znaczaja niezalezne sktadowe tensora modutéw sprezysto-
sci wzgledem bazy {e;} uktadu Ko. W przypadku materialu o symetrii kubicznej,
charakteryzowanego tensorem C czwartego rzedu o sktadowych Cjji, zachodzg réwno-
Sci Chiinn = Caaze = Csags, Criza = Chiss = Chass, Caszes = Chziz = Claie, natomiast
pozostate sktadowe tensora C pozostaja zerowe. Sktadowe Cjji; symetrycznego tensora
modultéw sprezystosci C (2.1) w bazie {e;} (zwiazanej z kierunkami krysztatu na sposob
powyzej opisany) mozna przedstawi¢ w postaci

Cijii = Chi22 03011 + Cazos (5z‘k5jl + 5z‘z5jk) + (Cri11 — Chriza — 2 Casa3) -[iljkl‘ (2.4)
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W przypadku symetrii kubicznej mozna wprowadzi¢ tzw. wspolczynnik anizotropii
kubicznej Zenera w postaci stosunku A = % Gdy materiat jest izotropowy
wspotczynnik A = 1, wiec znika ostatni czlon ujety w okraglych nawiasach wzoréw
(2.1) i (2.4).

Wartosci modutéw sprezystosci Cyjp; materialu musza spelnia¢ ograniczenia wyni-
kajace z warunku dodatniej okreslonosci gestosci energii w odksztatcen sprezystych.
Warunek dodatniej okre$lonosci naktadany jest na forme biliniowa w postaci

1 1

w:§C’ijkleijekl:§e~<C‘e>0, Ve;«éO (25)
Z powyzszej nieréwnosci wynika, ze jedynie dla odksztalcenia e = 0 gesto$é energii w =
0, gdzie e i 0 to tensory drugiego rzedu. Z warunku (2.5) dodatniej okreslonosci gestosci
energii w wynika wniosek, ze tensor czwartego rzedu C musi by¢ dodatnio okreslony, a
wiec jego warto$ci wlasne musza by¢ dodatnie. Mozna pokazaé, ze macierz modulow
sprezystosci utworzona ze sktadowych tensora wg notacji Kelvina (a tym samym tensora
C) posiada szes¢ wartosci wlasnych, por. (Rychlewski, 1984), (Mehrabadi & Cowin,
1990). Dla symetrii kubicznej sa to, odpowiednio, pojedyncza wartos¢ Cii11 + 2 Ciia2,
podwdjna wartosé Ch117 — Chi9e oraz potrojna 2 Cozes. Warunek dodatniej okreslonosci
C narzuca nieré6wnosci

Ci111 +2C199 > 0, Ch111 — Crize > 0, Cazeg > 0. (2-6)

Z powyzszych dwoch pierwszych nieréwnosci wynika ograniczenie Ch111 > 0.

W przypadku materiatu izotopowego cechy sprezyste okreslaja dwie niezalezne state,
np. przyjmowane jako state Lamégo A = C190 = C111—2 Chgeg oraz u = Cozaz. WoOWCzas
w tensorze modulow sprezystosci (2.1) znika ostatni czton, natomiast ograniczenia (2.6)
naktadane na wartosci sktadowych mozna uproscié¢ do pierwszej i ostatniej nieréwnosci.

Ze wzgledu na symetrie sktadowych tensora C*,w dalszej czesci pracy uzywany bedzie
skrocony zapis dolnych wskaznikow, por. (Mehrabadi & Cowin, 1990). Poczworne dolne
indeksy zostang zastapione podwojnymi, czyli Cy; = Cii11, Cro = Chigg 1 Cyy = Cogas.

2.2 Model kinematyki deformacji w krysztatach

Prace (Hill, 1966), (Lee, 1969), (Rice, 1971), (Hill & Rice, 1972), (Asaro & Rice, 1977),
(Asaro, 1983a), (Asaro, 1983b), (Bassani, 1994) maja kluczowe znaczenie w dziedzinie
modelowania sprezysto-plastycznych deformacji krysztatow.

Wszystkie wystepujace tu wielkosci sa okreslone w punkcie materialnym X ciagtego
ciala B, ktore w ustalonym uktadzie odniesienia zajmuje obszar ) o objetosci V. Kon-
figuracja poczatkowa jest oznaczona jako C°, natomiast konfiguracja aktualna jako C.
Konfiguracja odciazona C* jest otrzymywana w wyniku sprezystego odciazenia czastki
materialnej.

Ponizej (jak i w calym tekscie) symbole wartosei funkeji nie sa odrézniane od symboli
samych funkcji. Gestosci wystepujacych wielkosci sa ustalone na jednostke objetodci w
konfiguracji odniesienia.

W klasycznym opisie odksztalceri plastycznych krysztatow, (Hill & Rice, 1972),
(Asaro, 1983a), (Asaro, 1983b), (Bassani, 1994), material ptynie przez sie¢ krysztalu
za przyczynag ruchu dyslokacji, natomiast sie¢ przejmuje jedynie deformacje sprezyste.
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Poslizg plastyczny na systemach krystalograficznych nie wptywa wiec na deformacje sieci
krysztatu.

my p— / mg

Rysunek 2.4: Schemat deformacji sieci i materialu w krysztale.

Zgodnie z praca (Lee, 1969), dla kazdego punktu materialnego X, zaktadany jest
sprezysto-plastyczny multiplikatywny rozkltad tensora gradientu deformacji F:

F=F"F" gdzic det(F*)>0 oraz det(F")=1. (2.7)

Tensor F¥ okresla plastyczng czesci gradientu deformacji. Plastyczna deformacja po-
wstaje w efekcie skumulowania deformacji na aktywnych systemach poslizgu (n”, m*)
i nie towarzyszy jej zmiana objetosci, wiec det(F) = det(F*). Krysztaly metali zdefor-
mowane w zakresie plastycznym wykazuja silng anizotropie odpowiedzi, wiec zastoso-
wany model materialu musi uwzglednia¢ te efekty. Deformacja sieci krysztalu (obroty
i rozciagniecia) jest okreslana przez tensor F* sprezystej czesci gradientu deformacji,
por. rys. 2.4.

Przyjmuje sie, ze w trakcie deformacji krysztatu, wektory wyznaczajace kierunki i
plaszczyzny poslizgu podlegaja obrotom i rozciagnieciom, por. (Asaro, 1983b). Sprezy-
sta cze$¢ gradientu deformacji F* wyznacza aktualne kierunki wektoréw poslizgu m**
i normalnych do ptaszczyzn poslizgu n** wedtug wzoréw:

-T
m** = F*m", n** =F ' n", (2.8)

gdzie wskaznik K oznacza numer jednego z ng systemow poslizgu (n®, m”*). Kazdy
z liczby ng systemoéw, oznaczony symbolami ,,«j” wg pracy (Taylor, 1938b) (tab.2.1
zawiera systemy dodatnie), posiada przyporzadkowany w dowolnie okreslony sposéb
numer K, gdzie K = 1,...,ng oraz ng = 24 dla krysztalu typu r.s.c.. Wersory wy-
znaczajace kierunki i plaszczyzny poslizgu plastycznego sa ortonormalne w konfiguracji
poczatkowej C°, wiec m” -n”* = 0. W procesie deformacji krysztatu wektory (n**, m*x)
pozostaja ortogonalne cho¢ juz nie jednostkowe, wiec ich iloczyn skalarny wynosi zawsze

Wykorzystujac multiplikatywny rozktad (2.7) tensora F, (eulerowski) gradient pred-
kosci deformacji I (w konfiguracji aktualnej C) mozna roztozy¢ addytywnie na dwa cztony

. =1 . -1 . -1 -1
I=FF =F'F +F'F'F'F*. (2.9)
—— ﬂ_/
I L



20 2. Model sprezysto-plastycznego krysztalu

Wystepujace powyzej wyrazenie F oznacza pochodng materialng tensora F, ktora jest
miara predkosci zmiany danego tensora (lub dowolnej wielkosci). Predkosé plastycz-
nego plyniecia mozna przedstawi¢ w formie sumy predkosci plastycznych $cie¢ na K
systemach poslizgu, zaproponowanej w pracy (Rice, 1971), w postaci

. -1 s o
FPFY =) 39" (2.10)
K=1

gdzie diada s¥ = m* ® n¥ jest okreslona w konfiguracji poczatkowej C°, a %K > 0
oznacza mnoznik plastyczny okreslajacy predkosé scinania na systemie K wyznaczonym
przez tensor s*. Symbol %K zamiast 4" wprowadzono tu dla podkreslenia, ze wartosé y*
nie jest parametrem wewnetrznymi stanu. Réwnowazne prawo plastycznego plyniecia
w konfiguracji aktualnej C przyjmuje postaé

-1 -1 ns o
F=FFFF=> 7% (2.11)
K=1
gdzie 8% = m** @ n** jest tzw. tensorem Schmida. Kazda z diad s** mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy m** @ n** = p** 4+ w**, odpowiednio czesci symetrycznej i
antysymetrycznej:
p*K — sym(S*K) — % (m*K ® n*¥ + n*¥ ® m*K) ,
(2.12)

wHE = skew(s*K) — % (m*K®n*K —n*K ®m*K>.

Tensory gradientu predkosci I, I*, ' (2.9) mozna rozbi¢ na czesSci symetryczne i
antysymetryczne, np. I = d + w, gdzie d = sym(FF_l) jest tensorem eulerowskiej
predkosci deformacji, w = skew(FF~!) to tensor chwilowej predkosci obrotowej (tensor
spinu materialnego). Tensor gradientu predkosci deformacji (2.9) przyjmuje postac

I=d"+w +d" + w", (2.13)
—— HP,_./
I [
gdzie jawnie wystepuja symetryczne i antysymetryczne czesci sprezyste i plastyczne. Na
podstawie wzorow (2.11) i (2.12) mozna napisaé

ns ns
dP:Z%Kp*K7 wP:Z%KW*K' (214)
K=1 K=1

Wykorzystujac rownania (2.8) oraz definicje gradientu predkosci deformacji sprezy-
. —1
stej I' = F* F* mozna napisa¢ rownania dla predkosci wektorow m** i n** w postaci
T
m** =["m"", n*=—-rn"". (2.15)

Przy uzyciu zwiazkow (2.15) oraz rozktadu I' = d* + w* sprezystej czesci tensora gra-
dientu predkosci (2.13), mozna wyznaczy¢, potrzebne pédzniej réwnanie dla predkosci
tensora p** (2.12) symetrycznej czesci diad s* %, czyli
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2.3 Hipersprezysty model materialu w otoczeniu kon-
figuracji odciagzonej

W niniejszej rozprawie wprowadzone jest zatozenie, por. (Hill & Havner, 1982), ze spre-
zyste zachowanie krysztatu opisuje hipersprezysty zwiazek konstytutywny wprowadzony
w konfiguracji odciazonej C”. Material jest nazywany hipersprezystym lub sprezystym
w sensie Greena, jesli istnieje skalarna funkcja gestosci energii odksztatcen sprezystych
nazywana potencjatem sprezystym, zalezna tylko od lokalnej deformacji, por. (Truesdell
& Noll, 1965). Pomijane sa tu efekty termiczne, wiec mozna pokazaé, ze funkcja gesto-
Sci energii swobodnej Helmholza w procesach izotermicznych odpowiada funkcji gestosci
energii odksztatcen sprezystych

w = w(Fr). (2.17)

Gestosé energii w zalezy jedynie od lokalnej deformacji poprzez tensor F* sprezystej
czesci gradientu deformacji. Rownanie konstytutywne materiatu hipersprezystego jest
w postaci tensorwej funkcji S* drugiego rzedu wyznaczonej jako pochodna czastkowa
skalarnej funkcji w gestosci energii odksztalceri sprezystych po tensorze F*

. 0a(F)

S* = o (2.18)
gdzie symbol S* oznacza niesymetryczny, pierwszy tensor Pioli-Kirchhoffa okreslony
wzgledem konfiguracji odciazonej C”.

Funkcja gestosci energii odksztatcen sprezystych w musi spetnia¢ warunek obiektyw-
nosci, w(QF) = w(F), dla wszystkich Q, takich, ze Q™' = Q7, czyli niezmienniczos¢
przy sztywnych obrotach Q po deformacji F. Z wymogu obiektywnosci wynika wnio-
sek, ze gesto$¢ energii w jest funkcjg prawego tensora rozciggniecia U, ktory jest wiel-
kosciag obiektywna typu Lagrange’a. Natomiast wygodniej bedzie wykorzystaé¢ prawy
tensor Cauchy-Greena C = U? = FTF, bedacy réwniez wielkoscia obiektywna typu
Lagrange’a. Wowczas funkcja gestodci energii sprezystej przyjmuje postacé

D(F*) = w(C*), (2.19)

gdzie symbol C* = ]FT*F* to sprezysty prawy tensor Cauchy-Greena.

Zwiazek konstytutywny (2.18) mozna przeksztalcié wykorzystujac rownosé (2.19),
definicje pochodnej tensora drugiego rzedu wzgledem tensora drugiego rzedu oraz syme-
trie tensora C* do postaci

g _ 0w(C*) ‘ oC* _ QF*&T)(C*).
oC*  OF~* oC*
7 ostatniej z powyzszych réwnosci wynika zwiazek konstytutywny dla T* drugiego ten-
sora naprezenia Pioli-Kirchhoffa odniesiony do konfiguracji odciazonej C*
ow(C*)
oC+

oraz znany wzor S* = F* T*. Funkcje gestosci energii odksztatcen sprezystych w mozna
wyrazi¢ przez zdefiniowany w konfiguracji odciazonej C* tensor odksztalcenia sprezy-
stego Greena

(2.20)

T =2

(2.21)

B = % (C —1), (2.22)
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w zwiazku z tym zachodzi rownosé w(C*) = w*(E*). Ostatecznie, hipersprezysty zwia-
zek konstytutywny w konfiguracji odciazonej C¥, gdy funkcja w* gestosci energii od-
ksztalcen sprezystych zalezy od odksztatcenia Greena E*, rowniez w konfiguracji odcia-
zonej C”, mozna przedstawi¢ w postaci

o 0wt (E)

0E*

Z istnienia funkcji w* gestosci energii odksztatcen sprezystych, ktora jest potencjatem
dla naprezen T* wynika wniosek, ze praca wykonana na hipersprezystym materiale
jest niezalezna od Sciezki deformacji. Na dowolnej Sciezce deformacji sprezystych praca
wykonana na materiale zalezy tylko od stanu poczatkowego i konicowego.

(2.23)

2.4 Przyrostowe moduly sprezystosci

Zwiagzek konstytutywny dla predkosci naprezenia mozna wyznaczy¢, obliczajac pochodna
tensora T* danego wzorem (2.23) wzgledem czasu, w postaci
T —_— (C * E 3 C —_— W. (2.24)

Tensor czwartego rzedu C* moduléw sprezystosci nazywany drugim tensorem sprezy-
stosci jest odniesiony do konfiguracji odciazonej C". Skladowe C g~ tensora C* w
kartezjanskiej polibazie e4 ® eg ® ec ® ep spelniaja warunki symetrii wzgledem par in-
deksow C%pep = Cépap oraz pozostate symetrie wewnatrz par indekséw wynikajace z
symetrii tensora naprezenia, czyli Cigop = Chacp, gdzie wskazniki A, B,C, D = 1,2, 3.
W dalszej czesci niniejszej rozprawy obowiazywaé bedzie zalozenie, ze sktadowe C) p-p
nie zalezg od odksztalcenia i w przypadku krysztatu typu r.s.c. sa w postaci (2.4).

Uzasadnieniem uzycia miary E* oraz zalozenia niezaleznosci tensora C* od stanu
odksztalcenia jest fakt wystepowania matego zakresu odksztalcen sprezystych podczas
deformacji krysztatow metali przy zwykle stosowanych cisnieniach. Nie ma tu potrzeby
wykorzystywania np. logarytmicznych miar odksztalcern sprezystych, ktore powoduja
pewne trudno$ci, np. numeryczne.

Zwigzek konstytutywny dla predkosci w konfiguracji aktualnej C mozna wyznaczy¢,
korzystajac z tensora T naprezenia Kirchhoffa

T
T=F"T"'F" = det(F")o, (2.25)

gdzie o jest podstawowym tensorem naprezenia Cauchy’ego w konfiguracji aktualnej
C. Nastepnie, skorzystamy z transformacji (ang. push-forward), odpowiednio, pochod-
nych drugiego tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa (2.24) i tensora odksztatcenia Greena
(2.22), z konfiguracji odciazonej C* do aktualnej C

. T T
FFT*F =1t—-l'tr—1l' =L},
(2.26)
-T . —1
F*E*F* =d".

-1 -7
Powyzej wykorzystano formute okreslajaca transformacje (ang. pull-back) T* = F* T F*
tensora naprezenia T z konfiguracji aktualnej C do odciazonej C* oraz wyrazenie na
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pochodng tensora odwrotnego (Fi) = —Fz‘ F* F}". Pochodna Liego tensora naprezenia
Kirchhoffa £t jest wielkoscia obiektywna, por. (Simo & Hughes, 1998). Zwiazek kon-
stytutywny dla naprezen (2.24) mozna przetransformowaé¢ do konfiguracji aktualnej C,
przy uzyciu wzoroéw zwiazku (2.26) i przedstawi¢ w postaci

Lit=c-d, (2.27)

gdzie ¢ = F* x C* jest tensorem czwartego rzedu nazywanym tensorem przestrzennych
modutéw sprezystosci. Tensor ¢ powstal w wyniku prostego nasuniecia na C* czterech
tensoréw F*. W celu uproszczenia zapisu dziatanie prostego nasuniecia oznaczono po-
wyzej jako . Skladowe tensora c ze zwiazku (2.27) sa w polibazie e; ® €; ® e, ® €

obliczane w postaci
Cijit = Iy F;B Fre Fip Chpep: (2.28)

Powyzej zachowane sa symetrie sktadowych tensora c przestrzennych modutéw, czyli
zachodzg r6Wnosci ¢;ju = Cjirt = Criij-
Pochodng Liego naprezenia Kirchhoffa mozna zwiazac¢ z pochodng Zaremby-Jaumanna

T =t—w't+Tw w postaci
T = Lot+d* T+ 1dh, (2.29)

przy wykorzystaniu pierwszego ze wzoréw (2.26) oraz gradientu predkosci deformacji

. -1
I = F* F* roztozonego w postaci sumy d* + w* tensora symetrycznego i antysymetrycz-
nego, por. (2.13). Rownanie konstytutywne dla naprezenia Kirchhoffa T (2.27) mozna
przedstawi¢ w klasycznej postaci

T =Lt d, (2.30)

znanej m.in. z prac (Hill & Rice, 1972), (Asaro, 1983a), (Asaro, 1983b) i (Bassani,

1994). Zwiazek konstytutywny (2.30) taczy pochodna K4 Zaremby-Jaumanna tensora

Kirchhoffa, wspotobrotowa z siecig krysztalu, ze sprezysta czescia tensora predkosci
. —1 =T .

odksztalcenia d* = %(F* F*+F* F*T).

Sktadowe tensora modutow sprezystosci L* w zwiazku konstytutywnym (2.30) spel-
niaja symetrie wzgledem par dolnych indeksow L7, = Ly, ale wymagaja dodatkowej
symetryzacji, aby prawdziwe staly si¢ rownosci Lj;, = L%, = Li;. W pelni syme-
tryczna postaé sktadowych tensora IL*,

* * 1
L = ¢ + 5 (0ir T + Oji Tk + Oig T + 05 Tat) (2.31)

jest zgodna z zalozeniem hipersprezystosci materiatu w konfiguracji odciazonej C*.

2.5 Zwiazki konstytutywne modelu z wieloma syste-
mami poslizgu

W klasycznym modelu deformacji krysztatu znajomosé predkosci plastycznych $cie¢ foyK
na systemach poslizgu jest kluczowa w wyznaczaniu plastycznej czesci deformacji (2.11).
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Stopient aktywnosci systemow poslizgu plastycznego jest okreslany przez powyzej wpro-
wadzone skalarne parametry %K oraz funkcje f*, okreslone ponizej, tworzace powierzch-
nie plastycznosci krysztatu. Nieaktywnym systemom poslizgu odpowiadaja %K =01
f* < 0; w przypadku, gdy K-ty system poslizgu jest aktywny, to %K >01f*=0.

W kazdej chwili deformacje dopuszczalna krysztatu, w tak sformutowanym zada-
niu, wyznaczaja warunki aktywacji mechanizmow plastycznego ptyniecia (okreslane jako
ang. complementary conditions lub warunki Kuhna-Tuckera w teorii optymalizacji)

5 >0, 15 <0, f¥4% =0 (nie sumowac po K). (2.32)

Rozwiazanie zadania przyrostowego jest otrzymywane z przyrostowych warunkow
zgodnosci (ang. consistency conditions) w formie

fe<0,  ffA%=0 dla KeP={L:f"=0}, (2.33)

bez sumowania po indeksie K, ktére dotycza tylko zbioru potencjalnie aktywnych sys-
temow poslizgu P, jednoczesnie foyK = 0 dla systeméow K ¢ P. Powyzsze przyrostowe
warunki zgodnosci (2.33) wynikaja z rozniczkowania warunkow aktywacji (2.32) wzgle-
dem czasu.

Gdy znane bedzie rozwigzanie zagadnienia przyrostowego, a tym samym zostang
zidentyfikowane ptynace w danej chwili systemy (n®, m”), to mozna okresli¢ zbior A
aktywnych systemoéw poslizgu,

A={L:74*>0}, ACP. (2.34)

Powyzej sformutowane zagadnienie przyrostowe nalezy uzupetié¢ o komplet wzorow
okreslajacych zmiane stanu naprezenia i wartosci funkeji plastycznosci w trakcie defor-
macji.

Zwiazek (2.30) jest punktem wyjscia do sformutowania réwnania konstytutywnego
dla naprezen z uwzglednieniem wielu mechanizmoéw plastycznego plyniecia (czyli wielu
systemow poslizgu) w modelu sprezysto-plastycznego krysztatu. Sprezyste czesci ten-
sora predkosci odksztatcenia oraz chwilowej predkosci obrotowej mozna okresli¢, odpo-
wiednio, jako d* = d —d” i w* = w — w". Nastepnie nalezy wykorzysta¢ wyrazenia
(2.14) okreslajace plastyczne cztony d” i w* jako zalezne od predkosci plastycznych $cie¢
%K. Zmiany naprezenia wzgledem ustalonej bazy zewnetrznej (laboratoryjnej) wynikaé¢

beda z pochodnej Zaremby-Jaumanna tensora naprezenia Kirchhoffa f=t-wrt+Tw
wspotobrotowej z materiatem, po przeksztatceniach wyrazonej wzorem

ng
tT=L"-d- Y FEATK (2.35)
K=1

Kierunek predkosci plastycznego ptyniecia materiatu wyznacza tu zbior tensorow A”X,
}\PK:L*'p*K—i_B*K, (236)

gdzie symbol B** oznacza symetryczne tensory 2-go rzedu, ktére wyznaczaja roznice

ns

pochodnych Zaremby-Jaumanna T X = dos V¥ B*X wynikajaca z obrotow sieci

krysztalu, w postaci wzoru

T
B*K — W*KT—TW*K, B*K — B*K- (237)
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Wypadkowe naprezenie Scinajace 7% kazdego z systeméw poslizgu jest zdefiniowane
(Hill & Havner, 1982) tak, ze iloczyn 7 FK (bez sumowania po indeksie K) jest rowny
predkosci pracy plastycznej (na jednostke objetosci w konfiguracji odniesienia) wynika-
jacej z poslizgu na K-tym systemie (n, m*). W wyniku poslizgéw na kilku systemach
uogodlniona predkosé pracy ma posta¢ T-d” =" %K T-p*¥. Wowczas, mozna ziden-
tyfikowa¢ wypadkowe naprezenie $cinajace dla K-tego systemu, nazywane naprezeniem
Schmida, jako rzut symetrycznego tensora naprezenia Kirchhoffa T na K-ty system po-
slizgu

™ =1.p"~. (2.38)
Zgodnie z prawem Schmida poslizg plastyczny na systemie K wystapi, gdy wypadkowe
naprezenie $cinajace 7% osiagnie wartos¢ krytyczna 77.

Funkcje plastycznosci f* sg zdefiniowane dla kazdego systemu poslizgu K w postaci
roznicy wypadkowego naprezenia Scinajacego 7% na systemie K i krytycznej (progowe;j)
wartosci naprezenia $cinajacego 7J,

ff=r% -7k (2.39)

Cr

W chwili gdy wypadkowe naprezenie Scinajace na systemie K osiagnie wartos¢ progowa
(krytyczng), czyli f% = 0, moze nastapi¢ poslizg plastyczny K-tego systemu. Liczba
funkcji plastycznosci jest rowna liczbie systemoéw poslizgu w krysztale. Kazda z funkcji
plastycznosci f* okresla, kiedy odpowiadajacy jej jeden system poslizgu (n*, m*) moze
by¢ aktywny. Przyjeto tu, ze liczba powierzchni plastycznosci ng (czyli liczba systemow
poslizgow dodatnich i ujemnych) jest rowna liczbie zmiennych wewnetrznych 7.
Predkosé wypadkowego naprezenia Scinajacego 7% obliczana jest jako pochodna ma-
terialna 7% = 1-p** +1-p*¥. Potrzebna w przeksztalceniach pochodna Yo** K Zaremby-
Jaumanna tensora p** (wspolobrotows z siecig krysztalu) mozna wyznaczy¢ z wyko-

. . . .V .
rzystaniem wzoru (2.16) i przedstawi¢ w postaci p**K =d*w** —w**d*. Przy uzyciu

. . Vi
zwiazku konstytutywnego (2.30) oraz rownosci T- p** = p**.d*, por. (2.37), pochodna
7% przyjmuje postaé

gdzie A* = L*-p** + 3**. Przy czysto sprezystej, wirtualnej predkosci odksztalcenia
d* = d skierowanej ortogonalnie do A* otrzymujemy f* = 7% = 0. Oznacza to, ze tensor
A¥ jest ortogonalny do powierzchni plastycznosci f* w przestrzeni odksztatceri mierzo-

nych wzgledem konfiguracji aktualnej C. Natomiast u* = p** —HL}*-B*K = IL}*?\K oznacza
tensor normalny do f* w przestrzeni naprezen, przy czym jest istotne, ze miara tych
naprezen jest sprzezona, wskutek (2.30), z logarytmiczng miara odksztalcenia wzgle-
dem konfiguracji aktualnej (Hill, 1968). Ze wzoru (2.36) oraz powyzszego wyjasnienia
wielkosci A* wystepujacej w zwiazku (2.40), wynika fundamentalna réwnosé

AF = AP K (2.41)

tensora ortogonalnego do powierzchni plastycznosci i tensora kierunku predkosci pla-
stycznego plyniecia. Jest to konsekwencja zastosowania prawa Schmida przy uzyciu
wypadkowego naprezenia Scinajacego zdefiniowanego roéwnaniem (2.38), okreslana mia-
nem stowarzyszonego prawa plastycznego ptyniecia dla krysztahu.
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Rownania opisujace zmiane wartosci krytycznych naprezen scinajacych 75, por. (2.39),
nazywane uogolnionym prawem wzmocnienia (Hill, 1966), okreslaja tzw. wzmocnienie

systemoéw poslizgu,
ns

=) WY (2.42)
L=1
wystepujace podczas procesu deformacji plastycznej materiatu. Wartosci chwilowych
moduléw wzmocnienia h* X% s w ogdlnosci zalezne od calej historii deformacjil. Prze-
glad najpopularniejszych z proponowanych w literaturze praw wzmocnienia (czyli po-
staci macierzy moduléw wzmocnienia) przedstawiono w punkcie 2.7.

Tablica 2.3: Podsumowanie najwazniejszych zwigzkow konstytutywnych modelu de-
formacji pojedynczego sprezysto-plastycznego krysztatu z wieloma systemami poslizgu.

Przyrostowe warunki zgodnosci oraz zbior A systemow aktywnych.

fE<0. fTRE=0 dla KeP={L:f =0} DA={L:7" >0}

Pochodne naprezenia T i funkceji plastycznosci f* oraz gradient predkosci d.

o -1 o
oL asy e a=L T m e
few Ao g = R e g

Normalne do powierzchni plastycznosci A¥ = APX i u* = u"*.

1
)\K:L*_p*K+B*K )\K:L*.HK HK:p*K_‘_]L*‘B*K
HK‘}\L:AK'HL

L

Macierz modutéw interakeji g** i efektywnych modutéw wzmocnienia h**.

gKL:h*KL+7\K_p*L:h*KL_i_p*K.]L*.p*L_’_B*K'p*L
hKL:gKL_uK.AL
hEL — p*KL _ uK . B*L — hFEL _ B*Kﬂ_} . B*L _p*K . B*L

~ Korzystajac z (2.40), (2.42) i (2.14a), wzor na zmiane wartosci funkcji plastycznosci
5 =71% =75 latwo przedstawi¢ w postaci

ns
fE=NCd =) gt (2.43)
L=1

Hill (1966) dla symbolu h*X% stosuje okreslenie ang. instantaneous moduli, natomiast praca
(Havner & Shalaby, 1977) zawiera stwierdzenie, ze fizyczne moduty wzmocnienia systemdéw poslizgu
(ang. physical slip-systems hardening moduli) to parametry materialne taczace przyrosty krytycznych
naprezen $cinajacych z przyrostami $cinania systemow w postaci zwiazku (2.42). Z kolei Asaro (1983b)
dla tych moduléw stosuje inny termin ang. instantaneous slip plane hardening rate, a w pracy (Asaro,
1983a): ang. slip-plane hardening rate. Natomiast Wu et al. (1991) i Bassani (1994), dla tych samych
moduléow h* X uzywaja terminu chwilowe moduty wzmocnienia (ang. instantaneous hardening mo-
duli). Havner & Shalaby (1977) dla wielkosci h** wystepujacych w réwnaniu na fx (por. tab. 2.3)
stosuja termin efektywne moduty wzmocnienia systemdéw poslizgu (ang. effective slip-system hardening
moduli).
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gdzie moduly interakcji systemow poslizgu plastycznego sa wyznaczane jako
gKL — pFEL LK. p*L‘ (2.44)

Nalezy w tym miejscu zauwazyé, ze jesli macierz chwilowych modutéw wzmocnienia
h* %% jest symetryczna to macierz modutow interakeji g% (2.44) nie jest symetryczna,
por. tab. 2.3.

Tabela 2.3 zawiera podsumowanie najwazniejszych zwiazkow konstytutywnych mo-
delu deformacji z wieloma systemami poslizgu w sprezysto-plastycznym krysztale.

2.6 Przyrostowe zwigzki konstytutywne wyrazone w
miarach niesymetrycznych

Przedstawione w podrozdziale 2.5 powyzej, klasyczne sformutowanie skoriczonych de-
formacji pojedynczego krysztatu, (Hill, 1966), (Hill & Rice, 1972), (Asaro, 1983b), ba-
zuje na (obiektywnych) zwiazkach konstytutywnych wykorzystujacych pare zmiennych
predkosciowych (’vr, d), odpowiednio, pochodna Zaremby—Jaumanna naprezenia Kirch-
hoffa i eulerowska predkosé odksztatlcenia. W celu (pdzniejszego) skonstruowania algo-
rytmu minimalizacji energii przyrostowej (rozdzial 4.3) wygodne jest podanie rownan
konstytutywnych taczacych miary niesymetryczne (S,F), czyli odpowiednio, pochodne
pierwszego tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa i tensora gradientu deformacji, por. (Hill,
1978), (Petryk, 2000a).

Przyjety model to materiat prosty z parametrami wewnetrznymi, tzn. taki, ze stan
naprezenia zalezy, w danej chwili i w zadanej temperaturze, od deformacji (np. od F) i
parametrow wewnetrznych, ale nie zalezy od kolejnych wyzszych gradientow deformac;ji.

Roéwnania dla predkosci zmian naprezenia i funkcji plastycznosci wyrazone w miarach
niesymetrycznych mozna przedstawi¢ w postaci

ns

S=A-F-) A", (2.45)
L=1
. . nS
fE=ACF =D gy, (2.46)
L=1

Wymienione powyzej tensorowe miary naprezenia mozna przedstawi¢ w relacjach
T=SF" =FN, gdzie N oznacza niesymetryczny tensor naprezenn nominalnych réwny
transpozycji pierwszego tensora Pioli-Kirchhoffa, czyli N = S”™. Dla predkosci (po-
chodne materialne) niesymetrycznych miar odksztatcenia i naprezenia zachodza réwno-
sci

F=(d+wF oraz S:(’Vt—i-w’r—’td)]??. (2.47)

Pochodna materialna F gradientu deformacji zawiera i nastepnie wprowadza do réw-
nani spin materialny (tensor w chwilowej predkosci obrotowej). Tensor A o walencji
4 jest nazywany pierwszym tensorem sprezystosci, a jego posta¢ w zwiazku (2.45a)
jest wyznaczona przy zalozeniu hipersprezystosci materiatu. Wowcezas sktadowe ten-
sora A sa wyznaczane w postaci pochodnych gestosci energii odksztatcen sprezystych
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Aiger = am?%' Tensory kierunkowe A”* wyznaczaja niesprezysta cze$é¢ zmiany napre-
zenia, natomiast tensory A" okreslaja normalne do powierzchni plastycznosci w prze-
strzeni gradientu deformacji F. Symbole 7% i g% oznaczaja odpowiednio, predkosci
poslizgow plastycznych i moduty interakcji mechanizmoéw plastycznej deformac;ji.

Z wykorzystaniem relacji miedzy pochodnymi materialnymi miar niesymetrycznych
(S, F), a parg miar symetrycznych (’vr, d) mozna wyznaczy¢ (zakladajac, ze wartosci AE i
/% na jednostke masy, pozostaja niezalezne od przyjetych miar, (Petryk, 2000a)) wzory
dla tensoréw kierunkowych

AS = A F = AP, (2.48)

ortogonalnych do powierzchni plastycznosci f* w przestrzeni F. Stowarzyszonos¢ prawa
plastycznego ptyniecia manifestuje sie tu w postaci rownosci A¥ = A"¥. Analogicznie
mozna wyznaczy¢ skladowe pierwszego tensora modutéw sprezystosci A w polibazie
e Re;yR¥e,Rer

-1 1 -1
Aiger = FJj (ijkz - é(Tkjéli + Tik%’ + Tz‘l5jk - le5ik)> Fr, (2-49)
ktore zaleza od modutow sprezystosci L, wystepujacych w klasycznym zwigzku konsty-
tutywnym oraz aktualnego stanu odksztatcenia i naprezenia. Powyzszy zwigzek mozna
uprosci¢, podstawiajac w miejsce sktadowych L7, tensora sprezystosci wzor (2.31) za-
wierajacy skltadowe c;jx (2.28) przestrzennego tensora sprezystosci,

Aigier = EjJj (¢Cijrr + T1j0ik) 27’Ll- (2.50)

Powyzej widoczna jest symetria sktadowych wzgledem par indekséw, czyli A, =
Ayriy, natomiast jest brak symetrii wewnatrz par indekséw.

2.7 Prawa wzmocnienia

Wzmocnienie materialu jest obserwowane, gdy konieczne staje si¢ przytozenie dodat-
kowego naprezenia (ponad chwilowa granice plastycznosci), tak aby mogt postepowaé
dalszy proces deformacji plastycznej. Proces wzmocnienia wystepujacy w plastycznie od-
ksztalcanych krysztalach mozna modelowaé¢ przy uzyciu przyrostowo liniowego zwiazku
(2.42), por. (Hill, 1966), (Mandel, 1965), nazywanego prawem wzmocnienia (ang. the
hardening rule). Predkosé¢ 75 krytycznego naprezenia $cinajacego K-tego systemu posli-
zgu jest okreslana jako predkos¢ krytycznego oporu poslizgu. Chwilowe moduty wzmoc-
nienia h*** w ogo6lnosci zaleza od historii catkowitej deformacji. Poczatkowa warto$é
krytycznego lub progowego wypadkowego naprezenia $cinajacego 75(0), dla dobrze wy-
zarzonych krysztalow typu r.s.c., jest przyjmowana jako rowna 75 (0) = 7y dla wszystkich
ng systemow poslizgu. Zwiazek (2.42) umozliwia modelowanie anizotropowego wplywu
kazdego z poslizgow na wzmocnienie wszystkich systemow, zaréwno aktywnych (ele-
menty diagonalne h*** okreslaja wlasne wzmocnienie systemow aktywnych) jak i tych
nieaktywnych (elementy poza diagonalg h**#* okreslaja umocnienie utajone systemow
nieaktywnych).

Chwilowe moduly wzmocnienia h*“* stanowig sume tzw. fizycznych modutéw wzmoc-
nienia £ ** oraz dodatkowych cztonéw geometrycznych wynikajacych z przyjetego spo-
sobu symetryzacji zwiazkéw konstytutywnych. Przeglad znanych metod symetryzacji
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znajduje sie w punkcie 2.8, natomiast nowa propozycja selektywnej symetryzacji w pod-
rozdziale 3.1. Zazwyczaj przyjmowane jest zatozenie, ze fizyczne moduly wzmocnienia
sg symetryczne, tzn. 5 = %, Fizyczne moduty wzmocnienia £ %" to sktadowe
macierzy fizycznych moduléw wzmocnienia krysztatu [£%*]. W ogélnym przypadku
podczas plastycznej deformacji $cinanie w krysztale moze jednoczesnie zachodzié¢ na
kilku réznych systemach; jest to tzw. poslizg wielokrotny. W trakcie deformacji moze
wystapi¢ odciazanie systemoéw, woéwczas Scinanie na wybranym kierunku zatrzymuje sie,
a nastepnie moze wystapi¢ zwrot Scinania na przeciwny. W celu modelowania efektu
zmiany zwrotu $cinania na danym kierunku poslizgu kazdego z systeméw z osobna,
liczba systeméw krysztatu r.s.c. zostala podwojona z 12 do ng =24, por. wstep pod-
rozdziatu 2.1. Woéwcezas, nieujemne predkosci Scinania %K na systemach poslizgu sg w
modelowaniu traktowane jako niezalezne. W takim podejsciu mozna tatwo uchwycié
efekt Bauschingera oraz modelowaé¢ obciazenie cykliczne. W przypadku, gdy zostana
uwzglednione przeciwne zwroty na kierunkach poslizgu macierz wzmocnienia krysztatu
o sieci typu r.s.c. jest o wymiarze (24 x 24). Wszedzie tam, gdzie jest to mozliwe, dla
wygody przedstawiania i zwieztosci zapisu, bedzie zamieszczana jedynie czeS¢ macierzy
wzmocnienia o wymiarach (12 x 12), ktéra odpowiada za opis wzmocnienia przy Scinaniu
bez odcigzania systemow.

W pracy (Taylor, 1938a) przedstawiono propozycje modelowania wzmocnienia w
krysztale, gdzie wszystkie systemy poslizgu, zaréwno te aktualnie aktywne jaki i nieak-
tywne, podlegaja wzmocnieniu z identyczng predkoscia. Taki rodzaj modelowania jest
obecnie nazywany wzmocnieniem Taylora lub wzmocnieniem izotropowym. Wowczas,
w kazdej chwili procesu deformacji wszystkie sktadowe fizycznej macierzy wzmocnienia
przyjmuja identyczne wartosci

A = h. (2.51)

Taka posta¢ modutéw wzmocnienia wyklucza mozliwosci modelowania szybszego utajo-
nego wzmocnienia na systemach nieaktywnych.

Koiter (1953) zaproponowal prawo niezaleznego wzmocnienia systemow poslizgu w
postaci

HEE = §RE (2.52)

gdzie sktadowe #** tworza diagonalng posta¢ macierzy fizycznych moduléw wzmoc-
nienia %%, Wowczas, tylko aktualnie aktywne systemy podlegaja wzmocnieniu, a
plyniecie dowolnego z systeméw nie wplywa na wzmocnienie pozostalych, aktywnych
badz nieaktywnych systemow.

Kolejna z propozycji to kinematyczne prawo wzmocnienia zaproponowane w pracy
(Budiansky & Wu, 1962) w postaci

AL =hp™ - p*th. (2.53)

Symetryczny czton p*¥ - p** = p** - p** wprowadza niewielkie wzmocnienie utajone. W
pracy (Khan & Cheng, 1996) mozna znalez¢ kilka powszechnie stosowanych propozycji
moduléw wzmocnienia m.in. prawo kinematyczne proponowane w (Budiansky & Wu,
1962), jednak w nieco zmienionej postaci

HEE = hyy + iy p™ - P, (2.54)

gdzie hyo 1 hpr sa funkcjami naprezenia lub plastycznej deformacji. Pelne nasuniecie
symetrycznych tensoréw p** - p** mozna przeksztalci¢ tak, aby ujawnic¢ kosinusy katow
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0" miedzy parami wektoréw kierunkéw Scinania, cos 8% = m** - m*", kosinusy katow
¢"* miedzy parami wektorow plaszczyzn $cinania, cos ¢** = n** - n**, oraz iloczyny
skalarne par wektorow m** i n**,

1
p-pt = 5 (cos 0%F cos p™* + (0™ - m™)(m™™ - n*")). (2.55)

Nalezy zauwazy¢, ze macierz utworzona z kosinuséw katéw miedzy wersorami m*¥ 1 n*r
Yy yé, q y

jest niesymetryczna.
Znana jest rowniez inna propozycja kinematycznego prawa wzmocnienia, por. (Weng,
1979), w postaci
H = qhy + (1 — q)hy cos 05" cos ¢™F, (2.56)

gdzie h,, zalezny od naprezenia lub plastycznej deformacji, parametr ¢ bedzie wyja-
$niony ponizej, por. 2.58. Natomiast kolejny model zaproponowany w pracy (Weng,
1987) moze by¢ zastosowany w modelowaniu wzmocnienia izotropowego, kinematycz-
nego, wzmocnienia izotropowo-kinematycznego, efektu Bauschingera oraz wzmocnienia
utajonego

HEE = pt (a1 + (1 — 1) cos 6% cos p** + ag sin 0" + a3 sin ¢KL). (2.57)

State oy, as, a3 okreslaja stopiert anizotropii wzmocnienia.

Kolejny model wzmocnienia krysztatu (2.58) jest w formie fizycznych modutéw wzmoc-
nienia zaleznych od dwoch parametrow, powszechnie oznaczanych jako (h,q). Taka
dwuparametrowa forma pozwala na uwzglednienie w modelowaniu deformacji plastycz-
nej szybszego utajonego wzmocnienia (identycznego dla wszystkich) nieaktywnych sys-
temow poslizgu. Jako pierwszy Hutchinson (1970) wprowadzil propozycje zapisu modu-
t6w wzmocnienia umozliwiajaca opis takich efektéow w postaci dwuparametrowej £ ** =
hm + (hs — hpy,)0%%. Nastepnie, w pracach (Asaro, 1979) oraz (Peirce et al., 1982) przed-
stawiono fizyczne moduly wzmocnienia w formie zwigzku

A (y) = h(7) (g + (1 — q)0"*), (2.58)

nazywanego prostym prawem utajonego wzmocnienia i stosowanego obecnie w wielu
pracach m.in. w (Asaro, 1983a), (Peirce et al., 1983), (Cuitinio & Oritz, 1992), (Bassani,
1994), (Fu et al., 2004). Powyzej wystepujacy symbol v jest wyznaczany jako

ng t
v = ZVK, gdzie ~* = / Y¥dr. (2.59)
0

K=1

Monotonicznie rosnacy parametr v oznacza catkowity zakumulowany poglizg, otrzymy-
wany w postaci sumy poslizgéw na wszystkich systemach, takze na tych ktére w procesie
deformacji byty aktywne i zostaly zatrzymane. Symbol h(7y) oznacza, zalezny od historii
plastycznej czesci deformacji, parametr okreslajacy predko$é samoumocnienia (ang. the
single slip self-hardening rate). W przypadku, gdy poslizg zachodzi na pojedynczym sys-
temie, parametr h(7y) wyznacza predkos¢ wzmocnienia na aktywnym systemie poslizgu.
lloczyn h(v)q, znajdujacy sie poza diagonala macierzy fizycznych moduléw wzmocnienia
(2.58), okresla predkosci wzmocnienia utajonego (ang. the latent hardening rate) syste-
moéw nieaktywnych. Wowezas symbol ¢ nazywany parametrem wzmocnienia utajonego
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systemow nieaktywnych jest rowny stosunkowi predkosci wzmocnienia utajonego do sa-
moumocnienia systemow aktywnych. Czesto w modelowaniu zwyklo sie przyjmowaé
stata wartos¢ parametru ¢, mimo ze obserwacje eksperymentalne wykazuja nieliniowy
przebieg wartosci ¢ w trakcie procesu deformacji, por. (Franciosi et al., 1980). Na pod-
stawie eksperymentow (dotyczacych krysztatow metali o sieci typu r.s.c.), por. (Kocks,
1970), okreslono wartosci statej ¢ lezace w przedziale 1 < ¢ < 1.4. Z tych ekspery-
mentow wynika wniosek, ze moduty poza diagonala macierzy wzmocnienia spelniaja
nieré6wnosé h(vy)q = h(7y).

Powyzsza nier6wnos¢ wynika z pomiaréw warto$ci wzmocnienia utajonego podczas
doswiadczalnych eksperymentow (ang. latent hardening test) zaprojektowanych w celu
wyznaczania przebiegu wartosci parametru g. Test wzmocnienia utajonego, (Kocks,
1964), (Franciosi et al., 1980), (Bassani & Wu, 1991), (Wu et al., 1991), jest wykorzy-
stywany do badania charakteru wzmocnienia pojedynczego krysztalu. Metoda pomiaru
warto$ci parametru ¢ polega na poczatkowym obcigzeniu krysztatu o orientacji daja-
cej aktywacje pojedynczego, pierwotnego systemu (ang. primary test). Monokrysztal
jest odciazany i nastepnie ciety na mniejsze probki, ktére sa ponownie obciazane tak,
aby aktywowaé¢ inny poprzednio nieptynacy system nazywany wtérnym system posli-
zgu (ang. secondary test). W obydwu orientacjach mierzone sa wartosci krytycznego
naprezenia Scinajacego systemu pierwotnego i wtornego. W celu wyznaczania warto-
Sci parametru wzmocnienia utajonego ¢ nalezy ustali¢ stosunek wartosci krytycznego
naprezenia Scinajacego wyznaczonego przy Scinaniu na wtérnym systemie do wartosci
krytycznego naprezenia wyznaczonego przy $cinaniu na systemie pierwotnym, (Fran-
ciosi et al., 1980), (Franciosi, 1985), (Wu et al., 1991). Wraz ze wzrostem odksztalcenia
warto$¢ parametru wzmocnienia utajonego przechodzi przez poczatkowe maksimum,
nastepnie stopniowo spada do osiggniecia prawie statej wartosci.

Alternatywna posrednia metoda wyznaczania wartosci parametru wzmocnienia uta-
jonego g polega na pomiarze kata ,przestrzelenia” (ang. overshoot) linii symetrii miedzy
trojkatami podstawowymi (rys. 2.3) rzutu stereograficznego w tescie rozciagania jedno-
osiowego.

W szczegbélnym przypadku, gdy parametr wzmocnienia ¢ = 1 to podczas defor-
macji, wszystkie systemy ulegaja wzmocnieniu z jednakowa predkoscia. Woéwczas ma-
cierz fizycznych modutéw wzmocnienia [£ %] (2.58) opisuje wzmocnienie typu Taylora
(2.51). W przypadku, gdy parametr wzmocnienia przyjmuje warto$¢ ¢ = 0 to macierz
wzmocnienia krysztatu [# %] opisuje wzmocnienie typu Koitera (2.52). W pozostatych
przypadkach, tzn. gdy parametr wzmocnienia ¢ > 1, ptyniecie dowolnego z systemow z
osobna lub kilku jednoczesnie, wptywa na szybsze wzmocnienie pozostalych nieaktyw-
nych systeméw poslizgu.

W modelowaniu wzmocnienia w krysztalach mozna stosowaé rozréznienie wzmocnie-
nia na wspolplaszczyznowych (ang. coplanar systems) i niewspolptaszczyznowych syste-
mach poslizgu (ang. non-coplanar systems). Wspotptaszezyznowe, to te z posrod syste-
mow, ktore posiadaja wspolna plaszezyzne poslizgu (o jednakowym wersorze normalnym
n). Zgodnie z stosowanymi tu oznaczeniami systemow (tab. 2.1), przyjetymi zgodnie
z praca (Taylor, 1938b), mozna wyr6zni¢ cztery grupy systemoéow wspolptaszezyzno-
wych, odpowiednio wzgledem plaszczyzn a, b, ¢ i d, czyli systemy (al, a2, a3, al, a2, a3),
(b1,02,b3,b1,02,b3), (c1,c2,¢3,cl,¢2,c3) i (d1,d2,d3,d1,d2,d3). W literaturze mozna
znalez¢ propozycje modelowania wzmocnienia przy przyjeciu parametru wzmocnienia
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q = 1 dla systeméw wspolplaszezyznowych, por. (Asaro & Needleman, 1985); wowczas
macierz fizycznych moduléw dla 12 systemoéw przyjmuje forme blokowsa

A A gA A
gA A ¢A (¢A
gA gA A (A
gA qA A A

] = h(y) (2.60)

Kazdy z blokow macierzy [#*"] zawiera podmacierz A o wymiarze (3 x 3) catkowi-
cie wypelniong jedynkami. Macierz A = [AY] ma skladowe AY = 1, gdzie indeksy
1,7 = 1,2,3. W przypadku pojedynczego poslizgu, predkos¢ wzmocnienia pozostatych
systemow wspotptaszezyznowych jest rowna predkosci wzmocnienia na systemie aktyw-
nym. Nieaktywne systemy, niewspotptaszczyznowe z danym aktywnym, sa wzmacniane
szybciej od nieaktywnych systemoéw wspotptaszezyznowych.

W pracy (Franciosi & Zaoui, 1982a) jest propozycja opisu modelowania utajonego
wzmocnienia z rozroéznieniem ze wzgledu na charakter wzajemnego oddziatywania par
systemow poslizgu. Dwa dowolne systemy poslizgu K i L moga by¢:

N, a,
wspotliniowe, gdzie aktualny wypadkowy wektor Burgersa
cl; jest rownolegly do wektorow obydwu systemoéw (ang. no
junction, colinear). Identyczne kierunki poslizgu systemow,

H, a,

ortogonalne, wypadkowy wektor Burgersa nie jest energe-
hl; tycznie dopuszczalny (ang. Hirth lock, critical). Ortogo-
nalne kierunki poslizgu systemow,

wspotptaszczyznowe, wypadkowy wektor Burgersa lezy na
cp; tej samej plaszczyznie poslizgu co poczatkowe wektory
(ang. coplanar). Identyczna ptaszczyzna poslizgu systemow,

poprzeczne, wypadkowy wektor Burgersa jest energetycznie
gj; dopuszczalny i lezy na jednej z dwoch plaszczyzn poslizgu
(ang. Glissile junction, cross-slip),

barierg typu Lomera, wypadkowy wektor Burgersa jest ener-
le;  getycznie dopuszczalny ale nie lezy na zadnej z dwoch ptasz-
czyzn poslizgu (ang. Lomer-Cottrell sessile lock).

Charakter wzajemnego oddzialywania systemu (n*, m*) z systemem (n’, m’) mozna
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ustali¢ przy uzyciu geometrycznych relacji miedzy wektorami ptaszczyzn n i kierunkow
m, por. tab. 2.4.

Tablica 2.4: Klasyfikacja ze wzgledu na charakter wzajemnego oddzialywania par
systemoéw poslizgu krysztatu typu r.s.c..

’ ‘ Warunki dla pary K i J | Oznaczenia ‘
1| mf-m’=+1An" =n’ sh ao® SH?
2 m* -m’=+1An" #n’ cd a N
3/m*-m’=0 hl ay; H
4 | n* =n’ cp az C
5/mf-n”=0vn®-m’=0 gi ay G
6 m*-n’A0An" - m’#Z0Am*-m’#0| lc  as S

Wspotezynniki wzajemnego oddziatywania dyslokacji oznaczone w niniejszej pracy
jako sh, cl, hl, cp, gj, lc, wyznaczaja site oddziatywania plynacych systemow. Wspot-
czynnik oznaczony symbolem sh oznacza brak oddziatywania identycznych systeméw.
Przy uzyciu wspotczynnikow (tab. 2.4) mozna zbudowaé symetyczna macierz fizycznych
moduléw wzmocnienia [.Z**| w postaci

sh

cp sh

cp cp sh

hl lc gj sh

lce hl gj cp sh

K gj g cl cp cp sh
A () = () cl gj gj hl gj lec sh
gj hl le gj c gj cp sh
gji le hl Ic gj hl cp cp sh
hl gj le c gj gj hl lc gj sh
gi c gj g hl lc le hl gj cp sh
le gj hl gj lc hl gj gj cl cp cp sh |

. (2.61)

gdzie wspotezynniki oddziatywania dyslokacji pelnia role parametréw wzmocnienia uta-
jonego o warto$ciach 1 < ¢ < 1.4. Parametr samoumocnienia wynosi sh = 1, natomiast
pozostale parametry wzmocnienia utajonego mozna przyjmowaé przy ograniczeniach
l<e<hl<ep<g<le

Przebieg wzmocnienia krysztatu okresla zmiany krytycznych wartosci naprezen sci-
najacych 75 w trakcie deformacji. Mozliwe sa rézne sposoby przyjmowania funkcji
opisujacej charakter wzmocnienia h(y), moze to by¢ stala wartosé¢ lub prosta funk-
cja monotonicznie rosngca wraz z plastycznym $cinaniem. Przyjmowany w przesztodci,
por. (Havner & Shalaby, 1977), liniowy opis wzmocnienia krytycznych wartosci naprezen
Scinajacych w postaci 7 = 19 + Hyy, gdzie Hy ma stalg wartos$é¢, posiada znaczne ogra-
niczenia i sprawdza sie jedynie przy kilku procentach odksztalcenia. Znane jest réwniez
wzmocnienie w postaci funkcji potegowej, por. (Havner & Shalaby, 1978), 7 = Agy'/?,
gdzie symbol Ay ma stata wartosé.

20Oznaczenia wg klasyfikacji Franciosi & Zaoui (1982a).
30znaczenia wg klasyfikacji Bassani & Wu (1991).
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Predkosé samoumocnienia h(7y) wg pracy (Peirce et al., 1982) mozna przedstawi¢ w
postaci nieliniowej funkcji o wysyceniowym charakterze

h
h(y) = hgsech® (Ly) (2.62)
Ts — T0
Powyzsza funkcja jest wyznaczana jako pochodna krytycznego naprezenia Scinajacego
h(v) = (173;7(7) danego w postaci funkcji trygonometryczne;j
- ho~y
Tcr(’Y) =To+ (Ts - TO) tanh ) (263)
Ts —T0

gdzie hy to poczatkowa wartosé modutu okreslajacego predkosé wzmocnienia (samo-
umocnienia systemu aktywnego), 7y jest poczatkows wartoscia oporu ptyniecia (granica
plastycznosci), 7, oznacza wartosé, przy ktorej nastepuje wysycenie krytycznego napre-
zenia $cinania (ang. the saturation flow resistance), v to zakumulowane odksztalcenie
$cinania na wszystkich systemach poslizgu, por. (2.59). Wystepujaca we wzorze (2.62)
powyzej funkcja sech(z) = 1/cosh(z) to secans hiperboliczny. Powyzsza funkcja pro-
wadzi do modelowania z szybko zanikajacym wzmocnieniem, wiec jest odpowiednia w
modelowaniu wzmocnienia krysztatow stopéow metali, np. Al-Cu.

W pracy (Peirce et al., 1982) mozna znalezé wzor okreslajacy potegowy charakter
predkosci samoumocnienia h(y), przewidziany do zastosowania w modelowaniu krysz-
tatow czystych metali

nTo

gdzie symbol n ma stalg wartos¢. Powyzszy zwiazek wynika z przyjetej potegowej funkcji
okreslajacej zmiane wartosci krytycznego naprezenia Scinajacego w postaci

T () = 70 (m + 1> : (2.65)

Powyzsze funkcje mozna obecnie odnalezé w wielu pracach, m.in. w (Han et al., 2005),
(Kuroda & Tvergaard, 1999).

Natomiast w pracy (Fortunier & Driver, 1987) mozna znalez¢ potegowe prawo wzmoc-
nienia w postaci

Ta(y) =70 (1 4+ k7"), (2.66)

gdzie k oznacza parametr wzmocnienia, n to staly wyktadnik, 7 = 7.,.(0) (przy zero-
wym Scinaniu v%) jest krytycznym wypadkowym naprezeniem $cinajacym wymaganym
do zainicjalizowania skoriczonego plastycznego plyniecia. Autorzy ograniczaja dyskusje
do wzmocnienia izotropowego i zastepuja sktadowe £ ** anizotropowej fizycznej macie-
rzy wzmocnienia jednym wspolezynnikiem wzmocnienia h (ang. hardening coefficient).
Wspotezynnik h = dr.(7)/dy okresla kat nachylenia modelowanej krzywej naprezenie-
odksztatcenie pojedynczego krysztalu w postaci

h(y) = monk~" Y. (2.67)
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W pracy (Wu et al., 1996) mozna znalez¢ funkcje wspotezynnika wzmocnienia w postaci
eksponencjalnej

h(y) = TS,;)TO exp (%) (2.68)

oraz propozycje przyjmowania niesymetrycznych fizycznych macierzy modutéw wzmoc-
nienia w postaci

h* (y) = ¢"*h*(y) (nie ma sumowania po L), (2.69)

gdzie sktadowe ¢*" sg symetryczne, o statych wartosciach i okreslaja wzmocnienie uta-
jone systemoéw nieaktywnych, np. w formie (2.60). Moduty h*(v) wyznaczaja samo-
umocnienie kazdego z systemoéw poslizgu L niezaleznie i sa funkcjami aktualnej defor-
macji. Opis samoumocnienia zaproponowany w pracy (Brown et al., 1989) jest w postaci

prawa potegowego
L a
ht = ho( - E) , (2.70)

Ts

gdzie kazda z predkosci samoumocnienia h*(7y) systemow zalezy od aktualnej wartosci
krytycznego naprezenia Scinajacego 7. danego systemu poslizgu. State hg, 75, a sa
przyjete jako identyczne dla wszystkich ng systemoéw poslizgu.

Wielu autoréw rozwazato wptyw wzajemnego oddziatywania dyslokacji poruszaja-
cych sie na réznych systemach na proces wzmocnienia krysztalow, por. (Kocks, 1964),
(Basiniski & Basinski, 1979), (Franciosi et al., 1980). Zaobserwowano, ze na wykresie
krzywej naprezenia (wypadkowego naprezenia $cinajacego) w tescie jednoosiowego roz-
ciggania krysztatu o orientacji wewnatrz trojkata podstawowego mozna wyréznié trzy
etapy deformacji. Na krzywej naprezenia mozna zaobserwowaé pierwszy etap (I) tatwego
poslizgu, drugi etap (II) silnego liniowego wzmocnienia i trzeci etap (III) wzmocnienia
parabolicznego. Wyjadnieniem tak wyraznych réznic w odpowiedzi materiatu podczas
deformacji moze by¢ charakter zmieniajacych sie struktur dyslokacyjnych, por. (Basiriski
& Basinski, 1979).

(I). Na etapie tatwego poslizgu wystepuje duze odksztalcenie materiatu przy jedno-
czesnym malym wzmocnieniu liniowym. Dominuja pierwotne (ang. primary), przewaz-
nie krawedziowe, dyslokacje lezace w wydluzonych regionach o malej gestosci dyslokacji.
Gestosé wtornych (ang. secondary) dyslokacji (las dyslokacji) jest okolo rzedu wielkosci
mniejsza od gestosci dyslokacji pierwotnych. Diugosé etapu (I) zalezy od poczatkowej
orientacji krysztatu, gdyz konczy sie wraz z pojawieniem dodatkowych (wtérnych) syste-
moéw poslizgu. Wystepujace niewielkie wzmocnienie jest spowodowane nakltadaniem sie
pol naprezen pierwotnych dyslokacji poruszajacych sie na réwnolegtych ptaszczyznach
oraz spietrzeniami (ang. pile-up) dyslokacji wystepujacymi na (niewielu) ptaszczyznach.

(IT). Etap silnego liniowego wzmocnienia jest zwiazany z aktywacja wtornych sys-
temow, co z kolei powoduje, ze dyslokacyjna struktura staje sie bardziej izotropowa,
tzn. gestosci dyslokacji wtornych i pierwotnych zrownuja sie. Wystepuje wzajemne blo-
kowanie ruchu dyslokacji ptynacych na innych systemach poslizgu.

(ITI). Na etapie parabolicznego wzmocnienia pojawiaja sie (termicznie aktywowane)
poslizgi poprzeczne dyslokacji srubowych, co umozliwia omijanie przeszkdd i w efekcie
zmniejszanie wzmocnienia.
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Etap tatwego poslizgu nie jest obserwowany w przypadku plyniecia polikrysztatow
oraz krysztalow zorientowanych tak, ze od poczatku deformacji zachodzi poslizg wielo-
krotny, por. punkt 6.1.5.

W pracy (Bassani & Wu, 1991) mozna znalez¢ propozycje modelowania wzmocnie-
nia, ktore uwzglednia wpltyw, powyzej przedstawionych, proceséw tworzenia struktur
dyslokacyjnych w krysztale.

Natomiast w pracy (Wu et al., 1991) zostaly pokazane pewne nieréwnosciowe ograni-
czenia, ktore powinny, zdaniem autoréw, by¢ spelione przez chwilowe moduty wzmoc-
nienia. Tych wymagan nie spetniaja prawa wzmocnienia przedstawione powyzej, gdzie
wartosci fizycznych modultow £ %" zaleza od catkowitego zakumulowanego poslizgu (a
nie od poslizgu na kazdym systemie z osobna).

W celu opisania zjawiska ztozonego wielokrotnego poslizgu Bassani & Wu (1991)
proponuja moduly wzmocnienia £ %%, ktore sy funkcjami poslizgow ~*. Elementy
na diagonali macierzy [£ %], przyjmuja forme iloczynu F*G* (nie ma sumowania
po indeksie K), odpowiednio, czlonéw samoumocnienia i wzajemnego oddzialywania
systemow,

HEE=F*)G{y"*; L=1,...,ns, L # K}). (2.71)

Symbol F¥ = F(~4%) powyzej oznacza czton okreslajacy samoumocnienie w wyniku
poslizgu pojedynczego systemu K. Czlon G okresla wzmocnienie utajone powstajace w
wyniku wzajemnych oddziatywan wszystkich systeméw, z pominieciem wpltywu systemu
K na jego umocnienie, tak ze G = G({y* =0; L=1,...,ns; L # K}) = 1. Elementy
poza diagonalng macierzy fizycznych modutéw mozna przyjaé¢ w postaci niesymetrycznej

A =g, dla K#L (2.72)

lub symetryczne;j

HEE = g (A + ), dla K £ L. (2.73)

Dziatanie, powyzej przedstawionego, prawa wzmocnienia ztozonego z iloczynu dwoch
funkcji mozna wyjasni¢ na przyktadzie jednoosiowego rozciagania. W etapie (I) defor-
macji, gdy pltynie pojedynczy system poslizgu, funkcja F(v*) charakteryzuje przebieg
wzmocnienia w trakcie latwego poslizgu, podczas gdy funkcja G ma stata wartosé 1.
W trakcie etapu (II) deformacji, gdy dodatkowy system poslizgu zostal aktywowany,
funkcja G # 1 opisuje efekt wzmocnienia spowodowanego lasem dyslokacji powstaja-
cym w wyniku interakcji miedzy pierwotnymi i wtérnymi systemami poslizgu. W celu
odréznienia, wprowadzony zostal symbol g, dla paremetru wzmocnienia, ktéry nieko-
niecznie musi przyjmowaé¢ wartosci z przedziatu 1 + 1.4. Autorzy podaja, ze otrzymuja
zgodno$¢ wynikéw eksperymentalnych i numerycznych, przy ¢. = 0, czyli bez wplywu
wzmocnienia utajonego, por. (Bassani & Wu, 1991).

Bassani & Wu (1991) proponuja funkcje opisujaca etap (I) deformacji w postaci
zwiazku o charakterze wysyceniowym

(hO - hS) v

1 — 70

dla K:  F(v%) = (ho — hs) sech2< ) + hs, (2.74)
gdzie 1y oznacza poczatkowa warto$¢ krytycznego Scinajacego naprezenia wypadkowego,
71 to warto$¢ krytyczna naprezenia wypadkowego etapu (I) deformacji (warto$¢ na prze-
tomie krzywej naprezenia przy rozcigganiu, gdzie zaczyna sie duze plastyczne plyniecie
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i rozpoczyna tatwy poslizg), hg to modul wzmocnienia zaraz po uruchomieniu plynie-
cia oraz hy, = h! to modul wzmocnienia podczas etapu (I) tatwego poslizgu. Modut
wzmocnienia hg moze zmienia¢ sie w trakcie deformacji, tak aby uwzgledni¢ parabo-
liczne wzmocnienie w etapie (I1I) deformacji h, = hil np. w postaci funkcji hy, = hy(7)
catkowitego poslizgu zakumulowanego, por. (2.76).

Funkcja G okresla wzmocnienia etapu (II) deformacji, w wyniku wzajemnych od-
dziatywan plynacych systemow (czyli lasu dyslokacji)

dla K : G({7L>O;Lzl,...,ns,L#K}):1+Zf“tanh<%>. (2.75)

L#AK

G przyjmuje wartos¢ 1 wtedy, gdy zaden z systemow nie jest aktywny, natomiast dla
duzych wartosci poslizgow plastycznych dazy do skoriczonej wartosci. Symbol 7° wy-
znacza warto$¢ $cinania na dodatkowych systemach poslizgu, przy ktérej wzmocnienie
wynikajace z wzajemnego oddzialywania systeméw K i L osiaga najwicksza wartosc.

Wystepujace powyzej sktadowe f** reprezentuja state wartosci sit wzajemnych od-
dziatywan dyslokacji dzialajacych na réznych systemach (np. wzajemnie oddziatywanie
systemow o wspolnej ptaszczyznie poslizgu jest stabsze od oddzialywan systemoéw nie-
wspoiplaszezyznowych) wynikajace z teorii dyslokacji, por. (Kocks, 1964), (Franciosi et
al., 1980), (Franciosi & Zaoui, 1982a), (Bassani & Wu, 1991). Wspoélczynniki f** sa
przyjmowane w postaci statych oznaczonych symbolami a;, ¢ = 1,...,5, a ich wartosci
zaleza od charakteru wzajemnych geometrycznych relacji miedzy para systemow K i
L, por. tab. 2.4. Geometryczne relacje dwoch plynagcych systemoéw przektadaja sie na
charakter dyslokacyjnych blokad formowanych w wyniku wielokrotnych poslizgow. Z
charakteru oddzialywania systeméw wynikaja nieréwnosci as > ag > az > ag > aq,
natomiast w pracy (Bassani & Wu, 1991) mozna znalezé wartosci a; = ay = az =
8, ay = 15, a5 = 20. Wg pracy (Franciosi & Zaoui, 1982a), nie wymieniony powyzej
wspotezynnik ag okresla interakcje par dyslokacji nalezacych do tego samego systemu
poslizgu.

Modutl wzmocnienia h! podczas etapu (I) tatwego poslizgu przyjmuje inne war-
tosci niz podczas etapu (III), gdy odksztalcenia plastyczne sa wzglednie duze oraz
efekty wzmocnienia wynikajacego z oddziatywana systemoéow zostaty wysycone. W celu
uwzglednienia zmiany wartosci modutéw wzmocnienia Bassani & Wu (1991) proponuja
przyjecie funkcji zaleznej od poslizgu zakumulowanego v w postaci

hs(v) = g + (R = hy) tanh(y/7""). (2.76)

Symbol 7! to przyblizona wartos¢ zakumulowanego poslizgu na poczatku etapu (IIT)
deformacji krysztatu.

Natomiast w pracy (Kalidindi & Schoenfeld, 2000) znajduje sie propozycja fizycznych
moduléw wzmocnienia bedacych modyfikacja zwiazkéw zaproponowanych w (Bassani &
Wu, 1991) (ang. Bassani-type hardening). Modyfikacja polega na wprowadzeniu potego-
wego prawa okre$lajacego samoumocnienie systemoéw aktywnych podczas etapu tatwego
poslizgu w postaci

A =By (1 =) (14 S S a0 277)

HEE = q (HF 4 o), dla K # L.
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2.8 Symetryzacja zwigzkoéw konstytutywnych - dotych-
czasowe podejscia

Havner & Shalaby (1977) oraz Peirce et al. (1982) wskazuja, ze sa wyrazne oblicze-
niowe korzysci, gdy w zagadnieniu przyrostowym zostanie wymuszona symetria ma-
cierzy stycznej. Symetria macierzy [ **] fizycznych modutéw (punkt 2.7) na ogol
powoduje brak symetrii macierzy modutéow interakeji systemow poslizgu plastycznego
[g""] (2.44) oraz macierzy efektywnych moduléw wzmocnienia [h**] (tab.2.3), a zatem
brak symetrii macierzy stycznej zagadnienia przyrostowego plastycznosci krysztatow.
Symetryczna posta¢ macierzy modutow interakeji [¢%*] prowadzi do symetrii macierzy
stycznej zagadnienia przyrostowego i w takim przypadku zwiazki konstytutywne moga
by¢ przedstawione w formie wariacyjnej. Ta wariacyjna forma jest uzyteczna w zagad-
nieniach analitycznych, np. pozwala odpowiedzie¢ na pytania o jednoznaczno$é i bifur-
kacje rozwiazania w zagadnieniu brzegowym sformutowanym przez Hilla, (Hill, 1966),
(Hill, 1978). Wariacyjne sformutowanie jest rowniez wygodne numerycznie, gdyz pro-
wadzi do symetrii globalnej macierzy sztywnosci w sformulowaniu metody elementéow
skoniczonych.

W pracy (Havner & Shalaby, 1977) mozna znalezé¢ propozycje (metoda okreslana
w literaturze jako ,the simple theory” bedzie tu oznaczana skrotem H.S.) symetryza-
cji efektywnych modutéw wzmocnienia h** oraz modutéw interakcji systemow g** w
postaci chwilowych moduléw wzmocnienia

R*EL — KL 4 p*K . B*L’ (278)

przy zatozeniu, ze macierz fizycznych modutéw wzmocnienia £ ** = h jest symetryczna
oraz izotropowa. Powyzsza propozycja wprowadza jawng zalezno$é¢ chwilowych modu-
tow h**" od stanu naprezenia poprzez czlon zawierajacy p** (2.37). Przy uzyciu wzoru
(2.37) ostatni czton w (2.78) mozna przeksztalci¢ do spotykanej w literaturze postaci
p B = =2tr(p*™ tw*"). Ten dodatkowy czton zawiera rowniez efekty geometryczne
wynikajgce z obrotu sieci krysztalu i osiaga duze wartosci w poréwnaniu z fizycznymi
modutami JZ %" przy skonczenie duzej deformacji. Totez pelni dominujaca role we
wzmocnieniu (2.42), ale moze réowniez powodowa¢ ostabienie systemow poslizgu pod-
czas duzych deformacji.

Peirce et al. (1982) proponuja symetryzacje w postaci (ang. the P.A.N. rule”, w
niniejszej rozprawie jest to metoda P.A.N.)

1
Autorzy powyzszego podejécia proponuja uzycie symetrycznych modutéw wzmocnienia
A 5E w postaci prawa dwuparametrowego (2.58).
W pracy (Havner & Yu, 2005) jest propozycja symetryzacji, ktora mozna przedstawic
w postaci chwilowych moduléw wzmocnienia (w skrocie metoda H.Y.)

1 1
W=+ (L= g 0P B - P BT, 0SS (2.80)

2

Symbol (3 oznacza stala w powyzszej propozycji. Metoda H.Y. (2.80) jest kombinacja
liniowa metody H.S. (2.78) oraz P.A.N. (2.79). W przypadku, gdy § = 0 powyzsza pro-
pozycja daje metode H.S., gdy § = 1 metode P.A.N.. Autorzy przedstawiaja poréwnania
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wynikéw eksperymentalnych i analitycznych z zastosowaniem proponowanego podejscia
do jednoosiowego rozciagania krysztatéow o dwoch orientacjach o wysokiej symetrii (111)
i (100). Por6wnanie jest przeprowadzone przy zatozeniu stalego wzmocnienia typu Tay-
lora (2.51), %% = h, czyli bez wzmocnienia utajonego. Ponadto autorzy zaktadaja
brak obrotow sieci krysztatu i rowny (symetryczny) poslizg na 6 i 8 systemach, odpowied-
nio, dla orientacji (111) i (100), co wydaje sie zbyt duzym uproszczeniem, por. punkt
6.1.5. Przy tych zalozeniach (braku obrotow sieci i symetrii poslizgéw) tozsamosciowo
znikaja dwa ostatnie cztony we wzorach (2.80) powyzej. Dodatkowe zalozenia uprasz-
czajace w metodzie obliczeniowej mozna znalezé w pracy (Havner & Shalaby, 1977).
Obliczone, przy tych ograniczeniach/zatozeniach, wykresy naprezen $cinajacych dla pa-
rametru 5 = 1/2, daja dobra zgodnos¢ z wynikami eksperymentalnymi.

Wszystkie powyzej wymienione metody maja wspolng wade, mianowicie wprowa-
dzaja wzmocnienie utajone systemoéw nieaktywnych w sposéb zalezny od biezacego na-
prezenia. Moze to prowadzi¢ do modelowania zachowania sie materiatu sprzecznego z
wynikami do$wiadczalnymi nawet przy jednoosiowym rozciaganiu, co zostanie zilustro-
wane w podrozdziale 3.3.

2.9 Zwiazki konstytutywne w przypadku malych de-
formacji - teoria geometrycznie liniowa

Zagadnienie malych sprezysto-plastycznych odksztatcen krysztatu jest przedstawione
bez uwzglednienia obrotéw sieci krysztatu. Model krysztatu w zakresie maltych defor-
macji mozna przedstawié¢, podajac obowiazujace réwnania dla naprezen i funkcji pla-
stycznosci, przy niezmienionych, w stosunku do duzych deformacji, warunkach aktywacji
(2.32) i zgodnosci (2.33).

Roéwnanie konstytutywne dla naprezenia jest w postaci 0 = C - €°, gdzie tensor
modultow sprezystosci C (czyli (2.24) bez symbolu ,,+”, jak we wzorze (2.1)) wiaze miare
sprezystego odksztalcenia ¢ = ¢ — € z miara naprezenia 0. Rownanie konstytutywne
w predkos$ciach ma postaé

ns
G=C-(—¢"), gdzde & =) 4" (2.81)
L=1

Predkos¢ zmiany plastycznego odksztatcenia €7 jest przyjeta jako suma predkosci $ci-
nania %L na systemach p*, a indeks L = 1,...,ng okresla numery kolejnych systemow
poslizgu (n®, m*). State, w przypadku malych deformacji, kierunki plastycznego ply-
niecia wyznaczaja symetryczne tensory drugiego rzedu p* = m*®@n*. Wersory m* i n®
oznaczajace, odpowiednio, kierunki i ptaszczyzny poslizgu nie ulegaja odksztatceniom i
obrotom. Tensor modutéw sprezystosci C jest niezmienny w procesie deformacji, nieza-
lezny od stanu naprezenia i odksztatcenia, a jego sktadowe posiadaja symetrie wzgledem
par indeksoéw oraz wewnatrz par. Rownanie konstytutywne (2.81) mozna przeksztalci¢

do postaci
ng

G=C-&e— Y A", (2.82)
L=1
gdzie tensor A** = C - u* wyznacza kierunek plastycznego plyniecia w przestrzeni

odksztalcen.
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Funkcje plastycznosci f* wystepujace w kryterium aktywacji poslizgow zadane sa
w postaci roznic, f* = 7% — 75, wypadkowych naprezen Scinajacych Schmida 7% =
p* - o na systemach K i odpowiednich wartosci progowych 75, tak jak w przypadku
duzych deformacji (2.39). Podobnie jak w przypadku duzych deformacji, tutaj rowniez
poczatkowe wartosci progowe 7y = 75 sa identyczne dla wszystkich systemoéw poslizgu
K. Znajac tensor naprezenia o i zmienne 75 w kazdej chwili deformacji mozna okresli¢
wartosci funkeji plastycznosci f* = f*(0,7X%). Predkosci zmiany funkcji plastycznosci

’ ' cr

mozna tatwo wyznaczy¢ jako f* = %-(’H—Z’Zil ‘g’; IL( 72, 7 definicji funkeji plastycznodci
mozna wyznaczy¢ pochodne g{ IL( = 0", natomiast z definicji naprezenia Schmida wynika
rOwWnos¢é % = uX, por. (2.81), czyli zasada stowarzyszonosci plastycznego plyniecia.

Predkosé zmiany funkcji plastycznodci jest wiec w postaci

ng
fC=pwfoo—qk, gdde 5 =) A"y (2.83)
L=1

Predkosci zmiany wartosci krytycznych naprezeii Scinajacych 75 sa modelowane przy
uzyciu macierzy fizycznych modutéw wzmocnienia £ %", por. (2.42). Wartosci modutow
wzmocnienia £ %" zaleza od historii plastycznej deformacji, np. poprzez zakumulowany
poslizg v (2.59).

W podsumowaniu zagadnienia teorii geometrycznie liniowej mozna przedstawi¢ uktad
rownan konstytutywnych w postaci

G=C-&— 15 AEAt

L=1

(2.84)
R DA

gdzie ¢g"* = % 4 uf A = K 4 puf - C - p* jest macierza moduléw interakeji
systemow poslizgu plastycznego, por. (2.44), a tensory A¥ = AP¥. Moduly interakcji
g"* (we wzorze (2.84b)) sa symetryczne jesli moduty wzmocnienia £ ** przyjeto jako
symetryczne, poniewaz czton pu* - A¥ (tu bez efektow geometrycznych, por. (2.36)) jest
symetryczny. Uktad rownan (2.84) mozna przedstawi¢ w postaci dualne;

3 :M.G+Z”S HPL,OYL’

L=1

(2.85)
f'K ST ZTLL; KL OL’

gdzie tensor Ml moduléw podatnosci o 4-tej walencji jest wyznaczany jako odwrotnosé
tensora modutéw sprezystosci M = C~!. Kierunek plyniecia plastycznego w przestrzeni
naprezen, zgodnie z zasada stowarzyszonosci, okreslony jest przez u** = u* (& A\PF =
AL).

W przypadku teorii geometrycznie liniowej zachodza réwnosci moduléw wzmocnie-
nia: 5 = b5 = B por. tab. 2.3.



Rozdzial 3

Zagadnienie symetryzacji macierzy
moduléw interakcji

W niniejszym podrozdziale zostana przedyskutowane cztony powodujace niesymetrie
macierzy [¢"*] i [h**], a nastepnie zaproponowana nowa metoda ich symetryzacji.

Brak symetrii macierzy [¢**]| i [R**] powoduje niesymetrie przyrostowych zwiazkow
konstytutywnych rozwazanego modelu deformacji krysztatow (podrozdzial 2.4). Za-
stosowanie metody przyrostowej minimalizacji energii dostarczanej do materiatu (por.
rozdzial 4), w celu rozwigzywania zagadnienia przyrostowego dla deformacji kryszta-
tow, wymaga narzucenia pewnych ograniczen na posta¢ zwiazkéw konstytutywnych,
(tab.2.3). Ograniczenia te mozna sprowadzi¢, por. (Petryk, 2000b), do wymogu syme-
trii modultow interakeji (2.44),

g*t =g"", K,Le A, (3.1)

gdzie zbior A systemow aktywnych jest wyznaczany zgodnie z (2.34).

3.1 Selektywna symetryzacja macierzy moduléw inte-
rakcji

W celu analizy przyczyn niesymetrii przyrostowych zwiazkow konstytutywnych krysz-

talu, przyjmujemy wstepnie, ze chwilowe moduty wzmocnienia sa w postaci h**" =

K spelniajgcej warunek symetrii £ %Y = J# ¥, Takie symetryczne chwilowe moduty

wzmocnienia wywotuja brak symetrii macierzy modutéw interakcji systemow poslizgu
plastycznego [¢g**], (tab.2.3), o sktadowych w postaci

KL:h*KL_'_p*K.IL*.p*L_i_B*K'p*L (32)
oraz macierzy efektywnych modutéw wzmocnienia [h**], (tab.2.3), o sktadowych

—1
hKL:h*KL_B*K'L*'B*L_B*L'p*K- (33)

—1
Latwo zauwazy¢, ze powyzej wystepujace cztony p** - L* - p** oraz p** - L* . **
spelniajg warunek symetru wzgledem indeksow K i L. Ta symetrla zachodzi o ile skta-

dowe tensora IL* i ]L* posiadaja symetri¢ wzgledem par indeksow, czyli L, = Lj.

41



42 3. Zagadnienie symetryzacji macierzy moduléw interakcji

co jest spelnione dla hipersprezystego modelu materiatu, por. podrozdziat 2.4. Powy-
zej zalozono symetrie chwilowych moduléw wzmocnienia h*** = h*** pozostaje wiec
analiza czlonow B** - p** wystepujacych w modutach g** oraz cztonéw ** - p** w
modutach A**. Nalezy zauwazy¢, ze moduty ** - p** tworza macierz transponowang
wzgledem goérnych indekséw do macierzy o sktadowych 3** - p**. Poszukiwane sa nie-
symetryczne/antysymetryczne cztony macierzy modutow

skew([g""]) = skew([n"*]) = skew([p"* - p™7]), (3-4)

KL

gdzie skew([3** - p**]) = —skew([p** - p*¥]). Poszukiwana macierz antysymetrycznych
cztonéw jest wyznaczana w postaci

Symbol skew( ) oznacza antysymetryczna czesé tensora drugiego rzedu, por. 2.12. Przy
uzyciu definicji (2.37) tensora drugiego rzedu p* = w**1t — tw* ¥ oraz wlasnosci dzia-
tania pelnego nasuniecia dwoch tensoréw mozna pokazaé, ze

B*K'p*L:T‘(p*LW*K—W*Kp*L>. (36)

Latwo wyznaczy¢ transpozycje powyzszego zwigzku wzgledem indekséow K i L, czyli
prl.p** =1 (p** w*t —w*! p*¥). Nastepnie, z wykorzystaniem definicji tensora sy-
metrycznego p* < = 3(s* < +8*5) | antysymetrycznego w* X = $(s* 5 — §* %), por. (2.12),
mozna w zwiazku (3.6) ujawnié¢ diady s**. Woéwczas, pelne nasuniecie 3** - p** przyj-

muje postaé

1 T T T, ;T T T T T
B*K.p*L _ ZT.(S*LS*K_S*KS*L+S*KS*L_S*LS*K_S*KS*L_S*LS*K+S*KS*L+S*LS*K)'

(3.7)
Powyzej mozna poczynié¢ uproszczenia wynikajace z symetrii tensora naprezenia Kirch-
hoffa, czyli z réownosci sktadowych 7;; = 7;;. Proste nasuniecia diad s** w (3.7) mozna
przeksztalcié i przedstawi¢ w postaci iloczynu tensorowego wersorow kierunkow i plasz-
czyzn poslizgu, np.

S*LS*K — (m*L ®n*L)(m*K ®Il*K) — (n*L _m*K) m*Z ®11*K,

g*Kg*L _ (n*K ® m*K)(n*L ® m*L) _ (m*K . n*L) n*% @ m*’. (38)

Teraz z kolei mozna wyznaczy¢ pelne nasuniecia tensoréw drugiego rzedu
T'S*LS*K:Tij(l’l*L'm*K>m,?Ln;K, 19
T.g*Kg*L:Tji(m*K,n*L)n:ijL ( : )

i zauwazy¢, ze z symetrii tensora naprezenia Kirchhoffa wynika réwnosé¢ powyzszych

. , e, L. T T . . .
iloczynéw skalarnych, czyli rownosé t-s**s** = 1-s*%*s*". Postepujac analogicznie

T T . . ~ .
*Hg*l = 1.8"* 8" ¥ Nastepnie, mozna wyznaczy¢ kolejne

mozna wyprowadzi¢ rownos¢ T-s

. L L. T T . T

iloczyny skalarne oraz zauwazy¢ réwnosci T - (S*K S*L) =T- (S*L S*K) iT- (S*K S*L) =
T . . .« . 4 PR 2

T - (S*LS*K ) Po uwzglednieniu powyzej pokazanych réwnosci iloczynéw skalarnych

mozna znaczaco uprosci¢ pelne nasuniecia tensoréw (3.7) do postaci

1 T T
B*K'p*L:_T' S*LS*K—S*KS*L—S*KS*L—l—S*KS*L ) (310)
2 ~ TV ~ TV -
antysymetryczny symetryczny
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Z wykorzystaniem zwiazku (3.10) mozna wyznaczy¢ czesé antysymetryczng pelnego na-
suniecia (3.5) wzgledem indekséow K i L. W przypadku, gdy moduly h*** = h*“X gg
symetryczne, to obie macierze [¢"*] i [h*"| zawieraja identyczny antysymetryczny czlon

1
skew([p** - p**]) = —5T (s*KS*L —s*Ls*K). (3.11)
W ogolnosci, réznica modutéw interakeji wynosi wiec

gKL_gLK:h*KL_h*LK_T' (S*KS*L_S*LS*K). (3.12>
Proponowana metoda selektywnej symetryzacji macierzy [¢**] oraz [h**] polega na
dodaniu do fizycznych moduléow 5" = % wzmocnienia, wylacznie dla syste-
moéw aktywnych, symetryzujacego cztonu w postaci kombinacji liniowej T- (r s*Rg*t—
(1 —r)s*ts*™ ) z parametrem 0 < r < 1. Proponowana symetryzacja przyrostowych
zwigzkow konstytutywnych niesprezystego modelu krysztatu, polega na przyjeciu zmo-

dyfikowanych chwilowych modutéw wzmocnienia (2.42) w postaci

h*KL_{%KL_}_T_(,',.S*KS*L_<1_,',.>S*LS*K)’ jez’eli K,LGA,

HEE w przeciwnym wypadku, (3.13)

gdzie parametr 0 < r < 1. Powyzsza propozycja modyfikacji chwilowych modutéw
wzmocnienia h*** spelia wymog symetrii (3.1) sformutowany w pracy (Petryk, 2000b).

Proponowang symetryzacje (3.13) mozna poréwnac ze stosowanymi dotychczas meto-
dami. Historycznie pierwsza z nich to metoda H.S. (2.78) wg pracy (Havner & Shalaby,
1977)

h*KL _ ji/KL + B*L S e %KL + ;T ( * K *L . S*LS*K S*KT*L + S*K *L) (3 14)
Z powyzszego podkreslonego cztonu wynika, ze metoda symetryzacji H.S. modyfikuje
rowniez czesé symetryczng macierzy [¢%*] i [h**]. Modyfikacja zwiazkow konstytutyw-
nych przy uzyciu metody H.S. moze powodowaé¢ dodatkowe, niepozadane wzmocnienie
lub ostabianie. Réwniez w przypadku metody H.Y. (2.80) proponowanej w pracy (Ha-
vner & Yu, 2005) wystepuje analogiczna modyfikacja czesci symetrycznej sktadowych

h*KL—c%/KL ( —%ﬁ) *K.B*L_%ﬁp*L_B*K:

3.15
— KLyl 1. (*K gL _ g*L *K_'_(l_ﬁ)(_S*Kg*L+g*KS*L)). ( )

W szczegélnym przypadku, gdy w povvstzym wzorze zostanie ustalona warto$é parame-
tru 3, np. zgodnie z propozycja 5 = 5 w pracy (Havner & Yu, 2005), mozna wyznaczy¢
modyfikacje czesci symetrycznej w posta(n

WKL — KL | l(?) B*L e o B*K . p*L)

3.16
_%KL_'_ T (*K *L_S*LS*K+%(_S*Kg*L_’_g*KS*L))' ( )

Metode symetryzacji P.A.N. (2.79), por. (Peirce et al., 1982), mozna przeksztalci¢ do
postaci
1

1
h*KL:%KL_'_i(B*L_p*K_B*K.p* ) %/KL+2T (*K *L_S*LS*K). (317>
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Z powyzszego wzoru wynika, ze metoda P.A.N. odpowiada proponowanej tutaj metodzie
1

symetryzacji (3.13) w przypadku, gdy parametr » = 5. Nalezy zauwazy¢, ze metoda
P.A.N. nie wprowadza btednej modyfikacji symetrycznych cztonéw do macierzy wzmoc-
nienia. Natomiast zasadnicza réznica pomiedzy metodg P.A.N, a metoda selektywne;
symetryzacji (3.13) polega na tym, ze metoda P.A.N (podobnie jak H.S. i H.Y.) wy-
maga modyfikacji wszystkich cztondéw macierzy h*** wiec takze tych odpowiadajacych
za wzmocnienie nieaktywnych systemow poslizgu, por. analize zawarta w podrozdziale

3.3.
T
Przy uzyciu operacji transformacji tensoréw naprezenia T = F*T*F* oraz diad

-1
s  =m** @n** = F* (m" ® n*) F*, czlon symetryzujacy we wzorze (3.13) mozna
przeksztaltcié¢ tak, aby ujawni¢ wielkosci zdefiniowane w konfiguracji odciazonej C*, czyli

T (rs™ st — (1—r)s™ s ) =M"- (rss" — (1 —r)s"s"). (3.18)

Powyzej wprowadzono niesymetryczny tensor naprezenia Mandela M* = ]FT‘*F* ™ =
C*T* = FT‘* TF£ oraz czton (r s“st—(1—r)s” SK) w postaci réznicy prostych nasunieé
diad, obie wielkosci sa odniesione do konfiguracji odciazonej C*. Nalezy zauwazy¢, ze
proste nasuniecia diad s* s = (n* - m*) m* ® n* w konfiguracji odciazonej maja state
wartodci, ktore zaleza tylko od wzajemnej orientacji systemow poslizgu. Niesymetryczna
macierz [s” s*| zawierajaca podmacierze sktadowych tensoréw (w postaci prostego na-
suniecia diad) tylko dla 12 dodatnich systemoéw poslizgu (por. z macierza (2.61)) mozna
przedstawi¢ w nastepujacej postaci

0 0 0 albl alb2 O 0 alc2 ale3 aldl 0O ald3
0 0 0 a2bl a2b2 O 0 a2¢2 a2¢3 a2dl 0 a2d3
0 0 0 a3bl a3b2 O 0 a3c2 a3c3 a3dl 0 a3d3
blal bla2 O 0 0 0 blel 0 ble3 O bld2 bld3
b2al b2a2 O 0 0 0 b2¢1 0 b2¢3 0 b2d2 b2d3
b3al b3a2 O 0 0 0O b3cl 0 b3¢c3 0 b3d2 b3d3
0 cla2 cla3 clbl 0 ¢1b3 O 0 0 «cldl cld2 O ’
0 c2a2 c2a3 261 0 263 O 0 0 c2d1 c2d2 O
0 c3a2 c3a3 c¢3bl 0 ¢33 O 0 0 ¢3dl c¢3d2 O
dlal 0 dla3 0 d1b2 d1b3 dlel dlc2 O 0 0 0
d2al 0 d2a3 0 d2b2 d2b3 d2c¢l d2c2 O 0 0 0
| d3al 0  d3a3 0 d302 d3b3 d3cl d3c2 O 0 0 0

(3.19)
gdzie symbol 0 oznacza macierz o wszystkich elementach réwnych zeru i wymiarze
(3 x 3), natomiast pozostale symbole oznaczaja macierze sktadowych prostego nasu-
niecia diad, np. bla2 ~ s"s% ~ (0" - m*)mP' n%?. Toczyny s”s* tworza macierz
sktadowych [s* s*] transponowana do powyzej przedstawionej niesymetrycznej macierzy
[s¥ s’]. Biorac pod uwage dwanascie dodatnich systemow, w rezultacie prostego nasu-
niecia diad s* s dla wybranego systemu K mozna wyznaczy¢ szes¢ tensoréw zerowych
0, por. (3.19). Kazdemu wektorowi n mozna przyporzadkowaé sze$¢ ortogonalnych wek-
torow m (z dwunastu mozliwych), gdy para systemow jest tak zorientowana wzgledem
siebie, ze iloczyn skalarny n® - m" = 0. Tensor 0 powstaje na skutek dzialania prostego

nasuniecia diad identycznych systemow (s* s*, wiec ich wzajemne oddzialywanie jest
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typu sh wg tab. 2.4), gdy systemy K i L sa wspolplaszezyznowe (czyli n* = n*, oddzia-
tywanie systemow jest typu cp) oraz wspotliniowe (m* = m*, wzajemne oddziatywanie
jest typu cl). Dla kazdego z systeméw K mozna znalezé jeszcze dwa systemy L o kie-
runku poslizgu ortogonalnym do normalnej systemu K, charakter tego oddziatywania
jest typu gj wg tab. 2.4.

Macierz utworzona z prostych nasunie¢ s* s, por. (3.14) i (3.14), nie posiada zadnych
zerowych podblokéw 0, poniewaz iloczyn skalarny wersorow (n* - n*) przyjmuje zawsze
niezerowe wartosci, s* s* ~ (n* - n*) m¥ ms.

W macierzy jaka tworza proste nasuniecia s¥ s, por. (3.14) i (3.14), wystepuja cztony
zerowe 0 zawsze, gdy wystepuje iloczyn ortogonalnych kierunkéw poslizgu (m* - m*),
S st ~ (m* - m¥) n¥ ns.

Nalezy zauwazyé¢, ze otrzymywany powyzej czton zerowy 0 w wyniku pelnych na-
sunie¢ wybranych diad s* s”, s*s* oraz S st w konfiguracji odciazonej C*, por. (3.19),
jest takze tensorem zerowym w konfiguracji aktualnej C.

W dalszej czesci niniejszej rozprawy zamieszczono wyniki testow rozciggania jedno-
osiowego, por. punkt 6.1.3. Kierunek rozciggania lezy czesto wewnatrz trojkata pod-
stawowego, tak ze pierwszy aktywny (pierwotny) system poslizgu to a2, a wtoérny to
bl. Tensor naprezenia Kirchhoffa T, w globalnym ukladzie odniesienia Kg, ma tylko
jedna niezerows skladowa 733. Proste nasuniecia diad systemu a2 i b1, w konfigura-
cji aktualnej oraz odciazonej, tworza tensory zerowe s*®2s*®? = g*tlg*0l — 0 oraz
52592 = gt P! — (. Czlony korygujace na diagonali macierzy wzmocnienia (3.13) maja
zawsze wartosci zerowe, czyli T - s* a2gxa2 — ()| 7.g*01 g*0l — (). Zerowe wartosci sa TOW-
niez w przypadku systemoéow wspotplaszczyznowych. Mozna obliczyé proste nasuniecia
diad pary systeméw a2 i bl w konfiguracji odcigzonej C¥ w postaci

7 L Jooo ) T
s ~ bla2 = ARREREE s 8" ~ a2bl = s 0 0 0. (3.20)
111 -1 -1 1

Niezerowe sktadowe powyzszych macierzy, np. (s Sai)gl, sa o stalych wartosciach (nb1 .

m“é) mit ® n‘fi = % Cztony korygujace w modutach wzmocnienia (3.13) dla utajonego

*bls*a2 : *aZS*bl‘

wzmocnienia systemu wtérnego przyjmuja niezerowe wartosci T - s iT-s

3.2 Charakterystyka selektywnej symetryzacji i wplywu
parametru r

Charakterystyka dzialania selektywnej symetryzacji (3.13) wraz z wplywem wartosci
parametru r jest pokazana na przyktadzie modelowania testu rozciggania jednoosio-
wego krysztatu, por. punkt 6.1.3. Numeryczna symulacja procesu jednoosiowego roz-
ciagania zostala przeprowadzona dla trzech wybranych wartosci parametru r» = 0, %,
1. Pozostalte potrzebne dane, takie, jak wartosci modutéw sprezystosci i plastycznodci
zostaly przyjete jak w przypadku numerycznej symulacji prostego $cinania krysztatu
zamieszczonej w punkcie 6.1.1 ponizej. Poczatkowa orientacja kierunkoéw sieci krysztatu
wzgledem kierunku rozciggania jest wyznaczona przez trzy katy Eulera o wartosciach
31 146.3

(p1, D, o) = ( 1507 W) 7, por. (5.15). Orientacja sieci krysztatu jest wybrana tak,
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ze $lad osi rozciggania ND = €3 wypada wewnatrz trojkata podstawowego rzutu ste-
reograficznego, por. rys. 3.3, o§ ND pokrywa si¢ z krystalograficznym kierunkiem [2 3 6].
Zachowanie krysztalu podczas testu jednoosiowego rozciagania jest obszernie przeba-
dane (Taylor & Elam, 1923, 1925; Schmid & Boas, 1950; Piercy et al., 1955; Hosford et
al., 1960; Jackson & Basinski, 1967; Miura et al., 1977; Saeki & Miura, 1977; Basinski
& Basinski, 1979; Franciosi et al., 1980; Havner, 1992; Basiniski et al., 1997; Kim &
Koo, 2001; Szczerba, 2001), a przy tym nieskomplikowane pod wzgledem sekwencji uru-
chamianych systemoéw (gdy probki sa zorientowane wewnatrz trojkata podstawowego).
Wydaje sie¢ zatem, ze jest to wygodny sposéb pokazania dziatania selektywnej symetry-
zacji przy réznych wartosciach parametru 7.

T/TO
S B N W G B

0.0 02 04 06 0.8

ED
E33

Rysunek 3.1: Poréwnanie trzech krzywych naprezenia Kirchhoffa 733 w funkcji rosna-

cego odksztalcenia inzynierskiego Eég), dla trzech wybranych wartosci parametru r = 0
(linia przerywana), r = 3 (linia ciagla), r = 1 (kropkowana).

Poréwnane zmiany naprezenia Kirchhoffa na kierunku roziagania ND (wzgledem
ukladu globalnego), dla trzech wartosci parametru r, przebiegaja identycznie, gdy ak-
tywny jest jeden pierwotny system poslizgu, oznaczony jako a2, por.rys.3.1. Od chwili
aktywacji drugiego wtérnego systemu poglizgu b1, przy odksztalceniu Ey ~ 0.396,
krzywe przedstawiajace zmiany naprezenia otrzymane dla réznych wartosci r stopniowo
rozchodza sie. Od tej chwili uwidacznia sie wptyw przyjetej wartosci parametru r w se-
lektywnej symetryzacji. Do odksztatcenia ES; ~ 0.8, we wszystkich trzech przypadkach
zostaly aktywowane identyczne systemy poslizgu.

Symbol E{) oznacza sktadows (wzgledem ukladu globalnego) tensora E®. Tensor
E® wzglednych odksztatcen

EV=VFF-1=U-1 (3.21)

jest nazywany tensorem odksztalcenia Biota lub miarg inzynierska odksztalcenia.
Widoczne na przebiegu krzywych naprezenia (rys. 3.1), miejsce skokowej zmiany po-
chylenia krzywych odpowiada aktywacji dodatkowego wtérnego systemu poslizgu. Przy-
czyny pojawienia sie peku krzywych mozna wyjasnié, $ledzac przebieg wypadkowego
naprezenia Scinajacego 7 wspolnie z przebiegiem krytycznego naprezenia Scinajacego
X widocznym na rys. 3.2. W celu uproszczenia formy wykresow (rys. 3.2) mozna poka-
zaé przebieg wartosci 7 1 75 dotyczacych tylko systemoéw uczestniczacych w poslizgu
plastycznym, a wiec pary (b1, a2). Dodatkowo pokazany jest przebieg krzywych 7 i 72
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nieaktywnego systemu 2. To daje wglad w charakter tych krzywych dla pozostalych 21
niepokazanych na rysunkach 3.2 systemow. Krzywe 72 i 722 dla systemu a2 ptynacego
od poczatku do konca procesu deformacji sa nierozréznialne, natomiast dla systemu b1
wypadkowe naprezenie 7" osiaga warto$¢ krytyczna 7. w chwili aktywacji tego systemu,
gdy ES) =~ 0.396. Przyjecie parametru r = 0 powoduje widoczny spadek/ostabienie po-
jawiajace sie zaraz po uruchomieniu dodatkowego systemu b1, na wszystkich widocznych
krzywych (rys. 3.2(a)). Krzywa naprezenia wypadkowego 7% systemu nieaktywnego ¢2
ma charakter malejacy, spowodowany obrotem sieci krysztalu. Ostabienie widoczne
na przebiegu wartosci krytycznych naprezert wypadkowych 75 jest wynikiem dziatania
cztonu symetryzujacego (3.13) w prawie wzmocnienia. W przypadku przyjecia parame-
tru r = 3 widoczne jest ciggle wzmocnienie na systemach {b1,a2,c2}. Z tym, ze po
aktywacja dodatkowego systemu, wypadkowe naprezenie i jego wartos¢ krytyczna dla b1
wzrasta wolniej, a dla a2 szybciej (rys. 3.2(b)). Gdy parametr r = 1, widoczne jest duzo
szybsze wzmocnienie dwoch systeméw aktywnych {b1, a2}, a przy tym wzrost wartosci

naprezenia wypadkowego 752 (rys. 3.2(c)).

N
()

%Y/ 7o
XY/ 7o
)/ 7o
N
o
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(TK AT,
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Rysunek 3.2: Wypadkowe naprezenia Scinajace 75 (jako linie ciggle) dwoch systemow
aktywnych A = {b1,a2} i nieaktywnego systemu c2 oraz wartosci naprezenia krytycz-
nego 7X trzech systemoéw (jako linie przerywane), odpowiednio, gdy » = 0 (a), r = %

(b), =1 (c).

Warto zauwazy¢, ze przerywana krzywa 72 widoczna na rys. 3.2 reprezentuje prze-
bieg wartosci krytycznych, takze dla pozostatych nieaktywnych systeméw. Przy zasto-
sowaniu selektywnej symetryzacji (3.13) przebieg umacniania systeméw nieaktywnych
wynika tylko z zalozonego tutaj prawa potegowego i utajonego wzmocnienia, czyli z
postaci macierzy fizycznych moduléw wzmocnienia 2 %*.

Wplyw przyjetych wartosci parametru r na obroét sieci krysztatu jest widoczny na
rys. 3.3. W pierwszym etapie deformacji, gdy aktywny jest jeden system a2, trajektorie
osi rozciggania ND przebiegaja identycznie dla trzech badanych wartosci r. Wycho-
dzac z poczatkowej orientacji, kierunki rozciagania ND poruszaja sie po wielkim kole
figury biegunowej, przecinaja lini¢ symetrii [001]-[111] i oddalaja od niej zgodnie z za-
danym wzmocnieniem utajonym systemoéw nieaktywnych. Istotne réznice w obrotach
sieci krysztalu pojawiaja sie po aktywacji wtornego systemu b1l. W przypadku symu-
lacji numerycznych przeprowadzonych z parametrami r = 0 i %, obrot sieci krysztatu
ma podobny charakter, ktory polega na zmianie obrotu sieci i stopniowym przyblizaniu
trajektorii osi ND do linii symetrii [001]-[111]. Natomiast gdy r = 1 to sie¢ krysztalu



48 3. Zagadnienie symetryzacji macierzy moduléw interakcji

[001] [011]

Rysunek 3.3: Trzy trajektorie osi rozciagania ND wzgledem sieci krysztalu obserwo-
wane na rzucie stereograficzym w przypadku, gdy = 0 (linia przerywana), r = % (linia
ciagla) i » = 1 (kropkowana).
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Rysunek 3.4: Wartosci przyrostow scinania Avy* (a) i wartosci $cie¢ v* (b) na dwoch
systemach aktywnych {b1, a2} w przypadku, gdy r = 0 (linia przerywana), r = % (linia
ciagta) i r = 1 (kropkowana).

ulega obrotowi, ktéry powoduje oddalanie osi ND od linii [001]-[111].

Tylko w przypadku numerycznej symulacji z parametrem r = % przyrost Scinania
A~ systemu wtornego bl osiaga, w chwili jego aktywacji, wartosé wieksza od przyro-
stu $cinania A~y*? systemu pierwotnego (rys. 3.4). Gdy parametr r przyjmuje skrajne
wartosci 0 lub 1 to, obliczone przyrosty $cinania systemu dodatkowego maja mniejsze
wartodci od przyrostéw systemu pierwotnego.

Powyzsza analiza wykazuje wpltyw przyjetej wartosci parametru r na przebieg na-
prezenia podczas drugiego etapu deformacji, gdy aktywne sa oba systemy poslizgu. Z
poréwnania przebiegu powyzszych krzywych z danymi doswiadczalnymi (Taylor & Elam,
1925), (Schmid & Boas, 1950), (Piercy et al., 1955) mozna wyciagna¢ wniosek, ze przyje-
cie, do numerycznej symulacji testu jednoosiowego rozciagania monokrysztatu, wartosci
r= % dobrze odzwierciedla zaréwno przebieg naprezenia i obrotu sieci krysztatu.
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3.3 Poréwnanie metod symetryzacji macierzy modu-
6w interakcji

Analize oraz poréwnanie trzech metod symetryzacji macierzy modutéw interakeji ¢g™*
przeprowadzono na przyktadzie testu rozciggania jednoosiowego monokrysztatu miedzi.
Te metody to selektywna symetryzacja (3.13) w przypadku, gdy parametr r = 1/2,
metoda P.A.N. (2.79) (Peirce et al., 1982) oraz H.S. (2.78) (Havner & Shalaby, 1977).
Trzy numeryczne symulacje przeprowadzono z danymi wejSciowymi identycznymi jak w
przypadku symulacji pokazujacych wplyw parametru r, por. podrozdziat 3.2. Wyniki
przedstawiono na rysunkach 3.5 + 3.8.

(a)
| aﬁ‘bl

Ta3/ 70 Ta3/ 70

5,

4

3,

2,

1} 1o} 1o} ]
1 1 1
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Rysunek 3.5: Krzywe naprezenia Kirchhoffa 733 w uktadzie globalnym przy rosnacym
odksztalceniu inzynierskim Eég, otrzymane przy uzyciu selektywnej symetryzacji przy
r =3 (a), metody P.A.N. (b) i metody H.S. (c).

(a) (b) (c)
bl [111] bl [111] bl [111]
A a2 a2
ND=[23 ND ND
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Rysunek 3.6: Trajektorie osi rozciagania ND — [236] wzgledem sieci krysztalu ob-
serwowane na rzucie stereograficzym, otrzymane przy uzyciu selektywnej symetryzacji
przy r = 3 (a), metody P.A.N. (b) i metody H.S. (c).

W przypadku numerycznej symulacji przeprowadzonej przy uzyciu selektywnej sy-
metryzacji z parametrem r = %, proces rozciggania mozna podzieli¢ na dwa etapy,
pomijajac poczatkows sprezysta odpowiedZ materiatu. Pierwszy to etap, gdzie aktywny
jest pojedynczy (pierwotny) system poslizgu oznaczony jako a2. Wzrostowi naprezenia
(rys. 3.5(a)) towarzyszy stopniowy obrot sieci krysztatu widoczny na trojkacie podsta-
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wowym ([001]-[011]-[111]) figury biegunowej (rys. 3.6(a)). Obrot sieci krysztatu zmienia
kierunek zaraz po aktywacji dodatkowego (wtornego) systemu poslizgu b1. Wowezas slad
osi rozciggania ND, juz po przekroczeniu linii symetrii [001]-[111], ponownie przybliza
si¢ do linii [001]-[111], w kierunku bieguna [112]. Drugi etap procesu deformacji, gdy
aktywne sg dwa systemy poslizgu {b1, a2}, zaczyna si¢ od widocznej zmiany nachylenia
krzywej naprezenia Kirchhoffa 733.
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Rysunek 3.7: Wypadkowe naprezenia Scinajace 7% (linie ciagte) trzech systemow
{b1,a2,c2} oraz naprezenie krytyczne 7/ (linie przerywane): selektywna symetryza-
cja przy r = 1 (a), metoda P.A.N. (b) i metoda H.S. (c).
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Rysunek 3.8: Zmiany wartosci $cinania v* na systemach aktywnych w przypadku
1

selektywnej symetryzacji przy r = 5 (a), metody P.A.N. (b) i metody H.S. (c).

Zastosowanie w numerycznej symulacji metody P.A.N. (2.79) powoduje istotna zmiane
przebiegu procesu deformacji monokrysztatu. Pierwsze dwa z trzech etapow, ktore
mozna wyrézni¢ na krzywej naprezenia (rys. 3.5(b)), maja podobny charakter jak w
przypadku metody selektywnej symetryzacji. Po etapie pltyniecia pojedynczego pier-
wotnego systemu poslizgu a2, przy odksztalceniu ES;) =~ 0.387, zostaje uruchomiony
dodatkowy system bl. Trzeci etap rozpoczyna sie wraz z raptownym spadkiem napreze-
nia Kirchhoffa 733 wzgledem uktadu globalnego. Ta nagta zmiana charakteru odpowiedzi
materialu jest wynikiem odciazenia i zatrzymania, ptynacych dotychczas wspolnie, sys-
temow {b1,a2} i uruchomienia innego systemu c2, por. rys. 3.8(b). Aktywacja systemu
c2 jest nieprawidlowa w przypadku rozciggania przy tak zorientowanym kierunku osi ND
(rys. 3.6). Wraz z aktywacja pojedynczego systemu ¢2 sie¢ krysztalu zmienia kierunek
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obrotu na taki, nieobserwowalny doswiadczalnie, ze slad osi rozciggania ND ponownie
przecina linie symetrii [001]-[111] w punkcie lezacym blizej bieguna [001] (rys. 3.6(b)).
Przyczyna uruchomienia niepoprawnego systemu c2 jest zastosowanie do symetryzacji
macierzy modutéw interakcji g** metody P.A.N.. Ta metoda powoduje silne ostabianie
naprezenia krytycznego 75 nieaktywnego systemu ¢2 (rys. 3.6(b)). Przy odksztalce-
niu o wartosci By ~ 0.735 wypadkowe naprezenie 7 osigga warto$¢ krytyczna 72
(rys. 3.7(b)) tym samym, system c2 zostaje aktywowany przy réwnoczesnym odcigzeniu
dwoch plynacych systeméw {b1, a2} (rys. 3.8(b)).

Odmienny charakter przebiegu deformacji krysztaltu wystepuje przy zastosowaniu
metody H.S. (2.78) w celu symetryzacji macierzy modutow interakeji ¢“*. Po przejsciu
w stan plastyczny, przy odksztalceniu ESy ~ 0.0004 identycznie jak w innych metodach
symetryzacji, przebieg naprezenia wzgledem uktadu globanego jest bez skokowych zmian
nachylenia. Poczatkowo naprezenie 733 ro$nie, ale w miare rozwoju deformacji oraz obro-
tow sieci, maleje (rys. 3.5(c)). Podczas calego procesu modelowanej deformacji aktywny
jest tylko jeden system poslizgu a2 (rys. 3.8(c)), wiec postepujacy obroét sieci krysztatu
wynika z poslizgu na tym pojedynczym systemie i odbywa si¢ bez zmian kierunkéw ob-
rotu (rys. 3.6(c)). Po przekroczeniu przez oS rozciagania ND linii symetrii [001]-[111] nie
jest aktywowany dodatkowy system poslizgu. Poslizg na pojedynczym systemie mozna
wyjasni¢, odwolujac sie do przebiegu naprezenia wypadkowych 7% i ich wartosci krytycz-
nych 7%. Dominujacy wplyw na wartosci krytyczne naprezenia $cinajacego wszystkich
systemow, w poczatkowym stadium deformacji, ma zadany czton macierzy fizycznych
modutéw wzmocnienia okreslajacy wzmocnienie potegowe. Jednak, w miare jak ro-
snie deformacja, a wraz z nig naprezenia i obrot sieci krysztatu, cztony geometryczne
wystepujace w chwilowej macierzy wzmocnienia zaczynaja przewazac¢. Te geometryczne
czlony maja wplyw na wartosci krytyczne naprezen Scinajacych 75 wszystkich systemow
wiec, rowniez tych aktywych. Uzycie metody H.S. powoduje istotne ostabienie napreze-
nia krytycznego systemu pierwotnego a2 przy jednoczesnym nadmiernym wzmocnieniu
systemu bl (rys. 3.7(c)), ktéry nie moze tutaj zosta¢ uruchomiony.

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku prostego testu rozciagania jednoosiowego, za-
stosowanie metody selektywnej symetryzacji z parametrem r = % pozwala poprawnie
modelowaé¢ proces deformacji monokrysztalu. Znane dotychczas metody symetryzacji
P.A.N (Peirce et al., 1982) i H.S. (Havner & Shalaby, 1977) powoduja, w zakresie duzych

deformacji, niepoprawng odpowiedZ monokrysztatu.



52

3. Zagadnienie symetryzacji macierzy moduléw interakcji




Rozdzial 4

Przyrostowa minimalizacja energii w
modelowaniu procesé6w deformacji

Niniejszy rozdzial zawiera opis zastosowania przyrostowej minimalizacji energii w mode-
lowaniu proceséw duzych deformacji plastycznych, w szczegolnosci w krysztatach metali.
Poszukiwany stan naprezenia zalezy od drogi odksztalcenia, wiec przebieg procesu de-
formacji wyznaczany jest w kolejnych dyskretnych punktach $ciezki deformacji, przy
zadanych wiezach kinematycznych.

Standardowe, stosowane dotychczas, podejscie polega na wykorzystaniu przyrosto-
wych zwigzkoéw konstytutywnych wiazacych przyrosty naprezen z przyrostami odksztal-
cen. Przy rozwiazywaniu klasycznego, w ogélnosci nieliniowego, uktadu réwnari i nie-
rownosci, por. tab. 2.3, wystepuja znane trudnosci zwiazane z niejednoznacznoscia odpo-
wiedzi materialtu wskutek wzmocnienia utajonego systeméw poslizgu przewyzszajacego
ich samoumocnienie. 7 kolei czesto stosowane wyeliminowanie niejednoznacznosci po-
przez wprowadzenie efektow lepkoplastycznych zwiazane jest ze znaczna wrazliwoscia
rozwigzania na poczatkowa orientacje krysztalu wzgledem osi obciazania, co prowadzi
do trudnosci numerycznych i interpretacyjnych zwtaszcza w poblizu orientacji o wie-
lokrotnej symetrii. Ponadto wyeliminowanie niejednoznaczno$ci utrudnia badanie sa-
moistnego powstawania mikrostruktur w makroskopowo jednorodnym krysztale, co jest
jednym z cel6w modelowania.

W niniejszej rozprawie zastosowane jest alternatywne podejscie polegajace na wy-
znaczaniu przebiegu procesu deformacji minimalizujac na kazdym kroku energie przy-
rostowa dostarczang do uktadu oméwionego ponizej w podrozdziale 4.1. To wariacyjne
podejscie energetyczne zostalo sformutowane i rozwiniete w pracach (Petryk, 1982, 1985,
1991b, 1992, 1993, 1997a, 1999, 2003, 2005) w celu wyznaczania stabilnego rozwiaza-
nia zagadnienia przyrostowego cial niesprezystych. Wykorzystanie metody przyrosto-
wej minimalizacji energii umozliwia wyboér rozwigzania majacego sens fizyczny, poprzez
odrzucenie niestabilnych $ciezek deformacji, w przypadku gdy istnieja rozwigzania nie-
jednoznaczne. W szczegdlno$ci, mozna wyznaczaé proces deformacji materiatu, gdy
zwiazki konstytutywne odpowiedniego modelu (np. sprezysto-plastycznego krysztatu)
dostarczaja niejednoznaczne rozwiazania.

Przebieg procesu deformacji jest wyznaczany w sposob przyrostowy, dla zadawa-
nych w kazdej chwili warunkéw kinematycznych. Przyrostowe zwiazki konstytutywne,
okreslajace cechy modelowanego materiatu, nie sg zadawane bezposrednio, ale poprzez
przyjecie funkcjonalu pracy odksztalcenia. Poniewaz spelnienie przyjetych zwiazkow
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konstytutywnych modelu musi wynikaé¢ z minimalizacji energii przyrostowej, wiec nalezy
wprowadzi¢ dodatkowe ograniczenia. Na wyjSciowa macierz rozwiazywanego przyrosto-
wego uktadu naktadany jest wymog symetrii, okreslony w pracach (Petryk, 1985, 1999,
2003). W dalszej czesci niniejszego rozdziatu sprecyzowano ograniczenia naktadane na
zwigzki konstytutywne. W szczegdlnosci, potrzebne sg kluczowe zatozenia o stowarzy-
szono$ci prawa plyniecia i symetriach odpowiednich macierzy w zwigzkach konstytutyw-
nych.

Stosujac przyrostowa minimalizacje energii do krysztatlu, w ktéorym deformacja nie
musi by¢ rownomierna, uzyskuje sie mozliwos¢ opisu obserwowanego do$wiadczalnie
spontanicznego powstawania podstruktury w formie $cianek dyslokacyjnych na grani-
cach pasm deformacji. Tworzenie sie pasm deformacji jest przewidywane teoretycznie
w wyniku minimalizacji przyrostu pracy odksztalcenia (Petryk, 1992, 1997a) nie spel-
niajacego wymogu tzw. wypuklosci rzedu 1. Podobne podejicia zastosowano pdzniej w
pracach (Ortiz & Repetto, 1999) i (Ortiz et al., 2000) dotyczacych pojedynczych krysz-
tatow, chociaz wprowadzeniu tam lepko$ci materialu do modelu nie towarzyszy $cisle
sformutowana teoria.

4.1 Opis termodynamiczny

4.1.1 Reprezentatywny element materialu

Makroskopowy reprezentatywny element materialu .# zajmuje w konfiguracji odniesie-
nia obszar B o skoniczonej objetosci V. Termodynamiczny opis w ogblnosci niejednorod-
nego reprezentatywnego elementu materiatu .# jest przedstawiony z wykorzystaniem
zmiennych makroskopowych. W kazdej chwili procesu, stan reprezentatywnego elementu
materiatu .# jest charakteryzowany przez aktualng wartos$¢ trzech zmiennych oznaczo-
nych symbolem G = (q, T, «). Skalarna wielkos¢ T > 0 to temperatura mierzona w skali
absolutnej. Rozmiar elementu reprezentatywnego jest przyjety jako wystarczajaco matly,
aby mozna wprowadzi¢ zalozenie, ze temperatura I’ pozostaje jednorodna wewnatrz .# .
Do opisu deformacji zastosowano wektor przemieszczen uogélnionych q i wektor usred-
nionych zmiennych wewnetrznych «. Wektor oznacza tutaj jednokolumnowa macierz.
Jesli warto$¢é G nie zmienia sie w czasie (w danej chwili) to mozna powiedzie¢, ze element
M jest w stanie rownowagi. W przypadku, gdy element reprezentatywny .# znajduje
sie w rownowadze mechanicznej to mozna wyznaczy¢ stan naprezenia. Wystepujace
w niniejszym punkcie wielkosci dotycza tylko reprezentatywnego elementu materiatu
A wiec dla uproszczenia pominieto dolne oznaczenie .#. Dolne oznaczenie .# bedzie
zastosowane wszedzie tam, gdzie wystepujace obok siebie wielkosci dotycza réznych
sktadowych ztozonego uktadu termodynamicznego, por. punkt 4.1.2.

Energia swobodna Helmholtza ® elementu reprezentatywnego .# jest w postaci funk-
cji zmiennych makroskopowych G = (q,7,«). Funkcja predkosci energii swobodnej
Helmholtza ®(q, 7, «) jest potencjatem termodynamicznym dla trzech zmiennych sto-
warzyszonych z (q, T, &),

L0 g 0y 0? (4.1)

(I):Qq—ST—AOC, Q_a_q7 aTa _a

Powyzsze podstawowe réwnanie stanu elementu reprezentatywnego .# jest w postaci
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rozniczkowej, gdzie symbol Q oznacza wektor wypadkowych sit stowarzyszonych z wek-
torem przemieszczen uogdlnionych q (sity Q dziataja na kierunkach przemieszcezen q),
wielkosé skalarna S to entropia makroskopowa, natomiast A to zbioér sit termodyna-
micznych stowarzyszonych ze zmiennymi «, przedstawiony w postaci wektora. Wektor
przemieszczen uogolnionych q i temperatura 7' sa traktowane jako zmienne sterowalne.
W przypadku zmiennej q istnieje mozliwos¢ zadawania czy sterowania przemieszcze-
niami na wszystkich lub wybranych kinematycznych stopniach swobody elementu .7 .
Natomiast wektor & to zmienne niesterowalne, reprezentujace termodynamicznie nieod-
wracalne zmiany mikrostrukturalne jako odpowiedz materialu na wymuszenia zadane
przy pomocy q lub Q.

Makroskopowo niesprezysta deformacja elementu .#Z moze powstawaé na skutek mi-
krostrukturalnych zmian spowodowanych ruchem dyslokacji (opisywanych na nizszym
poziomie). Posta¢ tych mikrostrukturalnych zmian moze by¢ wysoce nieregularna z po-
wodu duzej liczby lokalnych niestabilnosci. Z uwagi na te lokalne niestabilnosci, pojecia
makroskopowych predkosci odksztalcenia lub naprezenia cial niesprezystych powinny
dotyczy¢ usredniania po reprezentatywnej objetosci materiatu jak réwniez po reprezen-
tatywnym przyroscie czasu, por. (Petryk, 2005).

Rozwazajac nierbwnowagowy proces w elemencie .# zachodzacy miedzy dwoma sta-
nami w infinitezymalnym przedziale czasu o dtugosci ot > 0 mozna zauwazy¢, ze proces
na poziomie mikroskopowym moze byé rozpatrywany jako nieciagly wzgledem czasu,
natomiast bedzie w skali makroskopowej rozwazany jako ciagly (w sensie usrednionym).
Makroskopowe zmienne, oznaczone tu symboliczne jako ¥, ze wzgledu na swoj usred-
niony charakter zmieniaja sie wiec w sposob ciagly w makroskopowej skali czasu ¢.
Predkos¢ dowolnej makroskopowej wielkosci ¥ wzgledem czasu t jest wyznaczana w
postaci ilorazu

Y
Wektor przemieszczeri uogolnionych q zawiera wszystkie kinematyczne stopnie swo-
body elementu makroskopowego .#. Wektor q mozna przedstawi¢ w postaci sumy

q=4+q, (4.3)

gdzie q zawiera zadane przemieszczenia lub odebrane stopnie swobody elementu .#,
natomiast q to wektor niewiadomych. Wektor wypadkowych sit mozna przedstawi¢ w
postaci

przy czym niezerowe skladowe wektora Q odpowiadaja sktadowym wektora q, z analo-
giczng odpowiedniodcia sktadowych Q i q, tzn.
Q-q=Q-q=0. (4.5)

4.1.2 Zlozony uklad termodynamiczny

Modelowane procesy deformacji zachodza w ztozonym uktadzie termodynamicznym, ozna-
czonym symbolem 2, zlozonym z reprezentatywnego elementu materiatu .#, urzadze-
nia obciazajacego # i rezerwuaru ciepla #Z. Zlozony uklad termodynamiczny 2 jest



56 4. Przyrostowa minimalizacja energii w modelowaniu proceséw deformacji

uktadem termodynamicznie zamknietym oraz izolowanym przy ustalonej wartosci para-
metru obcigzania .

Parametr obcigzania A zostal wprowadzony w celu okre$lania zmian ograniczen ze-
wnetrznych w trakcie modelowanego procesu. Sterowanie procesem przy uzyciu para-
metru A moze odbywac sie przez zmiany obciazen zewnetrznych oraz zmiany wymuszen
kinematycznych. Zaktadamy, ze A(t) jest zadang (wolno zmienna) funkcja czasu t.

Urzadzenie obciazajace # jest zdefiniowane w postaci mechanicznego uktadu kon-
serwatywnego o energii potencjalnej 25, ktory dostarcza energie w formie pracy do
elementu .. Dla uproszczenia przyjmujemy, ze

Qs =Q-(@N) =-Qs-q, gdzie Qs =Q-()\) (4.6)

Symbol Q # oznacza zadany wektor wypadkowych sit obciazajacych. Entropia mecha-
nicznego urzadzenia obciazajacego jest pomijana, wiec energia potencjalna {25 jest in-
terpretowana jako energia wewnetrzna urzadzenia % .

Rezerwuar ciepta Z utrzymuje stala temperature absolutng 7T, > 0. Ztozony uktad
termodynamiczny 2 jest izolowany termicznie, wiec catkowita energia w formie ciepta
@, jaka moze by¢ dostarczana do (lub emitowana z) elementu ., niezaleznie od przy-
czyn przeptywu (), pochodzi z rezerwuaru & i jest rowna 6Q) = —0E, = —T1,054,,
gdzie E, oznacza energie wewnetrzna (przy braku energii kinetycznej rezerwuaru), a
S entropie rezerwuaru ciepta.

Skorzystamy z powszechnego zatozenia, ze energie wyrdzniane w uktadzie sa addy-
tywne, oraz ze ich bilans jest zachowany. Energia calkowita E., (wewnetrzna i kine-
tyczna) oraz catkowita entropia S, zlozonego uktadu termodynamicznego 2 moga by¢
przedstawione w postaci sum

ESZ’ = U//t—i_QF}—i_E%_'_KfK? ng :S//{_'_S%? (4-7)

gdzie U, to energia wewnetrzna elementu reprezentatywnego .# . Makroskopowa ener-
gia kinetyczna K., > 0 znika w stanie rownowagi. Entropia S , elementu reprezenta-
tywnego .# jest w postaci funkcji zaleznej od zmiennych G = (q, 7, «). Inne mozliwe
postacie energii, takie jak np. energia elektryczna, sa tutaj pomijane.

Element .# bedzie wymienial energie jedynie przez dwa typy oddziatywan. Oddzia-
lywanie mechaniczne odbywa sie poprzez urzadzenie obciazajace %, natomiast oddzia-
tywanie cieplne w wyniku kontaktu z rezerwuarem ciepta #. Dla reprezentatywnego
elementu materialu .# mozna sformutowaé pierwsze prawo termodynamiki nazywane
rowniez zasadag zachowania energii. Zasada zachowania stanowi, ze predko$é zmiany
energii wewnetrznej U, elementu reprezentatywnego jest rowna predkosci pracy od-
ksztalcenia W, (nie obejmujacej ewentualnych zmian makroskopowej energii kinetycz-
nej) oraz predkosci zmiany energii w formie ciepla Q pochlonietego przez element .#,

Uy=W.,+Q. (4.8)

Wykorzystujac rownosé ciepta pochtanianego przez . i energii oddawanej z rezerwuaru
0Q) = —0FE, oraz pierwsze prawo dla elementu .#, mozna wyznaczy¢ predko$é zmiany
energii catkowitej £, (4.7) ukltadu
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Calkowita praca dostarczana do elementu .# obejmuje zmiany energii kinetycznej .,
wliczone do K. W tym miejscu wprowadzamy ograniczenie do modelowania procesow
quasi-statycznych, wiec energia kinetyczna K, = 0, czyli

W procesach sterowanych sitami zewnetrznymi Q. energia potencjalna obciazenia (),
nie moze zosta¢ pominieta. Natomiast w modelowaniu proceséw sterowanych kine-
matycznie, energia potencjalna ), zewnetrznych sil obciazajacych Q # jest zerowa, a
predkosé energii catkowitej (4.10) upraszcza sie do predkosci pracy odksztalcenia,

Drugie prawo termodynamiki dla ztozonego uktadu 2 ma postaé
Sy =8,-Q/Ty=5">0. (4.12)

Predkosé nicodwracalnej produkeji entropii S mozna roztozy¢ na trzy cztony, predkosé
produkeji termicznej S™, predkosé produkeji wewnetrznej w .# zalezng od skali czasu
SY, oraz niezalezng od skali czasu predkosé produkeji wewnetrznej S™. W rozprawie
przyjeto ograniczenie do modelowania proceséw izotermicznych, przyjmujac T = T,
Sth — (), oraz pominicto efekty zalezne od skali czasu, przyjmujac Sv = 0. Predkosé
dyssypacji wewnetrznej w elemencie reprezentatywnym .# o jednorodnej temperaturze

T jest wiec w postaci . ' . N N
9=TS,—Q=T5"=T5". (4.13)

4.1.3 Moc odksztalcenia i moc dyssypowana

Symbol W, oznacza predkosé pracy (czyli moc) wypadkowych sit na wirtualnych prze-
mieszczeniach, wykonanej w reprezentatywnym elemencie materialu .#. 7 pierwszego
prawa termodynamiki (4.8) i wzoru na predkosé dyssypacji (4.13) oraz z wykorzysta-
niem zalozenia, ze temperatura T' = T, jest jednorodna w obszarze zajmowanym przez
A, mozna otrzymaé wzor

W=U-ST+9. (4.14)

W niniejszym punkcie pominieto dolny indeks .# oznaczajacy wielkosci opisujace re-
prezentatywny element materiatu, czyi W =W, U=U,, S=5,,T=T,, itd..
Suma energii wewnetrznej U (U jest potencjalem termodynamicznym jako funkcja
miar deformacji, entropii i zmiennych wewnetrznych) i energii przekazywanej w formie
ciepla —S T jest nazywana energia swobodna Helmholtza & = U — ST, por. (4.1).
Nalezy zauwazy¢, ze energia swobodna jest energia wewnetrzng przetransformowana
przy uzyciu transformacji Legendre’a. 7 definicji energii swobodnej wynika wzor na
predkos¢ energii wewnetrznej U=®+ST+ST. Po wprowadzeniu energii swobodnej,
predkosé pracy odksztalcenia W przy przyjetym zalozeniu T = const wyraza sie wzorem

W=ao+9. (4.15)

Do powyzszego wzoru mozna wprowadzi¢ wyrazenie na predkosé energii swobodnej (4.1),
wowcezas predkosé pracy odksztatcenia ma postac

W=Q-q—A-&+ 9. (4.16)
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Powyzsza réwnosé mozna przedstawi¢ w formie
W-Q-q=92-A-« (4.17)

Dla rzeczywistych predkosci zmian (q°, &°), z definicji predkosci pracy odksztalcenia W
przy nieujemnosci dyssypacji wewnetrznej & wynika, ze

W=Q-q" oraz 2°=A-&" >0. (4.18)

Sytuacja wyglada inaczej dla wirtualnych predkosci (q, &), dla ktorych rownosé (4.17)
nadal obowiazuje, ale niekoniecznie przy wystepowaniu rownosci (4.18). Symbol & ozna-
cza wirtualne strukturalne przeorganizowania w reprezentatywnym elemencie material-
nym .. Wirtualna predkosé wewnetrznej dyssypacji Z na poziomie makroskopowym
jest zatozona jako niezalezna od skali czasu funkcja D. W szczegblnosci bedziemy za-
ktada¢, ze w zadanej temperaturze T' = T, funkcja dyssypacji

9 =D(x, &) >0 (4.19)

jest funkcja o warto$ciach nieujemnych, jednorodna rzedu pierwszego wzgledem «,
tzn. D(o,r &) = r D(«, &) dla kazdego r > 0. Funkcja D zalezy od stanu poprzez
« i nie zalezy od deformacji q.

Jesli jakie§ szczegolne & odpowiadaja procesowi rzeczywistemu to funkcja D po-
winna da¢ rzeczywista warto$é predkosci dyssypacji. Funkcja D jest liniowa wzgledem
& wewnatrz stozka £(G) w przestrzeni zmiennych &,

D(G,&) = A(G) - & dla kazdego & € L(G). (4.20)

Stozek L£(G) (w przestrzeni zmiennych &) zawiera wszystkie & odpowiadajace rzeczywi-
stym sitom termodynamicznym A(G), czyli £L(G) = {&: D(G, &) = A(G) - &}.

4.1.4 DMaterial z wieloma mechanizmami deformacji niesprezy-
stej

Niniejszy podrozdzial zawiera oméwienie predkosci zmian energii catkowite; E., (4.10),
gdy moc odksztalcenia W (4.16) jest wyznaczana w elemencie reprezentatywnym .#
materiatu o wielu mechanizmach niesprezystej deformacji, por. (Petryk, 2005).

W zagadnieniach termodynamiki, zmiany wewnetrznej struktury materiatu sa cze-
sto opisywane przy pomocy wewnetrznych zmiennych stanu. W niniejszej pracy, we-
wnetrzne zmienne stanu spelniaja pomocniczg role. W ogélnosci, ich liczba i skalarny
lub tensorowy charakter nie jest ustalony. Dla celow niniejszej pracy wystarczy, ze
zmienne stanu sg oznaczane jako « i rozwazane w konfiguracji odniesienia.

Niech f*(G) oznacza funkcje obciazania K-tego mechanizmu deformacji

F5G) <0, K=1,... ny, (4.21)

gdzie symbol n, oznacza liczbe wszystkich mechanizméw w elemencie .Z. Kazda z
funkcji f* jest stowarzyszona tylko z jednym mechanizmem niesprezystej deformacii,
moze to by¢ np. system poslizgu w krysztale. Funkcje obcigzania oznaczono symbolem
f* identycznym jak funkcje plastycznosci w krysztale, poniewaz obie pelnig identyczne
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zadanie. Kazda z funkcji obcigzania jest tak dobrana, ze aktualna wartos¢ f* daje in-
formacje o aktywnosci stowarzyszonego mechanizmu. Gdy funkcja obciazania f* osiaga
wartos¢ rowna zeru to K-ty mechanizm moze zosta¢ aktywowany.

Identyfikacja odpowiednich wewnetrznych zmiennych stanu « nie jest zadaniem ta-
twym. Tutaj nie ma potrzeby precyzyjnego zdefiniowania zmiennych «. Wystarczy
wprowadzi¢ zbiér parametrow v* otrzymywanych z catkowania (wzgledem czasu) mnoz-
nikow %K podobnie jak w klasycznej teorii plastycznosci. Nastepnie, dla kazdego mecha-
nizmu K ustalamy kierunek n® w konfiguracji odniesienia. Woéwczas predkosci zmian
parametrow wewnetrznych mozna przedstawi¢ w postaci sumy

nMm

=t (0)5", (422)

gdzie n* to wektory (tensory) o niezerowej dtugosci. Nalezy zaznaczy¢, ze v* nie sta-
nowiag wewnetrznych zmiennych stanu, poniewaz aktualna wewnetrzna struktura mate-
riatu, reprezentowana przez o, moze zaleze¢ od historii %K . Kazdemu mechanizmowi
niesprezystej deformacji jest przyporzadkowany jeden (wirtualny) mnoznik %K > 0.

[loczyn skalarny sit termodynamicznych i predkosci parametréw wewnetrznych mozna
przeksztalcié do postaci

nm M
. o o
Ad=) Ay =) x5~ (4.23)
K=1 K=1

Zalezne od stanu termodynamiczne sily napedowe 7% = 7%(G) = A -n* to skalarne

wielkosci stowarzyszone z mnoznikami %K , por. (Petryk, 2000b). Funkcje obcigzania,
dla kazdego z mechanizméw niesprezystej deformacji, sa zdefiniowane w postaci réznic

ff=n"—nl (4.24)

cr?

gdzie 7% = wX(G) oznaczaja wartosci krytyczne (progowe) termodynamicznych sit na-
pedowych 7%. Aktualne wartosci 7% zaleza od historii deformacji. Funkcja dyssypacji
jest zdefiniowana w postaci sumy

M

DG =3 75, (4.25)

Z wykorzystaniem powyzszych wzorow (4.25), (4.23) oraz definicji funkcji obciazania
(4.24) mozna wyznaczy¢ roznice

nMm

D(G.Y)—A-&=—Y f~ (4.26)

K=1

Warunek termodynamicznej zgodnosci (4.20) sprowadza si¢ do réwnosci

<

4% =0 dla kazdego mechanizmu K. (4.27)

Poprzednio pokazano, ze (wirtualna) predkosé pracy odksztatcenia W w reprezentatyw-
nym elemencie materiatu .# mozna przedstawi¢ w postaci (4.16). Przy uzyciu rownosci
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(4.26) mozna do wzoru na predkosé pracy odksztatcenia (4.16) wprowadzi¢ sity termo-
dynamiczne i ich wartosci krytyczne ukryte w funkeji obciazania (4.24),

W=Q-q—Y 9y~ (4.28)

K=1

Predkos¢ zmian energii catkowitej (4.10) termodynamicznego uktadu 2 z elementem
reprezentatywnym .# o wielu mechanizmach niesprezystej deformacji wynosi

E,=Q-q-> [y +Q,. (4.29)

K=1
Po podstawieniu (4.3) i (4.6) otrzymujemy

B, =(Q-Qs)-a-) 5 +Q4-Qs-a (4.30)

4.2 Minimalizacja przyrostu energii ukladu

4.2.1 Warunki stabilnosci stanu ré6wnowagi uktadu

Klastyczny warunek termodynamicznej stabilnosci Gibbsa, ktéry wynika z warunku
maksymalne]j entropii w stanie rownowagi (z drugiego prawa termodynamiki), zostal
rozszerzony, w celu uwzglednienia niezaleznej od skali czasu predkosci dyssypacji we-
wnetrznej. Petryk (2005) wykazal, Zze ten klasyczny warunek jest zbyt restrykcyjny,
poniewaz wyklucza lokalne niestabilno$ci materiatu w nizszej skali i w efekcie eliminuje
fizyczne przyczyny niezaleznego od skali czasu niesprezystego zachowania materiatu.

Wirtualny przyrost z zadanego (poczatkowego) stanu oznaczony symbolem A, odpo-
wiada zadanemu rzeczywistemu przyrostowi A\ parametru obcigzania wprowadzonemu
w celu okreslania zmian ograniczen zewnetrznych w procesie deformacji poczawszy od
chwili t az do t 4+ At. Symbol A oznacza wirtualny przyrost dowolnej wielkosci ¥ w pro-
cesie prowadzacym od poczatkowego stanu rownowagi G° w chwili ¢, gdzie ¥(G%) = Uy,
do dowolnego stanu koricowego G w chwili ¢ + At, gdzie V(G) = W, a4 Przyrost do-
wolnej wielkoéci ¥ jest w postaci roznicy AV = U(G) — ¥(G%). Ten wirtualny przyrost
dotyczy zmiennych stanu oraz wielkosci, ktore zaleza réwniez od Sciezki przej$cia miedzy
tymi dwoma stanami. Poszukiwany przyrost energii catkowitej jest obliczany w postaci
catki

t+AE
AE, :/ E(T)dr. (4.31)
¢

Energia kinetyczna jest nieujemna i znika w stanie réwnowagi. Warunek wystar-
czajacy termodynamicznej stabilnosci stanu réwnowagi uktadu 2 z uwzglednieniem
niezaleznej od skali czasu predkosci wewnetrznej produkeji entropii S™ w elemencie .,
(Petryk, 1995), jest w postaci

AFE, >0 dla kazdego stanu G # G° przy A\ = 0, (4.32)

gdzie AE, = AW + AQ . w procesach quasi-statycznych, por. 4.40.
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Jako wymog wstepny spelnienia (4.32), mozna wprowadzi¢ warunek rzedu pierwszego
stabilnosci stanu rownowagi:

E, >0 w stanie G° przy A = 0, (4.33)

gdzie B, = W 4 Q. jest prayblizeniem pierwszego rzedu przyrostu AE.,. Pochodne
wystepujace w warunku powyzej oznaczaja przyblizenia pierwszego rzedu wirtualnych
przyrostow A.

Dla materiatu rozwazanego w punkcie 4.1.4, predkos$é zmian energii catkowitej (4.30)
mozna podstawi¢ do warunku stabilnosci rzedu pierwszego (4.33). Przy A = 0 wielkosci

Q z1 q przyjmuja wartosci zerowe, tak wiec warunek (4.33) sprowadza sie do nier6wnosci

nM

E,=(Q-Qs)-q—> f¥>0 przy A=0. (4.34)

K=1
Jezeli %K = 0 to na mocy zasady prac wirtualnych E, =0, gdy A = 0. W stanie

rownowagi mechanicznej (Q = Q) otrzymujemy wiec

nMm
E, =— Z e %K >0, w stanie GY przy A=0. (4.35)
K=1

. . <& . L . . L.
7 zalozenia v* > 0 otrzymujemy konicowy warunek rzedu pierwszego stabilnosci stanu
robwnowagi w postaci

< <0. (4.36)

Natomiast z warunku (4.20) i réwnosci (4.26) otrzymujemy warunek, por. (4.27),

N

<

ff4% =0, (nie sumowaé po K) (4.37)

ktory musi byé spetniony w procesie deformacji przez aktualne wartosci %K . 7 wa-
runkow (4.36) i (4.37), tacznie jako warunkéow Kuhna-Tuckera w teorii optymalizacji,
otrzymujemy zasade minimum

min £, = min ( - nZMfK %K) =0. (4.38)
K=1

K >0 (A=0) §K>0

4.2.2 Minimum energii przyrostowej uktadu

Zastosowane w niniejszej rozprawie podejécie pozwala wyznaczaé przebieg procesu de-
formacji, bazujac na energetycznym kryterium stabilnosci proceséw quasi-statycznych
sformutowanym w pracach (Petryk, 1985, 1991a, 1999). Kryterium stabilnosci pro-
cesu zostato przedstawione jako warunek minimum energii przyrostowej. Energetycznie
stabilne rozwigzanie klasycznego zagadnienia przyrostowego, por. tab. 2.3, bedzie odpo-
wiadaé¢ rozwiazaniu zagadnienia minimalizacji energii przyrostowej AFE, w postaci

min AE,

4.
z ograniczeniami kinematycznymi przy A\ # 0. (4.39)
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Energia przyrostowa bedzie rozumiana jako przyrost energii catkowitej AFE, dostar-
czanej ze 7rodet zewnetrznych, w procesie quasi-statycznym, do uktadu mechanicznego
% zlozonego z deformowanego elementu reprezentatywnego .# i urzadzenia obcigza-
jacego .#, umieszczonych w rezerwuarze ciepta Z. Przyjete jest zalozenie, ze procesy
deformacji zachodza na sposob izotermiczny, wiec z rozwazan mozna usunaé zmienna 71’
okreslajaca temperature. Makroskopowy stan elementu reprezentatywnego .# w pro-
cesach izotermicznych jest charakteryzowany przez pare (q, ).

Przyrost AE, moze by¢ zidentyfikowany jako wirtualna zmiana energii catkowitej
ukladu 2 (pod nieobecnosé energii kinetycznej), por. (4.10),

W przypadku modelowania proceséw sterowanych kinematycznie, por. (4.11), przyrost
energii upraszcza sie do przyrostu pracy odksztalcenia,

AE, = AW. (4.41)

Minimalizacja energii przyrostowej rzedu pierwszego, dla materiatu z wieloma me-
chanizmami niesprezystej deformacji, po podstawieniu wyrazenia (4.30) sprowadza sie
do zagadnienia

nm .
min B, = min (Q-Qx)-d-rmin (=" f3%)+(Q-4-Qs-a) pray A £ 0. (4.42)
q,7%>0 q ¥K K1

Ostatni czton w nawiasach ma zadana wartos¢. Minimalizacja po q oznacza spelnienie
, . . L O . .

warunku rownowagi, a minimalizacja po ¥ jest identyczna jak w warunku (4.38). W

konsekwencji w stanie rownowagi mechanicznej otrzymujemy warunek

Y : :
min By = min (=3 5) +(Q-4-Qs-a) = (Q-4-Qs-d)  (443)
K20 YE>0 K1
spelniany tozsamosciowo dla f* i Y% spetniajacych warunki (4.36) i (4.37). Dla weryfi-
kacji warunku (4.39) nalezy wiec rozwazy¢ cztony rzedu wyzszego niz 1.

4.2.3 Przyblizenie 2-go rzedu energii przyrostowej ukladu

Przyblizenie wirtualnego przyrostu energii catkowitej AFE, jest wyznaczane przy uzy-
ciu rozwiniecia w szereg Taylora z dokladnoscia do czlonéw drugiego rzedu wzgledem
przyrostu At

. 1 ..
AE, = E,|,At + §Ey|t(m)2 +..., (4.44)

i nazywane energiq przyrostowq drugiego rzedu.

Postepujac analogicznie do (4.44) mozna wyznaczy¢ przyrost AW pracy odksztalce-
nia, por. (4.28), wykonanej w elemencie reprezentatywnym .# , rbwniez w sposob przy-
blizony z doktadno$cia do cztonéow drugiego rzedu wzgledem przyrostu At. Potrzebne
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w tym celu pierwsze i drugie pochodne (ang. forward rates) sa wyznaczane w stanie
réownowagi mechanicznej G° uktadu w chwili ¢,

nMm nMm nMm

W=Qaq—Y f3" oraz W=Q-q+Q-a—Y f3 = fF(). (4.45)

Wartoséci funkeji znane w stanie rownowagi G° w chwili ¢ s oznaczone dolnym indeksem
t. Przy uzyciu powyzszych wzoréw mozna przedstawi¢ przyrost pracy AW w postaci

AW = (Q- (@At +3a(A0)?) = ST, F< (At + §(5) (A2)) + (4.46)
+%(QAt.th—ZzhngAt%KAt)tJr..., '

nastepnie wprowadzi¢ oznaczenia przyrostow wielko$ci wystepujacych powyzej

AQ=QAt+ ..., Aff<=fSAt+...,
(4.47)
Aq=gAL+ Lq(A02 + ..., AyF = F5AL+ () (AN + ...

Stosujac wyzej wprowadzone oznaczenia, przyrost pracy odksztalcenia mozna przedsta-
wi¢ w postaci

AW = (Qt Aq— HZM fthK) + %(AQ “Aq - nZM A fKAny) Fo((At)?),  (4.48)

gdzie symbol o( ) oznacza cztony wyzszego rzedu i jest zdefiniowany tak, ze gdy At — 0
2
to iloraz % — 0. Nalezy zauwazy¢, ze wystepujacy powyzej czlon > "M fEA~S £ 0
nie zawsze znika dla skonczonego kroku At, wiec nie moze by¢ pominiety.
Analogicznie do rozwiniecia (4.44), przyrost pracy odksztalcenia mozna przedstawic

W postaci sumy

AW = AW + AW + o((At)?), (4.49)
gdzie niezalezne cztony pierwszego AW i drugiego A;W rzedu to

nM nMm

MW =Q-Aq— ) fFAYS, AW = %(AQ Aq— KZ:: A meK). (4.50)

K=1

Przyrost energii potencjalnej AQ, urzadzenia obcigzajacego .# jest rowniez obli-
czony z doktadnoscig do cztonéw drugiego rzedu

AQy = A—Qs - @) = —Quirar - (@ + AQ) + Qs - & + 0((AL)?). (4.51)

Nalezy zauwazy¢, ze minimalizacja przyrostu energii (4.40) wzgledem Aq, z doktad-
noscia do cztonu pierwszego rzedu A1E, = AW + A1Q, (4.53), daje rozwiazanie,
ktore spetnia warunek rownowagi mechanicznej Qt — Q ¢ = 0 w poczgtkowym punkcie
t rozpatrywanego przyrostu.

W celu wyznaczenia poszukiwanych przyrostow A+* i AQ minimalizowany przyrost
energii catkowitej uktadu

min = AFE,, (4.52)
AG, AvK >0
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musi zawiera¢ obydwa cztony, czyli AE, = A1Ey + AsE L, gdzie

AEy =Qi-Aq— ) ffAY = Qsi-AG— AQs - &, (4.53)
1 = K K A ~
AoBy = (AQ Aq — KZ Af5 A~y ) ~AQ, - AG. (4.54)

4.2.4 Stacjonarnos$é¢ energii przyrostowej i ograniczenia konsty-
tutywne
W punkcie minimum dla zagadnienia (4.39), warunki stacjonarnosci energii przyrostowej

AFE., okreslonej wzorem (4.40) wzgledem Aq i Avy* # 0 wyrazaja sie poprzez zerowanie
pochodnych czastkowych:

OAEy o LaQs tng 22Q aAfL 0
OAEy . 17 0AQ « OAS" |
DA fi 2( DA< Aq+Af +ZaA — >+0(At). (4.56)

W tym miejscu mozna wprowadzi¢ oznaczenia na pochodne przyrostéow wektorow
wypadkowych sit i funkeji obcigzania
A AfE A AfX
a_Q: 7 a f~ — K’ a Q :—NPK, a f :_gKL' (457)
0Aq 0Aq OAvE OA~T

W szczegblnym przypadku plastycznosci krysztatu, symbol ¢g** utozsamiany bedzie ze

sktadowymi macierzy modutow interakeji systemow poslizgu (2.44). Z wykorzystaniem
oznaczen (4.57) otrzymujemy

AQ=K-Aq— ) N"Ay"+o(At), Af<=N*-Aq—) g“"Ay"+o(At). (4.58)
L L

Po podstawieniu powyzszych wyrazen do wzoréow (4.55) i (4.56), otrzymujemy za-
leznosci

OAE, - A A 0Aq Lr L

oAG (Q:— Qs —AQs) + (AQ+Aq K- e —ZN Ay ) +o(At), (4.59)
OAFE
aA—f =—f - (AfK + N%.Aq— ZgLKAvL) + o(At), (4.60)

ktore mozna przeksztalcié, korzystajac z symetrii K = K" i warunku (4.5) do postaci

8AE2’ A A A A 1 PL L L
ng (i~ Qs)+(AQ-2Qs) +3 D (N"F = NY)Ay" +o(At),  (4.61)

L

aAESX K K 1 K PK KL LK L
oA~ ft A +5(N* =N ) A=Y (9" = ¢")Av" +o(At).  (4.62)

L
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Naktadamy teraz warunek, aby minimalizacja energii przyrostowej A F . okreslanej wzo-
rem (4.40) prowadzita tozsamosciowo do spehienia warunkéw réownowagi, warunkow
termodynamicznej zgodnosci (4.27) i ograniczenia (4.21) na korcu kroku przyrostowego
po pominieciu cztonéw rzedu o(At), a wiec

Qt+At - Qm+At =0, ftliAtAVK =0 ftI—{i-At < 0. (4'63)

Wynikaja stad ograniczenia nakladane na zwiazki konstytutywne. Z poréwnania (4.61)
i (4.63)1, wynika warunek analogiczny do stowarzyszonosci (normalnosci) kierunku de-
formacji niesprezystej

NP* =N¥  jezeli Ay™ #£0, (4.64)
tak aby po pominieciu cztonow rzedu o(At)
0AFE A A
(9A€ig = Qt+At - Qg t+ar = 0. (4-65>

Z warunku (4.64) wynika, ze minimalizacja energii przyrostowej nie ma zastosowania
w modelach o niestowarzyszonym prawie ptyniecia, por. (Mroz, 1963). W przypadku
krysztalow niestowarzyszonos$é sprowadza sie do nieprzestrzegania prawa Schmida, por.
(Asaro & Rice, 1977).

Z kolei z poréwnania (4.62) i (4.63)3 przy zalozeniu (4.64) i dla niezerowych Av* i
A~* otrzymujemy warunek symetrii

gt =g jezeli A" #0,Av" #0, (4.66)
tak aby (po pominieciu cztonéw rzedu o( At))
AE
%—f;ﬁ = ffiae =0 Jezeli Ay™ #0. (4.67)

Przy zalozeniach (4.64) i (4.66) warunki (4.63) sa spelione (pomijajac cztony rzedu
o(At)) jako warunki Kuhna-Tuckera dla minimum AF.,.

Podsumowujac, ograniczenia konstytutywne (4.64) i (4.66) sa konieczne i wystarcza-
jace, aby minimalizacja energii przyrostowej AE, (4.40) implikowata spelnienie warun-
kow konstytutywnych (4.63) na koricu kroku przyrostowego przy pominieciu czlonow
rzedu o(At). Z tego wzgledu minimalizacja proponowana w pracy (Franciosi & Zaoui,
1991) bez nalozenia warunku symetrii (4.66) odnosita sie wyltgcznie do zbioru rozwia-
zan zagadnienia przyrostowego dla krysztalu, a nie do zbioru wirtualnych przyrostow
poslizgu jak powyzej. Minimalizacja zastosowana w pracach (Ortiz & Repetto, 1999;
Ortiz et al., 2000) nie miata powyzszego uzasadnienia teoretycznego. Uzasadnienie po-
wyzsze stanowi rozszerzenie twierdzenia z pracy (Petryk, 1999) dla infinitezymalnych
przyrostéw na przyrosty o matych lecz skoriczonych dtugosciach.

4.3 Zastosowanie do procesu deformacji krysztalu

Predkos¢ pracy odksztatcenia 144 doprowadzanej do reprezentatywnego elementu mate-
riatu . jest otrzymywana w postaci catki objetosciowej po obszarze B zajmowanym w
konfiguracji odniesienia przez element .Z,

W= / wdV, (4.68)
B
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gdzie gestosé w jest nazywana predkoscia pracy (moca) odksztalcenia na jednostke ob-
jetosci w konfiguracji odniesienia. Wszystkie wystepujace ponizej gestosci funkcji sa
odniesione do jednostki objetosci w konfiguracji odniesienia. W ponizszych wzorach
gestos¢ materiatu nie bedzie jawnie wystepowala.

4.3.1 Zagadnienie deformacji krysztalu

W zagadnieniu plastycznodci krysztatu K-ty mechanizm niesprezystej deformacji to sys-
tem poslizgu, liczba mechanizméw n,, = ng to liczba dodatnich i ujemnych systemow.
Mnoznik %K = %K jest utozsamiany z predkoscig plastycznego Scinania. Ponizej przyjeto
identyfikacje wektorow sit i przemieszezen (Q,q) < (S, F), odpowiednio, jako tensory
naprezenia i gradientu deformacji, por. (2.45) i (2.46). Wartosci funkcji obciazania f*
mozna zidentyfikowaé jako funkcje plastycznosci, por. (2.39)

ff=n—nl =7 —1X (4.69)

czyli w postaci roznic wypadkowego naprezenia $cinajacego Schmida 7% i jego wartosci
krytycznej 75 dla kazdego systemu poslizgu plastycznego K niezaleznie.

Infinitezymalny przyrost deformacji krysztaltu w izotermicznym procesie odpowiada
parze (F,5%) okreslajacej odpowiednio, zmiane geometrii pomyslanej (hipotetyczne;)
kostki materialu oraz poslizgi na systemach. Niesymetryczna miara, jaka jest gradient
deformacji F jest sprzezona poprzez prace @ = S - F z niesymetrycznym pierwszym
tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa S. Réwnania konstytutywne dla predkosci zmian
naprezenia i funkcji plastycznosci z wykorzystaniem miar niesymetrycznych przedsta-
wiono w postaci (2.45) i (2.46). Warunki aktywacji mechanizméw plastycznego ptyniecia
okreslane sa w postaci ukladu rownan i nieréwnosci (2.32) i (2.33).

Wirtualna moc odksztalcenia na jednostke objetosci w konfiguracji odniesienia ma
postac

ns
=8 -F—> fr" (4.70)
K=1

przy czym ostatni czton znika w procesie rzeczywistych deformacji. Gesto$é¢ przyrostu
drugiego rzedu pracy odksztalcenia okreslana jest wzorem analogicznym do (4.48),

Aw = (st N ftKAny> + %(AS AF - A fKAny> +o((AL)?).
@71

4.3.2 Minimalizacja energii 1-go rzedu

Rozwazamy proces sterowany kinematycznie, w ktérym przyrost AS2, = 0, skad wynika,
ze AE, = AW (4.41). W stanie rownowagi mechanicznej, jako specyfikacje warunku
minimum (4.43) dla jednorodnej deformacji elementu reprezentatywnego ., otrzymu-
jemy
minEfg:min(—/fK%KdV>+S.F:S-F. (4.72)
K >0 YK >0

Powyzszy warunek minimum sprowadza sie do spetnienia warunkéw Kuhna-Tuckera

YEZ0, <0, fUR =0, (4.73)
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identycznych do przyjetych poprzednio jako postulaty (2.32). Widoczne jest, ze ten
postulat (lacznie z warunkami réwnowagi) mozna traktowaé jako konsekwencje zasady
minimum energii 1-go rzedu.

4.3.3 Minimalizacja energii 2-go rzedu

Rozwigzywanie zagadnienia niesprezystej deformacji krysztalu polega na wyznaczaniu
poszukiwanych skoriczonych przyrostow $cinania plastycznego Av* oraz dodatkowo nie-
znanych sktadowych przyrostow gradientu deformacji AF przy natozeniu czesciowych
wiezow kinematycznych. Poszukiwane przyrosty obliczane sa dla zadanej wartosci przy-
rostu wybranego parametru sterowania procesem deformacji AX. W chwili ¢ znany
jest stan deformacji w materiale (F;), a poszukiwane wartosci przyrostow (AF, Ay*)
wyznaczaja stan deformacji materiatu w chwili ¢ + At.

Przy sterowaniu kinematycznym (AQ, = 0), poszukiwane przyrosty sa wyznaczane
przy uzyciu minimalizacji gestosci energii przyrostowej (4.41) obliczanej z doktadnoscia
do cztonéw rzedu drugiego, por. (4.71):

dla AN #0 min  Aw przy ograniczeniach na (A%, AF). (4.74)
(AvK, AF)

Przyrost gradientu deformacji przy przejsciu od stanu ¢ do stanu t + At, AF =
Fi ans — F4, mozna przedstawi¢ w postaci sumy

AF = AF + AF, (4.75)

znanego przyrostu AF = AF(A)) i poszukiwanego przyrostu AF. Wartosci znanego
tensora AF stuza do sterowania przyrostem deformacji materiatu na kroku (¢,¢ + At),
a wiec wprost zaleza od zadawanej wartosci AX. Natomiast wartosci tensora AF sa
nieznane i wyznaczane na etapie minimalizacji energii przyrostowej. Zadanie (4.74)
upraszcza sie, gdy przyrost gradientu deformacji jest catkowicie zadawany, AF = Aﬁ‘,
wowcezas poszukiwane sg jedynie przyrosty Scinania Ay*.

Proces deformacji mozna sledzi¢ z dowolna doktadnoscia, dzielac Sciezke na dowolna
liczbe etapow, dla ktorych wyznaczane sa poszukiwane przyrosty (Af‘, A~*). Dla kaz-
dego z etapoéw wygodnie bedzie oznaczy¢ symbolem n warto$ci w rownowagowym stanie
poczatkowym, natomiast symbolem (n + 1) poszukiwane wartosci na koricu etapu. W
dalszej czesci taki etap bedzie nazywany krokiem obcigzania lub deformacji. W kazdym
kroku deformacji (t,,t,41) gestosé przyrostu energii Aw dostarczanej do uktadu mozna
przedstawi¢ w postaci, por. (4.48) i (4.71),

ns

1 1

A= (8,4 S,00) - AF — DS (4 [ A o((A). (476)
K=1

Nieznane, koticowe dla danego kroku (t,, t, 1), wartosci naprezenia S,, 11 (Ay*, AF)i

funkcji plastycznosci £, (Av*, AF) mozna wyznaczy¢ z wykorzystaniem rownan (2.45),

(2.46) przedstawionych w formie przyrostowej, por. (4.47),

SAt — AS=S,,1—S,=A-AF - 3" A" A" + o(At),
‘ (4.77)
JEAL— Aff = fry = o = A AF = 3708 g Ayt + o(At),
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tutaj jeszcze bez ustalenia punktu przedziatu (t,,t,11), z ktorego beda przyjmowane
wartodci A, A*, ¢g®*. Natomiast wprowadzono tu zatozenia stowarzyszonosci A** = A¥
(4.64) oraz symetrii ¢g“* = ¢"* dla K, L € A (4.66).
Przy uzyciu powyzszych rownan (4.77) mozna wyznaczy¢ przyrost energii (4.76) w
rozwinietej formie z jawnym przedstawieniem przyrostow (A, Af‘)
Aw = 33705 9" Ay Ayt — AF - 3775 AP Ayt = 3778 fr Ayit
(4.78)
+S,, - AF 4+ AF - A - AF + o((At)?).

Wielkosci wystepujace powyzej i oznaczone symbolem n, takie jak fX, S,, maja znane
wartosci. Nalezy zauwazy¢, ze wartosci funkcji plastycznosci w stanie poczatkowym
fX nie musza by¢ réwne zeru, gdyz wartos¢ f* = 0 moze by¢ osiagnieta wewnatrz
przedziatu (t,, t,41).

Zmajac poczatkowy stan w chwili ¢,, i obliczajac przyrosty (Af‘, A~*) mozna wyzna-
czy¢ stan poszukiwany w chwili £(n+1). Podstawowe zagadnienie polega na iteracyjnym
rozwigzywaniu zadania minimalizacji gestosci energii przyrostowej Aw dla ustalonej dtu-
gosci danego kroku deformacji (t,, t,41):

przy ograniczeniach:
dla danego AF oblicz min _ Aw Ay* >0 : (4.79)
(A%, AF) AF = AF + AF

gdzie Aw = Aw(A~*, AF) oznacza przyrost gestosci energii (4.78), odpowiadajacy
deformacji powstatej w wyniku sterowania z uwzglednieniem kinematycznych stopni
swobody, przy zadanym AF.

W przypadku krysztalow typu r.s.c. poslizgi plastyczne Ay"™ moga wystapi¢ na 24
systemach. W dalszej czedci pokazano, ze liczba systemow, ktore sa uwzgledniane w
procedurze minimalizacji, moze by¢ istotnie ograniczona.

Jesli proces jest w pelni kontrolowany kinematycznie tak, ze w kazdej chwili ob-
cigzania przyrost gradientu deformacji AF = AF jest znany, to poszukiwane sa tylko
wartosci przyrostow $cinania plastycznego Ay > 0. Wowcezas, w wyrazeniu (4.78)
nalezy pomina¢ dwa ostatnie cztony niezawierajace poszukiwanych przyrostow scinania
A~¥ . a przyrost energii (4.78) zostanie uproszczony do niewykropkowanych cztonow

1 ns ns ngs
Aw = - KLANKE A~ — AF - AFA~E — EAAE ... 4.80
w 2}(;19 v Ay ; o ;fn v+ (4.80)

Zadanie minimum (4.79) energii przyrostowej Aw upraszcza sie w przypadku pelnych
wiezow kinematycznych do postaci

dla danego AF oblicz min Aw. (4.81)

(AyK>0)

Rozwiazaniem jest zbior przyrostéw Scinania A+*, ktory minimalizuje przyrost energii

Aw = Aw(A~*), dany wzorem (4.80).
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4.3.4 Kinematyczne sterowanie procesem deformacji - pelne i
czesSciowe ograniczenia

Sciezka deformacji materialu moze byé¢ modelowana przez zadanie przebiegu niekto-
rych sktadowych gradientu deformacji F(\) i okreslana jako kinematyczne sterowanie
procesem, jezeli zadawane uzupetniajace sktadowe tensora naprezenia S sa réwne zeru.
Parametr obciazania A = A(t) jest wprowadzony w celu sterowania procesem deformacji
rowniez w przypadku modelowania cyklicznych obcigzen, gdy A moze rosnaé, a nastep-
nie male¢. W szczegolnosci, gdy material jest monotonicznie obciazany bez odciazania,
mozna napisa¢ A = t.

Rozwazana tu opcja kinematycznego sterowania moze odbywaé sie z petnymi wiezams
kinematycznymi, co oznacza, ze wszystkie sktadowe tensora gradientu deformacji F;;(\)
sa znane i zadawane w postaci funkcji parametru obcigzania A(t). Wowcezas znana
jest pelna informacja o wartosci przyrostu gradientu deformacji AF = F, .1 — F,,
jaki towarzyszy przejsciu miedzy zadanymi punktami (¢,,%,1). Przyktadem procesu
modelowanego z pelnymi wiezami kinematycznymi jest proste Scinanie, por. punkt 6.1.1.

Sterowanie kinematyczne deformacja materiatu przy czesciowych wiezach kinema-
tycznych umozliwia modelowanie szerszej klasy procesow. W szczegdlnosci pozwala mo-
delowaé jednoosiowe rozcigganie (punkt 6.1.3) badz Sciskanie, probe kanalikowa (punkt
6.2.2) czy $ciskanie w p.s.o. (punkt 6.2.2), wszystkie w ramach jednolitego podejscia.
Wiezy kinematyczne sa naktadane czesciowo, wiec tylko wybrane sktadowe tensora F(\)
sa zadane, a ich wartosci znane dla kazdego t. Te zadane sktadowe odpowiadaja ze-
wnetrznym wiezom lub blokadom nakladanym przez schemat testéw deformacji. Po-
zostale nieznane wartosci sktadowych Fj; sa poszukiwane i nie muszg by¢ ograniczone.
Sktadowe tensora gradientu deformacji sa w postaci

F. (N dla(i,j) €2
. = 2. ’ ’ 4.82
g { Fy dla (4, ) € 2, (4.82)

gdzie symbole Z i Z oznaczajg roztaczne zbiory podwojnych indekséow ij, odpowiednio,
zadanych sktadowych Fij i poszukiwanych sktadowych Fij tensora F gradientu defor-
macji. Gradient deformacji mozna roztozy¢ addytywnie z wykorzystaniem sktadowych
(4.82), analogicznie do wzoru (4.75), na czes¢ zawierajacg zadane F i poszukiwane F
sktadowe tensora w postaci F(\) = F(\) + F, por. (4.75) oraz (4.3). W szczegolnym
przypadku petnej kontroli kinematycznej gradient F = F, a czeS¢ poszukiwana F =0.

Jako przyktad powyzszego rozbicia tensora F, ponizej podano postaé¢ sktadowych
F;; w modelowaniu jednoosiowego rozciggania na kierunku 3 uktadu wspétrzednych, w
ktorym urzadzenie obciaza probke materiatu. W tym przypadku, czedciowych wiezow
kinematycznych, sktadowe gradientu deformacji F oraz F(A) i F mozna przedstawic w
postaci macierzy

Fhn 0 07 0007 Fn 0 0
FA)~ | Foy Foo 0|, FAN)~ |00 0|, Fn~| Fy Fpn 0]. (483)
Fy Fipo A 00 A Fy Fg 0

Natozenie na sktadowe Fi3 = Fy3 = 0 ograniczeri powoduje, ze w trakcie deformacji, kie-
runek 3 rozciggania probki pozostaje niezmienny, natomiast Fjo = 0 wyklucza dowolny
obrot materialu wokot osi rozciagania. Ostatecznie w tensorze deformacji pozostaje
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pie¢ stopni swobody, a sterowanie procesem odbywa sie poprzez sktadows Fs3 = . Ilo-
czyn skalarny tensora gradientu deformacji i naprezenia, w przypadku jednoosiowego
rozciggania, mozna tatwo wyrazi¢ w postaci

00 0
F(\)-S=\Sy, gdzie S~|[00 0 |. (4.84)
0 0 Si

Nalezy zauwazy¢, ze przy czesciowych wiezach kinematycznych i braku obciazen
zewnetrznych (innych niz reakcje), pelne nasuniecie tensoréw F i S ma zerowa wartosé
F - S =0 (tensory te tworza ortogonalne kierunki).

4.4 Zastosowanie do modelowania formowania podstruk-
tury w krysztale

Kocks (1960) wskazuje, ze interakcje miedzy pierwotnymi i wtornymi dyslokacjami ha-
muja jednoczesne uruchomienie wiecej niz jednego systemu poslizgu w jednym regionie
krysztalu i w efekcie powoduja separacje aktywacji poslizgu na regiony pojedynczego
poslizgu. Ruchome dyslokacje nalezace do dwoch sasiednich aktywnych systemoéw spoty-
kaja sie na powierzchni granicznej miedzy regionami pojedynczego poslizgu, gdzie silnie
oddziatuja w wyniku formowania nieruchomych osiadtych uskokéw (progéw). Nagroma-
dzenie takich zatrzymanych dyslokacji prowadzi do formowania $cianek dyslokacyjnych.

W krysztatach podlegajacych plastycznym deformacjom jest obserwowany rozwdj
obszaréw o dominujacym pojedynczym poslizgu, (Piercy et al., 1955), (Asaro, 1983b)
(ang. ,patchy slip”). Wg pracy (Piercy et al., 1955), analiza poslizgow podczas badania
wzmocnienia utajonego ujawnia trudnosci, jakie napotyka poslizg pojedynczego sys-
temu w przechodzeniu przez ptaszczyzny poslizgu innych aktywnych systeméw. Wyniki
eksperymentalne ukazuja powstawanie oddzielonych obszaréw, gdzie dominuja poslizgi
pojedynczego systemu. Niecheé¢ aktywnych systemow poslizgu do przecinania sie wyja-
$niona jest trudnosciami, jakie pojawiaja sie, gdy przecinajacym sie dyslokacjom tworzy
powstawanie barier (ang. jog).

W procesie deformacji poczatkowo jednorodnych krysztaléw o wzmocnieniu utajo-
nym przyrost energii nie musi by¢ funkcja wypuktla, wiec moze posiadaé¢ lokalne mi-
nima odpowiadajgce kierunkom deformacji realizowanej przy aktywacji pojedynczych
systemow poslizgu. Wowcezas, uprzywilejowane jest powstawanie podstruktury ztozonej
lokalnie z podobszaréw o aktywnych pojedynczych poslizgach. Rozwdj podstruktury
jest preferowany w sensie energetycznym, gdyz moze oferowaé energetyczne korzysci w
stosunku do deformacji jednorodnej. Wniosek taki wynika z ogblnej analizy minimaliza-
c¢ji niewypuklej energii przyrostowej 2-go rzedu w zagadnieniu przyrostowo nieliniowym,
por. (Petryk, 1997a).

W pracy (Ortiz & Repetto, 1999) przyrostowe deformacje niesprezystego ciata (w
ramach teorii zaleznej od skali czasu) sa wyznaczane tak, ze minimalizuja (nie cal-
kiem jasno zdefiniowana) pseudosprezysta funkcje gestosci energii. Zasadniczym celem
powyzszej pracy byto sformulowanie zagadnienia wyznaczania struktur dyslokacyjnych
jako zadanie minimalizacji niewypuklej pseudosprezystej funkceji gestosci energii krysz-
tatlu z geometrycznym ostabieniem lub wzmocnieniem utajonym. Efekt geometrycznego
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ostabienia dotyczy redukcji wartosci wypadkowego naprezenia $cinajacego koniecznego
do uruchomienia systemu poslizgu w wyniku obrotow sieci, (Asaro, 1983b).

Ortiz et al. (2000) przyjmuja jako punkt wyjsciowy klasyczny lokalny model plastycz-
nosci krysztatu, jednakze w postaci lepkiej zaleznej od skali czasu t. Przyrostowa praca
deformacji jest wiec zalezna w sposob jawny od przyrostu At, co nie wystepuje w niniej-
sze rozprawie. Proponowane przez ww. autoréw podejscie obejmuje model materiatu
z dodatkowymi stopniami swobody lokalnej deformacji, tak ze material ma mozliwosé
rozwoju ztozonych pol lokalnej deformacji w formie sekwencyjnych laminatéw. Model z
dodatkowymi stopniami swobody umozliwia deformacje materiatu z mozliwoscia spon-
tanicznego wyboru ,Sciezki najmniejszego oporu”, tzn. rozwoj takiej podstruktury, ktora
minimalizuje przyrostowa prace deformacji, (Petryk, 1997a), (Ortiz & Repetto, 1999).
Proponowane w pracy (Ortiz et al., 2000) wariacyjne sformutowanie plastycznosci krysz-
tatow, gdzie podstruktura pojawia si¢ naturalnie jako konsekwencja braku wypuktosci
funkcjonatu energii przyrostowej, nie jest jednak spojne z jednoznacznoscia odpowiedzi
materiatu lepkoplastycznego.

Nowsze prace z zakresu modelowania tworzenia pasm deformacji to (Petryk & Ther-
mann, 2002), (Aubry & Ortiz, 2003), (Aubry et al., 2003), (Mahesh & Tomé, 2004), (Si-
vakumar & Ortiz, 2004). Podejscie przedstawione w pracy (Hackl & Kochmann, 2008)
dotyczy przyrostowej minimalizacji funkcjonatu energii zrelaksowanego przez wprowa-
dzenie laminacji pierwszego rzedu. Zamieszczone modelowanie ewolucji mikrostruktury
jest realizowane przy zatozeniu pojedynczego poslizgu w sprezysto-plastycznym krysz-
tale oraz laminatu dwufazowego. Warto zaznaczy¢, ze rozpatrywane w niniejszej pracy
tworzenie pasm deformacji jest sprzezone z niejednoznacznoscia typu konstytutywnego.
Jezeli tensor moduléow stycznych (sprezysto-plastycznych) jest jednoznacznie okreslony,
to typowe podejscie do okreslania momentu powstawania i orientacji pasm deformacji
(pasm $cinania) polega na wyznaczaniu punktu utraty eliptycznosci rownan przyrosto-
wych, por. (Hill & Hutchinson, 1975), (Rice, 1977), (Asaro & Rice, 1977), (Asaro, 1979),
(Duszek-Perzyna & Perzyna, 1993).

4.4.1 Mikrostruktura w postaci réznie zdeformowanych pasm

Podczas procesu deformacji materialu mozna obserwowac rézne powstajace i rozwijajace
sie mikrostruktury, por. (Kuhlmann-Wilsdorf, 1999). Wyniki testéw eksperymentalnych
prowadzonych na poczatkowo jednorodnym materiale potwierdzaja, ze moga powstawac
pasma deformacji (ang. deformation bands), por. rys. 4.1. Powstawanie pasm deformacji
jest zaobserwowane w probie kanalikowej lub tescie Sciskania w ptaskim stanie odksztal-
cenia (p.s.0.), por. (Basson & Driver, 2000), (Darrieulat et al., 2007), (Godfrey et al.,
1998).

Praca (Wert et al., 2005) zawiera wyniki eksperymentalne ukazujace pasma deforma-
cji obserwowane podczas jednoosiowego rozciagania monokrysztatu Al o orientacji [110].
Wystepowanie podzialu na podziarna (ang. grain subdivision) jest np. obserwowane w
ziarnach rozciaganego polikrysztaltu Cu, por. (Wert & Thorning, 2005).

Modelowanie bedzie tu ograniczone do przypadku powstawania pasm deformacji na
skutek podziatu na podziarna.
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Rysunek 4.1: Mikrostruktura obserwowana podczas testu $ciskania w p.s.o., wg pracy
(Basson & Driver, 2000): slady ptaszczyzn poslizgu plastycznego przy odksztalceniu
e = 0.09 (a) oraz pasma deformacji widziane na Sciskanej Sciance probki Cu przy
odksztalceniu € = 0.89 (b).

4.4.2 Model podziatu ziarna w postaci laminatu pierwszego rzedu

Modelowanie proceséw niesprezystej deformacji z wystapieniem zasygnalizowanej powy-
zej pasmowej struktury jest mozliwe poprzez dopuszczenie mozliwo$ci podziatu ziarna
(tj. krysztalu) i wprowadzenie dodatkowych stopni swobody okreslajacych postaé¢ la-
minatu pierwszego rzedu. Wstepnie jednorodne ziarno bedzie rozdrabniane na dwa
rodzaje pasmowych podziaren oznaczonych indeksem s = 1,2. Nie jest tu potrzebne
wspomniane powyzej ograniczenie, ze w kazdym obszarze dziala tylko jeden system
poslizgu.

Makroskopowy stan naprezenia w podzielonym ziarnie okresla makroskopowy pierw-
szy tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa

S =M Sl + 2 SQ, (485)
natomiast stan odksztatcenia okresla makroskopowy gradient catkowitej deformacji
F =T Fl + T2 FQ. (486)

Obie makroskopowe wielkosci (4.85) i (4.86) sa obliczane w postaci liniowej kombinacji
wielkosci wyznaczonych dla podziarna s, gdzie parametry 0 < ny < 1 okreslaja udziaty
objetosciowe w konfiguracji odniesienia odpowiednio pierwszego (s = 1) i drugiego (s =
2) rodzaju podziarna, w zwiazku z tym ich suma n; 4+ 1, = 1.

Kinematyczny warunek zgodnosci deformacji podziaren jest w postaci

Fl - F2 =b X m, (487)

gdzie poszukiwany wektor m, |m| = 1, okresla orientacje ptaszczyzny rozdziatu podzia-
ren, por. rys 4.2. Nieznany wektor b wyznacza warto$é¢ skoku deformacji na ptaszczyz-
nie rozdziatu podziaren m. Zakladac¢ bedziemy, ze ptaszczyzna rozdziatlu podziaren jest
plaszczyzna materialng, t.j. niepropagujaca sie wzgledem materialu, oraz ze m = const.
Szukane przyrosty gradientéow deformacji podziaren mozna tatwo przedstawic¢ przy uzy-
ciu warunku (4.87) i zwiazku (4.86) w formie

AF; = AF + 17, Ab ® m, AF; = AF — 5, Ab® m. (4.88)
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Rysunek 4.2: Schemat mikrostruktury wraz ze stopniami swobody dwu fazowego la-
minatu pierwszego rzedu.

Mozna wprowadzi¢ jeden parametr 7 okreslajacy udziat objetosciowy podziaren, taki

ze
m=n, m=1-n). (4.89)

W przypadku kinematycznego sterowania procesem deformacji, gdy znany jest makro-
skopowy gradient F, wielkosci (n,m i b) sa niewiadomymi czyli stopniami swobody
laminatu, por. rys 4.2.

Rozwazmy najpierw zagadnienie czysto sprezyste, gdzie makroskopowa praca od-
ksztatcenia laminatu jest w postaci sumy

gdzie wy (F1) 1 wy(F9) oznaczaja energie swobodna fazy 11 2, a réwnania konstytutywne

faz sa postaci
8w1 . 8w2

oF, 2T oF,

Przypusémy, ze stan naprezenia w podziarnach spelia warunki stacjonarnosci funk-
cji makroskopowej energii swobodnej laminatu w wzgledem stopni swobody b, m i 7.
Warunek stacjonarnosci funkeji w wzgledem wektora b mozna wyznaczy¢ przy pomocy

pochodnej obliczanej jako % =S;- % = (1 —n)S; - m, wyznaczonej przy uzyciu wzo-

S; = (4.91)

row (4.86), (4.87) 1 (4.89). Analogicznie mozna wyznaczy¢ pochodna %, a nastepnie
warunek stacjonarnosci
ow

Mozna zauwazy¢, ze skalarny czton % > n(1—n) > 0, gdy udzial objetosciowy 0 < n < 1.
Powyzszy warunek narzuca ciagtos¢ naprezen wypadkowych na ptaszczyznie rozdziatu
m laminatu.

Stacjonarnosé¢ funkcji w wzgledem wersora m jest wyznaczana przy pomocy pochod-
nej w postaci %% =S % = (1 —n)b - S; (oraz analogicznej pochodne;j %%), skad
wynika warunek

P
677“:1 =n(1—n)(b-(S1—Sy)) xm=0. (4.93)
Warunek stacjonarnosci funkeji w (4.90) wzgledem parametru 7 jest w postaci
O _
a—w:(wl—wg)—s-(b@)m):(), (4.94)
n

gdzie potrzebna pochodna energii swobodnej wy fazy 1 jest w postaci ‘98—“;71 =S 83—1:]1 =

—S; - (b ® m) (analogiczna posta¢ ma pochodna 88_11;;2>'
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4.4.3 Zastosowanie przyrostowej minimalizacji energii w mode-
lowaniu podzialu ziarna

W przypadku sprezysto-plastycznej deformacji ziarna, zamiast minimalizacji energii
swobodnej jak powyzej, nalezy zastosowa¢ minimalizacje catkowitej energii przyrostowej
uwzgledniajaca rowniez dyssypacje, por. (4.76).

W procesach sterowanych kinematycznie, gdy znika energia potencjalna urzadzenia
obciazajacego %, przyrost energii Aw dostarczanej do laminatu jest w postaci kombi-
nacji liniowej przyrostow pracy odksztatcania podziaren, Aw; i Aws,

Aw =nAw; + (1 —n) Aw,, (4.95)

gdzie przyrost energii podziarna s jest w postaci

ns

Aty = (S Sunin) - AT, = 23 (5, 4 ) A Ho((A1). (4.96)
K

Dla zadanej deformacji makroskopowej F(A(t)) na skonczonym kroku obcigzania
(tn,tns1), przyrosty Scinania Ay i A4 podziaren, udzial objetosciowy n oraz wektory
b i orientacje wersora m, wyznaczamy, rozwiazujac zadanie minimalizacji przyrostu
energii catkowitej Aw z ograniczeniami nieréwnosciowymi naktadanymi niezalezne na
wartosci przyrostow Scinania Avy{ > 0, Ays > 0 podziaren nr 1 i 2 oraz na wartosé
udziatu objetosciowego 0 < n < 1.

Minimalizacje energii przyrostowej dla laminatu pierwszego rzedu i przy peinych
wiezach kinematycznych mozna przedstawi¢ w formie zagadnienia:

_ przy ograniczeniach:
dla danego AF oblicz min Aw Ay >0, Ayy >0 (4.97)
) 0<n<1

gdzie symbol x = (A~v{, Av5, Ab; 1, m) oznacza niewiadome.

W niniejszej rozprawie nie sa modelowane zmiany wartosci udziatu objetosciowego
7 1 orientacji plaszczyzny rozdzialu m podczas deformacji materiatu. Na poczatku de-
formacji, wartos¢ udziatu objetosciowego 71 oraz wersor orientacji m sa obliczane tylko
raz dla danego procesu deformacji. Mozliwe jest rozszerzenie analizy na zmienng war-
tos¢ n, dalszy podziat podziaren, uwzglednienie energii granic rozdziatu, itd., co bedzie
przedmiotem dalszych badan, lecz nie wchodzito w zakres rozprawy.



Rozdzial 5

Algorytmy przyrostowej minimalizacji
energii

Modelowanie i numeryczne rozwiagzywanie zagadnien plastycznych deformacji kryszta-
tow, z powodu wystepujacej anizotropii, wzmocnienia utajonego i niejednoznacznosci
odpowiedzi materialu nie jest zadaniem tatwym. Dodatkowo zagadnienie komplikuje
wystepowanie duzych deformacji i nieliniowosé opisu kinematyki. W krysztatach jest
wiele systemow poslizgu plastycznego, a kazdy z nich przektada sie na pojedyncza po-
wierzchnie plastycznosci. Uklad réwnan zagadnienia stwarza mozliwo$¢ wystepowania
niejednoznacznosci wyznaczania zbioru systemoéw aktywnych, por. (Hill, 1966; Kocks,
1970).

W celu przezwyciezenia trudnosci wynikajacych z niejednoznacznosci rozwiagzania,
prace (Peirce et al., 1982, 1983; Asaro & Needleman, 1985) wykorzystywaly sformuto-
wanie zalezne od skali czasu z lepko-plastyczng regularyzacja oryginalnego niezaleznego
od skali czasu sformutowania modelu sprezysto-plastycznego. Technike numerycznej re-
gularyzacji stosowano, nawet jesli fizyczne efekty zalezne od skali czasu byly znikomo
mate. Sformulowania zalezne od skali czasu bazuja czesto na potegowym prawie poslizgu
lepko-plastycznego, bez podziatu na systemy aktywne i nieaktywne. Lepko-plastyczna
regularyzacja usuwa problem niejednoznacznosci rozwigzania, a w granicy dla bardzo
malej wartosci parametru regularyzacyjnego (ang. rate-sensitivity parameter) daje przy-
blizenie niezalezne od skali czasu. W przypadku przyjecia parametru regularyzacyjnego
o matych wartosciach, tak aby otrzymac¢ przyblizenie niezalezne od skali czasu, moga
pojawi¢ sie trudnosci w rozwiazywaniu uktadu. ,,Sztywnos¢” numerycznie catkowanego
uktad réwnan utrudnia skonstruowanie efektywnego algorytmu obliczeniowego. Nume-
ryczne catkowanie sztywnych uktadéw réownan moze powodowaé niestabilnosci rozwia-
zania.

Pozniejsze prace (Kalidindi et al., 1992) i (Rashid & Nemat-Nasser, 1992) zawieraja
metody rozwiazywania z lepko-plastyczna regularyzacja przy zastosowaniu schematu
jawnego, por. (Maniatty et al., 1992). Natomiast w pracy (Cuitino & Oritz, 1992)
przedstawiono algorytm rozwigzywania bazujacy na niejawnym schemacie catkowania.

Borja & Wren (1993) wykorzystuja podejscie niezalezne od skali czasu w zastoso-
waniu do malych odksztalceni, gdzie schemat catkowania zwiazkéw konstytutywnych
jest z podziatem na etap probny oraz etap korygujacy, ktory jest wykonywany wraz z
poszukiwaniem systemow aktywnych. W pracach (Miehe, 1996a) oraz (Miehe, 1996b)
zastosowano niejawny schemat calkowania zwiazkow konstytutywnych w zakresie du-

5
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zych deformacji oraz propozycje poszukiwania zbioru systemoéw aktywnych. Algorytmy
wykorzystujace podejscie niezalezne od skali czasu mozna znalezé w pracach (Anand
& Kothari, 1996; Knockaert et al., 2000; Schroder & Miehe, 1997) i monografii (Simo
& Hughes, 1998), a takze w pracy (Neto et al., 2008). Przeglad i poréwnanie algoryt-
mow zaleznych i niezaleznych od skali czasu zawiera praca (Miehe & Schréder, 2001),
gdzie przedstawiono techniki rozwigzywania zle uwarunkowanego uktadu réwnar, ktore
wykorzystuja metode uogdlnionej macierzy odwrotnej (ang. generalized inverse).

W pracy (Schmidt-Baldassari, 2003) przedstawiono alternatywne podejscie wynika-
jace z zasady maksymalnej dyssypacji. Algorytm obliczeniowy zbudowano przy zasto-
sowaniu niejawnego schematu catkowania oraz metody rozszerzonych mnoznikéw La-
grange’a.

Niniejszy rozdzial zawiera opis wlasnych algorytméw numerycznej minimalizacji
energii przyrostowej na skoriczonym kroku obciazania. Algorytmy obliczeniowe dotycza
minimalizacji energii przyrostowej stosowanej w zagadnieniach sprezysto-plastycznych
deformacji krysztalow przy uzyciu modelu niezaleznego od skali czasu. Modelowane
procesy sa quasi-statyczne oraz sterowane kinematycznie. Przyrostowa minimalizacja
energii jest wykonywana przy ustalonej dtugosci kroku czasowego (t,,,t,+1 = t, + At),
a zadawana czes¢ gradientu deformacji jawnie zalezy od parametru obcigzania A. Po-
wyzsze podejscie jest odmienne od metody numerycznego catkowania rownan lokalnego
zagadnienia deformacji niezaleznej od skali czasu i rozwiazywania wprost zlinearyzowa-
nego uktadu réwnan.

5.1 Sformulowanie minimalizacji energii przyrostowej
na skonczonym kroku

W ciaglym zagadnieniu konstytutywnym dla danych wartosci poczatkowych w chwili
t = 0 oraz historii deformacji dla ¢ € [0,7] poszukiwany jest przebieg funkcji okre-
slajacych stan deformacji i naprezenia. W ogélnosci przy ztozonych $ciezkach, odpo-
wiadajacych rzeczywistym procesom deformacji materiatu, nieznane sg analityczne roz-
wigzania zagadnienia poczatkowego zdefiniowanego przez sprezysto-plastyczne zwiazki
konstytutywne modelu. Niedostepno$é rozwigzan analitycznych wymusza stosowanie
numerycznych technik obliczania rozwiazan przyblizonych. W klasycznych podejsciach,
omoéwionych we wstepie niniejszego rozdzialu, rozwiagzanie jest wyznaczane z warunku
(2.33), przy spehieniu zwiazkow konstytutywnych (2.45, 2.46, 2.32).

W celu minimalizacji energii przyrostowej, zdefiniowanej dla modelu krysztatu za-
leznego od $Sciezki deformacji (ang. path-dependent material) przez wielkosci wyrazone
w predkosciach, por. (2.45), (2.46), (2.32), wprowadzono schemat numerycznej minima-
lizacji dla skoniczonego kroku obciazania. Schemat numerycznej minimalizacji energii
przyrostowej zamienia ciagle zagadnienie wyrazone w predkosciach na zagadnienie wy-
razone w przyrostach o skoriczonych dtugosciach At. Algorytm minimalizacji energii
przyrostowej jest skonstruowany przy zastosowaniu pseudoczasowej dyskretyzacji oraz
przyjeciu charakteru $ciezki deformacji miedzy dwoma przylegtymi chwilami (punktami
tn 1 t,11 na Sciezce). W punkcie ¢, znany jest stan naprezenie i zmienne wewnetrzne, a
na kroku (t,,t,11) zadana jest czesciowo deformacja. Przy ustalonym przedziale czasu
(tn,tns1) algorytm minimalizacji umozliwia obliczanie wartosci naprezenia i zmiennych
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wewnetrznych dla punktu ¢,,.4.

W celu pokonania trudnosci zwiazanej z niejednoznacznoscia rozwiazania, klasyczne
przyrostowe sprezysto-plastyczne zagadnienie konstytutywne bedzie zastapione zagad-
nieniem minimalizacji energii przyrostowej AFE., (4.40) dostarczanej do ztozonego uktadu
Z. W przypadku modelowania procesu jednorodnej deformacji minimalizowana ener-
gia przyrostowa jest w postaci (4.71), (4.76) lub (4.80). Natomiast gdy modelowanie
uwzglednienia mozliwosé podzialu ziarna energia przyrostowa jest w postaci (4.95).

Zagadnienie dla skoriczonego kroku deformacji

Rozwiazywanie zagadnienia polega na wyznaczaniu wartosci podstawowych zmiennych
dla punktu t,.1, gdy zadany jest przyrost At. Przyrosty wielkosci poszukiwanych i
zadanych na odcinku (¢,,t,,1) oznaczono symbolem

A() = ()n+1 - ()m (5'1)

gdzie wartodci z chwili ¢,, sg traktowane jako znane.

Wartosci przyrostow naprezenia AS(A~* ,AF) i przyrostow funkcji plastycznosci
AfE(AYS, AF) sa wyznaczane po scatkowaniu na dtugosci kroku (¢, ¢,11) rownan (2.45
i 2.46). Zwiazki konstytutywne dla skoriczonego przyrostu deformacji (t,,t,+1) mozna
przedstawi¢ przy pomocy numerycznego schematu catkowania w postaci

AS = Sn+1 - Sn = An—i—@ -AF — ZZil 7%+9 A7L7
(5.2)
Aff = fog — fa = AL AF — ZZL Gnto A"

Na poczatku przyrostowego kroku deformacji (w punkcie t,) znane sa wartosci napre-
zenia S,,, funkcji plastycznosci f¥, a takze deformacji (z rozbiciem na cze$¢ sprezysta
i plastyczna) i zbioru aktywnych systemoéw poslizgu. Niewiadome na kazdym kroku to
przyrosty $cinania oraz czesciowo przyrost gradientu deformacji: (Av*, Af‘).

Rownania w formie przyrostowej (5.2) przedstawiono z parametrem 0 < 6 < 1, ktory
okresla schematu numerycznego catkowania. W punkcie t,.4, z przedziatu (¢,,t,.1),
wyznaczane sg wielkosci Ay 9, A5 g, gnty. Wielkodci A, 19, Ay g, g5 1p moga by¢ wy-
znaczone w postaci liniowej kombinacji ich wartosci z poczatku t,, i koica t,,, 1 przedziatu
catkowania (ang. generalized classical trapezoidal rule) lub w postaci funkcji zaleznych
do wielkosci obliczanych jako liniowe kombinacje (ang. generalized midpoint rule). Wy-
bor wartosci parametru 6 ma wplyw na stabilnosé i zbieznosci schematu numerycznego
catkowania. W przypadku gdy parametr § = 1 schemat catkowania (5.2) jest nazywany
niejawnym (ang. backward Euler, fully implicit), (Simo & Hughes, 1998), (Neto et al.,
2008). Przy konstruowaniu algorytmoéw obliczeniowych stosowano niejawny schemat
numerycznego catkowania.

Nieznane przyrosty Av* Scinania sa wyznaczane przy ograniczeniach w postaci wa-
runku aktywacyi (2.32). Ograniczenia sa nakladane dyskretnie w chwilach ¢, 1 (czyli na
koncu kroku przyrostowej deformacji)

Ay® >0, fr, <0, Ay"f¥, =0 (nie sumowaé po K). (5.3)

Powyzsza posta¢ ograniczen wynika, jak wykazano powyzej, z warunkéw Kuhna-Tuckera
dla zagadnienia minimalizacji (4.74) przy ograniczeniach konstytutywnych (4.64) i (4.66).
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Algorytmy obliczeniowe zamieszczone w niniejszym rozdziale dotycza modelowana
procesow ze sterowaniem kinematycznym realizowanym przez zadawanie wartosci nie-
ktorych sktadowych tensora catkowitego gradientu deformacji F wzgledem globalnego
uktadu (w malych odksztalceniach beda to sktadowe tensora odksztalcenia €). Stero-
wanie procesem deformacji odbywa sie przy petnych lub czesciowych wiezach kinema-
tycznych. Pojecie pelnych wiezéw kinematycznych oznacza, ze w kolejnych krokach ¢,
dana jest calkowita informacja o tensorze F. W przypadku cze$ciowych wiezow tylko
wybrane sktadowe tensora gradientu deformacji sa kontrolowane, pozostate stanowia
czes¢ rozwigzania Fi sa traktowane jako niewiadome. W algorytmach obliczeniowych
uwzgledniono réwniez dodatkowe stopnie swobody, ponad te wynikajace z czesciowych
wiezow kinematycznych. Wprowadzenie dodatkowych stopni swobody umozliwia nume-
ryczne symulacje procesu podziatu ziarna.

Calkowanie réwnania plastycznej deformacji

W przypadku nieliniowych zagadnien, takich jak plastycznosé¢ krysztatu, pojawia sie
potrzeba obliczania funkcji eksponencjalnej argumentu tensorowego. Zastosowanie w
algorytmie obliczeniowym numerycznie scaltkowanego rownania predkosci plastycznej
deformacji (2.10) wymaga uzycia funkcji eksponencjalnej. Argument funkcji eksponen-
cjalnej jest w postaci przyrostu plastycznego ptyniecia. W szczegbdlnym przypadku, gdy
predkosé argumentu tensorowego ma stalg warto$é na kroku catkowania, metoda daje
Scisty wynik. Funkcja eksponencjalna w algorytmie obliczeniowym jest przyblizona jej
rozwinieciem w szereg potegowy. Aby w obliczeniach uzyska¢ zatozona numerycznag
doktadnosé¢ wystarczy uwzgledni¢ kilka pierwszych cztonéw rozwiniecia.

Rozwigzanie zagadnienia przyrostowego z podzialem na prébny etap sprezy-
sty oraz korygujacy etap plastyczny

Etap sprezysto-plastyczny (tutaj oznaczony jako ESP) to procedura wyznaczania warto-
Sci przyrostow poszukiwanych zmiennych na ustalonym kroku procesu deformacji. Etap
ESP jest rozbity na dwa nastepujace po sobie etapy, pierwszy to probny etap sprezysty
(w skrocie EpS, ang. , Elastic Predictor”), drugi to korygujacy etap plastyczny (w skrocie
EkP, ang. ,Plastic Corrector”), por. tab. 5.1 .

Tablica 5.1: Blokowa struktura algorytmu przyrostowej deformacji.

Podstawowa Petla Przyrostowej Deformacji

!
Etap Sprezysto-Plastyczny (ESP)
!
Etap Probny Sprezysty (EpS)

Aktualizacja

!
Etap Korygujacy Plastyczny (EkP)
! lub !
MINIMALIZACJA ENERGII Rozwiazywanie ukladu
’ Aktualizacja ‘ ’ Aktualizacja ‘
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W algorytmie obliczeniowym procesu deformacji krysztatu mozna wydzieli¢ inte-
gralne bloki, por.tab. 5.1. W podstawowej petli przyrostowej deformacji zadawany
jest gradient deformacji w uktadzie globalnym i wykonywany etap sprezysto-plastyczny
(ESP). Etap ESP jest podzielony na dwa bloki, etap EpS jest wykonywany zawsze, nato-
miast etap EkP jest wykonywany jezeli probny stan naprezenia przekroczy powierzchnie
plastycznosci. Na etapie EKP wyznaczane sg poszukiwane przyrosty przy uzyciu mi-
nimalizacji energii przyrostowej lub poprzez rozwiazywanie zlinearyzowanego uktadu
rownari. W etapach EpS i EkP wykonywana jest aktualizacja szukanych wartosci dla
konca kroku deformac;ji.

Poszukiwanie zbioru aktywnych systeméw poslizgu

Zbior aktywnych systemow poslizgu A (2.34), w modelu krysztatu z wieloma systemami,
nie jest w ogdlnosci znany na przyrostowym kroku deformacji (¢,,t,+1). Z powodu duzej
liczby systemow, ktore potencjalnie moga zosta¢ aktywowane, procedura polegajaca na
przeszukiwaniu wszystkich mozliwych kombinacji jest obliczeniowo nieefektywna. Dla
ustalonego zbioru aktywnych systemow poslizgu A moze istnie¢ wiele kombinacji przy-
rostow $cinania, ktore daja identyczny przyrost plastycznej czesci gradientu deformacji.
Trudno$é wynika z faktu, ze zbiér systemow aktywnych spelniajacych dyskretne wa-
runki zgodno$ci nie musi by¢ jednoznacznie okreslony. Niejednoznacznosé rozwiazania
jest mozliwa, poniewaz diady m”* ® n” wszystkich systeméw poslizgu nie sa liniowo
niezalezne.

Przy okreslaniu zbioru aktywnych systeméw poslizgu istotna role odgrywaja dwa
punkty algorytmu. Dla zadanego przyrostu deformacji, jeszcze przed startem algorytmu
obliczania przyrostow $cinania, nalezy ustali¢ (w pewnym sensie odgadnaé) poczatkowy
zbior systemow aktywnych. Natomiast w trakcie kolejnych iteracji algorytmu (na jed-
nym kroku deformacji), wraz z obliczaniem przyrostow $cinania nalezy réwnoczesnie
aktualizowa¢ zbior systemow aktywnych. Nie jest oczywiste jak ustalaé¢ poczatkowy
zbior systemow aktywnych, a nastepnie wykonywaé jego aktualizacje. Natomiast na
koncu kroku deformacji wyznaczony zbiér systemow aktywnych musi spetnié¢ przyro-
stowe warunki aktywacji (5.3).

W pracy (Borja & Wren, 1993) zaproponowano algorytm selekcji systemow aktyw-
nych, gdzie zbiér poczatkowy dla etapu EkP to zbior systeméw aktywnych obliczony na
konicu poprzedniego kroku deformacji. W alternatywnym podej$ciu zaproponowanym
wg pracy (Miehe, 1996b), zbior poczatkowy dla etapu EKP jest przyjmowany jako zbior
probny wyznaczony na podstawie probnych wartosci funkcji plastycznosci obliczonych
na etapie EpS.

Zgodnie z podejsciem przedstawionym w pracach (Cuitino & Oritz, 1992), (Borja
& Wren, 1993), (Simo & Hughes, 1998) po rozwiazywaniu uktadu rownan i wyznacze-
niu nowych wartosci przyrostow Scinania, z rozwigzania zostaja odrzucone systemy o
ujemnych przyrostach sScinania. Metoda eliminacji systemow, w trakcie iteracyjnego
rozwigzywania zlinearyzowanego uktadu réwnan, moze powodowaé niestabilnosci roz-
wigzania, por. podrozdziat 5.3.3.

Na postawie obliczonych wartosci przyrostow $cinania i funkcji plastycznosci, na
caltym kroku deformacji, okreslany zostaje aktualny zbiér systeméw poslizgu. Wg pracy
(Borja & Wren, 1993) ten zbior to suma zbioru systeméw, gdzie przyrosty $cinania sa
dodatnie i zbioru systemoéw, gdzie funkcje plastycznosci sa dodatnie. Zbior systemow
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o dodatnich wartosciach funkcji plastycznodci jest pusty dla rozwigzania spetniajacego
dyskretne warunki aktywacji (5.3).

Linearyzacja zagadnienia przyrostowego

W niniejszej pracy na etape EkP wykonywana jest minimalizacja energii przyrostowe;
przy zastosowaniu linearyzacji i przyrostow korygujacych. Stosowana tu technika na-
wigzuje do metody linearyzacji nieliniowych zwiazkow konstytutywnych wyrazonych w
przyrostach (ang. cutting-plane algorithm wg pracy (Simo & Hughes, 1998)).

Jesli na skoriczonym kroku deformacji poszukiwane sa przyrosty catkowite Ax =
(A* ,Af‘), to w wyniku linearyzacji, zagadnienie minimalizacji jest rozwiazywane w
iteracyjnej petli wzgledem przyrostéw drugiego rzedu A2x. Przyrosty drugiego rzedu
A%x to iteracyjne przyrosty korygujace. Na etapie EkP stosowany jest iteracyjny schemat
przyrostowej minimalizacji energii, gdzie obliczane jest przyblizenie (m + 1)

A1 = AX,, + A%x, (5.4)

poszukiwanego rozwiazania Ax na koncu kroku ¢,,,. Iteracyjny schemat wyznaczania
plastycznego etapu korygujacego (EkP) jest wykonywany wraz ze sprawdzaniem dyskret-
nych warunkow aktywacji (5.3).

5.2 Zastosowanie metody rozszerzonych mnozniké6w La-
grange’a

W celu efektywnego rozwiazania zadania minimalizacji energii przyrostowej Aw za-
stosowano metode rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a wg prac (Nocedal & Wright,
1999), (Bertsekas, 2003). Metoda rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a jest stosowana
w zagadnieniach optymalizacji i umozliwia poszukiwanie lokalnego minimum (lub mak-
simum) funkcji z ograniczeniami réwnosciowymi i nier6wnosciowymi narzucanymi na
poszukiwany wektor Ax,

r“(Ax) =0, K eR,

n*(Ax) >0, LeN. (5:5)

Igin Aw(Ax) 7z ograniczeniami {
X

W zagadnieniu plastycznosci krysztatu wystepuja ograniczenia nieréwnosciowe n*(Ax) >
0 z pominieciem ograniczen rownosciowych r*(Ax) = 0.

Stosowana tu metoda minimalizacji jest potaczeniem klasycznej metody Lagrange’a z
najprostsza wersja metody funkcji kary przy zastosowaniu funkcji kwadratowej (Nocedal
& Wright, 1999). Minimalizowana funkcja r6zni sie od standardowego Lagrangianu czlo-
nem kwadratowym, rownoczesnie rézni sie od metody kwadratowej funkeji kary cztonem
zawierajacym sumowania po mnoznikach Lagrange’a, por. (5.6). Jawne uzycie mnozni-
kow Lagrange’a wprowadzonych do minimalizowanej funkcji umozliwia unikniecie zltego
uwarunkowania, ktore jest cecha metody kwadratowej funkcji kary, w przypadku gdy
parametr kary zbiega do matych wartosci. Metoda rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a
nie wprowadza nieciaglosci (w odroznieniu od metody Scistej funkcji kary), a jej imple-
mentacja moze by¢ wykonana przy zastosowaniu standardowych algorytméw optyma-
lizacji bez ograniczen. Natomiast parametr kary g > 0 nie musi przyjmowaé¢ maltych
wartosci.
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Metoda rozszerzonych mnoznikow Lagrange’a nalezy do klasy metod poszukiwania
rozwiazania optymalizacji z ograniczeniami, gdzie rozwiazanie jest otrzymywane po za-
mianie oryginalnego zadania optymalizacji z ograniczeniami (5.5) na ciag podzadan bez
ograniczeni. Poczatkowe sformulowanie z ograniczeniami nieréwnosciowymi n,(x) >
0, L € N jest zamieniane na sformutowanie z ograniczeniami réwnosciowymi przy wpro-
wadzeniu zmiennych s* (ang. slack variables), tak ze n*(x) —s* = 0,s* > 0,L € N.

Minimalizacja energii przyrostowej w procesie deformacji krysztatu wymaga wpro-

wadzenia niewiadomych Ax = [Av*], ograniczen n*(Ax) = Avy* oraz zbioru N' = P
(przypuszczalnie aktywnych systemow). Zadanie (5.5) przyjmuje postac
1
min Aw(A~®) — MN(AYS — %)+ — AYE — %)% 5.6
e B BT =3O8 )+ S 26

Alternatywa do jawnego uwzglednienia ograniczen nieréwnos$ciowych bezposrednio w
podzadaniu (5.6) jest eliminacja zmiennych s*. Wartosci zmiennych s* = max(A~y* —
puA*, 0) zostaly wyznaczone jako rozwigzania optymalne podzadania (5.6), gdzie mini-
malizowana funkcja jest wypukta wzgledem s*.

Wartosci przyrostow scinania Av* beda wyznaczane w petli, ktorej kolejne iteracje
sa oznaczone indeksem k. W zerowej iteracji (k = 0) nalezy ustali¢ poczatkowe wartosci
parametru pix—o (np. 1071), mnoznikow \._, i przyrostow AvE_ . Zbior przypuszczalnie
aktywnych systeméw P jest identyczny dla wszystkich iteracji k. W iteracji £ dla
znanych wartosci parametru py, 1 mnoznikéw A; wyznaczane sa przyrosty Avy*:

min  Lap (A", N, ), gdzie Lar, = Aw(Ay") + 30 cp O(AY A pn). | (5.7)
(AL, LeP)

Dla iteracji k funkcja v przyjmuje wartosé
“AAYE 4 L (AYE)? Gesli AyF — pAE <0,

w<AfyL7)\L’lu) — { _E(/\%tig )
2

Po wyznaczeniu nowych wartosci przyrostow A~y , obliczane sa aktualne wartosci
mnoznikoéw Lagrange’a

(5.8)

w przeciwnym wypadku.

Mepr = max(Ay — Ay /i, 0), L € P, (5.9)

oraz wartosci parametru kary p;,, € (0, i), ktory zmienia si¢ liniowo

[l = C L. (5.10)

Stala ¢ ma mala warto$¢ (np. 1073). Przerwanie obliczen w petli nastepuje, gdy obli-
czone wartosci przyrostow Av;,; spelniaja warunek

[A%a] = [Ay]l < €eror, LeP. (5.11)

5.3 Algorytm minimalizacji w przypadku jednorodnej
deformacji z pelnymi wiezami kinematycznymi
Oznaczenia reprezentacji macierzowej

W celu uproszczenia zapisu macierzowego stosowanego w opisie algorytméw oblicze-
niowych umieszczonych ponizej, wprowadzono oznaczenie [-] dla ,pionowej” listy lub
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macierzy oraz {-} dla ,poziomej” listy. W niniejszym rozdziale pojecie listy jest uzy-
wane zamiennie z pojeciem wektora, obydwa oznaczaja macierz o jednym wierszu lub
jednej kolumnie.

Niesymetryczne miary naprezenia i deformacji, por. (2.45) i (2.46), wystepujace
w modelu krysztalu wymuszaja stosowanie w algorytmie obliczeniowym, reprezentacji
sktadowych tensora 2-go rzedu w postaci wektora o dziewigciu elementach. Sktadowe T;
niesymetrycznego tensora T drugiego rzedu sg przedstawiane w postaci wektora [7T;;] (o)
lub poziomej listy {7;;} ) o dziewigciu elementach

{Tijto) = {Tu Too Ty Tz Tiz Tho T3z T T}, (5.12)

oraz jako kwadratowa macierz [Tj;]sxs) (lub [T](3x3)) W postaci

Ty Ty T
[Tijlax3y = | T Too Tos |. (5.13)
Ty Tz T3

W przypadku symetrycznego tensora T = T" drugiego rzedu, z wykorzystaniem notacji
Kelvina (Cowin & Mehrabadi, 1995), sktadowe T;; przedstawiane sa w postaci wektora
[T31¢6) lub poziomej listy {T;;}) o szeSciu elementach

{Tii}e = {Tn Ty T3 V2To3 V2T \/§T12} : (5.14)

W tablicach 5.2, 5.5, 5.10 oraz 7.2, zawierajacych algorytmy obliczeniowe zastoso-
wano oznaczenie wektora (5.12) o dziewieciu elementach w postaci MtoV9( ) = [ ](9) oraz
macierzy (5.13) o wymiarze (3 x 3) w postaci VOtoM( ) = [ |3x3). Symbol 1(3,3) oznacza
diagonalng jednostkowa macierza, natomiast 0(3x3) oznacza macierz zerowa.

Poczatkowa orientacja krysztalu

Krysztatly sa zaréwno sprezyscie jak i plastycznie anizotropowe, wiec odpowiedZ ma-
terialu w naprezeniach istotnie zalezy od poczatkowej orientacji sieci krystalograficzne;
wzgledem uktadu obcigzania. W celu wyznaczenia poczatkowej orientacji sieci krysztatu
wprowadzono dwa uktady wspotrzednych kartezjanskich. Z poczatkowa orientacja sieci
pojedynczego krysztatu zwiazany jest kartezjanski uktad wspotrzednych Ko o ortonor-
malnej bazie {e;}, gdzie indeks i = 1,2,3. Natomiast deformacja krysztalu zadawana
jest przy uzyciu urzadzenia obciazajacego wzgledem globalnego uktad wspotrzednych
Kg o ortonormalnej bazie {e;}. Globalny uktad Kg zostal zwiazany z laboratoryjnymi
kierunkami makroskopowej probki materiatu. Dwa niezalezne uktady wspotrzednych
umozliwiaja ustalanie poczatkowej orientacji sieci krysztatu przy ustalonym schemacie
obciazania probki.

Transformacja miedzy ukladami wspohrzednych Ko i Kg odbywa sie przy uzyciu
macierzy obrotu

[QF] = [Q"] (1, D, ¢2), (5.15)

gdzie wartosci trzech katow Eulera (i1, ®, o) okreslaja stala w calym procesie defor-
macji wartos¢ macierzy [Q"], por. (Bunge, 1982), (Dtuzewski, 1996).

Gradient deformacji F ma reprezentacje Fj; wzgledem globalnego uktadu Kg oraz
reprezentacje Fj; wzgledem uktadu K¢. Powyzsze reprezentacje mozna przedstawi¢ w
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postaci macierzy [F| oraz [F]. Transformacja sktadowych tensora gradientu deformacji
miedzy bazami {e;} i {e;},

F:Fijei@)ej ZFklék@)él, (516)
jest wyznaczona przy uzyciu macierzy obrotu [Q"]sxs3), W postaci zwigzku

[Q"(3x3) [F] (3x3) [QR](T3x3) = [Fl(3x3)- (5.17)

Kinematyczne sterowanie procesem deformacji probki odbywa sie przy czesciowym lub
calkowitym (4.82) ustalenie wartosci macierzy [F] w ukladzie Kg. Wowczas, macierz [F|
mozna interpretowa¢ jako zadang deformacje obserwowana wzgledem lokalnego uktadu
K¢ zwiazanego z poczatkows orientacja krysztatu.

Sktadowe macierzy obrotu mozna przedstawi¢ w postaci [Q"]sxes) umozliwiajacej
obrot (5.18) sktadowych symetrycznych tensoréw 2-go rzedu zapisanych w wektorowe;j
reprezentacji Kelvina (5.14), por. (Cowin & Mehrabadi, 1995). Woéwczas, sktadowe sy-
metrycznego tensora naprezenia Kirchhoffa w notacji Kelvina (5.14) sa transformowane

(obracane) wg zwiazku
[Q"(6x6)[Tl(6) = [T](6)- (5.18)
Transformacja sktadowych tensora z uktadu Ko do ukladu Kg wynika z réwnosci
[Q"T[Q"] = 1. Macierze obrotu [Q"] w zwiazku (5.17) oraz (5.18) umozliwiaja wy-
znaczane reprezentacji wielkosci wystepujacych w modelu krysztatu zaréwno wzgledem
ukladu K¢ jak i uktadu Kg. Macierz obrotu [Q](9x9) (Iub [@QF](9x9) W tablicach zawie-
rajacych algorytmy) umozliwia transformacje sktadowych niesymetrycznych tensorow
2-go rzedu zapisanych w postaci wektory (5.12) o dziewieciu sktadowych,

[Q"](9x9)[Fl9) = [Fl(9)- (5.19)

5.3.1 Skonczone deformacje — algorytm lagrange’owski

Modelowany proces deformacji jest sterowany odksztalceniowo z pelnymi wiezami ki-
nematycznymi (wzgledem globalnego ukladu Kg). Gradient deformacji F = F, a po-
szukiwana czesé gradientu F = 0 (4.82). Proces obcigzania jest prowadzony zgodnie z
zadanym programem deformacji F(\) kontrolowanym przez parametr obciazania A, do
konicowego stanu okreslonego przez wartos¢ koricowa Aenq.

Przyrostowa deformacja materiatu

Parametr obcigzania A\ steruje urzadzeniem obciazajacym, wiec ustalona dyskretyzacja
Sciezki deformacji

Ani1 = A\ + AN, (5.20)
umozliwia wyznaczenie w kolejnych krokach (¢, t,+1) wartosci przyrostu gradientu de-
formacji

[AF] = [F](Aur1) — [F](An), (5.21)

w uktadzie globalnym Kg. Wartodci calkowitego gradientu deformacji [F](A,41) i [F](\n)
sa znane. Warto$¢ przyrostu parametru obcigzania A\ w kolejnych krokach podsta-
wowej petli deformacji nie musi by¢ stata. Postep procesu deformacji odbywa sie w
podstawowej petli (tab. 5.2), gdzie zadawany jest przyrost A\ na kroku (¢,,t,11).
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Tablica 5.2: Algorytm podstawowej petli przyrostowej deformacji materiatu.

Podstawowa petla przyrostowej deformacji materialu*

0. Dane: F()\), A\ (mozliwy zmienny przyrost), Aend,
KaM = 17 ey Mgy Ng = 247 [(C*]a [J{//KL(V)]? va nK7 To, T, [QZ](QXQ)
Tol (Numeryczna dokladnosé obliczeri.)

1. Inicjalizacja wartosci poczadtkowych dla kroku n = 0 i punku ¢,—¢ = O:
Si—0 = Tueo = Th_y = O(3x3) Sn—0 = Tn=0 = Tj_y = O@3x3)
F,oo=F_;= Fn 0 = 1i3x3) Fooo=F,_s=F;_y =133
(V¥ ]n=0 = [AY"]n=0 = [0](20), Ao =10
[¢" =0 = [70](24), [f*]n=0 = [=70]24)

[m }n 0= [mK](24x3), [H*K]nzo = [DK](24x3)
[SK] [MtoV9( *K X II*K)](24><9)

2. Start gléwnej petli deformacji n = 0 oraz kolejne kroki:

JEZELL MApi1 €< Aena  TO OBLICZ:
Fn—l—l F()\n+1) gdZIG /\n+1 = )\n + AN B B B
Foi1 = VOtoM([Fijlni1)  [Figlusr = [QF] [Fiylnrr  [Fijlner = MtoV9(Frpa)
Dla danych wejsciowych: (Fyq1, Fp, FX F (v, A, 1650, [95F]0) =

= = ([A], [+, A, F* F", T* 7,8, [¢"], [¢**], [£¥)),,.,

IdZ do punktu nr 3. |

PRZECIWNIE: przejdZ do punktu nr 4.]

3. Aktualizacja wartosci globalnych:
Fr = V9toM([F*]n+1) [Rj]n+1
Fy . = VotoM([F; n+1) [F ]t
T —V9toM( +1) [T; ]n+
Tor1 = VOtoM([T, ]n+1) [Tw]n-i-l [Qf}
Snti —V9t°M([Su]n+1) [Sijlnr = [QI]" [Sijlns1  [Sijlnr1 = MtoV9(Sni1)

Powieksz nr kroku n = n + 1, nastepnie idz do punktu nr 2.7

4. Zatrzymanie gtownej petli deformacji.

Przed uruchomieniem petli przyrostowej deformacji zadawane sa wartosci moduléw
sprezystosci i plastyczno$ci modelowanego krysztalu oraz pozostale wartosci state w
calym procesie deformacji (punkt 0 w tab. 5.2). Zadawane sa wartosci modutow sprezy-
stosci macierzy [C*|(gxg), por. (2.24), oraz wartosci modutéw plastycznosci okreslajace
macierz fizycznych modutéw wzmocnienia [ (V)] (ngxns), DP- W postaci (2.58). W
celu zastosowania minimalizacji energii przyrostowej nalezy wybra¢ metode symetry-
zacji macierzy modutow interakcji [¢"*], a przy zastosowaniu selektywnej symetryzacji
(3.13) nalezy poda¢ wartos¢ parametru r (0 < r < 1).

W punkcie 1 algorytmu w tablicy 5.2, zadawane sa poczatkowe warto$ci naprezenia i

4Symbole w nawiasach kwadratowych oraz symbole pisane pogrubiong czcionka bez nawiaséw kwa-
dratowych oznaczaja macierze o r6znych wymiarach, np. [Fj;]) oraz F(zys).
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odksztalcenia wzgledem globalnego K i lokalnego K¢ uktadu wspotrzednych. Wartosci
te odpowiadaja parametrowi obciazania A = 0 w poczatkowym kroku n = 0. Pozostale
poczatkowe wartosci to Scinanie [v2_g|mg), przyrosty Scinania [AyS_glmg), krytyczne
naprezenie $cinajace [gh_glmg) oraz funkcje plastycznosci [fi) = —7o](ng). Zmienne
wzmocnienia ¢ = 75 odpowiadaja wartosciom krytycznym naprezenia $cinajacego.

Przyrost deformacji zadawany jest w petli (punkt 2 algorytmu w tab. 5.2) przebiega-
jacej po indeksach (n) zgodnie z przyjetym programem deformacji (5.21), do osiagniecia
koricowej warto$¢ Aeng w kroku n = ny (4 w tab. 5.2). Deformacja [F], 1, obserwo-
wana wzgledem lokalnego uktadu K¢, jest obliczana przy pomocy ustalonej macierzy
[Q] (5.15) i zastosowaniu transformacji (5.19) gradientu deformacji [F],,; zadanego
w ukladzie globalnym Kg. Na etapie sprezysto-plastyczny (2 w tab. 5.2) obliczane sg
przyrosty Scinania oraz aktualizowany stan naprezenia na koncu kroku ¢,.1.

Wyznaczony dla punktu ¢,,,1 stan naprezenia i deformacji jest transformowany (5.19)
do globalnego ukladu wspohzednych Kg (3 w tab. 5.2), a nastepnie wykonany jest
kolejny krok deformacji.

Etap Sprezysto-Plastyczny (ESP)

Etapem sprezysto-plastycznym (ESP) zostala nazywana procedura wyznaczania wartosci
poszukiwanych przyrostow przy zadanej dtugosci przyrostowego kroku deformacji, od
punktu wyznaczonego przez t, do punktu t¢,.;. Start etapu ESP (2 w tab. 5.2) odbywa
sie dla wartosci obliczonych w poprzednim kroku i zadanej koncowej deformacji F,, ;.
Zgodnie ze schematem w tab. 5.3 etap ESP jest podzielony na dwa podetapy.

Tablica 5.3: Podzial etapu sprezysto-plastycznego (ESP), pelne wiezy kinematyczne.

Probny etap sprezysty (EpS) oraz  korygujacy etap plastyczny (EkP)
dla AN#0 1 Ay" =AqE,=0 dla (Stvial, fisa)
oblicz (Stial, fia) oblicz Av* >0 i (Spy1, [, <0)
oraz Puia jesli f, =0 oraz A, dla Ay >0

Pierwszy to probny etap sprezysty (EpS), gdzie w jednej iteracji zostaje wyznaczany
sprezysty stan probny (,trial”) i obliczone wartosci naprezenia oraz funkeji plastycznosci
(Strials fiSa)- Drugi to korygujacy etap plastyczny (EkP) (tab. 5.6), wykonywany gdy
probny sprezysty stan naprezenia Siyia przekroczy powierzchnie plastycznosci fi5,,. Po
ustaleniu probnego zbioru Pyia (5.26) systemoéw przypuszezalnie aktywnych obliczane
sa przyrosty Scinania Av* a nastepnie zostaje aktualizowany stan naprezenia i wartosci
funkeji plastycznosci (Spq1, [ 1)-

Minimalizacja energii przyrostowej odbywa sie przy wprowadzeniu etapu pomocni-
czego EpS, gdy parametru obciazania A\ # 0. Wyznaczony pomocniczy stan probny na
poczatku kroku przyrostowej deformacji nie musi odpowiada¢ zadnemu rzeczywistemu
stanowi naprezenia w materiale. Préobny etap sprezysty powstaje w wyniku deformo-
wacji materiatu z chwilowym ,zamrozeniem” plastycznego plyniecia (2.10), czyli przy
zalozeniu Ay* = 0. Jezeli probny stan (Siial, fi.) spelnia warunek f., < 0 dla kaz-
dego systemu K (1 w tab. 5.4), to material na kroku (t,,%,+1) podlega rzeczywistej
czysto sprezystej deformacji. Natomiast obliczone wartosci probne naprezenia i funkcji
plastycznosci odpowiadaja wartosciom rzeczywistym czysto sprezystym, na koricu kroku

deformacji: (Sn—i-la f7f+1> = (Striala ftzfial)’
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Tablica 5.4: Algorytm etapu sprezysto-plastycznego (ESP) dla skoriczonej dtugosci
przyrostu catkowitej deformacji.

Etap sprezysto-plastyczny
0. DANE [’VK]na Ana Fn+17 Fna F;kw FZ? [QK]rm [gKL]rm [fK]n

1. Probny etap sprezysty (EpS):
Dane wejsciowe: ([, [AY* = 0],41, A =0, F, 1, FY [¢"],) =
= ’Aktualizacja =
Obliczone wartosci probne: = (P, F* F* T* 1, S, [¢*], [¢""], [f*])

trial

2. Sprawdzenie stanu naprezenia:
JEZELI [ fX., < Tol]py TO OBLICZ:
Rzeczywisty stan sprezysty: [v<lni1 = [v"]n,  [A7 041 = [0]a), Ans1 =10

FZ-&—I = F‘jrial’ FZ—H = Ffrial
T7*1+1 = Trrjala Tn+1 = Ttrial, Sn+1 = Strial
[qK]nJrl = [qK]triala [fK]n+1 = [fK]trial

Przejdz do punktu nr 3. |

PRZECIWNIE, gdy Pia # 0: Korygujacy etap plastyczny (EkP):
Dane wejsciowe: ([v*],, An, Fri1, Fo, Fr (050, [655]0) =

= [EkP| =
= ([Ay"], [y, A, F* F2 T 1S, g™ 9™ ] 1))
Przejdz do punktu nr 3. |

n+1

3. KONIEC: ([Ay"], [v*], A, F*, F*, T*, 1,8, [¢“], [¢""], [/ D) s

W przypadku gdy probny stan naprezenia Sy, Wyznaczony podczas etapu EpS wy-
padnie na lub przekroczy dowolng z powierzchni plastycznosci f* (2 w tab. 5.4), to
material na danym kroku moze przej$s¢ w stan plastyczny. Obliczanie poszukiwanych
wartosci koncowych (S,41, f,,) odbywa si¢ w iteracyjnej petli etapu EkP. W petli obli-
czane sg przyrosty korygujace (5.4), do chwili gdy wartosci (Avy*, f¥,,) spelnig warunki
aktywacji systemow poslizgu (5.3).

W trakcie etapu EpS i etapu EkP wykonywana jest aktualizacja poszukiwanych
wartosci dla konca kroku ¢,,,1.

Aktualizacja przy obliczonych przyrostach $cinania

Algorytm aktualizacji (tab. 5.5) przebiega zgodnie z przyjetym modelem materiatu,
por. podrozdzial (2.2), (2.4), (2.5), bez wykorzystania rownan na przyrosty naprezenia
i przyrosty wartosci funkeji plastycznosci (5.2).

Na etapie aktualizacji znane sa przyrosty Scinania [Ay*],,+1 (5.27). Natomiast
obliczana jest wartos$¢ plastycznej oraz sprezystej czesci gradientu deformacji F* (2.10).
Nastepnie obliczany jest stan naprezenia, diady systemow aktywnych, macierze wzmoc-
nienia i interakcji systemoéw aktywnych oraz wartosci funkeji plastycznoscei, por. tab 5.5.

Wzoér na plastyczna czesci gradientu deformacji F¥ na kornicu kroku obciazania wy-
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Tablica 5.5: Algorytm aktualizacji dla nowych wartosci przyrostow [Ay5],, 1.

Aktualizacja

0- DANE [AVK]erla [’YK]m=07 Am+17 Fn+17 F;:m [qK]mZO
STALE: r 1, [C*], [s¥], [m*], [n*] (W calym procesie deformacji.)

1. Aktualizacja:
Stan deformacji:

Fr . fexp(VQtoM({AfymH} s D) Fr _,

Fr = FoiFP Ei = %(F* F*—1)
Stan naprezenia:

T *VgtOM([Tz]]m-i-l) [ng]m-i-l [C]] z*g]m—&-l [E;j]m-&-l = MtoV9 (E:n-i—l)

Sm+1 Tm+1 Fn+1 Tl — (F* T F*)m oraz [Tij]m—l—l = MtOVg(Tm+1)

m+1

+1
Tensor modutéw sprezystosci:  [IL*],41 = [L*(Fy 41, Tmt1)]9x9)
Diady:
-T
[m*K]erl - [anﬂ m* ](24><3) [n*K]m+1 = [F*erl n” }(24><3)
8" i1 = [m}5 ) @05 |24 (3x3))
(W] i1 = [skew (855, 1) J(2ax (3x3)) [P a1 = [MEoVI(sym (i 1)) J2ax9)

Macierz wzmocnienia i interakcji (+ metoda symetryzacji):
(B smt1 = [MtoV9 (anﬁl’fmﬂ Tm+1W:1K+1)](24><9)7
[Ts8™F] = [Tij]man [MEOVO(rs* K s*F — (1 — 1) s*Fs*F) ]m+1
IdA] = [JEZELI K =L € Ayy; TO 1 PRZECIWNIE 0]y
[R5 o1 = [ (Ve + AYm+1)](24x24) + [IdA] [tss™*] [IdA]
[9% Tms1 = ([P s + [P T ] + [B*] [P™]") i1

Funkcje plastycznosci:
[Telm+1 = [gmia]  gdzie  [¢%]my1 = [¢"]m=0 + [B7F ]m+1 [AY ]t
[/ I = [Ten)mar = [T )mar - gdzie  [78]mer = ([P™] [735]),41

2. KONIEC: (F*,F",T*,7,S,[¢"], [¢""], [f*])m+1

znaczono poprzez numeryczne scatkowanie réwnania predkosci plastycznej deformacji
(2.10). Zagadnienie poczatkowe na plastyczna czesé gradientu deformacji mozna przed-
stawi¢ w postaci tensorowego rownania rézniczkowego zwyczajnego

(Z v K) ),z warunkiem poczatkowym F, = F"(¢,), (5.22)
KeA
na przyrostowym kroku deformacji (t,,t,+1). Wystepujace powyzej tensory sa niesy-
metryczne, natomiast tensor s® ma state wartosci. Zbior systemoéw aktywnych A oraz
predkosci $cinania 7% nie musza byé state na kroku (¢, tns1).
Przyblizone rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (5.22) jest obliczane w schema-
cie numerycznego catkowania (ang. the generalised exponential map midpoint rule) w
postaci

F*. — ( AKK) F* 5.23
" epostn (5.23)

KeA



88 5. Algorytmy przyrostowej minimalizacji energii

gdzie warto$¢ parametru 0 < 6 < 1 okresla schemat catkowania. Jezeli tensor F,,
oraz suma w nawiasie (5.22) posiada stale wartosci na kroku catkowania (t,,%,11) to
rozwigzanie F}, | jest Scisle (niezaleznie od parametru 6).

Jadrem powyzszego rozwiazania (5.23) jest funkcja eksponencjalna exp(T) argu-
mentu tensorowego T. Funkcja eksponencjalna dla dowolnego argumentu tensorowego
T moze by¢ wyznaczona w postaci rozwiniecia w szereg potegowy

(e}
1 n

exp(T) = n; T, (5.24)
Obliczanie wartosci funkcji (5.24) w algorytmie aktualizacji (1. w tab. 5.5), dobywa
sie przy skréceniu nieskonczonego ciagu wyrazéw szeregu. Warto$é funkeji mozna wy-
znaczaé z pozadang numeryczng doktadnoscig, uwzgledniajac w sumowaniu skonczona
liczbe wyrazow. W praktycznych zastosowaniach wystarczy kilka pierwszych wyrazow.
W szczegblnym przypadku, gdy argumentem funkcji eksponencjalnej jest tensor antysy-
metryczny, np. w” = w™', mozna zastosowac klasyczng zamknieta formute wyznaczania
wartosci funkcji exp(w), por. punkt (5.3.2).

Aktualna wartos$¢ plastycznej czesci gradientu deformacji wyznaczona zgodnie z for-
muty (5.23) spelnia automatycznie warunek (2.7)3 niezmienniczosci objetosci materiatu
(z narzucong numeryczng doktadnoscia obliczen). Natomiast w pracy (Anand & Ko-
thari, 1996) obliczanie wartosci plastycznej czesci gradientu deformacji odbywa sie przy
uzyciu dwoch pierwszych cztonéw rozwiniecia (5.24) oraz dodatkowym ograniczeniu na-
ktadanym na objetos¢ materiatu: det(F¥),.; = 1 na koncu kroku deformacji.

Prébny Etap Sprezysty (EpS)

Stan probny jest obliczany przy zalozeniu Avy* = 0, wiec wartosci probne naprezenia
i funkcji plastycznosci wyznaczone z réwnan (5.2) dla skoriczonych przyrostéow mozna
przedstawi¢ w postaci
Strial = Sn + An:trial : AF,
(5.25)
Jiia = fa + A AF.

n=trial

Etap EkP jest obliczany przy uzyciu algorytmu aktualizacji (tab. 5.5) i urucha-
miany dla wartosci (A5, 45, A, Fp, Fr Fr gX, fX) znanych z poprzedniego kroku
oraz gradientu F, ., na koncu kroku w chwili ¢,,,. Wyznaczanie prébnych wartosci
sprezystych odbywa sie w algorytmie aktualizacji (1 w tab. 5.5) przy zalozeniu braku
Scinania A, = 0. Jezeli wszystkie funkcje plastycznodci spetniajg warunek f5,, <0
to material jest w stanie sprezystym, a obliczone na etapie aktualizacji (2 w tab. 5.5)
probne wartosci (1 w tab. 5.4) sa rzeczywistymi na koricu kroku ¢,,41.

W przeciwnym przypadku, gdy warunek f5 , < 0 nie jest spetniony przez wszystkie
funkcje plastycznosci, to zbior przypuszcezalnie aktywnych systemow

7Dtrial = [K : ftlr(ial 2 0]7 (526)

nie jest pusty. W celu identyfikacji rzeczywistego zbioru systemoéw aktywnych A na
danym przyroscie deformacji nalezy uruchomié¢ etap EkP, gdzie iteracyjnie wyznaczany
jest rzeczywisty sprezysto-plastyczny stan naprezenia.
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Korygujacy Etap Plastyczny (EkP)

Korygujacy etap plastyczny (EkP) (tab. 5.6) obejmuje procedure obliczania niezerowych
przyrostow Scinania Ay* z zastosowaniem minimalizacji przyrostu energii Aw (punkt
3a algorytmu w tab. 5.6).

Aktualny przyrost scinania jest obliczany jako

Ay = Ayl + AP (5.27)

przy ograniczeniu A7, > 0. Aktualny zbior systemow aktywnych, na koncu iteracji,
jest obliczany w postaci
A1 = [K + Ay > 0] (5.28)

Kluczowym miejscem w algorytmie etapu EKP (w iteracyjnej petli korygujacej) jest
procedura minimalizacji przyrostu energii Aw (tab. 5.7), gdzie wyznaczane sa korygu-
jace przyrosty 2-go rzedu (5.4):

1
JAN T — min  (Aw), gdzie Aw = 5 Z o gktapl — Z foox™. (5.29)
A,.y”féﬁ_xK>0 KLeAm KeAm
KeAnm

Wartosci macierzy modutow interakeji g* (dla zadanej metody symetryzacji np. (3.13))
oraz wartosci funkcji plastycznosci [ sa przyjmowane z korica poprzedniej iteracji (m).
Poszukiwanie minimum energii przyrostowej (5.29) odbywa sie przy zastosowaniu me-
tody rozszerzonych mnoznikéow Lagrange’a (podrozdzial 5.2).

Inicjalizacja wartosci poczatkowych dla pierwszej iteracji m = 0 petli etapu EkP po-
lega na przypisaniu wartosci probnych (,trial”) wyznaczonych w probnym etapie spre-
zystym (EpS) oraz wartosci z poprzedniego (n)-tego kroku deformacji (1 w tab. 5.6).

Minimalizacja energii przyrostowej (tab. 5.7) w kolejnych iteracjach jest wykony-
wana wzgledem korygujacych przyrostow $cinania A24% na systemach nalezacych do
zbioru A,, wyznaczonego w poprzedniej iteracji (m). Zbior systemow A,,—g uwzgled-
nianych przy minimalizacji w iteracji poczatkowej (m = 0), zostaje przyjety jako zbior
przypuszczalnie aktywnych systemow Pyiar (5.26). Zbior Pyia jest wyznaczany w etapie
EpS, zgodnie z podejsciem proponowanym w pracy (Miehe, 1996b). Zbior systemow
uwzglednianych przy minimalizacji zostaje poszerzony o systemy, ktore spetniaja waru-
nek | f:n(ifm“ > 0]. Poszerzenie zbioru odbywa si¢ w celu spelnienia warunkow aktywacji
na koncu kroku (5.3).

Aktualizacja (tab. 5.5) wartosci czesci sprezystej i plastycznej deformacji, napre-
zenia oraz funkcji plastycznosci odbywa sie w kolejnych iteracjach etapu EkP, dla obli-
czonych wartosci Ay ;.

Po wyznaczeniu przyrostow $cinania i zaktualizowaniu stanu materiatu, sprawdzane
sa dyskretnego warunku aktywacji (5.3). Nieréwnos¢ AvyX ., > 0 dla wszystkich sys-
temow K jest spelniona automatyczne po minimalizacji energii przyrostowej. W przy-
padku, gdy warunki aktywacji sa spetnione to stan naprezenia lezy na powierzchni pla-
stycznosci (w narozu plastycznym) lub wewnatrz powierzchni. Wowezas, nastepuje ko-
niec korygujacego etapu plastycznego (EkP), a obliczone wartosci z iteracji (m+1) (4 w
tab. 5.6) sa poszukiwanymi wartosciami na koricu kroku deformacji t,,+1 (3 w tab. 5.4).
W przeciwnym przypadku, gdy warunki aktywacji (5.3) nie sa spelnione, nalezy wykonaé
kolejna iteracje w etapie EKP (3a w tab. 5.6).
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Tablica 5.6: Algorytm korygujacego etapu plastycznego (EkP).
Korygujacy Etap Plastyczny
O’ STAR’T: [f)/K:I’l"L7 An? Fn+17 Fn? F’fl;? [qK]n7 [gKL]n
1. [Inicjalizacja wartosci poczatkowych dla iteracji m = 0 oraz Fging, = Fri
Froo=F, [Vlnoo=0"l [y ]mo=[A%"]=[0], Ano=0
[qK]m:O = [qK]na [gKL]m:O = [gKL]n
Dla danych: Fgrny, oraz ([v5], [AY*], A, F¥, [¢%]), -0 =
:’Aktualizacja‘ = [l = [[*]m=0 oraz A,—o=A,
2. JEZELL An— #0 (A |An=| <5) TO OBLICZ:
Rozwiazywanie ukladu rownan dla m = 0 i kolejnych m + 1 iteracji:
2a. JEZELI [|fEeAm=0] > Tol|2sy A m < lw TO OBLICZ:
(%] | Rozwigzywanie Uktadu (Ao, [g" s [ )
Aktualizacja wielkosci dla iteracji m + 10 [Ay%],01 = [AY"]m + [A%F]
Dla danych: ([v*]m=0, [AY*|m+1; Am=0, Frixm, Fr, (% lm=0) =
= ’Aktualizacja‘ = (F",F*, T* 1, S,[¢"], [9°"], [[*])m+1
Powieksz nr iteracji m = m + 1, nastepnie powrd¢ do punktu nr 2a. T
PRZECIWNIE: IdZ do punktu nr 3. |
PRZECIWNIE: Idz do punktu nr 3. |
3. Sprawdzenie poprawnosci rozwigzania uktadu réwnan.

JEZELIL [|fEeAn| < Tol] A [fE#Am < Tol] A [AYS = 0]y A Ay = A,
TO: Rozwiazanie uktadu rownan jest poprawne. (A,, = A,) IdZz do punktu 4. |
PRZECIWNIE: Iteracyjne wyznaczanie [Ay*] przez minimalizacj¢ energii:
[V¥lm=0 = [V¥lns A% ] = [AY im0 = [0](24)
Ay =1K : (fE_y>Tol vV K € Ap—)]
[qK]m=0.: [¢"Tns 19" m=0 = [g" 0, [[¥lm=0 = [[*trian
3a. JEZELL [|fEeAn| > Tol] Vv [fE#4m > Tol] A m <lw TO OBLICZ:
[A%4%] = MINIMALIZACJA ([AY%] s Ay [95 o, [ 5 Tim)
Aktualizacja dla iteracji m + 1:
[AY i1 = [AY ] + [A5] otz [y = [V =0 + [AY i
Apir = K+ Ayl > 0]
Dla danych: ([’)/K]m:(), [A’}/K]m_H, Am—i—la FFINm7 F;, [QK]mzo, ) =
= |Aktualizacja| = (F*,F*,T* .S, [¢"], [9""], [f*Dmn
(ESLI /55 < Tol] A [fE57 > Tol]  TO:
uruchom procedure powiekszania zbioru A, 1)
Powieksz nr iteracji m = m + 1, nastepnie powr6¢ do punktu nr 3a. T
PRZECIWNIE: IdZ do punktu 4. |
PRZECIWNIE: Idz do punktu 4. |

4. KONIEC: ([Av*], A, F*,F",T* 7,8, [¢"], (9], [f*]) i1
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Tablica 5.7: Algorytm minimalizacji przyrostu energii.

MINIMALIZACJA
0. START: [AY5|m, Am, [0 s [ m

1. Obliczanie przyrostow $cinania 2-go rzedu [A2y%]:
Macierz alokacji systemow aktywnych:

G = [Anlg™1n AL) . [ = A ¥y BV = A (89
0y —  min  (Gx[GMx — (1),
[4054] = AT (a7

2. KONIEC: [A%yX]

Tablica 5.8: Algorytm rozwigzywania wprost zlinearyzowanego ukladu réwnan na
przyrosty Scinania.

Rozwiagzywanie ukladu réwnan
0. START: A,—o, [0%"]m, [[5]m

1. Obliczanie przyrostéw Scinania 2-go rzedu [A2~X]:
Ay = [A(Am 0)} = [5KL cKeAy,L=1,... ?24](|A0|><24)
[GR] = [Aolg"m AG] ("] = Ao [f¥]m
[A2yR] «— [GF][A%YR] = [f*]  (LinearSolve)
[A2 ] = Ag (A%

2. KONIEC: [A2y¥]

W celu przyspieszenia obliczenn dopuszczana jest mozliwosci obliczania korygujacych
przyrostéw $cinania A%y poprzez rozwiazywanie wprost zlinearyzowanego uktadu row-
nan zagadnienia konstytutywnego (punkt 2a algorytmu w tab. 5.6). Rozwiazanie po-
chodzace z ukladu réownan (algorytm w tab. 5.8) jest przyjmowane jako prawidlowe
w przypadku, gdy zbior A aktywnych systeméw poslizgu jest staly na calym kroku
deformacji (t,,t,+1). Rozwiazywanie ukladu réwnan odbywa sie przy uzyciu funkcji
LinearSolve® whudowanej w program Mathematica.

5.3.2 Alternatywny algorytm eulerowski

Algorytm nazywany eulerowskim zostal wprowadzony w celu poréwnania oraz spraw-
dzenia poprawnosci rozwiazan otrzymywanych przy uzyciu algorytmu lagrange’owskiego
(punkt 5.3.1). Takie poréwnanie wydaje sie by¢ celowe zar6wno pod wzgledem spraw-
dzenia prawidtowego wyznaczania wartosci przyrostéw $cinania, zbioru systemoéw ak-
tywnych jak i zmian obrotéw sieci krysztalu. Zmiany obrotéw sieci w modelowaniu

®LinearSolve to funkcja programu Mathematica (www.wolfram.com) rozwiazujaca liniowe uklady
réwnan.


http://www.wolfram.com
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duzych deformacji krysztatow metali nie moga zosta¢ pominicte. Ich precyzyjne obli-
czanie jest kluczowe w modelowaniu rzeczywistych procesow deformacji monokrysztatow
metali, por. punkt 6.1.4.

Analiza wynikéw uzyskanych przy uzyciu algorytmu lagrange’owskiego i eulerow-
skiego oraz algorytmu dla matych odksztalcenn (w punkcie 5.3.3 ponizej), potwierdza
numeryczng poprawno$é¢ ich dziatania. Poréwnania wynikéw dotyczgce m.in. wyboru
systemow aktywnych, przebiegu naprezen oraz obrotéw sieci krysztatu, nie zostaly za-
mieszczone W niniejszej pracy.

Algorytm eulerowski zostal skonstruowany poprzez zastosowaniu numerycznego sche-
matu catkowania zwigzkoéw konstytutywny modelu krysztatu, przy wymogu dyskretnego
speliania zasady obiektywnosci. Przyrostowo obiektywne algorytmy (ang. the incre-
mentally objective algorithm”) wykluczaja produkeje btednego naprezenia podczas ruchu
sztywnego ciata, por. (Simo & Hughes, 1998).

Ponizej zamieszczono ogdlng postaé zwiazkéw okreslajacych kinematyke catkowi-
tej deformacji, wykorzystana nastepnie w konstrukcji obiektywnego algorytmu eulerow-
skiego.

Deformacja catkowita wzgledem konfiguracji posredniej

Zastosowany algorytm eulerowski wykorzystuje uogolniong regute catkowania w kon-
figuracji posredniej t,,,. Algorytm jest obiektywny dla parametru a € [0,1], ktory
okresla konfiguracje posrednia t¢,,4,. Nie ma tu ograniczen na wartosci dopuszczalnych
przyrostowych obrotow.

Gradient deformacji F,,;, w konfiguracji posredniej (n + «) jest kombinacja liniowa
gradientu F,, w konfiguracji (n) i gradientu F,,.; w konfiguracji (n + 1)

Fo.o=0aF, 1+ (1—-a)F,. (5.30)

Przy uzyciu gradientu deformacji F,, 1, (5.30) mozna okresli¢ gradienty wzgledne umoz-
liwiajace przechodzenie miedzy trzema konfiguracjami (n), (n +«a) i (n+ 1),

-1 -1 - -1
fn+a = Fn+aFn7 fn+1 = Fn+1Fn oraz fn—i—a = Fn+1Fn+a' (531)

Wzgledny gradient przyrostu deformacji At l, ., por. (2.9), jest wyznaczany w po-
staci

Atly o = (Fup1 — Fo)Fpia. (5.32)

Obiektywna przyrostowa postaé¢ tensora eulerowskiej predkosci odksztalcenia Atd,
w konfiguracji posredniej (n + «)

Atd, o = %(Atlnm - Aﬁnm + (1 — 2a)AtTln+aAt bita), (5.33)

o o gdzie B, = 2(£7, £, —1) to odksztal-

cenie Greena. Wielkos¢ At d, 1, (5.33) spelnia warunek przyrostowej obiektywnosci dla

a € [0,1]. Nalezy podkresli¢, ze przyrost tensora predkosci odksztalcenia At d,, 4o, prazy-

jety jako symetryczna czesé wzglednego gradientu przyrostu deformacji, czyli wielkosé
sym(At l, ), jest przyrostowo obiektywny tylko, gdy parametr o = 1/2.

jest wyznaczana jako Atd, o =" JE, '



93

Przyrostowa postac tensora chwilowej predkosci obrotowej At w,, 1, jest wyznaczana
jako antysymetryczna czes¢ gradientu przyrostu deformacji At 1, (5.32), czyli

1 T
At Wyiq = 5(At bivo — At lyis). (5.34)

Obroty sieci krysztalu

Obliczanie aktualnej orientacji sieci krysztatu (2.8) w algorytmie eulerowskim, wymaga
znajomosci tensora w* chwilowej predkosci obrotowej sieci i bedzie tu wyznaczana przy
istotnym zalozeniu upraszczajacym, por. (5.43).

7 twierdzenia o rozktadzie biegunowym tensora drugiego rzedu, czesé¢ gradientu de-
formacji okreslajaca deformacje sieci F* mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

F* = R*U", (5.35)

ortogonalnego tensora R* obrotu oraz dodatnio okreslonego symetrycznego prawego ten-
sora U* rozciagniecia sieci krysztalu. Przy uzyciu rozktadu biegunowego (5.35) aktualne
wektory sieci (2.8) mozna przedstawi¢ w postaci

-T
m"* =R*"U"m", n"* =R"U"n". (5.36)

Wektory m** i n** podlegaja obrotom na skutek tensora R* oraz rozciagnieciom w
wyniku U*.

Wykorzystujac multiplikatywny rozktad (2.7) gradientu deformacji oraz rozktad bie-
gunowy czesci sprezystej (5.35), gradient predkosci I (2.9) w konfiguracji aktualnej C,
mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech cztonow

. T . . -1 T . -1 -1
I=R"R"+R"U'U'R"+F'F'F"F". (5.37)
Powyzej mozna zauwazy¢, ze pierwszy czton to antysymetryczny tensor 2* spinu sieci
. T
Q"=R"R". (5.38)

Ostatni czton w (5.37) to plastyczna czes¢ gradientu predkosci deformacji 17, ktora
zgodnie z prawem plastycznego ptyniecia (2.11) zalezy od aktualnej orientacji wektorow
sieci. Gradient predkosci (5.37) mozna przedstawi¢ z wykorzystaniem tensorow Q* i I
W postaci

. -1 T

I=0+R*"UUR+T". (5.39)

Tensor predkosci odksztalcenia jako symetryczna cze$é gradientu predkosci jest w po-
staci sumy dwoch niezerowych cztondéw

. -1 T
d=sym(l) =0+ R*sym(U*U*) R* +d", (5.40)
d*

gdzie d” (2.14) jest symetryczna czescia tensora I” (2.11). Antysymetryczna czesé gra-
dientu predkosci w, czyli tensor chwilowej predkosci obrotowej, jest w postaci sumy

. -1 T
w = skew(l) = Q* + R* skew(U* U*) R* +w”, (5.41)




94 5. Algorytmy przyrostowej minimalizacji energii

gdzie w” jest wyznaczony jako antysymetryczna czesé tensora I” i dany wzorem (2.14).
Tensor chwilowej predkosci obrotowej sprezystej czesci gradientu deformacji w* jest
obliczany w postaci réznicy

T

1. -1 . -1
W' =w—w’=Q +R (U'U — (U'U)) R (5.42)

Tensor w* chwilowej predkosci obrotowej zalezy od sztywnego obrotu poprzez R* i od
sprezystych rozciagnieé sieci krysztatu U*.

Wyznaczanie obrotow sieci krysztatu w obiektywnym algorytmie eulerowskim bedzie
przy upraszczajacym zatozeniu U* = 1, czyli pominieciu wplywu rozciagnieé na wektory
sieci. Wplyw tensora d* na deformacje wektoréw sieci zostanie zaniedbany, wiec w
obliczaniu obrotow sieci obowigzuje przyblizenie d* ~ 0. Aktualna orientacja wektorow
sieci (5.36) jest wyznaczana z wykorzystaniem przyblizenia w postaci

m** ~ R"m", n"“~R'n" (przy U'=1). (5.43)

Przy uzyciu zwiazkow okreslajacych predkosci wektorow (2.15), gdzie tensor I = d* +
w*, oraz przy pominieciu wpltywu tensora d* na deformacje (rozciggniecia) wektorow
m** i n** mozna wyznaczy¢ predko$é¢ zmiany wektorow w sposéb przyblizony

m' ~w'm', nf e, (U ~1), (5.44)

gdzie antysymetryczny tensor w* jest przyblizany tensorem spinu sieci 2* w postaci

. T
WA =R'R, (U ~1). (5.45)

Wprowadzenie zalozenia upraszczajacego U* = 1 eliminuje rozciagniecia sieci, a tensor
w* chwilowej predkosci obrotowej sieci jest traktowany jako spin sieci. Zmiane obrotéow
sieci okresla réwnanie w postaci

Q = w Q" (5.46)

gdzie wprowadzono symbol Q* oznaczajacy ortogonalny tensor obrotu sieci, ktéry umoz-
liwia wyznaczanie aktualnych obrotow sieci (5.43) jako

m*" = Q*m”", n** =Q" n". (5.47)

Nalezy tutaj zauwazy¢, ze powyzej wprowadzony aktualny obrot sieci krysztatu Q* jest
rozny od obrotu R*, ktory jest wyznaczany z rozktadu biegunowego (5.35) tensora F*.

Numeryczne catkowanie rO6wnania na zmiane obrotu sieci

W obiektywnym algorytmie eulerowskim, por. tab. (5.10), aktualna orientacja sieci krysz-
talu (m**, n* %), jest obliczana wedtug wzoréw (5.47). Wielkos¢ obrotu sieci Q}, , ; jest
wyznaczana po numerycznym scatkowaniu rownania (5.46) na dtugosci kroku (¢, t,41),
w postaci

Q1 =exp(Atw;,,)Qr. (5.48)
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*

Antysymetryczny tensor At w} ., (przy powyzej wprowadzonym zatozeniu upraszczaja-
cym U* & 1) to réznica tensora chwilowej predkosci obrotowej (5.34) i czesci plastycznej
(2.14)
ns
AW, =Atw, o — Y Ay WiE,. (5.49)
K=1
Obliczanie wartosci funkcji eksponencjalnej exp(w) (5.48) antysymetrycznego ten-
sora w odbywa sie przy uzyciu zamknietej formuty w postaci tzw. wzoru Rodriguesa

sin(fw]) 1 (sin<rwr/2>)2 :
exp(w) =1+ ——w+ - ( ——— | w’, (5.50)
|w] 2\ |wl/2
gdzie antysymetryczny tensor w ma reprezentacje w postaci macierzy
0 —Wws3 Wa
w = w3 O —W1 y (551)
—W9 w1 0

natomiast norma |w| dotyczy wektora o sktadowych w = (wy,ws,ws) ((Simo & Hughes,
1998)).

Inne, niestosowane tu podejscia do wyznaczania wartosci funkcji exp(w), wykorzy-
stuja parametry Eulera (z punktami osobliwym dla |w| = nm, gdzie n to dowolna liczba
nieparzysta) lub osiowo katowa reprezentacje obrotow czyli tzn. kwaterniony (ang. qu-
aternion parameters), por. (Simo & Hughes, 1998).

Obroty sieci moga by¢ wyznaczane bez wykorzystania funkcji eksponencjalnej, np. z
réwnania wyznaczonego przez numeryczne catkowanie zwigzku (5.46). Catkowanie jest
wg schematu uogolnionego z parametrem 6 okreslajacym punkt posredni, por. (Hughes
& Winget, 1980).

Inne podejscie polega na wyznaczaniu aktualnej orientacji sieci poprzez obliczanie
wartosci przyrostow katow Eulera, (Clement, 1982), (Kowalczyk, 2001). W drugiej z
powyzszych prac zaproponowano metode pokonywania osobliwosci, ktéra moze wystapié
przy ® = 0. Przyrosty katow FEulera, ktore okreslaja orientacje wektoréow sieci, sa
wyznaczane z wykorzystaniem sktadowych tensora spinu sieci.

W pracy (Kok et al., 2001) przedstawiono cztery schematy (dwa jawne i dwa nie-
jawne) numerycznego catkowania rownania okreslajacego zmiany orientacji sieci, przy
uwzglednieniu zaleznosci argumentu funkcji eksponencjalnej od poszukiwanego obrotu
(5.42). Do konstruowania metod obliczania obrotéw wykorzystano wlasnosci komuta-
tywne (niesymetrycznych) tensoréw, natomiast do obliczania wartosci funkcji eksponen-
cjalnej zastosowano parametryzacje bazujaca na pojeciu kwaternionu.

Numeryczne catkowanie zwigzkéw konstytutywnych

Przyrostowo obiektywny zwiazek umozliwiajacy aktualizacje wartosci naprezenia Kirch-
hoffa T,,1 na koncu kroku deformac;ji

T
Tntl1 — f*Jrl Ty f*n+1 = Cpy1 At d:;+1 (552)

n

jest wyznaczany przy uzyciu zwiazku konstytutywnego (2.24) w konfiguracji odciazonej
C? oraz wzorow transformacyjnych (2.26). Przyrostowy zwiazek dla pochodnej Liego
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naprezenia Kirchhoffa w konfiguracji posredniej, por. (2.27), jest w postaci

-T —1
AL LY Trpa = Coso - Atdr,,, gdze Atdr,, = 0B f .. (5.53)

n+oa?

Sprezysta czed¢ tensora eulerowskiej predkodci odksztatcenia At dj,  , zalezy od wzgled-

nego sprezystego tensora gradientu deformacji £, , = F, +QF;§‘1. Tensor modutéow spre-
zystosci ¢, 11 w konfiguracji ¢,,,1 jest w postaci

Cpi1 = f;m *Cnia, gdzie cppq=F,  +xC", (5.54)

Symbol * oznacza pelne nasuniecie czterech tensoréw drugiego rzedu na tensor czwartego
rzedu, por. (2.28). Wzgledne sprezyste gradienty deformacji sa w postaci

-1 ~ 1

fr , =F: F*, oraz £, =F: F .o (5.55)

W tym miejscu nalezy zauwazy¢ brak rownosci miedzy tensorem Atd;_ , w obiek-
tywnym algorytmie eulerowskim wyznaczonym wg wzoru (5.53), a réznica tensorow

przyrostu caltkowitego Atd, . wyznaczanego jako (5.33) i plastycznego Atd; ., wg
wzoru (2.14) w konfiguracji n + «:
Atd;,, # (Atd,pa — Atd; ) (5.56)

Po wprowadzeniu zalozenia upraszczajacego deformacje wektoréw sieci jedynie do
obrotow (5.47) i z wykorzystaniem rozktadu biegunowego (5.35) tensora F*, aktualizacja
wartosci naprezenia Kirchhoffa (5.57) jest w postaci

T
Tn+1 — q:;-i,-l Tn q*n+1 = Cp41 At d;-&-l? (557)

gdzie przy zalozeniu U* &~ 1 tensor wzglednej deformacji f* ~ q*. W zwiazku (5.57)
symbol q;, ; = Q;,,, Q)" oznacza tensor wzglednego obrotu sieci.

Wybrane bloki algorytmu eulerowskiego

Obliczeniowy algorytm eulerowski wykorzystuje minimalizacje energii przyrostowej w
sposob analogiczny do algorytmu lagrange’owskiego. Blokowa struktura algorytmu eu-
lerowskiego jest identyczna ze struktura algorytmu lagrange’owskiego, por. tab. 5.1, wiec
nie bedzie tu szczegdétowo omawiana. W tablicach 5.9, 5.10, 5.11 i 5.12 przedstawiono
wybrane bloki algorytmu eulerowskiego.
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Tablica 5.9: Podstawowa petla przyrostowej deformacji algorytmu eulerowskiego.

Podstawowa petla przyrostowej deformacji materiatu

0. Inicjalizacja wielkosci stalych w procesie deformacji.

1. [Inicjalizacja wartosci poczatkowych dla kroku n =0 gdy t,—o = 0
TpeoAtdE_, = Atd’_, =0 (Wielkoéci w uktadzie globalnych)
Tooo=Atd!_, = AtdF_, =0 (Wielkosci w ukladzie lokalnym)

Atw;_=Atw; _, =0,
[qK]n:O:[TO](24) oraz [fK]nZO = [—7'0](24)
(Y¥]n=0=[AY*]p=0 = [0](24) o0raz An—o=10
[m**],—o=[m"](24xs) oraz [n**[,—9 = [N"]21x6)

2. Start gléwnej petli lub kolejne kroki obcigzania n + 1:

JEZELL  A\yi1 € Aea TO OBLICZ:
Ai1 = Ay + AN oraz Frp1 = F(\ 1)
Transformacja (obrot) do lokalnego uktadu wspotrzednych:
Foi1 e [Fijlnt = [QFox0) [Fijlns
Dla danych wejsciowych: ([v*],, An, Fri1, Fr, QF, T, [65]0, [957]0)
oblicz:

(129%), ), A, Atd", Atd”, Ate”, M, 7. Q" [¢*). [£], [9°), .,

IdZ do punktu nr 3. |

PRZECIWNIE: przejdz do punktu nr 4. |

3. Aktualizacja wartosci globalnych:

Atd:iﬂrl [At@}]n—l—l [ ]( 6) [A ]n—l—l

A, (A i~ Qg [ AR
Tnt1 [@‘j]nﬂ [QF {66y [Tisln+1
Snt1 — [Sijlnt1=[Q; ](T 9) [Sijln+1

9x
Powieksz nr kroku n = n + 1, nastepnie idz do punktu nr 2.7

4. Zatrzymanie gléwnej petli deformac;ji.
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5. Algorytmy przyrostowej minimalizacji energii

Tablica 5.10: Algorytm aktualizacji dla nowo obliczonych wartosci przyrostow Scinania
[AY 1.

Aktualizacja (Obiektywny algorytm eulerowski)

0. DANE [A’VK]m—I—la [’YK]m:m Am+17 Fn-l—la Fn; Tm=0, Q;kn:m [qK]m:O
STALE: a,r

1. Aktualizacja:
Deformacja:

-1
Ln+a:(Fn+1 — Fn)Fn+a, gdzie Foion=0aF, 1+ (1 _ Oé)Fn
T T
dyra=3 (biva + lova + (1 = 20) Lo lyia)

wn+a:% (anra - 1l1n+a)

* . ns K * K
dm—&—l*dn-i—l - ZK:I Ame—l—l P
*

_ ns K * K
wm—&—a*wn-‘roc - ZK:I A,ym—&-l Won

T
Q:;@-s—l:eXp(w:-i-a)an:O oraz (1 = Q:;z—i-lQ*m:O

Tensor moduléow sprezystosci:  cpp1 = Qg x C*

. . T
Naprezenie:  Tpq1 = Qypq Tn Ayt + Cmgr - dpry g

Diady:
[m*K]m+1:[ Q:;@Jrl m* ](24><3) [n*K]erl = [Q;Jﬂ n” }(24><3)
[s** 1= My, @05 (245 (3x3))
(W g1 =] skew (5725 1) J2ax(3x3)) [P ]ims1 = [MtoVO(sym(si 1)) J2axe)

Macierz wzmocnienia i interakcji (+ metoda symetryzacji):

(B4 1=[Mt0VO (Wik  Trs1 — T 1 Wiy )] 24x9) N
(T8 ] =[T3;]ims1 [MEOVO(rs* ¥ s* L — (1 — 1) s*Es*F) | _—

1dA|=[JEZELI K = L € Ay TO 1 PRZECIWNIE 0](24x2)
B =1 (Vo + AV awan + [AA] [rss™) [14A]
9" ]m+1:([h*“]m+l+[p*KJ L] ™)™ + [B*] P**]") g

Funkcje plastycznosci:
[Téﬁ]mH:[qule]a gdzie  [¢"]mi1 = [¢"]m=0 + [h*KL]erl [AY |1
¥ mr=renlm+r = [T&]mer, gdzie  [1g]mer = (P [7i5]) i

2. KONIEC: (Atd*, Atd”, Atw*, Atw®, T, Q% [¢%], [0°*], [F*])ms1




Tablica 5.11: Algorytm etapu sprezysto-plastycznego (ESP).

Etap sprezysto-plastyczny (Obiektywny algorytm eulerowski)

0. DANE ( [’YK]n, Arm Fn+17 Fna Th, Q;a [qK]n7 [gKL]n )

1.

Probny Etap Sprezysty:
Dane wejsciowe:
(['VK]TH [Any = 0]n+1, A= q)a Foi, Foyt, Qs [qK]n)
Y
’ Aktualizacja ‘

\
(Atd*v Atdpa Atw*? Ath7 T, Q*> [qK]7 [gKL]v [fKDtrial
Przejdz do punktu nr 2. |

Sprawdzenie stanu naprezenia:
JEZELIL [ f&, < Tol]ps TO OBLICZ:
Rzeczywisty stan sprezysty:

Y] nt1= 7 ], [A'VK]H+1:[O](24)7 Api1 =10
Atd:ﬂ-l =Atdg ), Atdi—&-l =Atdg,
Atwy =Atwi,,  Atw,  =Atwg,,
Tp41—Ttrial, ;+1:Q>tkrial
[qK]n-i—l:[qK]trial;
[gKL]n—I—l:[gKL}triala [fK]n+1:[fK]trial

Przejdz do punktu nr 3. |

PRZECIWNIE:
Etap plastyczny:
Dane WejéCiOWGZ ([IVK]TL’ Ana Fn—i—la Fn7 Tn, :m [qK]na [gKL]n)
Y

]

([Any]a [’YKL Aa Atd*a Atdpa Atw*v At(UP, T, Q*a [C]KL [gKL]7 [fK])n+1

Przejdz do punktu nr 3. |

KONIEC:
([A’YK]’ [/YKL ‘/4" Atd*? Atdp? Atw*? Atwp7 T? Q*7 [qK]7 I:gKL:I’ [fK])
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Tablica 5.12: Algorytm korygujacego etapu plastycznego (EkP).

Korygujacy Etap Plastyczny (Obiektywny algorytm eulerowski)

0. START: ( [v*1n, An, Frit, Fo, Q5 (010, 05510 )

1. [Inicjalizacja wartosci poczatkowych dla iteracji m = 0:
Frine = Foi1, Qroo = Q,
 Jm=0 = [V, [A9" ]m —o = [A% ] =[0], Ap—o=10
[¢"Tm=0 = [¢"]n:  [9""]imn=0 = [g""]n
Dla danych: Fpng, 1 Fy, oraz ([v5], [AYY], A, T, Q% [¢¥]),—0 =

’Aktuahzaqa‘ 5] = [f* i = [[*]m=0
Am—O - An

2. JEZELL A,—0# 0 (A |An=o| <5) TO OBLICZ:
Rozwiazywanie uktadu rownan dla m = 0 i kolejnych m + 1 iteracji:
2a. JEZELI [|fE€4m=0] > Tol]nyy A m <lw TO OBLICZ:

[A2~X] =| Rozwiazywanie Uktadu (A,.—o, [¢%]m, [f5]m)
Aktualizacja dla iteracji m + 1, gdy [AY*|ni1 = [AY5]m + [A%YF]
Dla danych: ([AY*]pt1, Femm, Fn) 1 (A, 7], T, Q% [¢%]) 0 =
= ’Aktualizacja‘ =
(Atd*, Atd”, Atw*, Atw®, T, Q*, [¢*], [¢°*], [/*])mat
Powicksz nr iteracji m = m + 1, nastepnie powr6é do punktu nr 2a. T
PRZECIWNIE: 1dZ do punktu nr 3. |
PRZECIWNIE: IdZz do punktu nr 3. |

3. Sprawdzenie poprawnosci rozwiazania uktadu rownan.
JEZELL [|fEeAn] < Tol] A [fE#Am < Tol] A [AYS = 0y A A = A,
TO: Rozwiazanie uktadu rownarn jest poprawne. (A, = A,) 1dZz do punktu 4. |
PRZECIWNIE: Iteracyjne wyznaczanie [Ay*] przez minimalizacje energii:
[V¥lm=0 = [v*]n,  [A*9*] = [AY im0 = [0] 20)
Ay =1K : (fE_y>Tol vV K € Ap—)]
[qK]m:O.: [qK]na [QKL]mzo = [gKL]m [fK]mZO = [fK]trial
3a. JEZELL [|fEeAm| > Tol] v [fE#4m > Tol] A m <lw TO OBLICZ:
[A%24K] = MINIMALIZACJA ([AY ]y Ay [05E | ims [f5]m)
Aktualizacja dla iteracji m + 1:
[AY i1 = [AY ] + [A%5] otz [Y¥]ma1r = [¥¥ =0 + [AY ]
Apr = [K : Aypiy > 0]
Dla danych:  ([Av"]mi1, Amir, Frmvm, Fn) 1 (7], 7, Q% [0"]) g =
= ’Aktualizacja‘ =
(Atd*, Atd”, Atw*, Atw”, T, Q%, [¢%], [9°"], [f*])ms1
(JESLI || f,fjij‘mﬂ\ < Tol] A [fp53™ > Tol]  TO:
uruchom procedure powiekszania zbioru A, 1)
Powieksz nr iteracji m = m + 1, nastepnie powr6¢ do punktu nr 3a. T
PRZECIWNIE: IdZ do punktu 4. |
PRZECIWNIE: Idz do punktu 4. |

4. KONIEC: ([Av"], A, Atd*, Atd”, Atw*, Atw”, T, Q*, [¢¥], [¢"*], [f*]),,
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5.3.3 Male odksztalcenia — bez uwzglednienia obrotéw sieci

Niniejszy punktu dotyczy algorytmu modelowania proceséw przyrostowej sprezysto-
plastycznej deformacji w ramach teorii geometrycznie liniowej, por. rozdzial 2.9, bez
uwzglednienia obrotéw sieci.

Nieznany zbior systemoéw aktywnych A oraz przyrosty $cinania Ay sa wyznaczane,
jak w przypadku duzych deformacji, z wykorzystaniem minimalizacji energii przyro-
stowej, por. (4.81). Znaczne uproszczenia struktury algorytmu wynikaja z ograniczen
teorii matych odksztatcenn bez obrotow sieci. Poniewaz struktura algorytmu obliczenio-
wego jest analogiczny do przypadku duzych deformacji (tab. 5.1), nie ma wiec potrzeby
przytaczania w tym miejscu doktadnej postaci algorytmu matych odksztatcen.

W niniejszym punkcie symbole pisane pogrubiong lub podwojng czcionka (e, €°, €F,
o, C) oznaczaja wektory (5.14) lub macierze reprezentacji tensorow w zapisie Kelvina.
Macierz obrotu QF jest tu dla uproszczenia bez nawiasow prostokatnych, por. (5.15).

Petla przyrostowej deformacji

Modelowane procesy matych sprezysto-plastycznych odksztatcen bez uwzglednienia ob-
rotow sieci sg sterowane odksztalceniowo, przy pelnej kontroli kinematycznej jak w
podrozdziale 5.3. Parametr obciazania A okresla przebieg catkowitego odksztalcenia
£(\) wzgledem globalnego uktadu Kg. W kazdym przyrostowym kroku (t,,t,1) pro-
cesu deformacji o ustalonej dtugosci A\ obliczany jest przyrost calkowitego globalnego
odksztalcenia A€.

W podstawowej petli przyrostowej deformacji materiatu program odksztalcania jest
okreslony jako

Ent1 = En + A, (5.58)

gdzie przyrost A€ moze by¢ modyfikowany w kolejnych krokach gléwnej petli.

Na poczatku kroku ¢, znany jest wektor Scinania v, = [75]ng), zbior systemow
aktywnych A,, czes¢ plastyczna €f (oraz sprezysta €f) odksztalcenia, krytyczne war-
tosci naprezen Scinajacych q, = [7%,]ns) oraz funkcje plastycznosci £, = [f]xg). Na
konicu przyrostu deformacji, dla punktu ¢,,1, poszukiwane sa wartos$ci naprezenia 0,1
i odksztalcenia plastycznego €}, (oraz sprezystego € ;) w globalnym ukladzie K.

Przejécie z lokalnego uktadu wspotrzednych Ko do globalnego K (analogiczne do
zwiazku 5.18) jest w postaci

T T
6—7L+1 = QR On+1, Efwrl = QR £$L+17 (559)

gdzie macierz obrotu Q" = ?6X 6) (5.15) okresla transformacje miedzy uktadami wspot-

rzednych Kg i K¢, por. (Cowin & Mehrabadi, 1995).

Symetria miar (0, €), w odréznieniu do niesymetrycznych miar (S, F) w duzych
deformacjach (punkt 5.3.1), umozliwia stosowanie reprezentacji w postaci szescioele-
mentowe]j macierzy jednokolumnowej (5.14) (oraz macierzy (6 x 6) dla tensora modulow
sprezystosei) przy uzyciu notacji Kelvina, por. (Cowin & Mehrabadi, 1995).
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Korygujacy etap plastyczny (EkP)

Etap EkP jest wykonywana, jezeli naprezenie probne 0y, przekroczy powierzchnie pla-
stycznosci [f*](ng), Przy zadanej numerycznej dokladnosci obliczeni (Tol). Korygujacy
etap plastyczny (EkP) zawiera iteracyjna procedure aktualizacji calkowitych przyro-
stow Scinania Ay, 1 na kroku deformacji (¢,,%,:1)

A’Ym-‘rl = A’Ym + AQY? (560)

por. (5.4). Korygujace przyrosty Scinania 2-go rzedu A%y = [A2yX] sa obliczane w
kolejnych iteracjach (m) przy zastosowaniu minimalizacji energii przyrostowe;j

A?y® — minpzy Ay, +A2x >0 (%AZX GR A’x — % A2x), (5.61)

dla zbioru A,, # 0. Przyrost energii zostal wyznaczony przez wprowadzenie Avy,,i1
(5.60) do wzoru na przyrostu energii Aw (4.80) sformutowanego dla miar symetrycznych
(0, ¢€), por. podrozdziat (2.9). Obliczone z (5.61) przyrosty 2-go rzedu to AQVE"AWD, gdzie
goérny indeks R oznacza zredukowanie wektora A%y do elementéw odpowiadajacych zbio-
rowi A,,. Zbior systemow aktywnych A,, jest przyjmowany z poprzedniej iteracji (m)
etapu EkP i umozliwia skonstruowanie macierzy A, = A(A,,), przeznaczonej do selekcji
systemow (przypuszczalnie) aktywnych z (m)-tej iteracji EkP. Przy pomocy macierzy
A, pela macierz G, = [g5"](ngxng) modulow interakeji (2.84) jest zredukowana do
Gr = A, (K(ym) +nCu") A} (petna oznacza tu dla wszystkich systemoéw). Analo-
gicznie cala lista funkeji plastycznosci £, jest zredukowana do listy £ = A, f,,,. Symbol
K = [ (ng xng) Oznacza pelng macierz fizycznych moduléw wzmocnienia, natomiast
1 = [W"](nsx6) macierz kierunkow plastycznego ptyniecia (2.81).

Tablica 5.13: Algorytm aktualizacji odksztalcenia, naprezenia oraz funkcji plastycz-
nosci dla nowo obliczonych wartosci korekcyjnych przyrostéow Scinania AQY (dlam+1).

Aktualizacja (Mate odksztalcenia)
0. DANE (AYma AZYRa Ym=0, Am; 62:07 Om=0, qm:0)

1. Aktualizacja: AYpmi1 = Ay, + AT AR
Ym+1="Yo + AVm+1, Apir = [K  AyE > 0]
Om+1—=00 — C PLT Aym—&-l 851-&-1 = s(F)) + PLT AYm-ﬁ-l

Ant1 = o + K(Ymt1) AVt frnr1 = LOmi1 — (Qms1 + 7o)

2. KONCOWE: (Avy,v, A, €°, 0, q, f)ms1

Aktualizacja

Po obliczeniu korygujacych przyrostow 2-go rzedu A*y (z minimalizacji (5.61) lub przez
rozwiazanie zlinearyzowanego ukladu rownan) w procedurze aktualizacji (punkt nr
1 tab. 5.13) wyznaczane sa calkowite przyrosty Avy,,.1 (5.60) i aktualny zbior A, .4
(4.23). Nastepnie obliczane sa nowe wartosci $cinania, odksztalcenia, naprezenia oraz
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funkcji plastycznosci. Procedura aktualizacji jest wywolywana zawsze po minimali-
zacji energii przyrostowej (5.61) wewnatrz etapu EkP.

Etapu EkP jest przerywana gdy obliczone przyrosty $cinania Avy,,.; oraz funkcje
plastycznosci f,,11 spelnia warunki aktywacji (5.3). Wowczas wartosci z iteracji (m+1)
na etapie EKP (punkt 2 w tab. 5.13) sa przypisywane poszukiwanym wartosciom na
koncu kroku #,,1.

Przyklad zastosowania algorytmu malych odksztalcen w modelowaniu wy-
dluzania krysztalu

Ponizej zamieszczono wyniki dwoch z wielu analizowanych zadan testujacych popraw-
nos$¢ dziatania algorytmu. Zadanie polega na (trojwymiarowym) modelowaniu procesu
odksztalcania pojedynczego krysztatu. Anizotropowy krysztal jest wydtuzany wzdtuz
osi ND = &3 globalnego uktadu Kg, przy réwnoczesnym zwezaniu na kierunkach €, i e,
oraz przy zachowaniu poczatkowej objetosci, por. (5.58),

o 2(1A4ix) OM 0
AE = 0 Sy 0 . (5.62)
0 0 AN

Granica plastycznosci 79 = 16 MPa jest rowna poczatkowej wartosci krytycznego na-
prezenia 75 = 7, gdy Scinanie v* = 0. Przyjeto tu wzmocnienie potegowe w postaci
(2.64) z poczatkowym modutem hg = 180 MPa i stata wartoscia wyktadnika n = 0.16,
por. rys. 5.1(a). Skladowe £ ** macierzy modutéw wzmocnienia (2.58) zaleza od po-
jedynczego parametru wzmocnienia utajonego ¢ = 1.4. Moduly sprezystosci krysztatu
miedzi (Cu) przyjeto o wartosciach Cf; = 170 GPa, C}, = 123 GPa, C}, = 75 GPa.

(a) (b)

3* 033
¥ TD
2|
[00 S0
_1; g2
-2} _
F g
T S TS S SR R arsar 0
00 05 10 15 20 25 30 35

Rysunek 5.1: Przebieg naprezenia wzgledem odksztalcenia do wartosci 33 = 3.5% (a)
oraz poczatkowa orientacja (T12) kierunkow probki (ND, TD, ED) (b).

Dwa procesy deformacji modelowano z identycznymi stalymi materiatlowymi. Mo-
delowanie do koricowego odksztalcenia o wartosci £33 = 3.5% (rys. 5.1(a)) wykonano z
przyrostem AX = 10~ i przy koncowej liczbie krokéw ny = 350. W przypadku mo-
delowania do &33 = 0.1% obliczenia wykonano z przyrostem AN = 1076 i przy ny =
1000.
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Poczatkowa orientacja sieci krysztatu jest oznaczona jako T12, por. rys. 5.1(b), gdzie
12 oznacza wartos¢ kata w stopniach miedzy kierunkiem ND i [011], por. punkt 6.1.4.

£33=0.00023 83320.00026 £33=0.00040 83320.00060 £33=0.00087

Rysunek 5.2: Postep w uruchamianiu kolejnych systemoéow poslizgu (n, m), gdzie czer-
wone strzalki oznaczaja wektory kierunku poslizgu na systemie aktywnym.

W trakcie procesu wydtuzania, w zakresie £33 = 0.023 + 0.087%, uruchamiane sa ko-
lejne systemy poczawszy od a2. Systemy (a2, a3, b3, c2,b2) sa aktywnych do korica pro-
cesu, por. rys. 5.2. Uruchomiony przy odksztalceniu £33 = 0.04% system b3 (rys. 2.1(b))
jest wspotlinowy aktywnym systemem a3. Zalamania widoczne na wykresach napreze-

(a) (b)
12—m—m—m———————————————————— fr T 7 —
2t 033 B
1.0f B r
012 [
0.8¢ — B L
a 1j T
e %% ] e
E 04r ] S 0 [
0.2¢ b [ _
L J22
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Rysunek 5.3: Przebieg naprezenia do odksztalcenia o wartosci €33 = 0.1%: sktadowe
093, 013, 012 (a) oraz sktadowe 711, G99, 033 (b)
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Rysunek 5.4: Krzywe odksztalcenia plastycznego €” (a) i sprezystego €¢ (b).

nia (rys. 5.3) 1 odksztalcenia (rys. 5.4) wystepuja w punktach uruchamiania kolejnych
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systemow poslizgu, rys. 5.2. Ten zwiazek mozna zauwazy¢ porownujac wykresy napreze-
nia (rys. 5.3) i odksztalcenia (rys. 5.4) z przebiegiem $cinania na systemach aktywnych

(rys. 5.5(a)).

macji w calym procesie, por. rys. 5.5(b).

State wartosci przyrostow Scinania wynikaja ze statego przyrostu defor-

(a) (b)
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Rysunek 5.5: Zmiana wartosci cinania v* (a) oraz wartosci przyrostow Scinania
A~ (b) na aktywnych systemach (a2, a3, b3, c2, b2).
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Rysunek 5.6: Systemy aktywne na korncu obcigzania wraz z orientacjg osi rozciagania
ND (a), wartosci wszystkich funkcji plastycznosci f* (b) i wypadkowego naprezenia
Scinajacego 7% (linie ciagle) wraz z wartosciami krytycznymi 755 (przerywane) (c).

Kolejnosé uruchamiana pieciu systemoéw poslizgu w orientacji T12 (rys. 5.6(a)) wy-
nika z rosnacych wartosci naprezenia Schmida 7% (rys. 5.6(c)) przy niewielkim umoc-
nieniu obserwowanym w zakresie do &3 = 0.1%.
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Numeryczne niestabilno$ci wystepujace przy zastosowaniu algorytmu wg
Simo & Hughes (1998)

Wyniki uzyskane przy uzyciu algorytmu wykorzystujacego minimalizacje energii przyro-
stowej (5.61) dla malych odksztalcenn por6wnano z wynikami otrzymanymi przy uzyciu
algorytmu bazujacego na rozwiazywaniu wprost konstytutywnego uktadu réwnan i nie-
réwnosci wg pracy (Simo & Hughes, 1998).

Poczatkowa warto$é wypadkowego krytycznego naprezenia Scinajacego oraz moduty
sprezystosci sa identyczne jak w przyktadzie powyzej. Modelowane tu wzmocnienie
liniowe jest ze stalym modulem samoumocnienia systemoéw aktywnych h(y) = hy =
180 MPa oraz parametrem wzmocnienia utajonego ¢ = 1.4, por. (2.58). Poczatkowa
orientacja sieci krysztatu wzgledem ukltadu globalnego Kg jest wyznaczona przez katy
Eulera (@1, P, ¢2) = (2/3,1/2,1/6)w. Proces odksztalcania jest realizowany przy petnej
kontroli kinematycznej poprzez zadawanie przyrostu odksztalcenia w ukladzie Kg w
postaci

A 0 0
1-A
_ AN
Ae=| 0 —555y 0 : (5.63)
0 0 __AX
2(1+N)

ktora odpowiada izochorycznemu wydtuzaniu na kierunku &, w ukladzie Kg. Deforma-
cja jest modelowana przyrostowo w ny = 100 krokach i stalym przyroscie parametru
obcigzania A\ = 3107°. Proces przebiega w zakresie malych odksztalceri, a koricowa
wartos¢ odksztatcenia na kierunku rozciagania wynosi €17 = 0.003.

(a) (b)
200 ] 0.0025/ =
[ 0.0020} R
. 15 “_.." -
€ R 3
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SR ] by
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. e g “..,-*‘“'"'M.“
05l ] 00005 s g
I .-"::*‘::;“ —— D2
0.0000 Frmmitmmres —

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
1000 x gll 1000 x 511
Rysunek 5.7: Wykres naprezenie-odksztalcenie (a) obliczony przy uzyciu algorytmu

zaproponowanego wg (Simo & Hughes, 1998), numeryczna niestabilno$é¢ ujawnia sie dla
€11 > 0.0016 oraz Scinanie na aktywnych systemach poslizgu (b).

Wymniki uzyskane przy uzyciu dwoch algorytmoéw pokazuja, ze w calym procesie de-
formacji uruchomionych zostato pieé¢ systeméw poslizgu, wg algorytmu Simo & Hughes
(1998) (b1, a3,b3, c1,a2) oraz wg algorytmu minimalizacji energii (b1, a3, b3, c1, c2). Przy
zastosowaniu algorytmu wg pracy (Simo & Hughes, 1998) pojawiaja sie niestabilnosci
w wynikach, widoczne na wykresach naprezenia oraz $cinania aktywnych systemoéw po-
slizgu, rys. 5.7. Obserwowane niestabilnosci pojawiaja, gdy odksztalcenie £1; > 0.0016,
por. rys. 5.7(b). Woéwczas, do zbioru plynacych juz czterech systemow (b1, a3, b3, cl)
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dolacza pigty system poglizgu a2. Nalezy dodaé¢, ze w przypadku algorytmu wg pracy
(Simo & Hughes, 1998) w zadnym kroku deformacji nie wystapit jednoczesny poslizg na
pieciu systemach. Algorytm dziata niepoprawnie gdy uktad rownan jest rozwigzywany
wzgledem przyrostow Scinania na pieciu i wiekszej liczby systeméw. W przypadku, gdy
zbiér przypuszczalnie aktywnych systemow P zawiera piec i wiecej mozliwych systemow
pojawiaja sie niestabilno$ci rozwiazania. W chwili gdy zostaje uruchamiany piaty sys-
tem ¢2, do uktadu réwnan na przyrosty dochodzi rowniez szosty system a2, widoczny na
stabilnym rozwiazaniu z algorytmu minimalizacji, por. rys. 5.8(b). Niestabilno$¢ wynika
z braku dodatniej okreslonosci macierzy modutéw interakeji [¢**] (2.84) oraz techniki
eliminowania z uktadu réwnan systemow o ujemnych (numerycznie) wartosciach przy-
rostow $cinania. Eliminacja systeméw odbywa sie naprzemiennie, wiec z kroku na krok
zmienia sie zbior aktywnych systemow A. W przypadku istotnego zmniejszenia dtugosci
kroku deformacji, np. 100-krotnie, niestabilno$é moze zanikaé.

(a) (b)
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Rysunek 5.8: Wykres naprezenie-odksztalcenie bez wystepowania numerycznej niesta-

bilnosei, obliczony przy uzyciu algorytmu przyrostowej minimalizacji energii (a) oraz

$cinanie na pieciu aktywnych systemach poslizgu (b).

Zastosowanie proponowanego w niniejszym punkcie algorytmu przyrostowej minima-
lizacji energii eliminuje niestabilnos$é niezaleznie od przyjetej dtugosci kroku (¢, ¢,:1),
por. rys. 5.8.

5.4 Algorytm minimalizacji w przypadku deformacji z
kinematycznymi stopniami swobody

W przypadku modelowania proceséw deformacji krysztatéow takich jak jednoosiowe roz-
ciaganie lub proba kanalikowa zachodzi koniecznoé¢ zastosowania czesciowych wiezow ki-
nematycznych (4.82). Na kazdym kroku (¢, t,+1) przyrostowej deformacji poszukiwane
sg przyrosty Scinania Ay" na systemach aktywnych oraz catkowite przyrosty gradientu
deformacji AF. Przyrosty AF dane sg w postaci sumy (4.75) przyrostow zadanych AF
oraz poszukiwanych AF. Sterowanie procesem deformacji odbywa sie przy pomocy zna-
nego przyrostu gradientu deformacji AF = AF(A)). Na kazdym kroku przyrostowe]
deformacji poszukiwana jest para (A", AF). Poszukiwane przyrosty (A", AF) musza
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spelia¢ przyrostowe warunki aktywacji (5.3), w sposob dyskretny na konicu kroku defor-
macji t,1, oraz ograniczenia wynikajace z nalozonych kinematycznych stopni swobody
(4.82).

W niniejszym punkcie pominieto rozréznienie na gradient deformacji wzgledem uktadu
globalnego K i lokalnego K.

Etap Sprezysto-Plastyczny (ESP)

Na etapie ESP poszukiwane sg wartosci Ay* i f | przy spetnieniu dyskretnego warunku
aktywacji (5.3) oraz przyrost AF przy spehieniu wiezow (4.82), na koncu kazdego z
krokow deformacji ¢,,41. Analogicznie do algorytmu z pelnymi wiezami kinematycznymi
etap ESP sktada sie z etapu probnego EpS oraz etapu korygujacego EkP, por. tab. 5.14.

Etap EpS wyznaczany jest na poczatku kazdego kroku przyrostowej deformacji, przy
zalozeniach AF = AFy. = AF, AF =0i A~E.; = 0. Podczas etapu EpS wyznaczane
sa probne wartosci (Strial, fiSa)-

Natomiast na korygujacym etapie EkP, w petli iteracyjnej, obliczane sa przyrosty
deformacji i §cinania, dla znanych z etapu EpS wartosci probnych (Styal, fifa)- Obli-
czone przyrosty (A", AF) musza speti¢ dyskretny warunek aktywacji (5.3) dla pary
(A~*, fX |) oraz ograniczenia wynikajace z wiezéw kinematycznych (4.82) naktadanych
na przyrost AF.

Tablica 5.14: Podzial etapu sprezysto-plastycznego (ESP), czesciowe wiezy kinematyczne.

Probny etap sprezysty (EpS) oraz korygujacy etap plastyczny (EkP)
dla AX#0 1 Aygin =0 dla (Siat; firiar)
AF = AF ., AF =0 AF i =0
oblicz (Sisiat, [ oblicz AF, AvS >0 i (S,u1, [, <0)
oraz Puia jesli f5, =0 oraz A, dla Ay* >0

Prébny Etap Sprezysty (EpS)

Probne wartosci naprezenn Sy, 1 funkeji plastycznosei ff,, wynikaja z prébnej czysto
sprezystej deformacji. Wowcezas przyrost gradientu deformacji wynosi AF = AF .1, a
przyrost Scinania Ay* = Ay = 0. Probne wartosci Sia 1 f, S8 wyznaczane raz
dla danego kroku deformacji (., tn11),

Strialzsn + An:trial : A]E‘triala
ftlsialzf'f + Afl(:trial ’ AFtrial- (564>

Wartosci Agyia 1 Al sa przyjmowane z konca poprzedniego kroku ¢,,. Probny przyrost
gradientu deformacji jest przyjmowany w postaci przyrostu czesci sterowalnej AF ., =
AF.

W przypadku, gdy wyznaczony w etapie EpS stan naprezenia przekracza powierzch-
nie plastycznosci, przy spehieniu czeSciowych wiezéw kinematycznych, zostaje urucha-
miany korygujacy etap plastyczny (EkP).
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Korygujacy Etap Plastyczny (EkP)
Na etapie EkP przyrost gradientu deformacji AF jest w postaci sumy

AF = AFy, + AF, (5.65)

przyrostu AEtrial = AF zadanego na probnym etapie sprezystym (EpS) oraz szukanego
przyrostu AF obliczanego podczas etapu EkP. 3
Etap EKP obejmuje iteracyjng aktualizacje przyrostow (Avs , AF,, 1) w postaci

Ayl = Ayl + A (5.66)

AF,.., = AF,, + N°F, (5.67)

gdzie (A%, A’F) oznaczaja korygujace przyrosty 2-go rzedu $cinania i gradientu de-
formacji przypadajace na odcinek (m,m + 1). Indeks (m) oznacza numer iteracji petli
korygujacej w ustalonym przyrostowym kroku obciazania (t,,%,41).

W startowej iteracji etapu EkP (gdy m = 0) ustalane sa wartosci przyrostu $cinania
A~ = 0 oraz gradientu deformacji AF,, = 0. Natomiast w kolejnych iteracjach korygu-
jacej petli (m + 1) obliczane sa przyrosty (Avyx. ., Af‘mﬂ). Korygujaca petla na etapie
EKP jest przerywana jezeli obliczone wartosci (A~ ,, fx ) spelniaja warunki aktywa-
c¢ji, a obliczone naprezenie S,, 1 spelnia ograniczenia wynikajace z natozonych wiezow.
Po spelnieniu ograniczeni, nastepuje wyznaczenie wartosci poszukiwane na koncu kroku:
Sni1 = Smy1 i ff+1 = f’rfri—&-l‘

Minimalizacja energii przyrostowej (4.79) wykonywana bedzie wzgledem koryguja-
cych przyrostow 2-go rzedu (A2yX, AQF). W tym celu zostanie wyznaczona postaé przy-
rostu energii, ktora jawnie zalezy od poszukiwanych korygujacych przyrostow 2-go rzedu.

Podstawienie przyrostow (5.66) do przyrostowych zwiazkéw konstytutywnych (5.2)
umozliwia wyznaczenie naprezenia i funkcji plastycznosci dla korygujacej iteracji (m+1)

Smi1=Sm + A, - AF — 3 AK A<,
(5.68)
=L+ Al N =37, gl AR
gdzie wartosci (A% ,Azf‘) sa nieznane, a wartosci A,,, Af, g~" zostaly obliczone z
poprzedniej iteracji (m). Analogicznie wartosci naprezenia S,, i funkcji plastycznosci
1 mozna wyznaczy¢ dla iteracji (m) w postaci

Sm:Strial + Am : Aﬁ1m - ZK Affl A’Yriy{w
) (5.69)
fo=TGa T An - AF gy =37 g0 Ay

A, AX i gkt dla startowej iteracji m = 0 sa wyznaczane przy uzyciu wartosci z koica
poprzedniego kroku ¢,. W iteracji m = 0 przyrost Scinania A~} _, = 0 i gradientu
deformacji Af‘ng = 0, stad wartosci naprezenia S,,—g = St 1 funkeji plastycznosci
K _o = f&. odpowiadaja wartosciom probnym, por. (5.64).
Przyrostowe zwiazki (5.68) umozliwiaja wyznaczenie wyrazenia na przyrost energii
minimalizowanej w iteracjach korygujacych etapu EkP (dla ustalonego kroku deformacji

(tn,tns1)). Wzor na przyrost energii w iteracji (m, m+1) zostal wyznaczony ze wzoru na
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catkowity przyrost energii na kroku deformacji (,,t,+1) (4.76), przy uzyciu zwiazkow
na warto$ci naprezenia i funkcji plastycznosci w iteracjach (m) (5.69) i (m + 1) (5.68).
Nastepnie uwzgledniono przyrosty scinania AvyX ., (5.66) oraz przyrost gradientu de-
formacji AF 1 = AFyia + AF,, + AF, wg (5.65) i (5.67), oraz odrzucono wielkosci
niezalezne od szukanych przyrostow 2-go rzedu.
Minimalizowany przyrost energii jest w postaci
Aw=S,, - A°F + INF - A, - AF — 3, Af Ay AF+

KeA

(5.70)
_ZKEA f£ AQ,YK + % ZKLEA g:r(zL AQ,YK AQ,YL.

Minimalizacja przyrostu energii (5.70) odbywa si¢ wzgledem przyrostéw drugiego
rzedu (A?yE, A’F), wewnatrz iteracyjnej petli korygujacej. Na kazdej iteracji zostaja
obliczone poszukiwane korygujace przyrosty przez minimalizacje przyrost energii (5.70)

z ograniczeniami na calkowite przyrosty Scinania A, ..

Tablica 5.15: Czesé algorytmu aktualizacji z kinematycznymi stopniami swobody.

Aktualizacja w EkKP

(+ kinematyczne stopnie swobody)
0. DANE: AQYm+17 A2]:_“m+17 Yn, Ftriala F,

n’

*

State: s(24x9), C(gxg)

1. Aktualizacja:

AF,,11=AF i + AF,, + A°F
Fm+1:Ftrial + A]:?m—l-l

2. KONCOWE: (F,F*,F* T*,7,S,q,&, f)m1

Algorytm aktualizacji wszystkich poszukiwanych wartosci (tab. 5.15), dla obliczo-
nych przyrostow A2y¥ i A’F, zawiera dwa réwnania dodatkowe w stosunku do zestawu
rownan algorytmu bez kinematycznych stopni swobody, por. tab. 5.5.

5.5 Algorytm minimalizacji w przypadku niejednorod-
nej deformacji

Niniejszy podrozdzial zawiera algorytm przyrostowej minimalizacji energii dla skonczo-
nego kroku deformacji z dopuszczeniem mozliwosci podziatu na dwa podziarna s = 1,2
(4.4.2). Do modelu jednorodnego krysztalu wprowadzone zostaly dodatkowe stopnie
swobody (ponad stopnie wynikajace z czesciowych wiezow kinematycznych) umozliwia-
jace modelowanie podziatu. W celu uproszczenia rozwazane jest sterowanie procesem de-
formacji przy petnej kontroli kinematycznej makroskopowego (usrednionego) gradientu
deformacji (4.86). Przyrost makroskopowego gradientu na kroku deformacji (¢,,t,11)

jest w postaci AF = AF, natomiast czlon zawierajacy przyrosty niewiadomych sktado-
wych to AF = 0.
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W niniejszym punkcie pominieto rozréznienie gradientéw deformacji wzgledem uktadu
globalnego K i lokalnego K¢

Minimalizacja energii przyrostowej Aw podczas proceséw deformacji materiatu mo-
delowanego jako laminat pierwszego rzedu (podrozdziat 4.4.2), przy zastosowaniu pet-
nych wiezow kinematycznych, jest w formie zadania (4.97). Wektor niewiadomych
x = (A, Avs, Ab;n, m) zawiera przyrosty Scinania podziarna 11 2, przyrost wektora
b, wektor rozdzialu m i udziat objetosciowy 7, por. rys 5.9. Przyrost makroskopowej
energii Aw jest w postaci liniowej kombinacji przyrostow energii Aw, podziarna nr s,
por. (4.95). Przyrost energii Aw, minimalizowany na skonczonym kroku przyrostowej
deformacji (t,,t,41), zostal wyznaczony przez zadany przyrost gradientu makroskopo-
wego AF w formie (4.96).

Rysunek 5.9:  Schemat mikrostruktury wraz z poszukiwanymi wielkosciami
(A", Avg, Ab;n, m).

W punktach ¢, oraz t, ., zadana jest jest deformacja makroskopowa materiatu, od-
powiednio F,, i F,,;. Szukane na kroku (t,,t,,1) przyrosty catkowitych gradientow
deformacji podziaren AF; = F,, 11 — F,, zaleza od niewiadomych (Ab;n, m). Nato-
miast wartosci naprezenia S, , 41 oraz funkeji plastycznosci f,,; na koncu kroku zaleza
dodatkowo od przyrostéw Scinania Ay w dwoch podziarnach.

W tym podejsciu, wartosci 1 i m sg obliczane w chwili nastapnienia podziatu ziarna,
a nastepnie traktowane jako znane i stale w calym modelowanym procesie deformac;ji.
Obliczone, w jednym z krokéw obciazania, wartosci udziatu 7 i wersora m nie pod-
legaja przyrostowej aktualizwacji. Orientacja wersora rozdzialu podziaren m zostala
wyznaczona przy uzyciu katow (i, ¢) w postaci

m = {cos 1 cos ¢, cos sin g, sinh}. (5.71)

W przypadku, gdy nastapit podzial ziarna i znany jest udzial objetosciowy 1 # 0
oraz orientacja wersora m, niewiadomym stopniem swobody laminatu pozostaje wektor
b.

Przyrosty gradientéw deformacji mozna przedstawic¢, z wykorzystaniem wzorow (4.88)
i(4.89), w postaci

AF; = AF + (1 —n) Ab ® m,
(5.72)
AF, = AF — nAb ® m.

Na kolejnych krokach przyrostowej deformacji poszukiwany jest przyrost Ab, ktory
umozliwia aktualizacje wartosci wektora b,,; = b, + Ab na koncu kroku deforma-
CJI tn+1-
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Etapy algorytmu przyrostowej deformacji

Analogicznie do poprzednich algorytméw, etap sprezysto-plastyczny (ESP) zostal po-
dzielony na probny etap sprezysty (EpS) oraz korygujacy etap plastyczny (EKP).

W etapie EpS probne warto$ci przyrostéow gradientéw deformacji podziaren s sa
wyznaczane przy zatozeniu Ab = 0 oraz wykorzystaniu zwiazkow (5.72),

AF 1 yial = AF3 450 = AF. (5.73)

Analogicznie do poprzednich algorytméw, w etapie EKP zostata wprowadzona lineary-
zacja, wiec poszukiwane sg warto$ci niewiadomych przyrostow korygujacych drugiego
rzedu: A?45 A?b, A’F,. W petli korygujacej wyznaczane sg wartogci przyrostow
Ay i1, Abyy, AFg 11 W postaci

A7§m+1 = Afy;fm + A275K7
Ab,.1 = Ab,, + A?b, (5.74)

A]:?s,m-l—l = A]515,771 + AQF&

gdzie indeks (m) oznacza wielkosci z poprzedniej iteracji. W iteracji m = 0 warto-
Sci przyrostow sa przyjmowane jako Ay, _o = Ay = 0, Abp—o = Abgia = 0,
wige przy uzyciu zwiazkow (5.72) mozna wyznaczy¢ rownosci przyrostow AF,,_o =
A:Fs,trial = AF.

Poszukiwany przyrost drugiego rzedu A?F, podziarna s, jest wyrazony poprzez nie-
znany przyrost A%b w postaci

AQFl = (1 — 7]) AQb ® m,
(5.75)
A2F2 = —-nN A2b ® m.

Natomiast przyrosty gradientow deformacji podziaren AF ,,, wyznaczone w poprzednie;
iteracji sa znane,
A]:?1,m = A]:_“1,trial + (1 - 77) Abm ® m,
(5.76)
AFZ,m = A]:—1‘2,triad -n Abm ® m.

Wartosci naprezenia S, 41 1 funkcji plastycznosci ff, ., dla iteracji (m + 1) petli

korygujacej, zostaly wyznaczone przy uzyciu wzoréw (5.2) i (5.74), w postaci

Ss,erl = Ss,m + As,m : AQFS - ZK Agm AQV?:
(5.77)
;{erl = sl,(m + Af,m ’ A2]:—“8 - ZL g;f{;z A273L7

gdzie przyrost gradientu deformacji podziarna s: A?F, = A%F,(A%b). Wartosci napre-
zefi S, 1 funkcji plastycznosci ff,, z poprzedniej iteracji (m) sa w postaci

Ss,m = Ss,trial + As,m : A]'-T‘s,m - ZK Agm Aﬁ)/;fma
(5.78)
s},(m = ;,{trial + Agm ’ AFS,m - ZL g;f?];z APysL,m
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Wartosci naprezeni i funkceji plastycznosci obliczane w startowej iteracji m = 0 odpo-
wiadaja warto$ciom probnym:
Ss,m:O - Ss,trial - Ss,n + As,m : A]-:“s,triala
(5.79)
fK X = sl,(n + Agm : A]:?s,trial-

s,m=0 = s,trial —

Energia przyrostowa w etapie EKP

Przyrost energii dla podziarna s zostal wyznaczony z wykorzystaniem zwiazkow (5.74),
(5.77), (5.78) oraz (5.79). Przyrost energii makroskopowej Aw laminatu dwufazowego
(4.95) ma postac

Aw =nAw; + (1 —n) Aw,, (5.80)

gdzie przyrost energii Aw, podziarna s:

Aw, =S, - A’F, + 1AF, - A, - A’F o+
=D AL, AP AF o+ (5.81)

=Y cen SR NN £ I gEE APy E AL

Korygujacy Etap Plastyczny (EkP)

Etap EKP algorytmu zawiera minimalizacje przyrostu energii ziarna w postaci laminatu
1-go rzedu Aw wykonywana wewnatrz petli (korygujacej). Po obliczeniu wartosci przy-
rostow korygujacych, zostaja aktualizowane wartosci przyrostu wektora Ab,,,; oraz
przyrosty Scinania Avyf,, 1, AYy -

Inicjalizacja wielkosci poczatkowych w iteracji m = 0 jest wykonywana dla dwoch

. . o B - P -
podz1aren s mniezaleznie: szO - Strial; Tm=0 = Ttrial, A’Ym:o - 07 Asz - Pt’rialy
* _ * P _ P K _ K * K _ * K * K _ * K K _ K
szO - Ftriab Fm:O - Fn’ Q=0 = qn > msz - mtrial7 nm:O - ntrial’ m=0 " ftrial’
Nastepnie wyznaczane sa wartosci modutéow sprezystosci A,,,—g = Ayyia, kierunkéw na-

prezefi niesprezystych Aj o = A, 1 macierzy moduléw interakeji g;,20 = g,

Wartosé catkowitego makroskopowego gradientu deformacji F,,.; jest zadana na
koncu kroku ¢,,.

Minimalizacja energii przyrostowej wzgledem przyrostow (A*yf, A>v% A?b) oraz (1,
m) odbywa sie na etapie od pierwszego kroku deformacji do kroku, w ktérym nastepuje
podziat na podziarna. W przypadku, gdy nastapi podzial, obliczone wartosci udziatu
objetosciowego 7 i orientacja wersora m sa traktowane jako state do korica procesu
deformacji. Wowezas, w iteracji (m, m+1) minimalizacja przyrostu energii dla laminatu
o ustalonych wartosciach (7, m) jest w postaci

(A2 AP yE APD) min (Aw), (5.82)
Ay 20, A2 >0, b
K,LeAm
gdzie przyrost energii Aw (5.80) jest w postaci kombinacji liniowej przyrostow energii
podziaren (5.81), a przyrosty gradientoéw deformacji podziaren (5.75) zaleza od niezna-
nego przyrostu A%b.
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Aktualizacja (tab. 5.5) wartosci dla iteracji (m + 1) jest wykonywana analogicznie
do poprzednich algorytmow, przy czym zawiera dodatkowe rownania w postaci

bm+1:bm:0 + Aberla gdZie Aberl = Abm + Azba

Podziarno 1: Fy,,1=F,1 + (1 +7)by 1 @ m, (5.83)
lub )
Podziarno 2: Fy,,11=F,11 — N by @ m.

W przypadku modelowania podziatu na podziarna aktualizacja jest wykonywana dla
kazdego podziarna s niezaleznie.

Jezeli dla wszystkich powierzchni plastycznosci f* podziarna 1 i podziarna 2 zostang
spelione dyskretne warunki aktywacji (5.3), to korygujacy etap plastyczny (EkP) jest
przerywany. Obliczone wartosci z ostatniej wykonanej iteracji (m + 1) sa przekazywane

1 . — _ K _ K —
na koniec kroku t,11: Spp1 = Spits Tod1 = Tgls Yog1 = Tiats Anpr = A,
J— * _ * P _ P K _ oK * K __ * K * K __ * K
Fn+1 - Fm+17 Fn+1 - Fm+17 Fn+1 - Fm+1? Ani1 = Q1> My =My, N0y = N,

K _ fK
n+1 — Jm+41-



Rozdzial 6

Wyniki modelowania proceséw
deformacji krysztalow

Wyniki numerycznego modelowania proceséw deformacji zamieszczone w niniejszym
rozdziale dotycza krysztalow o sieci typu r.s.c.. Modelowanie przeprowadzono przy
zastosowaniu metody minimalizacji energii przyrostowej (4.39) oraz algorytmoéw typu
lagrange’owskiego (5.3), (5.4) i (5.5). W celu symetryzacji zagadnienia konstytutyw-
nego zastosowano metode selektywnej symetryzacji (3.13) macierzy modutéw interakcji
aktywnych systeméw poslizgu.

6.1 Modelowanie deformacji bez uwzglednienia podzialu
ziarna

Zamieszczone wyniki modelowania prostego Scinania ukazuja zaréwno dziatanie propo-
nowanych algorytmow jak i skomplikowany charakter zjawisk zachodzacych w krysztale
w zakresie duzych sprezysto-plastycznych deformacji.

6.1.1 Pelna kontrola kinematyczna. Proste $cinanie

Proste $cinanie jest modelowane przy pelnym kinematycznym sterowaniu. Zadany gra-
dient deformacji catkowitej F(\) jest funkcja parametru obciazania A, tak ze F = F oraz
F = 0, por. punkt 4.3.4. Proces prostego Scinania jest sterowany przy uzyciu gradientu
deformacji w postaci sumy

FA) =1+ AM®N, (6.1)

tensora jednostkowego 1 i diady wersorow okreslajacych kierunek M oraz plaszczyzne
N prostego Scinania.

Na tym etapie analizy, ukazujgcym dzialanie algorytmu duzych deformacji, zostaty
przyjete ,standardowe” warto$ci moduléw sprezystosei i plastycznosci. Poczatkowa war-
tos¢ granicy plastycznosci wynosi 7p = 16 MPa. Funkcja okreslajaca wzmocnienie sys-
temow zostala przyjeta w postaci prawa potegowego (2.64), gdzie poczatkowa wartosé
modutu wzmocnienia hy = 180 MPa, a stata w wyktadniku prawa potegowego n = 0.16.
Wartosci sktadowych macierzy modutéw wzmocnienia £ %" przyjeto w klasycznej po-
staci tzw. prostego prawa wzmocnienia utajonego (2.58), gdzie szybsze wzmocnienie

115
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wszystkich systeméw nieaktywnych okresla parametr ¢ = 1.4. Moduly sprezystosci
krysztatu Cu przyjeto o wartosdciach C7; = 170 GPa, C}, = 123 GPa, C}, = 75GPa,
por. (Schmid & Boas, 1950).

Przyrost parametru obcigzania AX = 1072 jest staly w calym procesie deformacji.
Koncowa warto$¢ parametru A = 10 zostalta osiggnieta w ostatnim kroku podstawowe;j
petli obciazania (tab. 5.2), o numerze ny, = 1000. Wyniki modelowania zamieszczone
ponizej dotycza wybranych czterech poczatkowych orientacjach sieci krysztatu (tab. 6.1).
Na skutek stosunkowo dtugiego przyrostu A\ oraz niskiej wartosci 79, juz w pierwszym
kroku petli obciazania zostaly uruchamianie systeméw poslizgu dla czterech orientacji,
ktore analizowano ponize;j.

Wybrane orientacje sieci w tedcie prostego $cinania

Krysztal podlega prostemu §cinaniu w ptaszczyznie X;-X3 (w skrocie 1-3) uktadu glo-
balnego Kg. Gradient deformacji F()\) (6.1) okresla §cinanie w plaszczyznie N = &3 i
na kierunku M = e;.

Modelowanie procesu deformacji przeprowadzono przy wybranych czterech poczat-
kowych orientacjach sieci krysztatu, por. rys. 6.1. Przy uzyciu macierzy obrotu [Q"] sie¢
krysztatu zostala wstepnie obrécona wzgledem uktadu globalnego Kg. Macierz [F] skta-
dowych gradientu deformacji (5.16) w ukladzie lokalnym K¢, zwiazanym z poczatkowa
orientacja sieci, mozna zapisa¢ w postaci (réwnowaznej 5.17)

T

[F] = [Q[F(N)][Q"]. (6.2)

Sktadowe wersoréw [M] ) = [Q"] [M] i [N]3) = [Q%] [N] okreslaja kierunek i plaszczy-
zne Scinania w lokalnym uktadzie K¢ zwigzanym z poczatkows orientacjg sieci krysztatu.
Cztery poczatkowe orientacje sieci zostalty zadanie poprzez ustalenie orientacji wektorow
[M] i [N], por. tab. 6.1 1 (6.3), w lokalnym uktadzie odniesienia K¢.

Tablica 6.1: Kierunki i plaszczyzny sieci krysztatu odpowiadajace zadanym poczagtko-
wym orientacjom wektorow prostego Scinania [M] i [N] (wzgledem uktadu K¢).

Orientacja
M1 @6 1@
[M] | [100] | [100] | [100] | [110]
[N] | (011) | (013) | (001) | (001)

Zadane wektory [M] i [N] wyznaczaja ustalony kierunek i ptaszczyzne prostego $ci-
nania wzgledem sieci krysztatu. Sktadowe macierzy obrotu [Q"] dla czterech orientacji
zostaly wyznaczone w postaci

[Q"]sx3) = {M]  [M]x[N]/|[M]x[N]| [N]}. (6.3)

Orientacja (1). OdpowiedZ materialu ma regularny charakter. Po etapie potegowego
wzmocnienia wystepuje krotki etap ostabienia a nastepnie kolejny etap wzmocnienia,
por. rys. 6.1(a). Charakter naprezenia wynika z aktywacji, w pierwszym kroku defor-
macji, dwoch wspotliniowych systemow d1 i b1 (tab. 2.1 1 2.2) o réwnych przyrostach
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Scinania. Nastepnie, w drugim kroku deformacji, zostaja aktywowane dodatkowe sys-
temy c3 i 2, ktore ptyng wolniej. Cztery aktywne systemy podlegaja wzajemnemu uta-
jonemu wzmocnieniu. W wyniku postepujacego obrotu sieci (rys. 6.1(b)), od deformacji
A > 1.25 sytuacja odwraca sie i dominujaca role w plastycznym ptynieciu przejmuja dwa
systemy ¢3 i ¢2, w efekcie naprezenie Scinajace maleje (rys. 6.1(a)). Od deformacji okoto
A > 4 systemy (c3, c2) ptyna ze statym przyrostem Ay = Ay? = 0.00577, co powoduje
ponowny wzrost naprezenia 733. W koncowym kroku deformacji skumulowany poslizg
na systemach wynosi 7% = v = 5.49 i 4% = 4" = (.68. Pozostale systemy nie zostaty
nigdy uruchomione. Sieé¢ krysztatu ulega stabilnemu obrotowi, por. rys. 6.1(a), ktory
stopniowo zanika w trakcie postepujacej deformacji (w zakresie A > 3). W orientacji (1)

nie wystepuja przejscia miedzy narozami plastycznymi, por. punkt 6.1.2.

/7o

O P N W & 01 O

T13

Rysunek 6.1: Przebieg wartosci naprezenia Kirchhoffa 713 w trakcie prostego Scinania
(a) oraz trajektorie kierunkow sieci [100], [010] i [001] wzgledem uktadu globalnego (b),
przy deformacji krysztatu o orientacjach (1)—(4).

Orientacja (2). Proces deformacji mozna podzieli¢ na dwa etapy o zasadniczo réznym
charakterze (rys. 6.1(a)). Podczas pierwszego etapu deformacji przebieg naprezenia ma
nieregularny charakter. W drugim etapie, dla parametru A > 2.09 deformacja stabili-
zuje sie¢, nie wystepuja nieregularnosci w przebiegu 713 i pojawia si¢ stopniowy wzrost
wartosci naprezenia. Widoczne nieregularnosci naprezenia nalezy wiaza¢ z uruchamia-
niem i z zatrzymywaniem systemow poslizgu. Podczas pierwszego etapu deformacji
wystepuja nieregularne obroty sieci krysztatu (rys. 6.1(b)) oraz wielokrotne przejscia
miedzy narozami plastycznymi, por. punkt 6.1.2. W pierwszym kroku deformacji zo-
staje uruchomionych pieé¢ systeméw poslizgu (al, b3, 3, d1, bl). Nastepuje szybki
wzrost wartosci naprezenia Scinajacego wynikajacy z utajonego wzmocnienia tych pie-
ciu systemow. Nastepnie, w wyniku obrotu sieci, pojawia sie oslabienie geometryczne
materialu oraz kolejne przejscia miedzy narozami plastycznymi. W drugim etapie de-
formacji, gdy A > 2.09, dominujaca role w poslizgu plastycznym zaczynaja odgrywaé
dwa systemy b1 i d1. Gdy A > 3.31 plynie pie¢ innych systeméw (a3,b1,al,b2,d1),
nastepnie od wartosci A = 4.32 aktywne sa tylko cztery systemy (a3,b1,al,dl), a gdy
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A > 9.49 juz tylko trzy systemy poslizgu (a3, b1,d1). Do korica modelowanej deformacji
dominujg dwa systemy o zblizonych wartosciach przyrostow $cinania A~P = 0.00873 i
Ay = 0.00853. W koricowym kroku deformacji poslizg na systemach (b1, d1) wynosi
At =718 i 4% = 6.29, a na pozostatych ma wartosci w zakresie 0.841-0.0475.

Orientacja (3). W tym przypadku mozna rowniez wyrézni¢ dwa etapy o odmiennym
charakterze odpowiedzi materiatu, por. rys. 6.1(a). W pierwszym etapie, do wartosci
A = 3.08, deformacja ma zlozony charakter, wystepuja liczne przejscia miedzy naro-
zami plastycznymi, a obrét sieci ma nieregularny charakter, por. rys. 6.1(b). Podczas
drugiego etapu odpowiedZ materiatu ma regularny charakter. Szczegdélowa analize wy-
nikéw przedstawiono ponizej.

Orientacja (4). W tej szczegdlnej orientacji sieci, w trakcie catego procesu defor-
macji, wystepuje potegowe wzmocnienie materiatu, por. rys. 6.1(a). Aktywne sa dwa
wspotliniowe systemy ¢3 i d3, ktore podlegaja samoumocnieniu oraz wzajemnemu utajo-
nemu wzmocnieniu. Prawie staly przyrost écinania na dwoch systemach wynosi Ay =
A~® = 0.00866 i w koncowym kroku deformacji daje wartosé¢ zakumulowanych $cieé
7 = ~43 = 8.65. Sie¢ krysztatu nie podlega obrotom i nie wystepuja przejscia miedzy
narozami plastycznymi, por. rys. 6.1(b).

Analiza prostego $cinania w plaszczyznie 1-3 (Orientacja (3))

Zamieszczone tu wyniki dotycza prostego $cinania krysztatu o orientacji (3) wg tab. 6.1.
Wersory okreslajace kierunek i plaszczyzne lokalnego Scinania pokrywaja si¢ w po-
czatkowej orientacji sieci (3) z wersorami w globalnym ukladzie odniesienia K, wiec

[M] = [M] — [100] i [N] = [N] — (001). Zadawany tensor gradientu deformacji F(})
(6.1) posiada w globalnym ukladzie Kg reprezentacje¢ [F] w postaci

10\
[F]=1010], (6.4)
001

gdzie parametr obciazania A\ = Fy3 = Fy3, poniewaz [F] = [F].

OdpowiedZ materiatu, obserwowana przez pryzmat zmieniajacych sie naprezen, w
pierwszym etapie deformacji ma silnie nieregularny charakter, por. rys. 6.1(a) dla (3) i
rys. 6.3. W kolejnym etapie obserwowane jest wyrazne ustabilizowanie odpowiedzi ma-
terialu ze stopniowym wzmocnieniem biegnacym do konca numerycznej symulacji. W
celu wyjasnienia przyczyn tych nieregularnosci nalezy przeanalizowa¢ sekwencje zmie-
niajacego sie zbioru aktywnych systeméw poslizgu A, por. tab. 6.2.

Systemy (al,b3,c3,01) aktywowane w pierwszym kroku deformacji zostaja odcig-
zone podczas pierwszego etapu, w zwigzku z tym dla A = 3.08 aktywne sa inne systemy:
(c1,d3,al,c3,d2), por. tab. 6.2. Od punktu A = 7.13 do korica modelowane]j deformacji
aktywne sa systemy (cl,d3,al,c3). W koricowym kroku deformacji przyrosty $cinania
systemow (cl,al) osiagaja najwicksze wartosci Ayl = 0.00839, Ay“i = 0.00887, nato-
miast przyrosty Scinania pozostatych systemow wynosza Ay® i Ay < 107°, por. 6.2(a).
W ostatnim kroku obcigzania poslizg na systemach wynosi v** = 6.16 i v*! = 6.06, a dla
systemow (b3, d3, al, b2) sa w przedziale 0.95-0.86. Poslizg pozostalej grupy systemow
aktywowanych, podczas deformacji, ma wartosci v < 0.3, por. 6.2(b).
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Tablica 6.2: Proste Scinanie krysztatu o orientacji (3): wartosci sktadowej gradientu

(1)

deformacji F13 = A, wartoéci odksztalcenia inzynierskiego F,," oraz zbior aktywnych
systeméw poslizgu A, na wybranych krokach obcigzania, gdy zmianie ulegat zbior A.

Krok 1 A=Fj3= 001 Ef= 00050 A= [al,b3,c3,bT)
Krok 20 A=F;= 02 Eff =010 A= {al, 3,3, d1,51)
Krok 56 A=F;3= 056 E%= 027 A= {al,b3,c3.d1}
Krok 59 A=Fp= 059 Efj= 028 A= {al, b3, 3, dl, b7}
Kok 63 A=Fj3= 063 Eff= 030 A= {al, 83,3, dl, a2}
Krok 65 A=F;= 065 Ef= 031 A= {al, 3, dl,aZ,037)
Krok 99 A=F;3= 099 Ef =044 A= {al 83,472,527, d2)
Krok 171 A=F;3= 171 Ef§= 065 A= (b3,a2,52,d2}
Krok 180 A=Fj3= 18 Eff= 067 A= {b3,d3,a2,b2,d2}
Krok 217 A=F;= 217 Eff= 074 A= {d3 42,02, cl,d2}
Krok 219 A=F;= 219 Ef =074 A= {d3 42, b2,d2}
Krok 225 A=Fj= 225 Ef =075 A= {bl,d3 42, b2, d7)
Krok 243 A=Fj3= 243 Ef} =077 A= {b1,d3,47,d2)
Krok 246 A=F;3= 246 Efj= 078 A= {a3,bl, d3, d2)
Krok 247 A=F;3= 247 Ef}= 078 A= {a3,bl,cl,d3,d7)}
Krok 265 A=F;= 265 Ejj= 080 A= {a3,cl.d3 d2}
Krok 268 A=F;3= 268 Eff= 080 A= {a3,cl,d3, al,d2}
Krok 280 A=F;3= 28 Eff= 081 A= {cl,d3,al,d2}
Krok 308 A=F;3= 308 Ef =084 A= {el,d3 4T, 3, d2)
Krok 713 A=F;= 713 Ef§ =09 A= {cl,d3, al,c3)
(b)
7 cl
6
i ;
4
¥>~
3
2 b3 al B2 43
| Ta@s zainl
o AV
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Rysunek 6.2: Wartosci przyrostow $cinania A% (a) i wartosci $cinania v* zakumu-
lowanego na systemach aktywnych (b).

W przypadku prostego $cinania bez wstepnego obrotu krysztalu (orientacja (3)), w
wyniku wielokrotnej symetrii, mozliwe sa rozwiazania, gdzie aktywowany jest rowno-
wazny (pod wzgledem minimum energii przyrostowej) zbior systemow poslizgu. Istnieja
rOwniez rozwigzania o odmiennym przebiegu, nie dajace minimum energii przyrostowe;j.

Przebieg sktadowych naprezenia 73, 711, T33 Wykazuje nieregularno$ci w postaci na-
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gltych spadkow i stopniowych wzrostow (bezwzglednych) wartosci, por. rys. 6.3. Mozna
zauwazy¢, ze po etapie silnego wzmocnienia nastepuje powolne zmniejszanie napreze-
nia 73 zakonczone pierwsza nieregularnoscia, gdzie widoczny jest spadek wartosci bez-
wzglednych 7q; 1 T33. Pierwsza obserwowana nieregularno$é¢ ma poczatek przy A = 0.56,
w chwili odciazenia systemu bl i koniec przy A = 0.59, gdy system b2 zaczyna ply-
na¢. Pozostate nieregularnosci wykresu naprezenia maja podobny przebieg. Mozna
zauwazy¢, ze wystepujace nieregularnosci w naprezeniach powstaja w chwili zatrzyma-
nia jednego z ptynacych systemoéw, por. tab. 6.2. Punkty odciazania systemoéw zostaly
oznaczone dwunastoma pionowymi strzatkami na rysunku 6.3, identycznie na trajekto-
riach kierunkoéw sieci (rys. 6.5(a)) oraz na przebiegu zmian dlugosci wektora wiru sieci
(rys. 6.5(b)). Ponizej, w punkcie 6.1.2, zamieszczono wyjasnienie przyczyn powstawania
nieregularnosci bedacych wynikiem przejs¢ miedzy narozami powierzchni plastycznodci,
spowodowanych uwzglednieniem obrotéw sieci krysztatu.

/ //(
N N MM

6

T3
4

T

l\)

O

T33

Rysunek 6.3: Przebieg wartosci naprezenia Kirchhoffa t: sktadowe Ti3, T11 1 T3z w
uktadzie globalnym.

Na wykresach funkcji plastycznosci f* wystepuja analogiczne nieregularnosci dla
wszystkich systemow poslizgu, por. rys. 6.4(a). Widoczna staje sie relacja miedzy uru-
chamianiem i zatrzymywaniem systemoéw, nieregularno$ciami na wykresach naprezenia
oraz zmianami funkcji, ktére tworza naroze plastyczne.

Natozenie dwoch wykreséw, mianowicie wartosci wypadkowego naprezenia $cinaja-
cego 7% 1 odpowiadajacych temu naprezeniu (wiekszych lub réwnych) wartosci kry-
tycznych 75 daje obraz dzialania, stosowanej tutaj, selektywnej symetryzacji macierzy
modutéw interakcji. Efekty geometryczne wynikajace z obrotéw sieci krysztatu powo-
duja, w trakcie deformacji, dodatkowe (ponad zadanym potegowym) wzmocnienie lub
ostabianie poszczegélnych systeméw. Mozna zauwazy¢, ze z chwila gdy dowolny system
przestaje pltynaé, przebieg wartosci krytycznych naprezenia $cinajacego zatrzymanego
systemu przyjmuje potegowy charakter, wynikajacy z zatozonych fizycznych modutow
wzmocnienia J£ %, por. rys. 6.4(b).

Sie¢ krysztatu podlega duzym obrotom obserwowanym zwtaszcza w pierwszym eta-
pie deformacji, kiedy poslizgi nie sa ustabilizowane, a na przebiegu naprezenia obser-
wowane sa nieregulano$ci. W drugim etapie dominujaca role w plastycznym ptynieciu
przejmuja dwa systemy (cl,al), wéwczas obroty sieci stopniowo zanikaja, por. rys. 6.5.
Warto zauwazy¢, ze obserwowane trajektorie kierunkow sieci krysztatu wzgledem uktadu
globalnego Kg nie wykazuja nieciagtosci. W koncowym kroku obcigzania, na sku-
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Rysunek 6.4: Przebieg wartosci funkcji plastycznosei f% wszystkich systemow (a) oraz
warto$ci wypadkowego naprezenia Scinajacego 7% (linie ciagle) i wartosci krytycznych
7X (linie przerywane) dla systeméw aktywowanych podczas deformacji (b).

tek obrotu powstatego w trakcie catego procesu deformacji, trzy kierunki sieci [100],
[010], [001], przyjmuja orientacje wyznaczone przez wersory o sktadowych, odpowied-
nio, {0.00 —0.706 0.707}, {—0.039 0.706 0.706}, {—1.00 —0.027 —0.0287}, wzgledem
uktadu Kg, por. rys. 6.5(a).

Analiza zmiany dlugosci wektora wiru sieci w* umozliwia ocene predkosci obrotow
sieci krysztalu, por. rys. 6.5(b). Wektor wiru w, utozsamiany z wektorem predkosci
katowej ciata w ruchu sztywnym, mozna zapisa¢ w postaci

1
W = §tr(1,2)(l€), (65)
gdzie tensor € = ¢;; e, ® €; ®e; posiada sktadowe €;; stanowiace (absolutnie antysyme-
tryczny) symbol permutacyjny Levi-Civita. Dzialanie tr; 2)( ) oznacza zwezenie tensora
po parze sktadowych 11 2. Na kazdym kroku przyrostowej deformacji wyznaczany jest
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przyrost wektora wiru At w* sieci krysztatu, w postaci
1
Atw* ~ Atw] = — ik At wy,. (6.6)

Wartosci sktadowych At w} przyrostu chwilowej predkosci obrotowej sieci (2.13) wyzna-

czone sg w postaci At w* = skew ((F}; — Fjihl)i?j;).
(a) (b)

0.014
0.012f}
0.010f | —
_0.008} | A

= |
100 3 L i
LOOINKE 0.006 K i

0.004F v
0.002F

0.000 & . . n n i
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Rysunek 6.5: Trajektorie trzech kierunkoéw sieci wzgledem ukladu globalnego Kg (a)
oraz zmiana dtugosci wektora wiru sieci krysztatu |w*| (b). Strzatki wskazuja punkty
unieruchomienia systemoéw.

6.1.2 Analiza przejScia miedzy narozami powierzchni plastycz-
nosci

Analiza nieregularnosci, obserwowanych na wykresach sktadowych naprezenia (6.3), do-
tyczy deformacji materialu w procesie prostego $cinania w plaszczyznie 1-3 globalnego
uktadu Kg. Proces deformacji jest modelowany przy pelnych wiezach kinematycznych
i bez wstepnego obrotu sieci krysztalu, jak w przypadku orientacji (3) analizowanej
w punkcie 6.1.1. W przypadku braku wstepnego obrotu sieci macierz [Q%] = [1], a
wielkosci obserwowane wzgledem uktadu globalnego i lokalnego sa nierozréznialne.

(a)

JooJso S 1 O

(b)

Krok 1 A=F;3= 0010 FEj;= 0000298 {al, 83, c3, BT}
Krok 20 A=Fp;3= 020 I} = 0.000496 = {al. 3, 3, d1, bT}
{

A
A

Kok 56 A=Fj3= 056 Ej; = 0000648 A= {al,b3,c3,dl}

Kok 59 A=Fp;3= 059  Ejy= 0000855 A= {al,b3,c3,dl,b2)

Rysunek 6.6: Schemat dwoch narozy plastycznych (a) oraz obliczona sekwencja sys-
temow aktywnych (b).

Ponizsza analiza jest prowadzona do chwili, gdy parametr obciazania A = F5 osig-
gnie warto$¢ 0.62, co odpowiada odksztatceniu Greena (2.22) o sktadowej Ej; = 0.31.
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Przebieg procesu deformacji jest modelowany w 62 krokach podstawowej petli obciaza-
nia. Przyrost parametru sterowania A\ = 1072 jest staly w kazdym kroku deformacji.
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Rysunek 6.7: Przebieg wartosci sprezystego odksztalcenia Greena E*: sktadowe Efs,
E}y, E34 (a) oraz skladowe EYf|, E3y, E3; (b), wzgledem ukladu globalnego. Parametr
obcigzania A\ = F3.

Na etapie deformacji od wartosci A = 0.56 do A = 0.59 wystepuja wyrazne niere-
gularnosci widoczne na wykresach odksztalcenia Greena E* (rys. 6.7) oraz wykresach
naprezenia Kirchhoffa T (rys. 6.8). Nieregularnosci nalezy wigza¢ z procesem przejscia
stanu naprezenia miedzy narozami powierzchni plastyczno$ci. Do chwili deformacji o
wartoéci Fi3 < 0.56 aktywnych jest pie¢ systemow poslizgu (al, b3, ¢3,d1,b1) (rys. 6.6)
i w narozu plastycznym przecina sie pie¢ powierzchni plastycznosci. Od chwili odcigze-
nia systemu b1, przy deformacji Fi3 = 0.56, rozpoczyna sie etap przejscia do kolejnego
naroza plastycznego. Przy deformacji F3 = 0.59 stan naprezenia wypada juz w kolej-
nym narozu, w ktorym przecina sie ponownie pie¢ powierzchni plastycznosci fX€4, gdzie

A = (al,b3,c3,d1,b2).

(a) N
gl e 2 ‘ T 7
Tz o1 e Fi
3t . |
S T T22rer e
o © QL
i T2 & |
l ................... _17 “““ |
................. — -2+ T33 J
0‘ ‘ LT T
00 01 02 03 04 05 06 00 01 02 03 04 05 06
' A

Rysunek 6.8: Przebieg wartosci naprezenia Kirchhoffa t: sktadowe 713, 712, Tog (a)
oraz sktadowe 711, 7o, T33 (b), wzgledem uktadu globalnego.
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Przyrost odksztalcenia calkowitego At d oraz odksztatcenia plastycznego Atd" na
dtugosci kroku deformacji obliczany, jest zgodnie z reguta trapezow, wg wzoru

At 001
Atd = sym((Fn —F, ) (F,+ Fn_l)fl) , czyi Atd~— 11000 |, (6.7)
100

gdzie sktadowe gradientu deformacji F w punktach (n) i (n — 1) wynikaja z ustalonego
sterowania (6.4). Obliczany wg wzoru (6.7) przyrost odksztalcenia Atd ma stala war-
tos¢ na calej dtugosci kroku deformacji, w odréznieniu od zmieniajacych sie wartosci
przyrostu odksztalcenia plastycznego Atd" oraz sprezystego Atd”. Wartosci sktado-
wych predkosci deformacji plastycznej (6.9), na chwile przed df_;- i po przejsciu do
nowego naroza plastycznego d; _g,, sa bliskie wartosciom predkosci odksztalcenia cal-
kowitego d (6.7). Wartos¢ odksztalcenia d wynika z zadanego gradientu deformacji
F()\) (6.4). Natomiast na etapie przej$sciowym miedzy narozami plastycznymi, np. dla
przyrostowego kroku oznaczonego indeksem n = 59, zmianie ulega plastyczna predkosé
odksztatcenia, a zwtaszcza sktadowe 11 i 33, por. rys. 6.9.

0. 0005377 -0.00002614 0. 4996
d,_., =| -0.00002614 -0.0002744 -0.00005847

0. 4996 -0. 00005847 -0.0002625
0.01713 -0.001114 0.4909
d_.,=|-0.001114 -0.002882 -0.006787
0.4909 -0.006787 -0.01424

0.0004073 -0.00007137 0. 4997
d;_¢, =| -0.00007137 -0.0001303 -0.0001432
0. 4997 -0.0001432 -0.0002764

Rysunek 6.9: Wartosci sktadowych tensora plastycznej predkosci odksztatcenia przed,
w trakcie i po przejéciu do nowego naroza plastycznego.

W celu utatwienia analizy przejécia miedzy narozami wprowadzono kat «, ktory
jest rozpiety miedzy tensorami predkosci odksztalcenia catkowitego d i plastycznego d”,
por. (2.13). Na koncu kazdego kroku przyrostowej deformacji obliczany jest cosinus kata
a w postaci

d-d’ )
cosa = ————  gdzie ||d|=vd-d. (6.8)
[dllfld]]
Przebieg wartosci sin(«) podczas procesu deformacji wskazuje na podobne zoriento-
wanie tensora catkowitej i plastycznej predkosci odksztatcania. Tylko na etapie prze-
skoku miedzy narozami plastycznymi wystepuje roéznica w orientacji tensoréow d i d”,
por. rys. 6.10.

Obroty materiatlu generowane plastyczna deformacja sa tu okreslane przez badanie
zmian orientacji wektora wiru w® (2.11). Sktadowe wektora wiru w} plastycznej defor-
macji materialu wyznaczane wg wzoru (6.5) mozna przedstawi¢ w postaci

P ]' P
w, = _§€ijk: wjk. (69)
Podczas procesu deformacji materiatu wektor wiru w" zmienia orientacje. Na eta-
pie przejécia stanu naprezenia miedzy dwoma analizowanym narozami plastycznymi
(6.6(a)), orientacja wektora w” ulega skokowej zmianie, por. rys. 6.10(a).
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Rysunek 6.10: Wykres wartosci sinusa kata miedzy d i d¥ (a) oraz slad kierunku
wektora wiru w” plastycznej deformacji materialu wzgledem uktadu globalnego (b).

Nieregularnosci, widoczne na przebiegu wartosci naprezenia, pozostaja zachowane w
przypadku skrocenia przyrostu kroku deformacji do AN = 107%, por. rys. 6.11(a). W
przypadku analizy prowadzonej z krétszym krokiem etap przejécia miedzy systemami
zaczyna si¢ dla deformacji Fis = 0.5457, a koriczy gdy Fi3 = 0.5908. Etap przejscia
nie zalezy w istotny sposob od dtugosci kroku, nie jest to wiec efekt czysto numeryczny
por. rys. 6.11(a) i rys. 6.10(a). W przypadku dodatkowego zwiekszenia sztywnosci sieci
(gdy AN = 107%), poprzez zwigkszenie wartosci modutéw sprezystosci (C,, Ciy, Cy) X
10°, etap przejécia miedzy narozami trwa krocej (od wartosci Fiz = 0.5446 do Fi3 =
0.5447) i przypomina nagly przeskok, rys. 6.11(b).
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Rysunek 6.11: Wykres wartosci sinusa kata miedzy d i d¥ przy dtugosci kroku A\ =
10~%: moduly sprezystosci (CF;, Ciy, Cf,) (a) oraz moduly (Cjy, Cty, Cry) x 10° (b).

Podczas procesu deformacji sie¢ krysztalu oraz powierzchnie plastycznosci podle-
gaja obrotom, ktére moga powodowaé odciazenia powierzchni plastycznosci lub przej-
$cia miedzy narozami plastycznymi. Analizujac przebiegu zmian wartosci sin(«) mozna
zauwazyc¢, ze etap przejscia miedzy narozami zaczyna sie w chwili odciazenia jednej z po-
wierzchni tworzacych naroze plastyczne, por. punkty oznaczone pionowymi strzatkami
na rysunkach 6.10(a) i 6.11. Odciazenie powierzchni plastycznosci powoduje unieru-
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chomienie aktywnego systemu poslizgu. Poglizg na pozostalych aktywnych systemach,
nie realizuje deformacji zadawanej przez catkowity gradient F, gdy F = 0. W trak-
cie przejscia miedzy narozami powierzchni plastycznosci tensor d” zmienia orientacje,
ktora dotychczas pokrywalta sie z orientacja d, wiec wystepuje dostosowanie sprezyste.
Tensor plastycznej predkosci odksztatcenia d¥ powraca do orientacji wyznaczonej przez
tensor d w chwili, gdy stan naprezenia wejdzie w kolejne naroze plastyczne utworzone
7z przeciecia pieciu powierzchni plastycznosci. Poslizg na pieciu aktywnych systemach
realizuje, z ustalona numeryczng doktadnoscia, zadany schemat deformacji materiatu.

6.1.3 CzesSciowa kontrola kinematyczna. Jednoosiowe rozciaga-
nie monokrysztatu

Niniejszy rozdzial zawiera wybrane wyniki numerycznego modelowania jednoosiowego
rozciggania, przedstawione tu jako przyktad zastosowania sterowania przy czeSciowej
kontroli kinematycznej, por. punkt 4.3.4. Szerszy zestaw wynikow oraz ich poréwnanie
z eksperymentem zamieszczono w punkcie 6.1.4. Przyktadowe wyniki przedstawione

(b)
(a)

ND‘()73)
ND
|
l
.

@) ~ID D \\

Rysunek 6.12: Konfiguracja przed (a) i po (b) procesie jednoosiowego rozciagania.

na rysunkach 6.14, 6.15, 6.16 uzyskano przy uzyciu potegowego prawa wzmocnienia
(2.64) i fizycznych modutach (2.58) z pojedynczym parametrem ¢q. Zastosowano metode
selektywnej symetryzacji (3.13) z parametrem o wartosci r = 3. Wartosci modutow
sprezystosci i plastycznodci zostaly przyjete zgodnie warto$ciami podanymi w analizie
prostego $cinania, por. punkt 6.1.1.

Modelowana deformacja krysztatu jest sterowana kinematycznie wzgledem global-
nego uktadu Kg przy uzyciu macierzy [F], z parametrem \ zadawanym na kierunku

rozciggania

Fiy 00 00 0
[F] = ]?21 Z?zz 01, [S]=10 0 :O g (6.10)
Fgl Fgg A 00 833

gdzie poszukiwane naprezenie [S] zawiera nieznang sktadowa Ss3, podobnie jak napre-
zenie Kirchhoffa [T] (i Cauchy’ego). Nakladana na material cze¢sciowa kontrola kinema-
tyczna uwzglednia zwezanie probki w przekroju prostopadtym do kierunku rozciaggania
oraz $cinanie w trzech ortogonalnych ptaszczyznach (1-3, 2-3, 1-2), por. rys.6.12.
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Poczatkowa orientacja sieci krysztatu (oznaczona symbolem 236) wzgledem uktadu
K jest wyznaczona przy uzyciu macierzy obrotu [Q®] (5.15) i zadanych wartosci katow
Eulera (¢1,®,¢9) = (1, — %, — %)7‘[‘. Trzy kierunki probki, wspotliniowe z osiami
{X;} uktadu globalnego K¢ o ortonormalnej bazie {€,}, oznaczono jako ED= &;, TD=
€2, ND= €3. Kierunek ND oznacza oS rozciagania. Przy uzyciu macierzy obrotu mozna
obliczy¢ sktadowe kierunkoéw probki (ED, TD, ND)

ED : [Q%]{100}" = {0.832 0.555 0.0}
TD : [Q%]{010}" = {—0.476 0.713 — 0.515} (6.11)
ND : [Q*] {001} = {—0.286 0.428 0.857}

w bazie {e;} zwiazanej z poczatkowa orientacja sieci krysztalu. Obliczona powyzej
poczatkowa orientacja wersorow (ED, TD, ND) obserwowana wzgledem sieci krysztatu
([100], [010], [001]) odpowiada trzem kierunkom krystalograficznym, por. rys. 6.13.

Rysunek 6.13: Poczatkowa orientacja kierunkoéw probki (ED, TD, ND) obserwowana
wzgledem sieci krysztatu.

W poczatkowej orientacji sieci, o$ rozciggania ND wypada wewnatrz trojkata pod-
stawowego réownolegle do kierunku [236], por. rys 2.3(b), wiec jako pierwotny zostal
uruchomiony pojedynczy system a2, por. rys 2.3(a).

Zastosowana tu minimalizacja energii przyrostowej wykorzystuje algorytm metody
rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a (podrozdziat 5.2). W celu przyspieszenia procesu
obliczen, algorytm lagrange’owski (5.4) umozliwia rozwiazywanie wprost algebraicznego
uktadu réwnan, za pomocg funkcji LinearSolve programu Mathematica. W przypadku
gdy aktywny jest jeden pierwotny system poslizgu, spetnienie warunkow aktywacji (5.3)
wymaga 2 lub 3 iteracji w korygujacym etapie EkP. Na kroku obciazania, gdzie dwa
systemy sa jednocze$nie aktywne, potrzebna liczba iteracji etapu EkP jest zwiekszana
do os$miu.

W kazdym kroku obciazania obliczane sa wartosci dodatnich przyrostéw Scinania
A~"¥ na systemach aktywnych. Zsumowane $ciecie na systemie K, obliczane w postaci
Vi = e + A", przyjmuje niezerowe dodatnie wartosci dla aktywowanych w trak-

cie procesu deformacji systeméw, por. rys. 6.14(a). Przy odksztalceniu E%) = 0.0004
uruchamiany jest ujemny system poslizgu a2, wicc funkcja plastycznodci f%2 przyjmuje
wartosci zerowe, por. rys. 6.14(b). Narastajacy obrot sieci krysztatu (rys. 6.15(b)) powo-
duje, ze przy odksztatceniu o wartosci Eéé) = (.48 zostaje uruchomiony system wtorny
b1, wiec funkcja plastycznosci f*! osigga zerowe wartosci, por. rys. 6.14(b).

Gdy o$ rozciggania ND znajdzie si¢ na krystalograficznej linii symetrii [001]-[111],

przy odksztatceniu Eéé) = 0.17, wypadkowe naprezenia Schmida sg sobie rowne 742 =
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Rysunek 6.14: Orientacja 236: wartoéci §cinania % zakumulowanego na dwoch
systemach aktywnych (a) i wartosci wszystkich funkeji plastycznosci f¥ (b).

(b)
87 —
[111]

X bl
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Rysunek 6.15: Orientacja 236: zmiana wartosci naprezenia wypadkowego 7% (linia
ciagta) i krytycznego 75 dwoch systeméw aktywnych a2 i b1 (linia przerywana) (a)
oraz zmiana polozenia osi ND — [236] widoczna na czesci rzutu stereograficznego (b)

7% por. rys. 6.15(a). Po przekroczeniu linii symetrii najbardziej obcigzonym systemem
poslizgu staje sie bl. Utajone wzmocnienie ¢ = 1.4 powoduje, ze wartoéci krytycz-
nego wypadkowego naprezenia $cinajacego 72 systemu bl oraz pozostalych systemoéw
sa wicksze od wartosci Tgri systemu a2. W punkcie E§§) = 0.48 nastepuje koniec etapu
pojedynczego poslizgu, poniewaz aktualna warto$¢ wypadkowego naprezenia Schmida
systemu a2 osiaga wartos¢ krytyczna, wowcezas funkcja plastycznosei fo1 = 7% — 781 = 0.

W procesie rozciggania krysztatu nastepuje stopniowy obrot sieci krystalograficznej,
por. rys. 6.16. Znajac dla kazdego kroku obciazania (n) wartos¢ sprezystej czesci gra-
dientu deformacji F* mozna obliczy¢ aktualne potozenie kierunkéw probki (ED, ND,
TD) wzgledem sieci krystalograficznej. Gdy aktywowany zostaje drugi system poslizgu
kierunek obrotu zmienia sie, tzn. obrét sieci przybliza o$ ND do linii symetrii [001]-[111].

Wartos¢ kata miedzy poczatkowa orientacja osi rozciagania ND a kierunkiem [011]
wynosi 24.62° (rys. 6.16(b)). Wraz z wydluzaniem probki sie¢ krysztalu ulega stop-
niowo narastajacemu obrotowi. Slad osi ND dochodzi do linii symetrii (przy kacie
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Rysunek 6.16: Orientacja 236: zmiana orientacji kierunkéw (ED, TD, ND) wzgledem
kierunkow sieci oraz zmiana wartosci kata miedzy osia ND i kierunkiem [011].

30.45°), a nastepnie przekracza ta linie z powodu wprowadzonego wzmocnienia uta-
jonego (rys. 6.15(a)). Na koncu etapu ,przestrzelenia” linii symetrii, kat miedzy osia
ND a kierunkiem [011] wynosi 37.88°. Wowczas aktywowany zostaje wtorny system b2,
a sie¢ krystalograficzna rozpoczyna obrét w kierunku przeciwnym, wiec o§ ND zbliza sie
do linii symetrii.

6.1.4 Jednoosiowe rozcigganie monokrysztalu - poréwnanie z
eksperymentem

Modelowanie procesu jednoosiowego rozciggania monokrysztatléw miedzi przeprowadzono
dla wybranych orientacji sieci, oznaczonych jako M, T0, T10, T20, T30, 001, 111,
por. rys. 6.17.  Wyniki numerycznej symulacji (rys. 6.18) zostaly poréwnane z ekspe-
rymentalnymi wynikami rozciggania dostepnymi dla orientacji M, T10, T20, T30, i 100
wg pracy (Szczerba, 2001) i (Basinski et al., 1997). Dwie z posrod powyzej wymienio-
nych, 100 i 111, to orientacje o wysokiej symetrii. Wyniki modelowania rozciagania przy
orientacjach o wysokiej symetrii przedstawiono w punkcie 6.1.5.

Symulacje jednoosiowego rozciagania zostaly przeprowadzone przy uzyciu selektyw-
nej symetryzacji (3.13) z parametrem r = 1/2. Moduly sprezystosci przyjeto zgodnie
z modelowanym powyzej prostym Scinaniem (punkt 6.1.1). Pozostate wartosci przyjeto
tak, aby otrzymana krzywa naprezenia na kierunku rozciagania odpowiadata obserwowa-
nej eksperymentalnie krzywej w przypadku orientacji T10, por. rys. 6.19. Poczatkowa
wartos¢ granicy plastycznosci wynosi 79 = 3 MPa dla wszystkich systeméw poslizgu.
Macierz fizycznych modutéw wzmocnienia przyjeto w klasycznej postaci tzw. prostego
prawa wzmocnienia utajonego (2.58). Wspodlczynnik wzmocnienia utajonego (iden-
tyczny dla wszystkich systemoéw nieaktywnych) ma wartos¢ ¢ = 1.26 dobrana tak,
aby koniec etapu ptyniecia pojedynczego systemu pierwotnego pokrywal si¢ z wyni-
kami eksperymentalnymi dla orientacji T10. Przyjeta funkcja okreslajaca wspotczynnik
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Rysunek 6.17: Poczatkowe orientacje osi rozciggania ND = (M, T0, T10, T20, T30,
001, 111) wzgledem sieci krysztalu, widoczne na czesci rzutu stereograficznego (a) oraz
pomierzony eksperymentalnie obrot sieci krysztatu Cu wg (Kim & Koo, 2001) (b).
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Rysunek 6.18: Wyniki symulacji numerycznej jednoosiowego rozciggania: wykresy
naprezenie-odksztalcenie dla orientacji TO-T30 (a) oraz orientacji M, 001, 111 (b).

samoumocnienia h (7) ma postaci (odmienng od tej przyjetej w punkcie 6.1.3)

h(v) = ((ho — hy(7)) sech? <M> + hs(y)) (1 + tanh <1)> . (6.12)

T — 70 Yo

Modul wzmocnienia hy(v) = hgrrr exp(—2(7—"s111)?) zalezy od wartosci catkowitego za-
kumulowanego poslizgu plastycznego 7 (2.59). State w przyjetym powyzej opisie wzmoc-
nienia to hy = 70 MPa, 7, = 35 MPa, vy = 0.069, vsrrr = 0.85, hgrrr = 8.5 MPa.

Poczatkowa wartos$é przyrostu parametru obcigzania A\ = 10~ zostaje powiekszona
na koncu kroku n = 20 do wartosci A\ = 10 AX. Przebieg proces deformacji zostal wy-
znaczony w zadanej koricowej liczbie krokéw obciazania ny, o wartosciach 500, 1000 lub
1500, zaleznej od poczatkowej orientacji sieci krysztatu. W pierwszym kroku obciaza-
nia, w jednym przypadku (dla orientacji o wysokiej symetrii 001) wystepuje sprezysty
stan naprezenia materialu, por. rys. 6.17, a w pozostatych analizowanych orientacjach
materiat przechodzi w stan plastyczny.

Rzuty osi rozciggania ND dla orientacji sieci M, T10, T20 znajduja sie wewnatrz
trojkata podstawowego, a dla orientacji TO ([011]), T30 ([112]), 001, 111 sa umiejsco-
wione na brzegach trojkata podstawowego, por. rys. 6.17. Symbol T3 oznacza orientacje
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sieci krysztatu, gdzie 3 to wartos¢ kata mierzonego w stopniach [°] miedzy krystalogra-
ficznym kierunkiem [011] i poczatkowa orientacja osi rozciagania ND. Rzuty osi ND
dla serii orientacji T leza na rzucie kota wielkiego bedacego $ladem ptaszczyzny (111).
Macierz transformacji miedzy uktadem lokalnym i globalnym ma postaci

Q%] = {ED TDND}, (6.13)

gdzie symbole ED, TD, ND, oznaczaja wersory wyznaczajace o§ podtuzna, o§ poprzeczna
i oS rozciagania, wzgledem lokalnego uktadu K¢.

Odksztaltcenie na kierunku rozciagania obliczane w postaci €1, = In(h/hg), zalezy od
stosunku aktualnej dhugosci probki h i dlugosci przed wydtuzeniem hy. Na rysunkach
6.19, 6.21, 6.23 ,6.26, 6.27 ponizej, symbol o33 bez poziomej kreski oznacza naprezenie
Cauchy’ego wzgledem uktadu globalnego K.

Orientacja T10

(a)

0.6

MPq

05

g 04

— 03

033

0.2

HARDENING RATE

J
\

0.1

WORK

=

Orientagja T10, & = Ifth/hy) 3 | k i,
0.0 Y o406 08

0.0 02 0.4 06 08 ' TRUE

Rysunek 6.19: Poréwnanie wynikow symulacji numerycznej (a) i wynikéw ekspery-
mentalnych wg pracy (Szczerba, 2001) (b), przy orientacji T10.

(111]
bl

Rysunek 6.20: Zmiana polozenia osi rozciaga-
nia ND widoczna na czesci rzutu stereograficz- a2
nego, przy orientacji sieci T10. T10

[001] [011]

c2

Macierz [Q%] = [Qs "' {ED TDND}T orientacji T10 jest iloczynem macierzy ob-

rotu (6.13) obliczonej dla kierunkéw ED — [111], TD — [211], ND — [011] wyznaczaja-
cych orientacje TO oraz macierzy obrotu [Q}4:""] wokét osi ED — [111] o kat 10°. State
wystepujace w opisie wzmocnienia, podane we wstepie tego punktu, zostaty tak dobrane,
aby krzywa wzmocnienia pasowala do wyniku eksperymentalnego wg pracy (Szczerba,
2001) dla orientacji T10. Stale materialowe pozostaja identyczne dla wszystkich anali-
zowanych orientacji. Przyjeta koricowa liczba krokéw obciazania wynosi ny, = 1000.
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Poczatkowa orientacja osi rozciggania ND umiejscowiona jest wewnatrz trojkata pod-
stawowego rzutu stereograficznego o wierzchotkach [001], [011] i [111], por. rys. 6.20 (b),
wiec najwickszg wartoé¢ wypadkowego naprezenia $cinajacego 7 osigga system a2,
rys. 6.20 (a). System poslizgu a2 jest aktywowany w pierwszym kroku petli obcigza-
nia, wtedy material przechodzi w stan plastyczny. Uruchomienie drugiego wtoérnego
systemu poslizgu b1 nastepuje dopiero po przekroczeniu krystalograficznej linii symetrii
[001]-[111] przez o$ rozciagania ND.

Wartosci naprezenia Cauchy’ego 733 na kierunku rozciagania odpowiadaja wynikom
eksperymentalnym, ktorych wykres naprezenie-odksztalcenie urywa sie przy e, = 0.60
i naprezeniu o wartosci 220 [MPa| (rys. 6.19(b)). Uruchomienie wtornego systemu po-
slizgu powoduje nieciagla zmiane nachylenia wykresu naprezenia, przy odksztatceniu
o wartosci €, = 0.614 i naprezeniu 233 [MPa| (rys. 6.19(a)). Widoczny jest skok po-
chodnej naprezenia, oznaczonej linia przerywana na rysunku 6.19. Wartosci pochodne;j
naprezenia zostaly obliczane dla kazdego kroku obcigzania za pomoca wzoru w postaci

(5’33(71 + 1) — 5’33(71)) / (E]n(n + ].) — €1n<n)).
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Rysunek 6.21: Wyniki symulacji numerycznej (a) w poréwnaniu z wynikami ekspery-
mentalnymi wg pracy (Basinski et al., 1997) (b), przy orientacji T20.

o [111]
Rysunek 6.22: Zmiana orientacji osi rozcig-
gania ND probki wzgledem sieci krysztalu wi- 2
doczna na czesci rzutu stereograficznego, przy T20
orientacji T20. {001 (011]

c2

Macierz okreslajaca poczatkowa orientacje sieci krysztatu jest tu zadana w postaci
QY] = [Q3-""][{ED TDND}?, gdzie [Q55""] to macierz obrotu o kat 20° wokot osi
[111], a kierunki probki ED — [111], TD — [211], ND — [011]. Dane materialowe
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oraz liczba krokéw obcigzania pozostaja zgodne z wartosciami analizowanej powyzej
orientacji T10.

W pierwszym kroku obcigzania aktywowany jest ujemny system poslizgu a2, nastep-
nie przy odksztalceniu €, = 0.438 zostaje uruchomiony wtoérny system bl. Sekwencja
aktywacji systemoéw jest identyczna jak w przypadku orientacji T'10.

Wyniki symulacji numerycznej, w formie wykresu naprezenia Cauchy’ego 733 na kie-
runku rozciggania oraz przyrostow naprezenia w stosunku do przyrostow odksztalcenia,
zostaly poréwnane z rezultatami eksperymentalnego testu rozciagania monokrysztatu
w temperaturze 295K wg (Basinski et al., 1997). Eksperymentalna krzywa zalamuje
sie przy odksztalceniu €, = 0.43 i naprezeniu 0.195 GPa (rys. 6.21(b)). Symulacja nu-
meryczna wskazuje, ze aktywacja dodatkowego systemu nastepuje przy odksztalceniu
€ = 0.438 i naprezeniu 0.215 GPa (rys. 6.21(a)). Zgodnosé jest zadowalajaca zwazyw-
szy, ze krzywa nieliniowego umocnienia zostata dopasowana przy poprzedniej orientacji
T10.

Os rozciggania ND poczatkowo tworzy kat 20° z kierunkiem [011], a gdy ND przesunie
sie na linie symetrii ten kat wynosi 30°. Natomiast po przekroczeniu linii symetrii [001]-
[111], kat miedzy osia ND w najwickszym wychyleniu i kierunkiem [112] wynosi 5.43°.
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Rysunek 6.23: Wyniki symulacji numerycznej (a) w poréwnaniu z wynikami ekspery-
mentalnymi wg pracy (Szczerba, 2001) (b), przy orientacji M.

o [111]
Rysunek 6.24: Zmiana orientacji osi rozcig-
gania ND probki wzgledem sieci krysztalu wi- 2
doczna na czedci rzutu stereograficznego, przy M
orientacji M. (001] (011]

c2

Poczatkowa orientacja probki zostata ustalona przy pomocy macierzy obrotu [QF]
(6.13), gdzie wersor ED— [145], TD— [111], ND— [321].
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Wyniki eksperymentalnego testu jednoosiowego rozciagania w przypadku orientacji
M ujawniaja, ze przy odksztalceniu (,true tensile strain”) o wartosci okoto 0.45 i na-
prezeniu 175 MPa nastepuje zmiana dominujacego systemu poslizgu, por. rys. 6.23 (b).
Na podstawie wykresu naprezenie-odksztatcenie uzyskanego z wykorzystaniem symula-
¢ji numerycznej mozna zauwazy¢, ze ta zmiana zachodzi przy odksztalceniu ey, = 0.479
i naprezeniu Cauchy’ego o wartosci 0.202 GPa, por. rys. 6.23 (a).

Orientacja T30
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Rysunek 6.25: Zmiana polozenia osi rozciggania ND na rzucie stereograficznym dla
dwoch rownowaznych rozwiazan (a) oraz obliczona zmiana polozenia osi ND (b), przy
orientacji T30.
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Rysunek 6.26: Wyniki symulacji numerycznej (a) oraz wyniki testu eksperymentalnego
wg pracy (Basinski et al., 1997) (b), przy orientacji T30.

W przypadku orientacji T30 macierz obrotu (6.13) jest obliczona przy wykorzysta-
niu wersoréw: ED — [1,1,1], TD — [1,1,0], ND — [1,1,2]. Rzut osi rozciagania ND
wypada na przecieciu dwoch sladow kot wielkich rzutu stereograficznego (6.26). T30
to orientacja symetryczna, wiec przy jednoosiowym rozcigganiu dwa systemy poslizgu
(b1,a2) sa jednakowo uprawnione do uruchomienia. Wypadkowe naprezenie Schmida
osigga najwicksza, jednakowa wartosé¢ dla systemow (b1, a2). Mozliwe s dwa rozwig-
zania rownowazne pod wzgledem osigganego minimum energii przyrostowej. W pierw-
szym etapie rozciggania zostaje aktywowany system, bl nastepnie, po przekroczeniu
krystalograficznej linii symetrii, aktywna jest para (b1,a2). Alternatywne rozwiazanie
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przewiduje poczatkowa aktywacje systemu a2, a nastepnie (a2,b1). Dwa rozwiazania
odpowiadaja réoznym obrotom osi rozciagania, pokazanym jako trajektorie osi ND wy-
chodzace z punktu poczatkowego polozenia na linii symetrii [001]-[111], por. rys. 6.25(a).

Przedstawione tu wyniki dotycza drugiego z oméwionych powyzej rozwiazan, gdzie
aktywny jest system pierwotny a2 i wtorny bl. Skokowa zmiana pochylenia wykresu
naprezenia, na kierunku rozciagania, wystepuje przy odksztatceniu o wartosci e, =
0.183 i naprezeniu 146 MPa (rys. 6.26).
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Rysunek 6.27: Przebieg wartosci naprezenia i pochodnej naprezenia Cauchy’ego (a),
zmiana potozenia osi rozciggania ND wzgledem sieci krysztatu dla rozwiazan réwno-
waznych (b) oraz trajektoria osi ND dla jednego rozwiazania (c), przy orientacji TO.

Obrot sieci krysztatu podczas deformacji z poczatkowej orientacji TO do chwili uru-
chomienia wtérnego systemu poslizgu trwa dtuzej niz w przypadku orientacji T'10, T20,
T30 1 M, dlatego konicowa liczba krokéw obciazania zostata powiekszona do ny, = 1500.

Trzy wersory ED — [1,1,1], TD — [2,1,1], ND — [0, 1, 1] tworza macierz przejscia
(6.13) miedzy lokalnym i globalnym uktadem wspotrzednych orientacji TO. W poczatko-
wej orientacji osi rozciagania ND jednakowe wypadkowe Scinajace naprezenie Schmida
czterech systemow (a3, €3, a2, c2) osiaga najwicksza wartos¢. Z posrod tej czworki mini-
malizacja energii przyrostowej selekcjonuje jeden pierwotny system aktywny. Po przej-
$ciu sladu osi ND poza krystalograficzng linie symetrii (np. rys. 6.27(c)), na koricu etapu
sprzestrzelenia” aktywowany jest wtorny system poslizgu. Mozliwe sa cztery réwnowazne
rozwiazania (rys. 6.27(b)) i odpowiadajace tym rozwiazaniom cztery pary systemow ak-
tywnych, sa to odpowiednio: (a2,b1), (¢2,d1), (c3,b1), (a3,d1). Pierwszy system z pary
oznacza pierwotny, a drugi oznacza wtorny system poslizgu. Zamieszczone na rysunku
6.27 rozwigzanie dotyczy przypadku, gdy aktywnymi systemami sg (a2, b1).

Na wykresie przebiegu naprezenia na kierunku rozciagania sz (rys. 6.27(a)), przy
odksztatceniu o wartosci €;, = 0.737 i naprezeniu 238 MPa uruchomiony zostaje wtorny
systemu poslizgu. Uruchomienie wtérnego systemu bl powoduje skokowa zmiang war-
tosci pochodnej naprezenia.
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6.1.5 Obciazanie w kierunkach o wysokiej symetrii

Poslizg wielokrotny moze wystapi¢ podczas jednoosiowego rozciagania wzdtuz osi o wy-
sokiej symetrii krysztatu ([100] lub [111]), gdzie kilka systeméw posiada rowne warto-
Sci naprezen $cinajacych, por. (Franciosi & Zaoui, 1982a). Analogiczna sytuacja moze
wystapi¢ przy innych schematach deformacji, np. czystym scinaniu (100)[010] (czyli w
plaszczyznie (100) na kierunku [010]), $ciskaniu na kierunku [100] wraz ze $cinaniem
(100)[011] oraz $cinaniu (100)[010] + (110)[110], por. (Kocks, 1960).

Praca (Franciosi & Zaoui, 1982a) zawiera poro6wnanie wynikéw eksperymentalnych z
rozwazaniami teoretycznymi, ktore bazuja na kryterium energetycznym odmiennym od
przyjetego w niniejszej rozprawie. Rozwazania teoretyczne dotycza okreslania aktyw-
nych systemoéw poslizgu z uwzglednieniem obrotéw sieci i wzmocnienia. Wyniki tych
teoretycznych rozwazan sa w zgodzie z obserwacjami eksperymentalnymi dla metali,
takze w zakresie duzych deformacji. Przytaczane badania eksperymentalne i teoretyczne
wykazuja, ze rozciaganie na kierunku (112) daje poslizg podwojny na systemach stowa-
rzyszonych typu a2/b1 (ang. conjugate systems). Natomiast dla rozciagania typu (111)
Franciosi & Zaoui (1982a) ustalili symetryczny poslizg potrojny na systemach a2/b3/d1,
ktory odbywa sie bez obrotu sieci. Eksperymenty wykazuja, ze taki poslizg wystepuje
poczatkowo na dwoch, a ostatecznie na trzech systemach.

Inne interesujace obserwacje eksperymentalne, dotyczace deformacji monokrysztalow
aluminium oraz miedzi w tescie jednoosiowego rozciggania, mozna znalez¢é w pracach,
odpowiednio (Saeki & Miura, 1977) i (Miura et al., 1977). Eksperymenty tam zamiesz-
czone wykazuja, ze rozciaganie typu (100) powoduje obrot osi rozciagania z poczatko-
wego potozenia w kierunku (111), przy poslizgu zachodzacym na dwoch systemach.

Orientacja 111 o wysokiej symetrii
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Rysunek 6.28: Wykres naprezenia i pochodnej naprezenia Cauchy’ego (a), zmiana
orientacji osi ND wzgledem sieci krystalograficzne; (b) oraz obliczona dla jednego roz-
wigzania trajektoria osi ND (c), przy orientacji 111.
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O$ rozciggania ND krysztatu lezy wzdtuz krystalograficznego kierunku [111]. Ma-
cierz przejscia [QF] miedzy ukladem lokalnym i globalnym jest zbudowana z werso-
row wyznaczajacych trzy kierunki: ED — [1,1,2], TD — [1,1,0], ND — [1,1,1],
por. (6.13). Zadana liczba krokéw obciazania ny, = 500 odpowiada odksztalceniu kori-
cowemu ¢, = 0.39. W tym przypadku zostata uzyta procedura minimalizacji energii
wykorzystujaca funkcje NMinimize® programu Mathematica.

W orientacji 111 0 wysokiej symetrii wystepuje sze$¢ systemow rownowaznych (a3,
bl, d2, a2, b3, d1), gdzie wypadkowe naprezenie $cinajace 7% osiagga najwyzsza (jedna-
kowa) wartosé. W tescie rozciagania mozliwych jest szes¢ rownowaznych pod wzgledem
energetycznym rozwiazan (6.28(b)). W pierwszym etapie aktywowany jest jeden z sze-
sciu systemow poslizgu. Obrét osi ND przebiega na jednej z trzech plaszezyzn przecho-
dzacych przez [111]. Gdy uruchomiony zostaje dodatkowy system i poslizg zachodzi na
dwoch systemach, §lad osi ND zmienia kierunek ruchu i zbliza sie do innej ptaszczyzny
krystalograficznej. W drugim etapie rozciggania poslizg zachodzi na dwoch systemach.

Zamieszczone wyniki (rys. 6.28(a) i (¢)) dotycza rozwiazania, gdy aktywne systemy
to (a2,bl), przy czym system a2 zostal uruchomiony jako pierwszy (6.28(c)). Poslizg na
dwoch systemach jest poprzedzony krotkim etapem poslizgu na systemie b1, gdy system
a2 jest chwilowo zatrzymywany. Przy odksztalceniu e, = 0.112 i naprezeniu 633 o
wartosci 188 MPa wystepuje nieciagta zmiana nachylenia wykresu naprezenia (6.28(a)).

Orientacja 001 o wysokiej symetrii

W przypadku orientacji sieci oznaczonej symbolem 001 i deformacji zadanej w uktadzie
globalnym w postaci (6.10) macierz obrotu [Q"] (5.15) jest macierza jednostkowa, wiec
katy Eulera przyjmuja wartosci o1 = ® = ¢y = 0. Koncowa liczba krokéw obciazania
wynosi 1y, = 500.

W orientacji 001 o$ rozciggania ND pokrywa sie z krystalograficznym kierunkiem
[001]. Osiem systemoéw (al, bl, cl, dl, a2, b2, 2, d2) posiada wypadkowe napre-
zenie Scinajace 7% o jednakowej najwyzszej wartosci w poczatkowej orientacji sieci,
por. rys. 6.29(a). Przy zastosowaniu macierzy fizycznych modutéw wzmocnienia z jed-
nym parametrem wzmocnienia utajonego g, w postaci (2.58), minimalizacja energii przy-
rostowej preferuje rozwigzanie z pojedynczym systemem aktywnym w poczatkowym
etapie rozciggania.

Pojedynczy system a2 ptynie do odksztalcenia ey, = 0.24, wowczas nowy system bl
zostaje uruchomiony, a poprzedni a2 zatrzymany. Sie¢ krysztalu podlega obrotom, tak
ze rzut osi rozciagania ND przesuwa sie po linii symetrii [001] —[101]. Od odksztalcenia
el = 0.26 plyna jednoczesnie dwa systemy poslizgu (a2,01). Woéwczas zmienia sie
charakter obrotu sieci i rzut osi ND przesuwa si¢ w kierunku linii [001] —[111], odmiennie
niz w orientacji 100 zamieszczone] ponizej, gdzie zastosowano inng posta¢ macierzy
wzmocnienia.

Wykres naprezenie-odksztalcenie (rys. 6.30(a)) ma charakter zblizony do wynikow
eksperymentalnych dla temperatury 295K zamieszczonych w pracy (Basiniski et al.,
1997), por. rys. 6.30(b). Zamiana systemow aktywnych odpowiada chwili, gdy wystapita
lokalizacja probki w badaniu eksperymentalnym.

6NMinimize stuzy do numerycznego znajdowania minimum, takze globalnego.
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Rysunek 6.29: Zmiany potozenia osi ND dla rozwiazan rownowaznych (b) oraz tra-
jektoria osi ND wyznaczona dla jednego rozwiazania (c), przy orientacji 001.
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Rysunek 6.30: Wyniki symulacji numerycznej w postaci wykresu naprezenia Cau-
chy’ego 1 pochodnej naprezenia Cauchy’ego (a) oraz wyniki testu eksperymentalnego
wg pracy (Basinski et al., 1997) (b), przy orientacji 001.

Orientacja 100 o wysokiej symetrii

Saeki & Miura (1977) przedstawiaja wyniki rozciagania jednoosiowego ptytki wykonane;
z monokrysztalu aluminium o czystosci 99.99%, wyzarzanej w temperaturze 823K przez
3 godziny. Test rozciagania zostal przeprowadzony w temperaturze 293+K, z predkoscia
4 x 107°s7. Poczatkowy kierunek rozciaggania monokrysztatu pokrywa si¢ z (100).
Podczas testu eksperymentalnego zaobserwowano na powierzchni probki trzy ob-
szary rozne pod wzgledem aktywnych systemow. Dwa obszary znajdowaly sie w po-
blizu zamocowar, a jeden obszar w $rodku probki. We wszystkich obszarach charakter
deformacji jest podobny, wiec omoéwiony jest tu jeden wybrany obszar, przy goérnym
mocowaniu probki oznaczony jako A (obszar przy dolnym mocowaniu to A’). W po-
czatkowym etapie deformacji, do okoto 1.5-2% odksztalcenia, w calej probce wyste-
puje poslizg wielokrotny, wowczas sie¢ nie ulega obrotom. Nastepnie, ujawniaja sie wi-
doczne na powierzchni probki trzy obszary o réznych systemach aktywnych. W dwoch
skrajnych obszarach oznaczonych jako A i A’, aktywne sa po dwa systemy (111)[101] i
(111)[101], a o rozciagania zmienia orientacje i biegnie po linii [100]-[101] w kierunku
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[101], por. rys. 6.31(b). W kolejnym etapie deformacji, od okoto 18% do 40% wydtuze-
nia dominuje pojedynczy system poslizgu (111)[110]. Sie¢ zmienia kierunek obrotu, w
zwiazku z tym of rozciagania przechodzi z linii [100]-[101] do wnetrz trojkata [100]-[101]-
[111] i biegnie w kierunku linii [100]-[111]. Powyzej 40% wydluzenia probki, ponownie
zachodzi poslizg na dwoch systemach, ptynacym poprzednio systemie (111)[110] oraz
systemie (111)[101] aktywnym w drugim etapie deformacji. O$ rozciagania zmienia kie-
runek obrotu, osigga, a nastepnie przemieszcza si¢ wzdluz linii symetrii [100]-[111] w
kierunku [211].

W modelowanym procesie deformacji przyjeto poczatkowa orientacje osi rozciagania
ND wzdtuz kierunku [100] sieci krysztatu. Sie¢ krysztatu jest dodatkowo wstepnie ob-
rocona wokot kierunku rozciggania [100] o kat 26°, zgodnie z warunkami eksperymentu
(Saeki & Miura, 1977) wedlug reguly sruby prawoskretnej. Przyjete w modelowaniu
wartosci modutéw sprezystosci Al to C; = 108 GPa, C}, = 62 GPa, C}, = 28 GPa, wg
pracy (Schmid & Boas, 1950).

Przyjeto rozréznienie rodzajow wzajemnego oddzialywania pary systemoéow K i J wg
pracy (Franciosi & Zaoui, 1982a), wiec macierz fizycznych moduléw wzmocnienia jest
w postaci (2.61). W modelowaniu procesu rozciagania zastosowano prawo wzmocnie-
nia o wysyceniowym charakterze (2.63) z predkoscia samoumocnienia zadana w postaci
(2.62). Wartosci granicy plastycznosci 7o = 12 MPa, modul poczatkowego wzmocnienia
ho = 190 1o MPa oraz 7, = 7.92 19 MPa sg identyczna dla wszystkich systeméw. Przyjeto
nastepujace wartosci sh = 1, ¢l = hl = ¢p = gj = 1.2, Ic = 1.3 moduléw wzmocnie-
nia utajonego uwzgledniajace wzajemne oddziatywanie dyslokacji poruszajacych sie na
roznych systemach, por. tab. 2.4.

Tablica 6.3: Wyniki modelowania w przypadku orientacji 100: wartosci odksztalcenia,
naprezenia oraz kolejno$¢ uruchamiania systeméw poslizgu.

Odksztalcenie £33 [%] | Naprezenie a3 [MPa| | Systemy aktywne
0.05 20.7 d2 = (111)[101]
19.5 236.9 c3 = (111)[110]
37.8 243.5 (a2 = (111)[101], ¢3)
59.0 (koniec) 240.4 -

Rozwiazanie otrzymane w modelowanym procesie, por. rys. 6.31, ma przebieg po-
dobny do obserwacji zamieszczonych w pracy (Saeki & Miura, 1977). W pierwszym
etapie deformacji zaraz po stanie czysto sprezystym jako pierwszy zostaje aktywowany
pojedynczy system poslizgu d2, por. tab. 6.3, a sie¢ krysztalu podlega obrotowi wzdtuz
linii [001]-[101], por. rys. 6.31(b). W wyniku obrotu, przy wydtuzeniu 19.5%, nastepuje
wymiana systemoéw aktywnych z d2 na system ¢3 oraz réwnoczes$nie nastepuje zmiana
kierunku obrotu sieci, tak ze o§ rozciagania ND kieruje si¢ do linii [001]-[111]. W chwili
gdy ND osiagnie ta linie zostaje aktywowany dodatkowy system poslizgu a2 (w jakiej
odleglosci to nastapi oraz czy nastapi tuz przed, czy za ta linia, zalezy od przyjetych
parametrow wzmocnienia). Poslizg na dwoch systemach (a2, ¢3) powoduje zmiane kie-
runku obrotu sieci, tak ze o rozciagania obraca si¢ w kierunku [211].

Systemy aktywne podczas procesu rozciggania dla orientacji 100 sa wspotiniowe
d2 < a2, wiec ich oddziatywanie okresla parametr cl = aq, por. tab. 2.4. Oddzialywanie
systemow d2 < ¢3 (ang. ,cross-slip”) okresla parametr gj = a4, natomiast oddzialywanie
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systemow c3 < a2 jest okreslone przez parametr lc = as.
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Rysunek 6.31: Wyniki modelowania (zaznaczone kolorem niebieskim) nalozone na ob-
serwacje eksperymentalne wg pracy (Saeki & Miura, 1977): przebieg naprezenia Cau-
chy’ego a33 przy rosnacym wydtuzeniu £33 [%] (a) oraz trajektoria osi rozciagania (b),
przy poczatkowej orientacji 100.

Przedstawione w punktach (6.1.4) i (6.1.5) wyniki modelowania jednoosiowego roz-
ciggania uzyskano z zastosowaniem metody minimalizacji energii przyrostowej przy
sterowaniu z kinematycznymi stopniami swobody. Wyniki modelowania poréwnano z
dostepnymi obserwacjami eksperymentalnymi monokrysztaléw miedzi i aluminium dla
roznych poczatkowych orientacji sieci krysztatu. W punkcie (6.1.5) pokazano, ze do-
pasowanie krzywej wzmocnienia do wynikéw, tylko dla jednej orientacji T10, pozwala
na przewidywanie przebiegu krzywych naprezenia dla innych orientacji sieci krysztatu
zgodnie z eksperymentami wg (Basinski et al., 1997), (Szczerba, 2001). Zastosowanie
fizycznych modutéw wzmocnienia w postaci (2.61), z rozréznieniem charakteru wzajem-
nego oddziatywania systemow aktywnych, umozliwia modelowanie rozciggania na kie-
runkach o wysokiej symetrii krysztatu. Wowczas, gdy rozwigzanie jest niejednoznaczne,
metoda minimalizacji energii przyrostowej selekcjonuje aktywne systemy obserwowane
eksperymentalnie, por. (Saeki & Miura, 1977).
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6.2 Modelowanie deformacji z uwzglednieniem podzialu
na podziarna

6.2.1 Pelna kontrola kinematyczna. Poréwnanie wynikéw nu-
merycznej symulacji z podzialem i bez podzialu ziarna

Rozpatrzymy przyktad podziatu ziarna na dwa podziarna przy pelnej kontroli kinema-
tycznej makroskopowego gradientu deformacji F. Zadawany makroskopowy gradient
deformacji F (6.1) okregla proste $cinanie probki. Kierunek M i plaszczyzna $cinania
N sa w tym przypadku tak dobrane, ze powoduja poglizg plastyczny tylko na dwoch
wspolplaszezyznowych systemach, tutaj sa to al i a2. Gradient F()) jest dany w po-
staci funkcji parametru obciazania A\ (6.14) i sktada sie z dwoch cztonéw odpowiadaja-

_ 1 _
FA) =1+ 3 (m* + m*) ® n*  (6.14)

Rysunek 6.32: Systemy poslizgu
al i a2 plaszczyzny n® = (111).

cych za $cinanie na kierunku al i kierunku a2. Obydwa kierunki leza w plaszczyznie
n® = (111), por. rys. 6.32. Kierunek $cinania to M — [112], a plaszczyzne wyznacza
wersor N — n® = (111). Probka nie jest wstepnie obrocona, wiec jej orientacje okreslaja
katy Eulera o wartosciach @1 = ® = py = 0.

W celu poréwnania rozwiazan, symulacje procesu deformacji przeprowadzono nieza-
leznie dla jednorodnej deformacji pojedynczego ziarna oraz przy podziale na podziarna.

W procesie prowadzonym bez mozliwosci podziatu ziarna, systemy poslizgu {al, a2}
sg uruchamiane w pierwszym kroku obcigzania i pozostaja aktywne do korica procesu
deformacji. Obydwa systemy {al,a2} pltyna réwnoczesnie majac identyczne przyrosty
$cinania Ay*! = Av®? ~ % > 0. Roéwnoczesny poslizg powyzszych systemow nie
powoduje obrotu sieci krysztatu podczas procesu deformacji.

W procesie prowadzonego z dopuszczeniem mozliwosci podziatu ziarna, podzial na
dwa podziarna o przyrostach gradientow deformacji

AF, =AF+(1-7)Ab®m, AF;=AF-7Ab®m, (6.15)

nastepuje juz w pierwszym kroku obcigzania. Mozliwe sa dwa réwnowazne rozwigza-

nia, dla ktérych w jednym z podziaren ptynie tylko system al, a w drugim podziarnie
system a2. Udzial objetosciowy obliczony w pierwszym kroku wynosi n = 0.5, na-
tomiast powierzchnia rozdziatu to plaszezyzna oktaedryczna (111) czyli ta, na ktorej
wymuszony jest poslizg, por. (6.14). W kazdym kroku deformacji obliczane sa aktualne
wartosci przyrostow scinania Ay* = Ay*2 systeméw aktywnych oraz przyrost wektora
Ab = A\ (m*! — mai), por. rys. 6.33. Podczas procesu deformacji sie¢ dwoch podzia-
ren nie podlega obrotom. Gradienty calkowitej deformacji podziarna 1 i 2 maja postac
(6.16).
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F, =1+ )m* ®@n?

_ (6.16)
F;, =1+ Am* ® n“
Rysunek 6.33: Zdeformowane podziarna z
aktywnymi systemami oznaczonymi strzal-
kami w kolorze czerwonym. Koncowa warto$é
parametru obciazania wynosi A = 0.5.

Podziat zachodzi, poniewaz przyrost energii dostarczanej podczas procesu deformacji
do podzielonego ziarna jest mniejszy niz przyrost energii ziarna jednorodnego. Mozna
poréwnaé prace odksztatcenia w i naprezenie Scinajace 7,y obliczone podczas deformacji
ziarna jednorodnego i podzielonego. Poréwnanie przeprowadzono przy dwoch réznych
dlugosciach przyrostu parametru obcigzania. Wyniki przyrostu A\ = 1072 oznaczone sg
kolorem niebieskim, a dla przyrostu A\ = 1072 kolorem czarnym (rys. 6.34). Na koricu
procesu deformacji parametr obciazania osiaga wartosé A = 10. Roéznice w wartosciach
pracy odksztatcenia w wyznaczonych z podziatem i bez podziatu, gdy parametr A = 10,
wynosza odpowiednio, wsy — Wesq = 0.0447 przy AN = 1072 i Weg — Wgea = 0.0466 przy
AN = 1073, Rozmice wartosci koricowego naprezenia wynosza (Tunsg — Tarngsd)/To =
0.416 przy AN = 1072 i (Tynsg — Tuwgsd)/T0 = 0.427 przy AN = 107%. Skrocenie
dtugosci przyrostu parametru obciazania spowodowato zwiekszenie réznic w wartosciach
pracy odksztatcenia w i naprezenia Scinajacego T,,y, obliczonych bez i z podziatem na
podziarna.

(a) (b)

0.4} bez podzialu 1073 3.5 bezpodzialu -
1072 3.0F —_—"'::: :::::
0.3 2.5}
¢ g
Pt — 2.0¢
=02 (<107 z
/=102 c 1.5F
01! 1.0
z podzialem 0.54
0.0% ‘ ‘ ‘ ‘ ] 0.0t ‘ ‘ ‘ ‘ 3
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Rysunek 6.34: Deformacja ziarna: praca odksztalcenia w (a) i naprezenie Scinajace
Tun (b) obliczone, bez podziatu ziarna (linie ciagle) oraz z podziatem (linie przery-
wane), dla dwoch dhugosci przyrostu parametru obcigzania AX = 1072 i A\ = 1073,
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6.2.2 CzeSciowa kontrola kinematyczna. Préba kanalikowa i $ci-
skanie w p.s.o.

Modelowanie procesu deformacji krysztatu w trakcie proby kanalikowej (ang. channel-die
compression test) 1 w trakcie Sciskania w plaskim stanie odksztalcenia (p.s.o.) (ang. plane
strain compression test) przeprowadzono z wykorzystaniem alogrytmu minimalizacji
energii przyrostowej z dopuszczeniem mozliwosci podziatu na podziarna, por. podrozdziat
5.5, oraz z kinematycznymi stopniami swobody jak w podrozdziale 5.4.

Numeryczna symulacja proby kanalikowej oraz poréwnanie z wynikami eks-
perymentalnymi

Przedstawione w niniejszym punkcie wyniki dotycza modelowania z mozliwoscia po-
dziatu ziarna. W celu poréwnania rozwiazan zamieszczono tu wybrane wyniki modelo-
wania bez mozliwosci podziatu (rys. 6.36(b)).

Rysunek 6.35: Poczatkowa konfiguracja materialu (a) oraz obliczona koricowa konfi-
guracja w przypadku orientacji ,Strange” (b).

Proces deformacji w probie kanalikowej, por. rys. 6.35, polega na Sciskaniu materiatu
na kierunku ND (e3) przy zablokowanej mozliwosci wydtuzania na kierunku poprzecz-
nym TD (&), z jednoczesna swoboda deformacji na kierunku podtuznym ED (&;). Te-
sty eksperymentalne sa prowadzone tak, aby zmniejszy¢ wpltyw tarcia wystepujacego
na Sciankach kanatu (Darrieulat et al., 2007). W trakcie procesu Sciskania, przy defor-
macji materiatu na kierunku podtuznym ED moze powstawaé Scinanie w ptaszczyznach
ED-TD (1-2) i ED-ND (1-3).

Modelowanie écigkania w probie kanalikowej odbywa sie poprzez zadawanie parame-
tru obcigzania A = Fi3, czyli sktadowej tensora gradientu deformacji F (4.86) wzgledem
uktadu globalnego K, por. (6.17);. Nieznane skladowe Fi;, Fio i Fi3 to stopnie swo-
body w kinematycznie kontrolowanym procesie. Pozostale sktadowe tensora gradientu
deformacji F w ukladzie globalnym Kg sa zadane. Odpowiedz materialu w naprezeniach
Kirchhoffa T (lub Cauchy’ego ©), por. (6.17),, wynika z przyjetych ograniczen kinema-

tycznych (6.17)1, wigc Tao, T33 1 To3 to nieznane sktadowe makroskopowego tensora 7.

1511 ﬁ12 1513 00 0

F~]0 1 0], T~ 07?'22?23 . (6.17)
0O 0 X 0 T32 T33
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W celu poréwnania wynikow modelowania (rys. 6.36(a) i (b)) z wynikami ekspery-
mentalnymi (rys. 6.36(c)), przeprowadzono symulacje numeryczne deformacji krysztatu
Al-1%Mn z modultami sprezystosci o wartosciach C7; = 106.75 GPa, C}, = 80.41 GPa,
Cy, = 28.34 GPa. Charakter krzywej wzmocnienia zostal dobrany tak, aby obliczony
przebieg naprezenia odpowiadal wartosciom wyznaczonym eksperymentalnie przy orien-
tacji ,Goss”, por. rys. 6.36(c). Zastosowano fizyczne moduly wzmocnienia w postaci
(2.58) z parametrem wzmocnienia utajonego g = 1.4. Przebieg wzmocnienia ma pote-
gowy charakter (2.64) z modulem poczatkowym hy = 2.1 GPa i stalym wykladnikiem
n = 0.19. W modelowaniu zastosowano metode selektywnej symetryzacji (3.13) z pa-
rametrem r = 1/2. Przyjeta do obliczen granica plastycznosci wynosi 79 = 8 MPa.

Tablica 6.4: Poczatkowe orientacje krysztalu stosowane m.in. w probie kanalikowej,
wyznaczone poprzez indeksy Millera oraz katy Eulera.

Orientacja Indeksy Millera  Katy Eulera (¢1, P, ¢2)
,Cube” {1001(001) (0°, 0°, 0°)
,Goss” {1101(001) (0°, 45°, 0°)
,Brass” {110}(112) (35.264°, 45°, 0°)
Copper”  {112}(111) (90°, 35.264°, 45°)
S (S37) (2131(364)  (58.980°, 36.699°, 63.435°)
S17 {124}(211) (59°, 29°, 63°)
S27 {123}(412) (47°, 37°, 63°)
Strange’ {123}(121) —

Dostepne wyniki doswiadczalne dotycza proby kanalikowej wykonanej dla wybra-
nych orientacji sieci krysztalu, por. rys. 6.36(c). Modelowanie procesu deformacji prze-
prowadzono dla poczatkowych orientacji okreslanych w literaturze (Kocks et al., 1998;
Morawiec, 2004) jako ,Cube”, ,Goss”, ,Brass”, ,Copper” i ,Strange”, por. tab. 6.4 oraz
tab. 6.5.

Tablica 6.5: Figury biegunowe {111} dla pieciu poczatkowych orientacji sieci. .

,Cube” ,Goss” ,,Brass” ,Copper” Strange”
{100} (001) {110} (001) {110} (112) {112} (111) {123} (121)

ED|

Przebieg procesu deformacji jest sterowany wzgledem globalnego uktadu Kg przy
uzyciu parametru obcigzania A. Natomiast odpowiedZ materialu w naprezenich jest
okreslana wzgledem odksztalcenia e, = In(ho/h) obliczanego na kierunku $ciskania,

"Wg pracy (Kocks et al., 1998).
8Wg pracy (Darrieulat et al., 2007).
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gdzie hg oznacza poczatkowa wysokos¢ probki, a symbol h to wysokosé aktualna. Symbol
o33 (oraz o92) wystepujacy na rysunku 6.36 (rys. 6.41) oznacza makroskopgwe naprezenie
obliczane na kierunku $ciskania ND (TD) wzgledem globalnego uktadu Kg.

(a)

200

o5 (MPa)

150

100+

G, (MPa)
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150 — L

0 1 1 1 1 1 1
00 02 04 06 08 10 12
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0

T I T T
0.00 0.25 0.50 075 1.00 1.25 &,

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ €]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12

0

Rysunek 6.36: Obliczone krzywe naprezenia Cauchy’ego na kierunku sciskania oz przy
rosnacym odksztalceniu €, bez podziatu (a) i z podziatem (b) oraz wyniki doswiad-
czalne (c) pieciu orientacji krysztalu Al-1%Mn: (B) ,Brass”, (+) ,Goss”, (O) ,Cube”,
(#) ,Copper”, (o) ,Strange”; wg pracy (Darrieulat et al., 2007).

Podczas testow eksperymentalnych, w poczatkowym etapie Sciskania na powierzch-
niach probki obserwowane sa wyrazne §lady plaszczyzn poslizgu systeméw aktywnych,
por. wartosci ,pomierzone” wg (Darrieulat et al., 2007) w tab. 6.6. W celu poréwnania
z wynikami eksperymentu, w modelowaniu wyznaczono nachylenie sladéw ptaszczyzn
poslizgu na bocznej powierzchni (TD) probki Scisnietej do odksztalcenia e, = 0.13.
Systemy aktywne wyznaczono poprzez modelowanie deformacji bez mozliwosci podziatu
ziarna, por. wartosci ,bez podzialu” w tab. 6.6. Nalezy zaznaczy¢, ze przyjeta w mo-
delowaniu poczatkowa orientacja ,Strange” (tab. 6.4 i rys. 6.5), prawdopodobnie rézni
sie od orientacji w testach eksperymentalnych (rys. 6.40(a)), stad moga wynikaé¢ roz-
nice nachylenia ptaszczyzn poslizgu obliczonych ,bez podzialu” ziarna i ,,pomierzonych”
cksperymentalnie (tab. 6.6).

Tablica 6.6: Poroéwnanie wartosci ,,pomierzonych” w eksperymencie i obliczonych w mo-
delowaniu ,,bez podzialu” ziarna: nachylenie ptaszczyzn poslizgu systeméw aktywnych
obserwowane na bocznej powierzchni probki (ED-TD), przy odksztalceniu ey, = 0.13.

79 99 79 99 2
’ ‘ ,Cube ,Goss ,Brass ,Copper WStrange

_pomierzone™ | +47°, —44° 136°, —35° +28°, —29°  +32°, —21° 165°, —38°
_bez podziatu” | +44.9° +35.2° +30° +27.4°, —20.8°  +90.2°, —31.4°
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W celu por6wnania obserwowanych eksperymentalnie pasm deformacji (rys. 6.37(a)
i 6.39(a)) w przypadku orientacji ,Copper” i ,Strange”, wg pracy (Darrieulat et al.,
2007), przedstawiono obliczony schemat laminatu widoczny na bocznej powierzchni $ci-
$nietej probki, (rys. 6.37(b)) i (rys. 6.39(b)). Schemat dwufazowego laminatu, jak row-
niez przyrosty $cinania w dwoch fazach, wyznaczono przy uzyciu minimalizacji ener-
gii przyrostowej wg algorytmu obliczeniowego przedstawionego w podrozdziale 5.5. W
przypadku orientacji ,,Copper” obliczony udzial objetosciowy wynosi n = 0.5, a plasz-
czyzna rozdzialu to m = (111). W trakcie procesu deformacji ptaszczyzna rozdziatu
m ulega obrotom, wiec na rysunku 6.37(b) widoczne jest nachylenie przy odksztatceniu
em = 0.28. Dla orientacji ,Strange” obliczony udzial objetosciowy wynosi n = 0.8, a
plaszczyzna rozdzialu to m = (011). Slady plaszczyzn m = (011) zostaly pokazane
przy odksztatceniu ey, = 0.76, por. rys. 6.39(b).

Rysunek 6.37: Orientacja ,,Copper”: pasma deformacji widoczne na bocznej po-
wierzchni probki powstate w wyniku $ciskania w kanale przy e, = 0.28 wg (Darrieulat
et al., 2007) (a) oraz obliczony schemat laminatu ze §ladami plaszczyzn podziatu ziarna
na bocznej powierzchni probki i systemy poslizgu aktywne w podziarnach (nr 1 gorne
i nr 2 dolne), gdzie n = 0.5 i m = (111) (b).

(a) (b) (c)
® \
| |
Em =20 e = 0.6 em = 1.1

Rysunek 6.38: Poréwnanie wynikow symulacji numerycznej i eksperymentu wg pracy
(Darrieulat et al., 2007), na rzutach {111} na plaszczyzne boczna (ED-ND), dla trzech
wartosci odksztalcenia e, = 0 (a), 0.6 (b), 1.1 (c), przy orientacji ,,Copper”.

W modelowanym procesie deformacji materialu o orientacji ,,Copper”, w chwili gdy
nastapil podzial ziarna, w podziarnie 1 aktywowany zostal pojedynczy system al, a w

9Wyniki wg pracy (Darrieulat et al., 2007).
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podziarnie 2 system a2, por. rys. 6.37(b). W przypadku orientacji ,Strange”, w chwili
wystapienia podziatlu, w podziarnie 1 zostaly aktywowane dwa systemy (a2,d3), a w
podziarnie 2 systemy (a2, d2), por. rys. 6.39(b).

W trakcie deformacji materiatu sieci krystalograficzne podziaren 1 i 2 ulegaja obro-
tom. W przypadku poczatkowych orientacji ,Copper” oraz ,Strange” przy odksztatceniu
em = 0.6 1 &), = 1.1 widoczne sa réznice w orientacjach sieci podziaren, por. rys. 6.38(c)
16.40(c).

Rysunek 6.39: Orientacja ,Strange™ pasma deformacji widoczne na bocznej po-
wierzchni probki powstate w trakcie proby kanalikowej przy odksztatceniu e, = 0.76
wg pracy (Darrieulat et al., 2007) (a) oraz obliczony schemat laminatu ze $ladami
plaszczyzn rozdzialu na bocznej powierzchni probki i systemy poslizgu aktywne w po-
dziarnach (nr 1 gorne i nr 2 dolne), gdzie n = 0.88 i m = (011) (b).

(a) (b) (c)

€m =20 €m = 0.6 €m = 1.1

Rysunek 6.40: Poréwnanie wynikow symulacji numerycznej i eksperymentu wg pracy
(Darrieulat et al., 2007): rzuty {111} na plaszczyzne boczna (ED-ND), dla trzech
kolejnych orientacji sieci krysztatu przy odksztalceniu ey, = 0 (a), 0.6 (b), 1.1 (c), przy
orientacji ,,Strange”.

W modelowanym tu procesie obciazania obliczony, poprzez minimalizacje energii
przyrostowej, podzial na podziarna zachodzi (zaleznie od orientacji) w pierwszych kro-
kach przyrostowej deformacji, gdy material znajduje sie juz w stanie uplastycznienia.
Jednak dopiero przy wiekszych wartosciach odksztalcenia, w wyniku niezaleznych ob-
rotow krystalograficznych sieci podziaren, pojawiaja sie obserwowalne réznice stanu de-
formacji pasm.
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Numeryczna symulacja $ciskania w ptaskim stanie odksztalcenia

Przedstawione w niniejszym punkcie wyniki dotycza modelowania testu Sciskania w pta-
skim stanie odksztalcenia z dopuszczeniem mozliwosci podziatu ziarna. Proces deforma-
cji polega na $ciskaniu na kierunku ND z mozliwoscig wydtuzania materiatu na kierunku
podtuznym ED, przy braku $cinania w ptaszczyznach ED-TD (1-2) oraz ED-ND (1-3).

Zamieszczone tu wyniki dotycza modelowania procesu deformacji pojedynczego krysz-
talu o poczatkowej orientacji ,,Cube”, por. tab. 6.4. Poczatkowa orientacja sieci jedno-
rodnego krysztatu jest okreslana przy uzyciu macierzy obrotu [QF] (6.13) o ustalonych
kierunkach: ED — [100], TD — [010], ND — [001]. W obliczeniach przyjeto mo-
duly sprezystosci Ni o wartosciach C}; = 246.4 MPa, C}, = 152.5 MPa i C}, = 122
MPa. Wartosci granicy plastycznosci, modutéw wzmocnienia, a takze metode selek-
tywnej symetryzacji przyjeto zgodnie z danymi zawartymi w przyktadzie modelowania
proby kanalikowej (punkt 6.2.2).

(a)

12

2007 555 (MPa)
1.0r
150}
0.8+
100+ 0.6
0.4r
50+
0.2
0 . . . . . S’ni ool | | | | Eln
00 02 04 06 08 10 12 00 02 04 06 08 10 1.2

Rysunek 6.41: Modelowanie Sciskania w p.s.o.: obliczone krzywe naprezenia |o33| na
kierunku $ciskania (a) oraz wartosci stosunku naprezen |oqs/033| (b).

Stan deformacji i naprezenia w podziarnach oraz stopnie swobody laminatu (7, b, m)
zostaly wyznaczone przy uzyciu metody minimalizacji energii przyrostowej analogicznie
do modelowania procesu deformacji w probie kanalikowej przedstawionej powyzej.

(b)

Rysunek 6.42: Sciskanie w p.s.o. o orientacji ,,Cube”: schemat podziatu ziarna z orien-
tacja wektora b i plaszczyzny rozdzialu m (b) oraz aktywny system a2 w podziarnie 1
(a) i system d2 w podziarnie 2 (c), w chwili podziatu przy e, = 1074

Naprezenie o959 na kierunku poprzecznym TD zalezy od poczatkowej orientacji sieci
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jednorodnego krysztatu. Zauwazalne sa duze wartosci stosunku |ogy/033| zwlaszeza w
przypadku orientacji ,,Cube” i ,Copper”, por. rys. 6.41.

Obliczony udziat objetosciowy podziaren wynosi n = 0.5. Plaszczyzna rozdziatu
podziaren m = [010] jest rownolegta do ptaszczyzny ED-ND i nie zmienia orientacji w
trakcie deformacji materiatu. Wektor b jest wyznaczany przyrostowo i aktualizowany
w kazdym kroku deformacji. W trakcie procesu $ciskania wektor b lezy w ptaszczyznie
m i w koricowym korku deformacji osigga warto$¢ by, —1.25) = [1.64 0 — 0.59].

Podzial ziarna nastepuje przy odksztalceniu e, = 1074, w zwigzku z tym w pierw-
szym podziarnie aktywowany jest system a2, a w drugim podziarnie system d2, por. rys.
6.42(a) i (c¢). W wyniku dalszej deformacji, w podziarnach pojawiaja sie dodatkowe sys-
temy poslizgu, por. rys. 6.43(c), tak ze plaszczyzny Scinania systemow aktywnych to
(a,c) w pierwszym podziarnie i (d,b) w drugim podziarnie. Obserwowane na $ciskane;
powierzchni probki ptaszezyzny dominujacych systemow poslizgu (rys. 6.43(b)) uktadaja
sie w charakterystyczny wzor (rys. 6.43(a) wg pracy (Basson & Driver, 2000)).

2 W g>>>>>>>>>>>2
|

)

MMM

Rysunek 6.43: Sciskanie monokrysztatu Ni o orientacji ,Cube™ zdjecie pasm defor-
macji wg pracy (Basson & Driver, 2000) (a), slady dominujacych poslizgéw w pasmach
deformacji widoczne na $ciskanej powierzchni przy odksztalceniu ey, = 0.83 (b) oraz
slady systemow dominujacych (grube niebieskie linie) i dodatkowych (cienkie czerwone
linie) (c¢), w gornym pasmie slady ptaszczyzn (d,b), w dolnym pasmie (a,c).

(b

i

!

Obrot sieci podziaren obserwowany na rzutach {111} jest symetryczny wzgledem
plaszczyzny rozdziatu m, por. rys. 6.44 i rys. 6.42(b).

(a) (b) (c)
(111) {111y {111}
TD S . TD D
Eln = 0.4 Eln = 0.6 Eln = 1.1
ED ED ED

Rysunek 6.44: Zmiany orientacji sieci krystalograficznej podziaren widoczne na rzu-
tach {111} na ptaszczyzne TD-ED, przy odksztalceniu ,=0.4 (a), 0.6 (b), 1.1 (c).
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Rozdzial 7

Z.astosowanie do modelowania
polikrysztaléw metali

7.1 Schemat obliczeniowy dla polikrysztalu

Modelowany polikrysztatl zbudowany jest z duzej liczby, zazwyczaj dowolnie zoriento-
wanych ziaren. Kazdemu ziarnu polikrysztatu przyporzadkowany jest lokalny uktad
wspolrzednych K¢ trwale zwigzany z poczatkows orientacja sieci krystalograficznej. Za
pomoca katow Eulera dla kazdego ziarna zadana jest poczatkowa orientacja lokalnego
uktadu K¢, wzgledem uktadu globalnego Kg zwiazanego z kierunkami probki. Stero-
wanie procesem obciazania polikrysztatu odbywa sie w globalnym uktadzie K.

Poczatkowo przypadkowa orientacja sieci krysztalow jest wyznaczana przy uzyciu
wbudowanego w program Mathematica generatora liczb pseudolosowych lub poprzez
ustalenie rownomiernego podziatu przestrzeni orientacji. Kazdy krysztat ma przypisana
inna poczatkows orientacje wzgledem globalnego uktadu wspotrzednych Kg. Poczat-
kowe orientacje krysztalow sa okreslane katami Eulera, ktore przyjmuja wartosci z prze-
dzialow 1 € (P,,, Ky,), ® € (Po, Ko), w2 € (Ppy, Ky,). Przedzialy wartosci katow
Eulera zaleza od symetrii sieci krystalograficznej. Wykorzystujac symetrie sieci typu
r.8.c. mozna znacznie ograniczy¢ przedzialy wartosci katoéw, z zachowaniem ostroznodci,
tak aby uwzgledni¢ wszystkie orientacje, por. (Bunge, 1982), (Dtuzewski, 1991).

W niniejszej pracy stosowane sa dwie metody dobierania wartosci katéw Fulera.
Pierwsza z metod zaktada podzial kazdego z przedziatow (P,,, K,,), (Po, Ko), (P,,, K,,)
na rowne odcinki i dobieranie wartosci katow, ktore tworza regularng siatke punkow w
przestrzeni orientacji. Druga metoda polega na pseudolosowym generowaniu warto-
Sci trzech katow Eulera, ktore utworza losowa siatke punktéw orientacji. W pierwszej
metodzie, trzy przedzialy wartosci katow (¢1, @, ¢2) sa podzielone odpowiednio na
(Ng,, No, Ny,) odcinkéw réownej diugosci. W metodzie wykorzystujacej generator liczb
pseudolosowych (funkcja Random w tab. 7.1), wartosci katow sa losowane z powyzszych
przedzialow. W obydwu powyzszych metodach modelowany polikrysztat jest zbiorem
lz = N, Ng N, roznie zorientowanych ziaren. Do ziarna o numerze k = 1,..., 1z przy-
pisane sa trzy wartosci katow Eulera (o1, @k, ¢2x) wedlug algorytmu przedstawionego
w tab 7.1.

Macierze obrotu [Q]x (5.15), dla kazdego krysztatu k, sa niezaleznie obliczane z
wykorzystaniem wygenerowanych wartosci katow Eulera (¢1, P, o).

151
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Tablica 7.1: Algorytm generowania wartosci katow Eulera (1, @, ¢92)k.

Generowanie wartosci katow Eulera
Start k =1 (dla krysztalu nr k) oraz i =1 =m = 0,
Wykonaj iteracje ¢ jesli 1 < N,
Wykonaj iteracje [ jesli [ < Ng,
Wykonaj iteracj¢ m jesli m < N,,
Ap, = (le - P%)/NSON Ad = (Kq) - Pq’)/N@a A‘pQ = (KSO2 - P<P2)/N<P2
Wartosci katow moga by¢ generowane w regularnych odstepach
o1k = A1 (1/24m), Op=AD(1/2+1), o = Ay (1/2+1)
lub losowo!?
1 = Random(P,,, K,,), ®; = Random(Ps, Ks), 25 = Random(F,,, K,,)
m=m+lorazk=k+1T,
[=1+1T,
t=14+1T,

Modelowanie procesu deformacji polikrysztatu odbywa sie w kolejnych krokach pod-
stawowej petli obciazania (tab. 7.2). Na kazdym kroku zadawany jest przyrost defor-
magcji polikrysztatu wzgledem uktadu globalnego, a nastepnie obliczany stan naprezenia
przypadajacy na koniec kroku. W przypadku zastosowanego tu modelu Taylora (Tay-
lor, 1938a) wszystkie ziarna ulegaja identycznej deformacji catkowitej. Zadawana defor-
macja jest transformowana z ukladu globalnego dla polikrysztalu do lokalnego uktadu
pojedynczego ziarna, nastepnie w kazdym ziarnie obliczany jest stan naprezenia przy-
padajacy na koniec przyrostowego kroku obcigzania. Algorytm przyrostowej deformacji
polikrysztatu zawiera petle, w ktorej wyznaczana jest odpowiedZ w postaci naprezen
dla kazdego krysztalu k wzgledem uktadu lokalnego (2a w tab. 7.2). Nastepnie, na
podstawie wyznaczonych wartoéci naprezenia w krysztatach, obliczana jest wartos¢ ma-
kroskopowego naprezenia polikrysztatu (2b w tab. 7.2).

Minimalizacja przyrostu energii jest przeprowadzana na poziomie pojedynczego krysz-
tatlu, przy uzyciu metody rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a (podrozdzial 5.2). W
przypadku modelowania procesu duzych deformacji z pelnymi wiezami kinematycz-
nymi odpowiedz pojedynczego krysztatu jest obliczana przy zastosowaniu algorytmu
lagrange’owskiego (punkt 5.3.1). Podstawowa petla obliczeniowa przyrostowej deforma-
cji polikrysztatu zostata przedstawiona w tablicy 7.2.

W przypadku modelowania deformacji w zakresie matych odksztalcenn bez uwzgled-
nienia obrotow sieci, struktura algorytmu obliczeniowego jest analogiczna do struktury
algorytmu duzych deformacji (tab. 7.2). Proces obciazania polikrysztatu jest realizo-
wany przy uzyciu odksztalcenia [£] wzgledem uktadu globalnego, a naprezenie [0] jest
obliczane jako warto$¢ usredniona z lokalnych naprezen [o] w poszczegdlnych ziarnach.
Naprezenia lokalne [0] w ziarnach sa obliczane z wykorzystaniem minimalizacji energii
przyrostowej (wg algorytmu w podrozdziale 2.9).

10Random oznacza zastosowanie funkcji programu Mathematica, ktoéra generuje pseudolosowe wartosci
rzeczywiste.
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Tablica 7.2: Algorytm podstawowe]j petli przyrostowej deformacji polikrysztatu.

Podstawowa petla deformacji polikrysztalu - duze deformacje

0. Wielkosci poczatkowe i stale w calym procesie:
F(t) (deformacja polikrysztatu) oraz stalte: [C*], m”, n* 1y, ho, ...
Generowanie katow (@1, ®, o), oraz obliczanie [Q%|; = [Q"](¥1%, Pk, P21)(9x9)

1.  Inicjalizacja wartosci poczatkowych dla kroku n = 0, gdy ¢,—0 = 0:
Sn:() = 'fn:O = T;(L:(] = 0(3><3) Fn:() = FE:O = F;kL:O = 1(3><3) (polikrysztalu)
Inicjalizacja pozostatych wielkosci dla poszczegdlnych krysztatow k.

2. Start gléwnej petli deformacji przy n = 0 oraz kolejne kroki n + 1:
JEZELL X1 < Aena TO OBLICZ:
Foi1=F(\y1), gdzie A\ = A\, + AN, (AN, moze byé¢ modyfikowany)

2a. Start (k = 1) petli przebiegajacej po wszystkich krysztatach k:
JEZELLI k <lz TO OBLICZ:
Friix = VOtoM([Fjlns1r)  [Fijlnair = [Q%k [Fijlns1  [Fijlner = MtoVO(Fpyy)
Dla danych wejsciowych pojedynczego krysztatu k:
(Fn+17 an F:u Ffw [’YK]TH Anv [qK]nv [gKL]n)k

—|ESP =
(18], ), A B B2 T 58, (6], 05, 1)
Obrét do uktadu globalnego: ¥, o, Fy 11 Tnaik, Snyik
Powieksz k = k + 1 numer krysztatu i idZz do punktu nr 2a. T
PRZECIWNIE: idz do punktu nr 2b. |

2b. Aktualizacja Wartoéci makroskopowych polikrysztalu'
* _ A . A .
Fla= Q Z Fy g sin(@y) FZH = Q Z n+1k sin(®y)

Tnt1 = Q Zk 1 _n+1  sin(Py) Sni1= AQ Z Sn+14 sin(Py)
Powigksz nr kroku n = n + 1, nastepnie idz do punktu nr 2.7

PRZECIWNIE: przejdz do punktu nr 4.

4. Zatrzymanie gtownej petli deformacji.

7.2  Wyniki numerycznej symulacji w zakresie malych
odksztalcen

Ziarna tworzace modelowany polikrysztal posiadaja moduty sprezystosci krysztatu Cu
o identycznych wartosciach C11=170 GPa, Cy=75 GPa, C1,=123 GPa. Dla kazdego
krysztatu przyjete sa rowniez identyczne moduty £ " (2.58) z potegowym charakterem
wzmocnienia (2.64), gdzie hy = 0.18 GPa, parametr wzmocnienia utajonego ¢ = 1.4,
staty wyktadnik n = 0.16 oraz granica plastycznosci wynosi 75 = 16 MPa.
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7.2.1 Jednoosiowe rozcigganie polikrysztatu

Rozpatrujemy najpierw modelowanie matych sprezysto-plastycznych odksztatceri poli-
krysztatu, nie uwzgledniajac zmian obrotéow sieci poszczegdlnych krysztatow w trakcie
procesu odksztalcania i wykorzystujac metode usredniania Taylora.

Poczatkowe orientacje sieci poszczegdlnych krysztatow, przyjete do dalszych obliczen,
sa okreslane na podstawie wartosci katow Eulera z przedziatow: (P, = 0,K,, = m),
(Pp = 0,K¢ =), (P,, = 0,K,, = 7/2). Przedzialy wartosci katow Eulera sa po-
dzielone na regularne odcinki (N, = 8, Ng = 8, N, = 4) wg algorytmu w tablicy 7.1.

5f ]
; {0, 0, 0, 50, 206}
4t ]
el {0, 0, 64, 125, 67}
= 3f ]
g1 (0, 0, 128, 96, 32
2} ]
i 0, 96, 64, 0, 0}
1l ]
-~ 196,0,0,0,0
o, 0RO ]
0.00 0.02 0.04 0.06
€33

Rysunek 7.1: Przebieg naprezenia 33 wzgledem ukladu globalnego. W wybranych
punktach deformacji podano liczby ziaren {l2j4—x; K =1,...,5}, w ktorych aktyw-
nych jest od 1 do 5 systeméw poslizgu.

Staly przyrost parametru obcigzania, ktéry wynosi A\ = 1074, odpowiada przyro-
stowi odksztalcenia Aés3. Liczba (n) krokéw obciazania to ny, = 800, a koricowa wartosé
odksztalcenia na kierunku rozciagania wynosi £33 = 0.08.

Na wykresie naprezenia na kierunku rozciaggania e3 w uktadzie globalnym, por. rys. 7.1,
dla pieciu wybranych wartosci naprezenia d33/7y zaznacznych strzatkami, podano pie¢
cyfr oznaczajacych liczbe ziaren [z 4—x o aktywnych odpowiednio, K =1, 2, 3,4, 5
systemach poglizgu. Mozna zauwazy¢, ze od odksztalcenia o wartosci okoto &35 = 0.005
w wigkszosci ziaren (w [2)4=5=206 z [z =256) jest aktywnych pi¢¢ systeméw poslizgu.

7.2.2 Powierzchnie plastyczno$ci polikrysztalu

W ramach modelu matych sprezysto-plastycznych odksztalcenn odtworzono powierzch-
nie plastycznosci polikrysztatu w ptaszczyznie naprezen ,1-092 uktadu globalnego. Mo-
delowanie przeprowadzono bez uwzglednienia obrotow sieci krystalograficznej, jak w
punkcie 7.2.1. W plaszczyznie 711-099 ustalono 61 réwnomiernie roztozonych prostoli-
niowych kierunkéw obciazania polikrysztatu i na tych kierunkach wyznaczono punkty
odpowiadajace pozadanym wartosciom odksztatcenia plastycznego. Poréwnano odtwo-
rzone powierzchnie plastycznosci polikrysztalu przy rosnacej liczbie ziaren dla korica
etapu sprezystego, por. rys. 7.2(a). Na rysunku 7.2(b) przedstawiono powierzchnie pla-
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styczno$ci wyznaczone przy ustalonej liczbie ziaren i rosngcej wartosci plastycznego
odksztatcenia.

Poréwnanie powierzchni plastycznosci polikrysztalow (rys. 7.2(a)) dotyczy pieciu sy-
mulacji numerycznych, ktore przeprowadzono niezaleznie, przy kazdorazowym zwicksza-
niu liczby ziaren [z. Obliczenia przeprowadzono dla polikrysztatow ztozonych z 4 + 500
ziaren. Punkty wyznaczajace powierzchnie plastycznosci obliczono dla koinca etapu spre-
zystego w polikrysztale.

Kazda z powierzchni plastycznosci przedstawionych na rysunku 7.2(b) zostata wy-
znaczona w polikrysztale zawierajacym 256 ziaren, dla ré6znych wartosci odksztatcenia
plastycznego. Miara tych wartosci jest plastyczne odksztalcenie ekwiwalentne €”
V/2/3/e"| (parametr Odquista) polikrysztatu. W kazdym z 61 kierunkéw obciazania
obliczono pie¢ punktéw (G11, G92), gdzie parametr Odquista osigga warto$é ¢: 1078,
2x107°, 1074, 1073, 2 x 1073, por. rys. 7.2(b).

(a) (b)
: ° ® o 0 o o o o ° ° i :
[ ° o r O AT AP o ]
I ° 1 [ it ses e Sy ]
3r . ° 3r B CE AR el 4T
[ p.. apuums® ° L v it : FLL "u . s 1
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Rysunek 7.2: Ksztalt powierzchni plastycznosci polikrysztalu przy rosnacej liczbie
ziaren 4 + 500 (a) oraz przy 256 ziarnach i rosnacych wartosciach plastycznego od-
ksztalcenia ekwiwalentnego €” (b).

Przy odtwarzaniu powierzchni plastycznosci polikrysztatu przyjeto przedziat zmien-
nosci wartosci katow Eulera oraz regularna siatke punktow w przestrzeni orientacji (czyli
wstepna orientacje krysztalow) jak w punkcie 7.2.1 powyzej.

7.3 Wyniki numerycznej symulacji w zakresie duzych
deformacji — rozwdj tekstury

Poczatkowe orientacje sieci krysztatow, wzgledem kierunku obciazania, maja przybliza¢
rzeczywisty charakter rozktadu orientacji w polikrysztale. Zatem, przestrzen orientacji
zostata podzielona w spos6b nieregularny. Wartosci katéow Eulera kolejnych krysztalow
sa dobierane z wykorzystaniem generatora liczb pseudolosowych. W niezaleznym loso-
waniu dla krysztalu k wyznaczane sg trzy liczby z przedziatow ¢; € (0,7), ® € (0,7),
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o € (0,7/2). Modelowane tu polikrysztalty sa zbiorami 256 ziaren. Poczatkowe orien-
tacje sieci ziaren polikrysztatu pokazano na trzech figurach biegunowych przedstawia-
jacych rzuty zbioréw kierunkéw (100), (110) i (111), rys. 7.4. W modelowaniu przyjeto
warto$ci modutéw sprezystosci i plastycznosci jak w podrozdziale 7.2 oraz zastosowano
metode selektywnej symetryzacji (3.13) z parametrem r =1/2.

Rozciaganie polikrysztalu na kierunku 3

10/ T
8,
< 6l
= O
4,
2,
o Ty Tn
0 2 4 6 8 10
Ex
Rysunek 7.3: Wykres naprezenia Kirchhoffa T polikrysztatu zlozonego z 256 ziaren.
(a) (b) (c)

<100> <110> <111>

e e I, U
ED ED ED

Rysunek 7.4: Poczatkowe orientacje 256 ziaren widoczne na rzutach kierunkow (100)
(a), (110) (b) i (111) (c) na plaszczyzne TD-ED.

<111>

ED

Rysunek 7.5: Wydtuzanie polikrysztatu w kierunku 3: orientacje (100) (a), (110) (b)

i (111) (c), 256 ziaren na koncu procesu deformacji, przy E%) = 10.
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Wydluzanie polikrysztatu na kierunku €; globalnego uktadu wspoéhrzednych Kg jest
modelowane przy uzyciu parametru obcigzania A = Fy3 — 1 i gradientu deformacji [F](\)
wzgledem uktadu Kg. W celu sprawdzenia poprawnosci zastosowanych metod i efek-
tywnosci dziatania algorytmoéw proces wydtuzania przeprowadzono do osiagniecia duzej
wartosci odksztalcenia inzynierskiego Eé? = 10, mierzonego wzgledem uktadu global-
nego Kg.

Przebieg wartosci naprezenia 733 na kierunku rozciagania jest zgodny z oczekiwa-
niami, por. rys. 7.3. Wartosci pozostalych sktadowych tensora T naprezenia Kirchhoffa
sa mate w stosunku do wartosci Ts3.

W trakcie procesu deformacji sieci poszczegélnych krysztatow ulegaja obrotom. Z
poczatkowo przypadkowego rozlozenia orientacji kierunkéw (100), (110) i (111) (rys. 7.4)
wytaniaja sie charakterystyczne tekstury, por. rys. 7.5, widoczne w przekroju (TD-ED)
prostopadtym do osi rozciaggania ND (€3).

Proste $cinanie w plaszczyznie 1-2 oraz 1-3

6 T12
5,
pis
IS4
— 3f!
I~ :
2,
1,
0 ‘«.-N;H ‘ _....,-_.._‘ fzs Ti3
0 2 4 6 8 10

Rysunek 7.6: Wykres naprezenia Kirchhoffa T polikrysztatu zlozonego z 256 ziaren,
przy prostym $cinaniu w plaszczyznie 1-2 (parametr A = Fjo).

Rysunek 7.7: Proste $cinanie w plaszczyznie 1-2: koncowe orientacje 256 ziaren wi-
doczne na rzutach kierunkow (100) (a), (110) (b) i (111) (c).

Uzyskany przebieg naprezenia w modelowaniu prostego $cinania polikrysztatu w
plaszczyznach 1-2 (ED-TD) oraz 1-3 (ED-ND) ma podobny charakter, wi¢c zamiesz-
czono tu tylko wykresy naprezenia obliczonego przy Scinaniu w ptaszczyznie 1-2 (rys. 7.6).
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Rysunek 7.8: Proste $cinanie w plaszczyznie 1-3: konicowe orientacje 256 ziaren wi-
doczne na rzutach kierunkow (100) (a), (110) (b) i (111) (c).

Tekstury otrzymane w przypadku rozciagania (rys. 7.5) przy koricowej wartosci od-

(1)

ksztalcenia Egé = 10 oraz tekstury w dwoch plaszezyznach prostego $cinania (rys. 7.7

i 7.8) przy odksztalceniu Fj, = Fj3 = 10, przyjmuja charakterystyczng dla modelu
usredniania Taylora posta¢ o duzym kontrascie.

Zamieszczone w niniejszym punkcie wyniki numerycznego modelowania procesu de-
formacji polikrysztalow zostaty podane w celu zilustrowania efektywnosci zbudowanych
algorytmoéow wykorzystujacych minimalizacje energii przyrostowej wykonywang na po-
ziomie pojedynczego krysztahu.



Rozdzial &

Podsumowanie 1 wnioski koncowe

W modelowaniu sprezysto-plastycznych wtasciwosci pojedynczego krysztalu zastoso-
wano niezalezne od skali czasu sformutowanie klasycznej teorii plastycznosci z wieloma
systemami podlizgu w zakresie duzych deformacji. Charakterystyczna dla sieci krysta-
lograficznej metali mnogosé systemoéw poslizgu wraz z jednoczesnym wystepowaniem
wzmocnienia utajonego powoduje trudnos$é¢ polegajaca na niejednoznacznosci wyboru
tych systemow, ktore aktualnie sg aktywne. Modelowanie w zakresie duzych deformacji
powoduje dodatkowe utrudnienie spowodowane rozwijajacymi si¢ obrotami sieci, ktore
maja istotny wpltyw na odpowiedZ materiatu.

W niniejszej rozprawie zostata przedstawiona propozycja podejscia umozliwiajacego
przezwyciezanie trudnosci w wyborze nieznanego zbioru aktywnych systemoéw poslizgu,
ktory ulega zmianom podczas procesu deformacji. To podejscie do modelowania skonczo-
nych sprezysto-plastycznych deformacji krysztatow metali wykorzystuje wprost metode
minimalizacji energii przyrostowej dostarczanej do krysztatu. Quasi-statyczne procesy
deformacji sa modelowane na poziomie reprezentatywnego elementu materiatu przy zato-
zeniu stalej temperatury, pominieciu efektéw dynamicznych oraz lepkich. Zastosowana
metoda umozliwia dowolny sposob sterowania procesem, takze przy pomocy zewnetrz-
nych naprezen, jednakze tutaj ograniczono modelowanie do sterowania kinematycznego
wymuszeniami wolno zmieniajacymi sie¢ w czasie. Przyrost energii jest wyznaczany z
doktadnoscia do cztonéw drugiego rzedu wzgledem przyrostu czasu. Wyznaczenie mi-
nimum przyrostu energii daje poszukiwane rozwiazanie, eliminujac rozwiazania energe-
tycznie mniej korzystne, jezeli wystepuje niejednoznaczno$é rozwiazania. Wykorzystana
tutaj metoda minimalizacji energii przyrostowej wywodzi sie z energetycznego kryte-
rium stabilnosci procesu deformacji. Analiza numerycznych wynikéw oraz pordéwnan ze
znanymi z literatury wynikami doswiadczalnymi potwierdza poprawno$é¢ rozwiazan oraz
uzasadnia zastosowanie metody minimalizacji energii przyrostowe;j.

Metoda minimalizacji energii przyrostowej wymaga stosowania pewnych ograniczen
nakladanych na prawa konstytutywne modelu deformacji materiatu. Zostato pokazane,
ze z tych ograniczen wynika wymog symetrii macierzy moduléw interakcji aktywnych
systemow poslizgu plastycznego. Wymog symetrii wprowadza dodatkowe geometryczne
cztony, wynikajace z obrotow sieci, bezposrednio do prawa wzmocnienia krysztatu, wiec
modyfikuje odpowiedZ materiatu obserwowang w naprezeniach. Pokazano, ze dotych-
czas proponowane w literaturze metody symetryzacji, t.j. metoda H.S., P.AN. i H.Y.,
zastosowane w modelu do numerycznych symulacji rozciggania krysztatu prowadza do
nieobserwowanych doswiadczalnie rozwiazan. Wyniki numeryczne otrzymane przy za-
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stosowaniu tych metod wykazuja nadmierne wzmocnienie albo ostabienie wynikajace z
efektow geometrycznych. Analiza cztonéw wprowadzanych przez metody H.S. 1 H.Y. do
prawa wzmocnienia wykazata, ze dodatkowo wprowadzana jest niepotrzebna modyfika-
cja symetrycznej czesci macierzy modutéw interakcji. W celu poprawnej symetryzacji
zaproponowano metode symetryzacji selektywnej z parametrem r, ktora nie modyfi-
kuje symetrycznych cztonéw macierzy. Oryginalnym elementem w tej metodzie jest
symetryzacja macierzy wykonywana selektywnie z ograniczeniem tylko do sktadowych
odpowiadajacych aktywnym systemom poslizgu, co odréznia jg od metody P.A.N.. Wy-
kazano, ze taka selektywna symetryzacja prowadzi do bardziej poprawnych wynikow w
stosunku do dotychczasowych metod symetryzacji proponowanych w literaturze.

Interakcje miedzy dyslokacjami pierwotnych i wtérnych systemoéw utrudniaja jedno-
czesne uruchomienie kilku systemoéw poslizgu w jednym regionie krysztatu, powodujac
separacje systemow na obszary pojedynczego poslizgu. Natomiast w ramach klasycz-
nego modelu plastycznodci krysztalu wystepuje jedynie jednorodna deformacja obejmu-
jaca poslizg wielokrotny. W rozprawie wykorzystano model, ktory zawiera dodatkowe
stopnie swobody deformacji, tak ze material ma mozliwos¢ rozwoju ztozonych pol lokal-
nej deformacji w formie laminatu pierwszego rzedu. Proponowane podejscie wprowadza
model materiatu z dodatkowymi stopniami swobody, ktore sa wyznaczane przy uzyciu
metody minimalizacji energii przyrostowej. W trakcie procesu deformacji krysztal moze
zostaé podzielony na dwa podziarna z niezaleznie wyznaczanymi zbiorami systeméw ak-
tywnych. Metoda minimalizacji energii przyrostowej umozliwia modelowanie deformacji
poczatkowo jednorodnego ziarna z mozliwoscig jego spontanicznego podzialu rozumia-
nego jako rozwdéj mikrostruktury. Podzial wystapi w chwili, gdy energia przyrostowa
osiagnie minimum dla ziarna podzielonego. W niniejszej pracy rozwazany jest przypadek
laminatu pierwszego rzedu, przy czym podczas calego procesu deformacji podziat ziarna
moze nastapi¢ tylko raz, bez podzniejszej ewolucji stopni swobody laminatu. Zmiany
wartosci udziatlu objetosciowego i orientacji plaszczyzny rozdzialu podczas deformacji
materiatu nie sa uwzglednione. Mozliwe jest rozszerzenie modelowania na zmienng war-
tos¢ udzialu objetosciowego, dalszy podzial podziaren np. w postaci laminatow zagniez-
dzonych, uwzglednienie energii granic rozdziatu, itd., co bedzie przedmiotem dalszych
badan, lecz nie wchodzito w zakres rozprawy.

W celu zastosowania metody minimalizacji energii przyrostowej do numerycznego
modelowania kinematycznie sterowanych procesow deformacji krysztatow, opracowano
oryginalny algorytm obliczeniowy w trzech réznych wersjach, a nastepnie zaimplemen-
towano w programie Mathematica (www.wolfram.com). Algorytm bazuje wprost na
metodzie minimalizacji energii przyrostowej, a jego kluczowym punktem jest proce-
dura wyznaczania minimum przyrostu energii, w najprostszym przypadku wzgledem
poszukiwanych przyrostow $cinania. Woéwczas wyznaczone niezerowe przyrosty $cinania
okreslaja zbior systemow aktywnych w danej chwili deformacji, co skutecznie pokonuje
trudnosci w doborze wtasciwych systemoéw. Do odnajdywania minimum przyrostu ener-
gii zastosowano metode rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. Minimalizacja nie musi
byé¢ zawsze wykonywana, bowiem gdy zbior systeméw jest juz znany i na kroku defor-
macji nie ulega zmianie to w celu przyspieszenia obliczen przyrosty $cinania sa obliczane
wprost z uktadu réwnan. Modelowanie proceséw deformacji moze sie odbywaé z kine-
matycznymi stopniami swobody, wéwczas minimalizacja przyrostu energii jest wykony-
wana zaréwno wzgledem przyrostow Scinania jak i przyrostow sktadowych catkowitego
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gradientu deformacji lub dodatkowych stopni swobody wprowadzonych do elementu
reprezentatywnego. W przypadku, gdy odpowiedZ materiatu jest niejednoznaczna, al-
gorytm wybiera to rozwiazanie, po ktéorym mozna sie spodziewaé, ze posiada fizyczne
uzasadnienie wynikajace z metody minimalizacji przyrostu energii. Zastosowanie tego
algorytmu jest ograniczone przez wymog symetrii naktadany na macierz interakcji syste-
moéw poslizgu plastycznego. Algorytm wykorzystuje niejawny schemat catkowania, wiec
zostal skonstruowany tak, ze dla kazdego kroku przy zadanym skonczonym przyroscie
deformacji warunki plastycznosci sg spelniane na koricu kroku. Algorytm nie wykazuje
numerycznych oscylacji rozwigzania nawet dla stosunkowo duzych przyrostéw deforma-
cji. W modelowaniu duzych deformacji wazna kwestia staje sie prawidtowe obliczanie
obrotéw sieci krysztatu, ktore nie moga zosta¢ pominiete. Obroty i rozciggniecia sieci sa
wyznaczane wprost ze sprezystej czesci gradientu deformacji z wykorzystaniem funkcji
eksponencjalnej argumentu macierzowego przyblizonej rozwinieciem w szereg potegowy.

Algorytm obliczeniowy przetestowano na szeregu przyktadach numerycznych symu-
lacji, zaréwno matych odksztaltcen jaki i duzych deformacji krysztatow i polikrysztatow
miedzi oraz aluminium. Poréwnano m.in. wyniki uzyskane przy zastosowaniu trzech
niezaleznie zbudowanych algorytmoéw omoéwionych w punktach (5.3.1), (5.3.2) i (5.3.3),
uzyskujac potwierdzenie numerycznej poprawnosci ich dziatania. Wyniki dotycza krysz-
talow o sieci regularnie $ciennie centrowanej, gdzie wystepuje dwanascie (dodatnich) sys-
temow poslizgu. W modelowaniu zaktadane sa wartosci modutéow sprezystosci sieci, gra-
nicy plastycznosci oraz macierzy modutéw wzmocnienia proporcjonalnych do wartosci
skalarnej funkcji umocnienia. Jedyny ,niefizyczny” parametr r jest potrzeby do ustalania
metody selektywnej symetryzacji, nalezy ustali¢ jego wartosé¢ z zakresu 0 < r < 1. Pro-
ponowane podejscie umozliwia Sledzenie zmian w zbiorze systemow aktywnych, wartosci
Scie¢ na aktywowanych systemach, wartosci naprezen $cinajacych wszystkich systemow
oraz ich wartosci krytycznych, a tym samym wartosci funkcji plastycznosci. Obliczane
wielkosci umozliwiaja wglad w proces deformacji i utatwiaja analize otrzymywanych
rezultatow. W celu zilustrowania mozliwosci proponowanego algorytmu zamieszczono
wyniki numerycznych symulacji wybranych proceséow, takich jak jednoosiowe rozcig-
ganie, proste Scinanie, proba kanalikowa oraz Sciskanie w ptaskim stanie odksztatce-
nia. Zamieszczone poréwnania wynikow numerycznych i obserwacji eksperymentalnych
zaczerpnietych z literatury potwierdzaja poprawnosé¢ zastosowanych metod obliczenio-
wych. Na wynikach symulacji numerycznych jednoosiowego rozciggania widoczne jest,
ze poprawnie sg wyznaczane aktywne systemy poslizgu i obrot sieci krysztatu. To z kolei
przektada sie na zadowalajaca zgodnosé obliczonych i ekperymentalnych wartosci napre-
zen na kierunku rozciggania krysztatu. Interesujacych wynikow dostarczyty numeryczne
symulacje jednoosiowego rozciggania w orientacjach o wysokiej symetrii odniesione do
obserwacji z wyraznie widocznym obrotem osi rozciggania. Okazalo sie, ze przy zastoso-
waniu prawa wzmocnienia, ktére uwzglednia zréznicowany wplyw interakcji systemow
na utajone wzmocnienie, minimalny przyrost energii implikuje rozwigzanie, ktore zgadza
sie z obserwacjami eksperymentalnymi.

Zamieszczone wyniki wybranych testow potwierdzaja, ze energetycznie preferowany
typ deformacji w krysztale moze staé¢ si¢ nieréwnomierny, prowadzi¢ do tworzenia pasm
deformacji i w efekcie do powstawania mikrostruktury (podstruktury). Na przykta-
dzie modelowania $ciskania w ptaskim stanie odkszticenia wykazano, ze minimalizacja
energii przyrostowej powoduje powstawanie mikrostruktur poprzez podziat krysztatu na
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warstwy, w ktorych aktywna jest mniejsza liczba systeméw poslizgu niz w krysztale bez
podziahu.

Algorytm metody minimalizacji przyrostu energii dziata na tyle efektywnie, ze daje
mozliwo$¢ modelowania procesow deformacji polikrysztatow ztozonych z duzej liczby
ziaren. W rozprawie zamieszczono przyktadowe wyniki modelowania wtasciwosci efek-
tywnych polikrysztatu przy zastosowaniu schematu usredniania Taylora. Zmieniajace
sie tekstury polikrysztatu powstaty na skutek obrotow sieci kazdego ziarna z osobna.
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