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Streszczenie

Pomimo wielu wanych technologicznie zastosowawiazanych z za-
wiesinami koloidalnymi w porach i kanatach, petna analiza matematyczna
oddziatywan hydrodynamicznych w takich uktadach nie zostata do tej pory
rozwinieta. Celem niniejszej pracy jest wypetnienie tej luki. Zapropono-
wane podéjcie opiera sie na rozwinigciach pola presigion sferycznych
i cylindrycznych rozwiazaniach rownaStokesa. Oddziatywanie ptynu z
czastkami opisuje baza sferyczna, natomiast pole odbitxiatek cylin-
dra wyraone jest poprzez baze cylindryczna. Rdzeniem metody sa relacje
transformujace obie bazy.

Metoda pozwala z fatwaxia zmienia zarowno promie jak i rodzaj
czastek (twarde sfery, porowate sfery, krople itd.). Tych cech nieagasi
zaden istniejacy algorytm. Poréwnanie z dostepnymi wynikami waliduje
nasza metode. W szczegdédud otrzymujemyswietna zgodn& ze zna-
nym analitycznym wynikiem na jednoczastkowy wspotczynnik tarcia ak-
sjalnego. Ponadto obserwujemy ujemne spenge hydrodynamiczne dla
czastek o skiaczonych rozmiarach, co jest konsystentne z \&nmg zaob-
serwowanym efektem dla czastek punktowych. Jako przyktad zastosowa-
nia metody obliczamy predkai tahcuchow polimerycznych w przeptywie
parabolicznym i poréwnujemy je z wynikami dla przestrzeni nieograniczo-
nej. Zaproponowana metoda pomeow zrozumieniu fizycznych i fizyko-
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chemicznych procesdw zachodzacych w uktadach biologicznych i geofi-

zycznych oraz w systemach mikrofluidycznych.



Abstract

Despite many important technological applications involving colloidal
systems in a pore geometry, full mathematical analysis of hydrodynamic
interactions in such a system has not been developed. In this thesis we
introduce a novel and precise method for computing many-body hydrody-
namic interactions in a cylindrical microchannel. Our approach involves
expanding the fluid velocity field into spherical and cylindrical solutions
of the Stokes equations. The interaction of the fluid with the particles is
described using the spherical basis. The flow scattered by the bounding mi-
crochannel is expressed in terms of the cylindrical basis. At the core of our
method are transformation relations between the spherical and cylindrical
basis sets.

The method is generic in the sense that we can easily change the radius
and the character of particles (hard spheres, droplets, permeable spheres
etc.). These features are not available in any of the existing methods. Com-
parison with the available results validates our method. In particular we
obtain excellent agreement with the analytically known expression for the
single particle friction coefficient. Additionally we observe negative bydr
dynamic coupling for finite particles which is consistent with the recently
reported effect for point particles. As an example we compute the veloci-
ties of polymeric chains of particles in parabolic flow and compare them to
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unbounded space. The method will be helpful in the understanding of phy-
sical and physicochemical processes in a wide range of bio-, geophysical

and microfluidic systems.
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1 Wprowadzenie

Czastki koloidalne sa wszedzie wokot nas. Znajduja sie w atmosferae jak
czastki pytéw i kurzu oraz w wodzie jako mikroorganizmy i zawieszone
zanieczyszczenia. Memy je znale& w kazdym ukfadzie biologicznym w
formie makromolekut. Wobec ich wszechobesoiowazne jest by zrozu-
miecC ich wkasnéci.

W wielu uktadach czastki koloidalne zawarte sa w pewnych ograniczo-
nych geometriach. Na przyktad w organizmanfwych tym ogranicze-
nem mae byt membrana lub kapilara. Podobnie porowata struktura gleby
wptywa w istotny sposob na przeptyw wody gruntowej z zawieszonymi w
niej czastkami.

Dynamika czastek koloidalnych jest zata zaréwno od oddziatyvia
potencjalnych (np. elektrostatycznych) jak i§pednich oddziatywa hy-
drodynamicznych zwiazanych z zaburzeniami pola prédkeywotanych
przez obecn& czastek i geometrycznego ograniczenia. Oddziatywania
hydrodynamiczne miedzy czastkami zawieszonymi w cylindrycznym ka-
nale sa przedmiotem dago zainteresowania w agnierii chemicznej i
biomedycznej, a tate w inzynierii srodowiska. Do badanych proceséw na-

leza miedzy innymi sedymentacja, flotacja, koagulacja i depozycja czastek
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[1, 2], ruch komérek krwi w arteriachiytach [3] oraz dyfuzja w porach
[4]-[6].

W niniejszej pracy skoncentrujemy sie na problemie wieloczastkowych
oddziatywan hydrodynamicznych miedzy czastkami sferycznymi zawie-
szonymi w cylindrycznym mikrokanale. W celu uwypuklenia efektéw hy-
drodynamicznych zaktadamye czastki oddziatywuja bezpednio po-
przez potencjat twardego rdzenia, co implikuje jedynie nizim@st prze-

nikania sie czastek.

1.1 Skale czasowe istotne dla dynamiki czastek koloidal-
nych

Charakter dynamiki zawiesiny koloidalnej zajew istotny sposéb od wza-
jemnej relacji skal czasowych odpowiadajacych procesom zachodzacym w
uktadzie. Dla czastek o masie, promieniua i gestci p,q,, zanurzonych

w ptynie o lepkdcin i gestdcei p mozemy wyr@nic nastepujace charakte-

rystyczne skale czasowe:
e Czas relaksacji predkai czastki w ptynie

2
m. 267 Ppar
- )

G o (1)

Tyel =
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gdzie¢ jest wspoétczynnikiem tarcia. Dla czastek sferycznych dany

jest on wzorem Stokesa

£ = 6mna. (2)

Czas lepkiej relaksacji zabuiz@redkdci cieczy na skali odleghei

zwiazanej z rozmiarem czastki

2
Tyis = w (3)
n

Czas, w ktorym fala dzwigkowa propaguje sie na odlsgidwna

promieniowi czastki

Tsnd — g ) (4)
C

gdziec jest predk&cia dzwigku w ptynie.

Charakterystyczny czas, w ktérym czastka przemieszcza sie na odle-

gtost a

a
Tpar — ﬁ; (5)
gdzieU jest predkécia czastki.

Czas potrzebny czastce Brownowskiej na przemieszczenie sie na od-
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leglosE rowna jej promieniowi

CL2

Tdiff — 5 (6)

Wspobitczynnik dyfuzjiD dany jest przez tzw. twierdzenie fluktuacyjno-

dyssypacyjne Einsteina-Smoluchowskiego [7]
D = T (7)

gdziekp oznacza stata Boltzmanna7aemperature.

Korzystajac z powyszych definicji maemy wprowad4 trzy bezwy-

miarowe parametry charakteryzujace rozesmy uktad. Sa to:

e Liczba Reynoldsa dana przez wyemie

Tvis L ,OUCL

Tpar n

Re = (8)

Mozna pokaza, ze Re jest miara stosunku sit bezwtadsm do sit
lepkdgciowych w ruchu ptynu wokot czastek koloidalnych [8]. Dla
Re << 1 sity lepkasci dominuja nad sitami bezwladsciowymi.
Analogicznie dlaRe >> 1, efekty bezwtadngciowe sa czynnikiem

dominujacym.
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e Liczba Pecleta zdefiniowana poprzez wagaie

Tdif f Ua
Pe =21 = —— 9
‘ Tpar D ( )
jest miara wptywu ruchéw Browna na wlasod zawiesiny. Jdi
spetniony jest warunele >> 1, to ruchy Browna nie maja istot-
nego znaczenia dla dynamiki czastek koloidalnych. Dominjacym
czynnikiem, decydujacym o zachowaniu zawiesiny, jest wowczas ruch

czastek pod wptywem zewnetrznego pola sity.

e Liczba Macha dana przez wyranie

Tsnd _ g (10)

Tpalr C

Ma =

Dla Ma << 1 mozemy zaniedb@scisliwost ptynu.

W niniejszej pracy rozweet bedziemy zawiesiny niebrownowskie w
rezimie matych liczb Reynoldsa, zanurzone wauiliwym ptynie. Zakta-
damy wiec,ze Pe >> 1, Re << 1i Ma << 1. Pozwala to ograniczy
sie do liniowych rowna Stokesa w opisie ptynu zamiast rozea petne

nieliniowe rownania Naviera-Stokesa (rozdziat 2).
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1.2 Przeglad literaturowy

W przeszidci problem dynamiki jednej czastki koloidalnej w cylindrycz-
nym mikrokanale probowano rozwiazanalitycznie ranorodnymi techni-
kami perturbacyjnymi stusznymi jedynie dlazrdych przypadkéw granicz-
nych [9]. Mazna je podziek na trzy klasy.

Pierwsza klase stanowi tzw. metoda dadplO] - [14]. Polega ona
na poczatkowym obliczeniu przeptywu odbitego od czastki w nieograni-
czonej przestrzeni. Nastepnie odejmujemy poprawke w celu wyzerowania
predkaci nasciankach cylindra. Zapewnia to spetnienie warunku brze-
gowego braku pslizgu na powierzchni mikrokanatu, ale psuje spetnienie
warunku brzegowego na powierzchni czastki. W zwiazku z tym wykonuje
sie kilka iteracji powyszej procedury w celu zmniejszenia popetnianego
btedu. Metode mmna zastosowatylko wtedy, gdy odlegist miedzysrod-
kiem czastki a cylindrem jest znacznie wigksza od promienia czastki- Row
nowana technika oparta o regularne szeregi perturbacyjne ma podobne
ograniczenia [15], [16].

Druga klasa metod opiera sie na przybliu powierzchni mikrokanatu
ptaszczyzna [17], [18], [19]. Oczywistym ograniczeniem jest spetnienie za-
lozenia tylko w granicy deego stosunku promienia cylindra do promienia
czastki i jej potaenia dostatecznie daleko od osi mikrokanatu.

Ostatnia klasa metod dotyczy czastki wypetniajacej mikrokanat prawie
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catkowicie. W takim przypadku nama wyc tzw. teorii lubrykacji opartej
o singularne szeregi perturbacyjne [20], [21].

Powyzszych metod nie da sie uogd@ma ukfady wieloczastkowe. W
najlepszym przypadku moga byzyte do obliczenia dwuciatowych wkta-
dow do oddziatywa hydrodynamicznych [22]. Do istotnych prac nauko-
wych z ostatnich kilku lat, ktére wckuzywaja tych przybken nalea
obliczenia wspoétczynnikow dyfuzji [22]-[25] | potencjatu strumieniowego
(ang. streaming potential) generowanego przez czastke w przeptywie para-
bolicznym [26, 27].

Wieloczastkowe symulacje zawiesin koloidalnychzma take wyko-
nywat korzystajac z metod opartych na generacji siatki obliczeniowej ta-
kich jak metoda elementéw brzegowych [28], [29], [30], metoda elemen-
tow spektralnych [31] i metoda elementéw skaonych [32], [33], [34],

[35] oraz wykonujac symulacje dynamiki molekularnej [36], [37]. Wy-
mienione techniki wymagaja jednak dich kosztéw obliczeniowych. W
zwiazku z tym, istnieje zapotrzebowanie na bardziej wydajne algorytmy
wyznaczania dynamiki czastek koloidalnych w ograniczonych geometriach.

Efektywne metody obliczania oddziatywaydrodynamicznych w nie-
ograniczonej przestrzeni oraz przy ograniczeniu jedna lub dveziaaami
sa jwz opracowane [38]-[44]. Opieraja sie one na rozwinieciu multipolo-

wym predkdaci i sit indukowanych na powierzchniach wszystkich czastek
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pod wptywem padajacego na nie przeptywu [45]-[58]. W konsekwencji
algorytmy te sa bezsiatkowe, doktadne i szybkie. Ostatnio zastosowano
je do obliczania potencjatu strumieniowego [59, 60], ktory jest w centrum
zainteresowania 8r0d naukowcow zajmujacych mikrofluidyka [61] i prze-

ptywami geofizycznymi [62, 63].

1.3 Celiplan pracy

Celem niniejszej pracy doktorskiej jest opracowanie, implementacja- wal
dacja algorytmu obliczania oddziatywhydrodynamicznych miedzy czast-
kami koloidalnymi w cylindrycznym mikrokanale. Zagadnienie to bedzie
rozwiazane w ramach metod opartych na rozwinieciu multipolowym.
Skrocony opis poszczegolnych rozdziatow rozprawy jest zawarty poni-

zej.

e Rozdziat 2: Wprowadzenie matematycznego opisu oddzidtyya
drodynamicznych. Podstawowe rownania hydrodynamiki w formie
rézniczkowej, skoncentrowanej na opisie ptynu oraz w formie catko-

wej, ktadacej nacisk na opis czastek koloidalnych.

e Rozdziat 3: Ogolny formalizm metody multipolowej. Rzutowanie
rownan catkowych hydrodynamiki na baze sferyczna. Interpretacja

multipoli gest&ci sit indukowanych.
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e Rozdziat 4. Wprowadzenie bazy cylindrycznej i zastosowanie jej do
opisu pola odbitego ofcianek cylindrycznego kanatu. Faktoryza-
cja pola odbitego na pieoperatoréw i wyprowadzenie ich jawnej

postaci.

e Rozdziat 5: Macierze tarcia i mobilsoi. Walidacja wyprowadzonej
metody na podstawie poréwnania wynikow numerycznych z wyni-

kami dostepnymi w literaturze.

e Rozdziat 6: Podsumowanie rozprawy doktorskie;.
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2 Opis hydrodynamiczny zawiesiny koloidalne;

2.1 Oddziatywania hydrodynamiczne

W rozwazanej przez nas skali czasowej (rozdziat 1.2) prédkerminalna
U pojedynczej sferycznej czastki opadajacej pod wptywem pewneFsity
osiagana jest natychmiastowo. W tym stane sita oporu hydrodynamicz-
nego doktadnie réwnovey zewnetrzna sitf" a zwiazek miedzy i F jest
liniowy [64]

F = ¢U, (11)

gdzie¢ jest wpodtczynnikiem tarcia.
Dla uktadu zt@onego z N czastek powgza zalenost mazna uogoélnt

na rdwnanie macierzowe [65]
F = €'U7 (12)

gdzief = (Fy,...,Fy)i1U = (Uy,...,Uy) sa3N wielowymiarowymi
wektorami, & jest translacyjna macierza tarcia o wymiag2é x 3N. Nie
jest ona diagonalna, poniewaaburzenie pola pred&oi generowane przez

jedna czastke jest przenoszone poprzez ptyn i wptywa na ruch wszystkich
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pozostatych czastek. W rozwanej skali czasowej ustanowione tym me-
chanizmem oddziatywania pomiedzy czastkami sa natychmiastowe. Ma-
cierz tarcia, ktéra je opisuje, jest funkcja wytacznie pafoczastek. Od-
dziatywania te, zwaneddziatywaniami hydrodynamicznymi sa wielo-
cialowe (nie spetniaja zasady superpozycji). Ponadto w nieograniczonej
przestrzeni sa nieskozenie-zasiegowe i osobliwe dla matych odlégio

miedzy powierzchniami czastek.

2.2 Roéwnanie catkowe na gestei sit indukowanych

Rozwamy zawiesineg N niedeformowalnych czastek koloidalnych o pro-
mieniacha; (i = 1,..., N) potozeniachR; i predkdsciach translacyjnych
U, zanurzonych w nigcisliwym ptynie o lepk&ci dynamicznej. W roz-
wazanych skalach czasowych (rozdziat 1.2) pole prédke (r) i ciSnienia

p (r) ptynu spetniaja rownania Stokesa

nV?v—Vp=—F(r), (13)

V-v=0, (14)

gdzie F' (r) reprezentuje ges$o sit dziatajaych na ptyn.
Réwnania (13) i (14) sa liniowe stad ich rozwiazania dla dowolnej funk-
cji f(r) mozemy w prosty spos6b wyrazpoprzez tzw. funkcje Greena.
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Znajdujemy je rozwaajac réwnania Stokesa dla sity punktovyerlokali-

zowanej w punkcie

nViv—Vp=—fi(r —mry), (15)

V-v =0, (16)

ktorych rozwiazania dla ukladu nieograniczonego maja @d6ia]

v(r)=Ty(r,r) - f, (17)

p(r):PO(r7TO)’f7 (18)

gdzieT jest tzw. tensorem Oseena

TQ (’l", ’l"()) = T() (’l" — ’l"o) 5 (19)
To(r) = 87r1777“ (H%) ! (20)
PQ(T‘,T‘()):PQ(T‘—T‘()), (21)

Py (r) = 4;3. (22)
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Whplyw czastek na otaczajacy ptyn a@byt opisany poprzez rozktad

gestéci sit indukowanych na powierzchniach czastek [45], [46], [47], [48]
Fi(r)=—=6(ri—a;) f;(r), (23)

gdzie
r,=1r— R, (24)

Podstawowe réwnanie opisujace dynamike czastek (12) zwiazane jest z

rozktadem gesti sit indukowanych poprzez wyzanie

na catkowita site. W zwiazku z tym w celu wyznaczenia macierzgiaa
musimy najpierw wyznaczygestac sit indukowanych dla danych predko-
Sci czastek.

Z liniowosci rownah Stokesa wynikaze dla dowolnego rozktadu ge-
stosci sit pole predksci w dowolnym punkcie poza czastkami ema wy-

znaczy na podstawie znajorsoi funkcji Greend” (r, r') [11],[48]

v(r) =vy(r)+ Z/T (r,7") - Fy (r')dr’, (26)
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gdzie uwzgledniono tale maliwy zewnetrzny przeptyw ., (r). Ponadto
z tensora Green# (r, r') mozna wydziele w sposéb jawny tensor Oseena
(20)

T (r,v)=To(r —7r')+T,(r, 7). (27)

Powyzsze rozdzielenie pozwala zinterpret@nansorT’, (r, r') jako opi-
sujacy pole odbite od powierzchni ograniczajacych zawiesing koloidalna
(np. scianek [40] lub interfejsow oddzielajacych dwie ciecze [67],[68]).
Bedziemy korzystali z te] interpretacji w rozdziale 4 przy wyprowadzani
pola odbitego odscianek mikrokanatu. Dla przypadku cieczy nieograni-
czonej mamy

T, (r,7r") = 0. (28)

W uktadzie wieloczastkowym przeplyw padajacy na i-ta czastke

jest zdefiniowany poprzez rownanie
v(r)=v"(r)+v{" (r),, (29)

gdzie
v (r) = /TO (r—7")-F;(r)dr'. (30)
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Z liniowosci rownah Stokesa wynika tae liniowast zwiazku miedzy
rozktadem gesftxi sit F'; indukowanych na powierzchii; i-tej czastki a
przeptywemv'” [47],[48]. Wielkosci te taczy operatoZ; zwany jedno-

czastkowym operatorem tarcia
Fi(r)=— / Z;(r — R;, "“/—Ri) . (Uﬁn (7"/) - 'U;b (7“/>) dr’, (31)

gdzie
v (r)=U,; +Q; X (r — R)), (32)

7

jest predk@&cia ruchu sztywnego czastki poruszajacej sie z predkdi-
niowaU; i katowa$2;. Wielkost vi" — v'? jest predk§cia przeptywu pa-
dajacego na i-ta czastke w uktadzie odniesienia zwiazanym asikex ,
OperatorZ; zalezy od konkretnych warunkéw brzegowych na powierzchni
czastek. Jego postavyznacza sie rozwiazujac rownania Stokesa dla po-
jedynczej czastki znajdujacej sie w zewnetrznym przeptywie. Prdykia
jawnych postaci operatorZ; mozna znalez w publikacjach [55], [69],
[70]. Zwiazek (31) mana odwréat co daje nam zalnast

" (r) =’ (r) = —/Zi—1 (r — Rj,v"—R;)-F;(v')dr',r € S;. (33)

7
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taczac réwnania (29),(30) i (33) otrzymujemy wyemie

v(r)=v"(r) - /Zi_1 (r — Rjy7"—R;) -F; (v') dr’ (34)

+/T0 (r—7")F;(r")dr',r €S,
na przeptyw na powierzchni i-tej czastki. Podstawiajac teraz (26) do (34)
dostajemy réwnanie catkowe na gestosit indukowanychF’;

v (r) —vy (1) = /Z;1 (r — Rjyv"—R;) -F; (v') dr’ (35)

7

30 100 To =) Do) (0 ' 7 € 5,

Przewaga powsszego réwnania nad rownaniami Stokesa tkwi w rozdzie-
leniu na trzy niezalene operatoryZ;, T, i T,. Zmieniajac wylacznie
warunki brzegowe na powierzchni czastek zmieniamy tylko opet&tor
reszta operatoréw pozostaje w tej samej formie. Podobnie zmieniajac geo-
metrie ograniczajaca zawiesing lub warunek brzegowy na niejaenige-

gnie wytacznie operatdf;,. Powyzsze rownanie stanoabedzie podstawe

wyprowadz@é w nastepnym rozdziale.
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3 Wieloczastkowe oddziatywania hydrodynamiczne

w jezyku metody multipolowej

W poprzednim rozdziale pokazano réwnamast podegcia polegajacego

na rozwiazywaniu réwrfaStokesa dla naszego uktadu z rozwiazywaniem
rownania catkowego (35) dla gesto sit indukowanych na powierzchni
czastek. Teraz zrzutujemy (35) na baze utworzona z rozwiadanah
Stokesa w zmiennych sferycznych (od tej pory bedziemy nazywao
prostu baza sferyczna). W wyniku tej operacji otrzymamy niaskony
uktad rowna algebraicznych bedacy podstawa numerycznego obliczania

macierzy tarcia.

3.1 Baza sferyczna

Regularnev; isingularnev, (1=1,2,..;m=—l,..,+l;0=0,1,2)
rozwiazania rowna Stokesa w zmiennych sferycznych tworza baze zu-
petna [40],[55]. Ich sktadowe nmzma zwiezle przedstawiv postaci macie-

rzowej
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gdzieY;,, jest harmonika sferyczna znormalizowana tak jak w [7d],ae,, e
to wersory rozpinajace lokalny sferyczny uktad wspotrzednych. Funkcje
v/ _saskdéczone w granicy — 0iwybuchaja dla- — co. Analogicznie
v, . Sa sk@iczone w granicy — oo | wybuchaja dlar — 0.

Powyzsza baza nie jest ortonormalna na powierzchni czastek, dlatego
uzyteczne jest wprowadzenie kobazy.,  zdefiniowanej poprzez warunek

ortonormaln&ci na powierzchni sfery o promieniu[44]

/wlj’r::a (’l") =0 (T T a) "vlilmlal (T> dr = 5[115mm15001- (38)

W celu zwartego przedstawiania wyeh powyzszego typu bedziemy od
tej pory wywali standardowej notacji braketowej Diraca [72]. Warunek

(38) ma w tej notacji posta

<wﬁna (r) 5a’vli1mlal (7)) = 011, 0mm, 000, 5 (39)
gdzie
0y = %5 (r—a), (40)
[
(A|B) = / A" (r) - B (r) dr. (a1)
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Tensor Oseena nzoa rozwing w naszej bazie sferycznej [73]

(r—7") Z v, (rs)vr (ro), (42)

l mo

gdzier. = min (r,r), ~ = max (r,r"). Jest to rozwiniecie analogiczne
do znanego z elektrodynamiki rozwinigcia funkcji Greena rownania La-
place’a w bazie jego rozwiaaaegularnych i singularnych [74] (patrz row-

nanie (), str.).

3.2 Uktad rownan na multipole gestdci sitindukowanych

Biorac iloczyn skalarny (w sensie (41)) obu stron réwnania catkowego (35)
z funkcjamiwit* (r) 55 (r — a) oraz korzystajac z zupetgoi bazy sfe-

rycznej otrzymujemy nieskazony uktad réwna algebraicznych

00 U 2

N
ci(lma)zzz Z ZMZJ (Imo,U'm'c") f; (I'm/a’) (43)
j=1 U'=1 m'=—1 0'=0

gdzie multipole gestxi sity dane sa poprzez wyranie

fi(lmo) = /”Ufnifg (r'—R;)- F;(r')dr' = (v}, ,|F;), (44)
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a multipole predkéci przez

¢; (Imo) = (w} (i),

vfb—'voo> : (45)

Dla prostoty zylismy notacjiw; (i) = w; (r — R;). Z fizycznego

punktu widzenia warto rozahic dwa wktady do multipoli predi&i
¢; (Imo) = ¢y (Imo) — ¢ 00 (IMo) (46)

gdziec; ,, (Imo) jest wktadem zwiazanym z ruchem sztywnym czastki

Cipp (Imo) = <w?7_ncr (4)

o), (47)

ac; ~ (Imo) jest wktadem zwiazanym z przeptywem zewnetrznym

voo> : (48)

Cio (IMm0) = <w?7_ncr (4) O,

Powyzsze wzory na:; ., | ¢~ S ekwiwalentne nastepujacym rozwinie-

ciom
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1 1

Ui+Qx(r—R)= > > cn(lmo)v), (r—R), (49

m=—1 =0

00 l 2
Voo (1) = Z Z Z Cioo (Imo) v} (r—R;). (50)

=1 m=—10=0

Elementy macierzow@/;; zawieraja trzy wktady

Mij (lma, l’m'a') = (SijZi_l (lmO', l'm’a’) (51)
+ (1 — 523) Tz?y (lma, l'm’a’)

b
+T;; (Imo, I'm'd”)
gdzie

Z;7 (Imo, I'm/a’) = (w}, (i) &,

Z;1|w;’_m’a’ (7“> 5ai> ) (52)

T;} (Imo,I'm/a’) = (wil, (3) 6a, | To|wi,,0r (7) a, ) (53)

T}, (Imo, U'm'c’) = (wy}, (i) b,

Tb‘w?/»m/al (]) 5(lj> . (54)

Jawne wyraenia naZ; (Imo,'m’c’) dla r&nych typow czastek zawarte

saw [55], [69], [70].
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Elementy macierzow@% (Imo,l'm'c’") moga by obliczone korzysta-
jac z rozwiniecia tensora Oseena w bazie sferycznej (42) oraz z warunku

ortonormalnéci (38)

7;3. (Ima,I'm'a’) = {(w} (i) 6u|Tolwy, 0 (5) 0, (55)
i Ul_/m’o/ (j)> .

Powyzszy element macierzowy pojawia sie zakprzy rozwinieciu singu-
larnego polaw;, .., zcentrowanego na czastgena regularne pole;

zcentrowane na czastc¢38]

vl_’m’ ! Z vlma <wlma () 501’ vl_’m’a’ (])> : (56)

Ilmo

Konkretne wartéci wspotczynnikdw rozwinigcia dane sa przez tzw. twier-
dzenie o przesunieciudisplacement theoremv postaci macierzy przesu-

nieciaSt~ [75]

1
TS (lma, I'm'a") = 5<wl+m o (1) 00, [V 0r (4)) (57)
I ngy
— 2 llm g+ (Ri—Rj;lmo,l'm'c’),
T}’]’Ll/m/
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gdzieny,, jest stata normalizacji harmonik sferycznych

B 47 (I 4+ m)!
i = \/25+1(zm)!' (58)

3.3 Interpretacja multipoli gestoSci sity

W uktadzie wieloczastkowym przeptyw rozproszony przez i-ta czastke

dany jest wyraeniem (30)
v (r) =v(r) —v"(r) = /To (r—r") Fi(r)dr"

Podstawiajac do povagzego rownania rozwiniecie tensora Oseena w bazie

sferycznej (42) otrzymujemy

o) = S ) (59)

Ilmo

gdzie skorzystalimy take z definicji multipoli gestsci sit (44).

Rozwamy teraz og6lne rozwinigcie?"’ na funkcjev; (i)

v (r) =) ¢ (Imo) vy, (i). (60)

Ilmo
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Poréwnujac (59) i (60) dostajemy

fi (lma) (61)

c; (Imo) =
Ui

Z powyzszego rownania wynikge maemy interpretow@ multipole ge-
stasci sit f; (Imo) jako wspotczynniki rozwiniecia pola rozproszonego przez
i-ta czastkev?"* na funkcje bazowe, _(i). Bedziemy korzystali z tej
interpretacji w rozdziale 4.3 przy wyprowadzaniu jawnego \&graa na

macierzl;.

3.4 Notacja macierzowa

W dalszej czéci rozprawy bedziemy aywat takze zwartej notacji ma-
cierzowej trojwymiarowej przestrzeni liniowej o sktadowych odpowiada-
jacych indeksonar = 0, 1, 2. W zwiazku z tym elementy macierzowe (52)-
(54) beda oznaczane przéz ' (Im, I'm’), T%; (Im,I'm’) i T}, (Im, U'm’).
Analogicznie zmienne z jednym indeksentakie jakc; (Imo) bede trak-
towane jak wektory kolumnowe; (Im). W tej notacji nasz gtéwny ukiad

rownan (43) przyjmuje posta
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gdzie- oznacza mnzenie macierzowe.
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4 Zastosowanie metody multipolowej dla uktadu

ograniczonego cylindrycznym mikrokanatem

Ogodlna strukture metody multipolowej obliczania oddziahpwaydrody-
namicznych przedstawiona w poprzednim rozdzialemaozastosowado
jakiejkolwiej geometrii ograniczajacej. W tym rozdziale skonstruujemy
odpowiednia baze cylindryczna, ktérayjemy do wyznaczenia przeptywu
odbitego od cylindrycznego mikrokanatu. Wyprowadzajac dodatkowo re-
lacje transformujace baze sferyczna w cylindryczna i odwrotnie bgdgzi

: , : b
mogli wyznaczy elementy macierzows; (54).

4.1 Geometria i uktad wspotrzednych

Rozwaamy cylindryczny mikrokanat o promieniy wypetniony zawie-
sina koloidalna zt@ona z cieczy o lepkzi dynamicznej i zanurzonych w

niej N sferycznych czastek o promieniach(: = 1, ..., N). Uklad wspot-
rzednych jest zcentrowany na osi cylindra (rysunek 1). Do parametrow
charakteryzujacych i-ta czaste nedgpota@eniesrodka sferyR; (p; + z;e.

we wspbtrzednych cylndrycznych), predkotranslacyjnal/; i predkdt

katowa(2;. Ponadto jako skale dtugoi ustalamy = 1.
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— = h —

— —
e e e e = == =

Rysunek 1: Mikrokanat z uktadem wspétrzednych zcentrowanym na osi
cylindra. Potaenia sa wyraane zaréwno w sferycznych jak i cylindrycz-
nych wspotrzednych.
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4.2 Baza cylindryczna

Cylindryczna baze regularng i singularnav,  tworza rozwiazania
rownah Stokesa w zmiennych cylindrycznych wziete z [76] ale z innymi

prefaktorami. Ich sktadowe dane sa nastepujacymi macierzami

_ €r Vi € Vi €U _
Viyr(rikm) = | egvf o epvl | espvl , | = %eim%ikz (63)
e, vl e, vl e, v,
Ly (k[ p) =0 (k] p) 501, [kl p)
| 20 (kL) L, (klp)  dim (=1L (K p)+ 1, (Kl p)) |-
| ikl (I p) 0 sik (oL, ([ p) + I (1] p)) |
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€0 Vpmo €p'Vkmi €p*Vpma
_ . _ _ L1 imao ikz
Veoye(rikm) =1 epvp, eovp, eV | = 1256 ¢
_ez‘vl;m() ez"vl;ml ez'vl;mQ_
(64)
50K, ([k[ p) DK (Kl p) Ky, (K] p)
x| Yim (=LK (K| p) + Ky, (1K1 p)) =1, (1K1 p) 2K (1K1 p) |
| ik (K (1K p) + Ko (K] ) 0 ikKy (K p) |

gdziel,, i K,, sa zmodyfikowanymifunkcjami Bessela, odpowiednio pierw-
szego i drugiego rodzaju, prim oznaczamizzkowanie tylko p@, e, e, e,
to wersory rozpinajace lokalny cylindryczny uktad wspoétrzednyegh &,
= to skladowe cylindryczne wektora Funkcjev; sa sk@éiczone w gra-
nicy r — 0 i wybuchaja dla- — oo. Analogiczniev,  sa skéiczone w
granicyr — oo I wybuchaja dla- — 0.

Pola bazowe zcentrowane wzrych punktach definiuja tzw. macie-
rze przesunieci®/y-; i Scy;, przydatne przy pézniejszych wyprowadze-
niach. Dla szczegodlnego przypadku, gdy jedna z baz jest zcentrowana na

osi cylindra a druga poza osia w punkcie wyznaczonym przez wektor
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zerowej wspotrzednej z-towej, definicje te przybieraja posta

17T
’U_k'—m() (Ir - pO)
v—k’—ml (’l" - pO)
,v;c’—m2 (’T’ - pO) i

17T
’U];m() (Ir - pO)
’Ul;ml (’l" - pO)
,Ul;m2 (T’ - pO)

+00

2.

S§=—00

+00

2.

S§=—00

vg—sO (’l")
v—ki_sl (Ir)

Iv;:s2 (r)

,U];SO (’l")
,Ulgsl (Ir)

IUIQSQ (T)

T

) Sg;L (pO;k7sam)7 (65)

Macierz przesuniecia dla dwoch baz zcentrowanych na osi cylindra w

punktach o wspotrzednej z-towej rownyehi z; jest trywialna. Z jawnej

postaci bazy cylindrycznej widzimye sprowadza sie ona do skalara

+

Vimo (’l" - Zjez)

,vz_ml (’I" o Zjez)

+

Vs (T = Zj€:)

T

1T
v;ci_mo (’I" - Ziez)
vl L (r— ze,) - ekEE) (67)
v—k’_m2 (T - Ziez)

1T
,vl;mO (T‘ - Ziez)
i (r— 200 | €M (@8)
Vim2 (T - Ziez)
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4.3 Elementy macierzowe operatord,

Pole predkéci wewnatrz cylindra wynikajace z obe&ub czastek mena

roztozyc na niezalene sktadniki w nastepujacy sposob

N
v(r) = [ou; () + o7 ()], (69)
gdzie
vy = /TO (r—7r") - F;(r)dr, (70)
vfuuﬁ = /Tb (r—7o")-F;(r')dr'. (71)

Wielkost fvﬁgfj mozna interpretow@ jako pole predksci, ktérego zroédtem

jest j-ta czastka, padajace na powierzchnie mikrokanatu. Poda@gjje
interpretujemy jako pole odbite od mikrokanatu, ktérego zrodiemjjeat
czastka. Porownujac (30) i (70) otrzymujemy rosnpola rozproszonego
przez czastke i pola padajacego na cylinder co jest zgodne z naszymi ocze-
kiwaniami

v =" (72)

J w,J
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Polavm | v"“t sa odpowiednio singularne i regularne, dlategaemy

je rozwin& na analogiczne funkcje tworzace baze cylindryczna

0“’5 /dekamo Fais) €O (k: m,o), (74)

gdzie dla prostoty wprowadziimy oznaczenie; ~ (juuis) = vi.. (r — zje.).

W notacji macierzowej powasze rozwiniecia przybieraja poéta

oy (1) = [ 083 e ensed  Vioyy Guns bom) - e, (h.m) . (75)

Ufuu; (r) = /dkz lep; €4, €] - VgYL (Jawiss k,m) - € m (k m). (76)

Roéwnanie (71) mpna zrzutowa na baze sferyczna analogicznie jak
przy wyprowadzaniu uktadu rownalgebraicznych (43). W wyniku otrzy-

mujemy

= Y T} (Imo,I'm'a") f; (I'm/c’y . (77)

I'm’ o’

<wlm0
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Lewa strone réwnania (77) mpa wyrazt takze przy pomocy rozwi-

niecia (74) jako
<w7;rza (Z) 6 OUt /dk Z Z <wlm0 aZ Ukmlol (]ams)> o (k may, 01)
(78)
Korzystajac z aksjalnej macierzy przesuniecia (67) dostajemy
<’wztm 5 |,vout> /dkz Z ezk 2i—2j)
X <w;;na (%) da, ,U—k;’_mlgl (iami5)> o (k mi, 1) - (79)

Nastepnie mpemy zastosowadefinicje radialnej macierzy przesuniecia

(65)

<wlm0 dk Z Z Z Z ih(zi=2)
X <le7r”rLa (Z) 502’ UZmQO'Q ( )> [SCYL ( Pi; ka ma, ml)] Z}u; (k my, 01)

(80)

gdzie[A], , 0znacza elemem,,,, macierzyA.
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Element macierzowyw; (i) d,,

v} ., (1)) mozemy obliczy poprzez

wprowadzenie macierzy zmiany baZy,/. zdefiniowanej poprzez wyra-

nie
- T - T

+ +

vkmO vlm()
+ — + Tt

Vim1 T Z Vim1 TSC (lm7 k) . (81)

l

+ +

vk‘mZ vlm2

Podstawiajac (81) do (80) dostajemy

(W, (1) 0, /dkzzzzzg ih(2i—)

mg O3 !

X (Wi (1) 0a |V, (1)) [Tgc (Fma, K],

out

[SCYL( Pi;k,mmmﬁ}am Coj (kyma, 01). (82)

Relacja ortogonalrizi (39) dla bazy sferycznej upraszcza nam prsrg

rownanie do postaci

ooty = /dkzzz ih(zi—2;)

x (TS (Im, k)] [SOYL( pi;k,m ml)}a o " (k,my,01).  (83)

w]

<wlma
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Teraz zajmiemy sie wspélrczynnikiec@}j;. Wprowadzamy w tym celu
operator odbicia zapewniajacy spetnienie zadanego warunku brzegowego
nasciankach cylindra (na przyktad warunek brak&lgu) zdefiniowany

jako [40]

et (kym, o) = =Y [Ze (kym)],p e (km, o) (84)

O./

lub ekwiwalentnie w notacji macierzowej
cp (k,m) = —Zc (k,m) - ¢y (k,m). (85)

Po podstawieniu (84) do (83) dostajemy

(wi,, (i) b,

o2 /deZZZ k(=)

mi g1 g2

X [Tgé (lmvkﬂggz [SE;L (_pinkamaml)]

0201

X [ZC (ki, ml)] k , M, O'3> (86)

0103 ’(U_](
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Problem sprowadza sie do znalezienia Wspc’)iczynnikf@y\z W tym
celu wprowadzmy kobazg, ortogonalna do bazy cylindrycznej,
analogicznie jak dla bazy sferycznej. Jawna po$takcji w,, nie jest
istotna, wane jednak aby spetniony byt warunek ortogonakiana po-

wierzchni cylindra o promienid

<5wa;WLO'6b|,Ul;’m’CT'> - /wkmo (T) 5 (p - b) ) /Ul;’m’a’ (T) dr

=6 (k— k) 0mmoosor, (87)

gdzie
wh=0(p—0"). (88)

Pozwala to zrzutomiarozwiniecievmj (73) na funkcjew,, , co daje wy-

razenie nacgfj W postaci

cfﬁj (k,m,o0) = <5b'w,;ma (Jawis) "UZZ> . (89)
Korzystajac z réwnsci v’ ;1 vt (72) dostajemy

w, J

Czjl,j (k,m,0) = <6bwk_:ma (Jawis) |’U§Ut> ' (50)
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Nastepnie skorzystajmy z interpretacji multipoli gésticsit (59)

ity e m,7) = 3 (507 G [0 () £ (') (O1)

U'm’o’

Element macierzowyds,wy,,, (jazis) [y, (7)) Mozemy obliczg po-

przez wprowadzenie macierzy zmiany bdry.; zdefiniowanej poprzez

wyrazenie
- 4T - 4T
Vimo Vim0
] Vo | I V2 |

Podstawiajac (92) do (91) dostajemy

k m, o) Z Z/dk Hw,,. (Jawis) |vk’mcr4 (J )>

I'm’c’ o4

x [Tog (K, 1m)], , f; (I'm'a"). (93)
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Nastepnie mpemy zastosowadefinicje radialnej macierzy przesunie-

cia (66)

/{7 m, 0 Z Z Z Z/ 5bwkmg (]a:ms) ‘vk’m5g5 (]ax28)>

l’ma o4 M5 O
X [S(};L (pj; K ms, m’)]0504 [Tag (K, l’m')}gw, fi('m'a")y. (94)

Relacja ortogonalrizi (87) dla bazy cylindrycznej upraszcza nam powy

sze rownanie do postaci

kma ZZ Scovr p],/{:mm)}m74

l’ma 04
x [Ty (k, l'm’)}o_w, fi ('m'a"). (95)

Majacc;;' ; mozemy podstavii powyzsze wyraenie do réwnania (86)

(W, (i) 0,

P LD D)D) M

U'm/o’

X [ng (lm7 k)} [SCYL ( Pi; k: m, ml)]gng [ZC (k> ml)]o'go'g

X [S&{,L (pj, k,mq, m')]agg4 [Tag (k, Z’m')]aw, fi('m'a’). (96)
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Poréwnujac wyraz po wyrazie (96) z vigiowym réwnaniem (77) do-

stajemy szukane wyranie na elementy macierzowe operatffa

T}, (Imo, I'm'o”) /dkzzzzz ik(zi—2;)

x [T (Im, k)] [SCYL( P /<3,77"L,77”L1)]010_2 Zc (k,m1)l,,,,
x [Soyr (pyi koma, m’)}USU4 Tos (k, l'm’)}aw, : (97)

W notacji macierzowej przyjmuje ono zwarta pdsta

+00 +o0
T?j (lm,l’ - = Z / Gim,'m’ m]Jk?pZ?pj) ikl Z])dk
o (98)
gdzie

glm,l’m’ (m17 k7pz7p]) Tg'_é'_ (lm k) SCYL ( Pi; kumaml) .ZC (k7m1)

Scyvr (pj; k,my, m') Tog (k,I'm'). (99)
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Réwnania (98-99) maja prosta interpretacje fizyczna. Czasikat
zrodtem pola o pewnych wspétrzednych w bazie sferycznej, ktore sa prze-
ksztatcane we wspotrzedne w bazie cylindrycznej poprzez madigiz
Nastepnie wspotrzedne te sa przesuwane poprzez magigrzdo osi mi-
krokanatu (rysunek 2a), gdzie sa w dogodnej formie matematycznej na wy-
razenie pola odbitego odcianek cylindra (wyznaczonego przez operator
Z, rysunek 2b). Pole odbite jest przesuwane prz€z =) i St do
centrum czastki a nastepnie transformowane z powrotem do bazy sferycz-

nej za pomocd';/, (rysunek 2c).
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(b)

cYL

Rysunek 2: Schematyczna interpretacja operatorov(a), S

Ze, (€) St i TH: .
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4.4 QOperator odbicia

Operator odbicia (84) nama wyznacz§ podstawiajac ogoélne rozwiniecia
pol vﬁ}jﬁ (r) i v (r) (75-76) do catkowitego pola predioi (69) wynika-
jacego z obecrszi czastek, ktore w przypadku brakustimgu nasciankach

cylindra spetnia warunek (p + ze.) = 0|,—,. W wyniku otrzymujemy

N
Z / dk Z ey, es, e.]-
j m
) [VZ‘YL (jaxis; k: m) ) (k m) + VCYL (jams’ k? m) ) Czouqu' (k7 m)} -y 0.
Ekwiwalentnie maemy po prostu napisa

[VE‘YL (Jawis; k,m) - € (k m) + VCYL (Jazis; k,m) - ¢ (mt (k m)}p=b = 0.
(101)
Nastepnie korzystamy z wcaeiej wprowadzonej definicji operatora odbi-

cia w notacji macierzowej (85). Daje to rownanie

[(Veyr Uasisi kym) = Viyp Gasisi k,m) - Ze (k,m)) e (k,m)] _, = 0.
(102)
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Powyzsza postajest rownowana wyraeniu

. -1 _ .
Zc (k: m) = [Vé_'YL (]am’s§ k, m)] p=b " [VCYL (]am’s§ k, m)] p=b " (103)
W przypadku odbicia o8cianek cylindra o promienik= 1 daje to jawne

wyrazenie postaci

-1

2367(k77”) = [‘fqu;(jmms;k,Tn)} [‘fqu;(jmms;kaTn)] =

p=1" p=1
1 1
Ar? B 2\\ [du(klp)]>
<1+A<B 2@m®>)[ i }Fl
W) LA im(A+1) C+E
x| —im(A+1) —C-D-B i2mA |, (104)
C+E —i2mA 2

gdzie dla zwiezt6ci wzylismy notacji

L ([F])

[ dLa(klp) ’
dp p=1

B=2—(k*+m?) - A,
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[ (MR AL (D] |
C—[—dp ] S ] 2K, (K]) L (K1) - A,
_de(‘MP)

D:
dp

] I (K,

E=1+2D— (K*+m?) K, (|k|) Ln (|k]) .

Ostateczna forma macier# zostata otrzymana korzystajac z wronskianu
dla funkcji I,, and K,,, (wyrazenie (191) a zataczniku A). Warto zauxva,

ze Z ¢ nie zaley od ¢ aniz.

4.5 Macierze transformacji miedzy bazami

W rozdziale 4.3 zdefiniowaimy macierze transformacji miedzy bazami

sferyczna i cylindryczna, poprzez nastepujace rownania

- 9T - 1T
”;mo ’Ul+mo
’U;{:'_ml — Z ,vltnl : ng (lma k) ) (105)
l
I ”;mz | | 'Ul+m2 |
- 9T - 1T
Vimo Vim0
v, | = /dkz v | " Teos (kim). (106)
I Vo | I Vi |
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W celu wyprowadzenia jawnych wyzeh na macierzd'{/ i T';5 za-

. . . + _ -+ — H H
uwazmy, ze funkcjev; ,, v, ., v o, V)., S&@ proporcjonalne do gradien-
tow rozwiazaé réwnania Laplace’a;- i II; , odpowiednio w sferycz-

nych i cylindrycznych wspétrzednych [55],[76]

(107)
vl_m2 (T‘) - v(I)l_,m (T‘) ) 'U];mg (T‘) — ,iVH,;m (7‘) ,
gdzie
(I)Z_m (r)= rlYg,m 0,9), Hzm (r) = I, (k| p) Mo ke
D (r) = ﬁr%ng 0,9), I, (r) = ﬁ[(m (|k| p) emoeike.
(108)
Ponadto zachodza nastepujace zwiazki
Vxvl,=0, Vxvf =0, (109)
VXxv,,=0, Vxv,,=0, (110)
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v n o n
Uy =1V X U1y Vg =5V X Vg (111)

o + + i +
V1 =1V X U0, Vg = 5V X Vg (112)
L —iV X V9imor Vkmi = k V X Vimo o (113)
Vo = —IV XU V0= TV XU - (114)

Idea wyprowadzenia polega na ty@eby dosta relacje transformacyjne
miedzy param(@lfm, H;;m), <CI)Z_,m7 H,;m) a nastepnie zastosowél07) i
relacje rotacyjne (109-114) w celu otrzymaflig/, (Im, k) orazT ;5 (k,Im).

Z [77] wiemy, ze zachodzi nastepujacasamaét

I (m+3)(20)" /+°° e "y

Km = 19
(k) 2k™\/m oo (P2 22)"T

k> 0. (115)

Powyzsza rown& maze byt interpretowana jako odwrotna transformata

Fouriera funkcji(p? + 22)_(m+2). W zwiazku z tym transformata prosta

Wynosi

63



1 1 2,7

it aAl (mk

+00
X / e® k™ K (|K| p) dE. (116)

(e.¢]

Korzystajac z formuty dla funkcji gamma Eulera [78]

r <m + 1) _ v (2m)! (117)

2 22mm)|

upraszczamy (116) do

1 oMl [t
= [ TR (k. (1g)
(p2 + 22)"F2  mp (2m)! J_o

Z definicji stowarzyszonych wielomiandw Legendre’a [71] dostajemy

r L @2m)! . . (2m)! p™
el Byl (cost) = ol omynt O (0) = oy p2mt1
2m)! m
@m)t " (119)
2mm] (p2 + 22)" "2
taczac (119) i réwnanie (118) otrzymujemy
1 m 1 e ikz m
Tm+1Pm (cos0) = ) e [k[" K, (|k| p) dk. (120)
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Rd&zniczkujac (119)— m) razy wzgledent i uzywajac wyprowadzo-
nej tazsaméci (213) dla stowarzyszonych wielomianéw Legendre’a (za-
lacznik B) dostajemy

“m r .
(—1) (l—m)!mPl (cos @)

Z‘l—m +00

= ez k™ K, (k| p) di. (121)

T —00

Ostateczny rezultat ma poétgpo pomnaeniu przez?)

11 (=)
20+ 1) rHL ny,

P (cos ) e™?

_(_1)m(_i)l_m e /+oo ! m L imeo
T @+ (=—m) ) K sgn(k)]™ €™ Ko (k] p) e dk,

o

(122)
lub w bardziej zwartej formie
+0o0o
O, (r) = / k' (L,ml|k) L, (v) dE, (123)

gdziex oznacza sprzenie zespolone, sgn jest funkcja signumh(@ m|k)

Wynosi
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(—1)™ 4"y

k) = S (son(h)”

(=Mt 4r
N Nim, (Ql + 1) (l —

) [sgn(k)]"™ . (124)

Korzystajac z definicji stowarzyszonych wielomianéw Legendre’a tatwo
udowodng, ze posta (123) jest doktadnie taka sama dla ujemnych waaito
m (194, zatacznik A).

W elektrodynamice klasycznej udowadnia gie,dla dowolnych punk-

tow r andr’ zachodza nastepujace rozwiniecia [74]

oo +I

W =" (r.0.¢) @, (15,0, 0)

=0 m=-—1

Z/ 5 (0, ¢ 2 )T, (ps, @, 2) dE, (125)

gdzier. = min (r,r'),r~ = max (r, '), p< = min (p, p’), p> = max (p, p').
Podstawiajac (123) do powgzej rown&ci widzimy,ze musi zachodzina-

stepujace rozwiniecie

I, (1) = > K (,mlk) @, (r). (126)

l

Mozna to take udowodri na drodze bez@redniego wyprowadzenia (za-
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lacznik C). Kaczy to wyprowadzenia zatadsci transformacyjnych dla
rozwiaza rownania Laplace’a.

Teraz skorzystajmy z tegage funkcje bazowe rowmeStokesav;, i
v, , saproporcjonalne do gradientéw rozwiazédwnania Laplace’a (107).
Dziatajac operatorem gradientu na obie strony réwnania (126) otrzymu-
jemy

vl = KT (Lmlk) v, (127)
l

Nastepnie podstawiamy do (127) odpowiednie relacje rotacyjne (111)
Vxvg, =Y Kf(lmlk)V xuv] . (128)
l
Ekwiwalentnie, korzystajac ze (109), zakladamy nastepujace rozwenieci
Vi = ) F (Lmlk) [Klof, + K7 s (Lm)vy,e] . (129)
l

konsystentne z (128). W celu otrzymagiél, m) rzutujemy (129) na wer-
sore, i uzywamy jawnych wyraeh na funkcje bazowe (36), (63). Dodat-
kowo rozpatrujemy punkt o wektorze wodzacym= p czyli o zerowej

wspotrzedneg-towej. W rezultacie otrzymujemy

—imlLy,, (r) =Y [s(L,m) ] K'f (I, m|k) @], (r). (130)
l
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Poréwnujac powgsze rownanie z transformacja (126) dostajemy
s(l,m)=——. (131)

Nastepnie powtarzamy cata procedurg, mianowicie podstawiamy rela-
cje rotacyjne (111-112) do (129) i zakladamy ekwiwalentne rozwiniecie w
postaci

vl = Z f (I, m|k) [k”lv?;n? — ikalv?;nl +q(l,m)k ot ]

l (132)
W celu otrzymania; (1, m) rzutujemy (132) na wersat,, uzywamy jaw-
nych postaci funkcji bazowych (37),(63), rozpatrujemy punkt o wektorze
wodzacymr = p i na kohcu korzystamy z reprezentacji zmodyfikowanych
funkcji Bessela w postaci szeregu [79]. Poréwnujac odpowiednie pptegi
po obu stronach rownania dostajemy

[(P=141)+m*(—2)
20 (20 — 1)

q(l,m) = (133)

Wyprowadzenie did’ ¢ (k, lm) jest analogiczne.
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Jawna postamacierzyl';/, i T'cs podsumowuje pozize zestawienie

T (Im, k) = f (I, m|k)

-1 0 0 1 s(l,m) q(l,m)
0 k' 0 0 1 s(l,m) | (134)
0 0 kl+1 0 0 1
Tes (k,Im) = f* (I, m]|k)
1 0 0 -1 0 0
Sm) 10| 0 K o0 . (139
q(l,m) s*(I,m) 1 0 0 k!
gdzie
_ (_1>m Z.l_mnlm m
f(l,m|k) = ] [sgn(k)]
_ (_1)mil_m 4m m
" @D =t SO (136)
s(om) = = (137)
L(1?—=14+1 2(1 -2
ot = N (138)

20 (20 — 1)

69



4.6 Macierze przesunigecia

W rozdziale 4.2 zdefiniowamy macierze przesunigcia dla bazy cylin-

drycznej, poprzez nastepujace rownania

] . ] .
”Zmo ('l" - pO) Lo 'U;so (T)
vi (r—py) | = D> | v, () | S (poik.s.m), (139)
I va2 (r — po) . I UZSQ (1) |
] . ] .
'vlzmo ('l" - pO) Lo 'U/;so (T)
v (r—py) | = > | vi, () | - Scys(poik.s.m). (140)
i vI;m2 (’I“ - pO) i i ,UI;SQ (’I") |

W celu otrzymania jawnej postaci macierzy przesunigcia zamygaze

zachodza nastepujace zwiazki [76]

1

vl o (r) = %Vﬂgm (1) (141)
O (r) = VT, (7) (142)
vl (r)=e, X %Vﬂzm (r), (143)
O (1) = VI, (7) ¥ e, (144)



1
Ul (1) = 5= |ece. - VI, (1) + pVVIL, ()], (145)

1
Vi (1) = 5 [ece. VI, (1) + p-VVIL, ()] . (146)
Zwiazek miedzy dwoma mnie zcentrowanymi funkcjanﬁ,;—im znany

jest jako twierdzenie o dodawaniaddition theoremp dla zmodyfikowa-

nych funkcji Bessela [79]

H]j;m (r — pj) = Z D* (pj; k,s, m) Hki’s (r), (147)

gdzie
D~ (pj; k,s, m) = =)y (k] p;) (148)
Dt (—pj; k,s,m) = [D_ (pj; k,m, S)}* (149)

Wykorzystujac oczywista rowrsd
V, = VT‘—pj7 (150)

gdzieV,_, 0znacza operator gradientu wyomy W uktadzie wspoétrzed-
nych przesunietym @;, oraz rownania (141-144) i (147) stwierdzarng,

musza zachodginastepujace zwiazki
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Vo (1= p3) = D DF (pyi k. 5.m) v (). (151)

v (r—p;) = Z DY (pjik,s,m) vy (r), (152)
Vi (7= p3) = D D™ (pyiks.m) vpy (). (153)
Vi (T — pj) = Z D~ (pj; k,s,m) v, (r). (154)

Wspbtczynniki macierzy przesuniecia dig, , (v;,,,) mozna take

otrzymat w prosty spos6b rozveajac oddzielnie czton
e.e.- VI, (1), (155)
oraz czton (patrz réownania (145-146))
p-VVIL,,, (7). (156)

Rdéznie zcentrowane funkcie.e. - VHim (r) tacza oczywécie wspotczyn-

niki D* (pj; k, s,m)

ezez-VHim (r — pj) = Z D* (pj; k, s, m) {ezez . VHis (r)|. (157)
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Natomiast,zeby wyprowad#i wspoétczynnik przesuniecia dla funkgcji
p-VVH,ﬁm (r) musimy najpierw zwr0d@ uwage na nastepujace identycz-
NOSCi

p-Vy=p- vr—pj = —p- vpj—r = —p- vpj- (158)

Pozwala to zapigarownasci
s Vg, | VI, (v = py)]

=Y [P Vo, D* (pjikosm)] VI (m)] . (159)

S

oraz

P NVrp, [Vﬂim (r— pj)}
=" [0 (pyik.s,m)] [p- V. VI ()] (160)

Dodajac do siebie (157), (159) i (160) oraz korzystajac z (141-151) i (145-
146) dostajemy szukane zafesCi
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Ve (1 —pj) = Z [D* (pj; k,s,m) v}, (r)
1
+§pj : ijD+ (pj; k, s,m) v;so (r)] , (161)
vk:_m() (’l" - p]) - Z [D_ (pj; k’ S’m) ,v/;s() (7‘)
1
+§Pj Vo, D~ (pji k,s,m) vy (T)] : (162)

Jawna postamacierzyS5;-; i S;y; podsumowuje poasze zestawienie

Sgi—tL (_pi; k; m, S) = e*i(mfs)@

I (|k| pi) 0 30l (K] pi)
X 0 Lo (|E] pi) 0 : (163)
i 0 0 L ([K] pi) |
Sovi (pjik,s,m) = "% (164)
yj— (|k| pj) 0 0
X 0 Ls—m (|K] pj) 0 (165)
| 305 (1Kl p)) 0 Ism (Kl pj) |
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Korzystajac z wkasr&ci zmodyfikowanych funkcji Bessela tatwo spraw-
dzic, ze dla zerowego przesuniecia macie&g-;, i S¢y; przyjma forme

macierzy identyczr&ciowych

Sty (05k,m,s) =6ms |01 0|, (166)

Scyr 03k, 8,m) =dsm | 01 0 |- (167)

4.7 Symetrie

Z jawnych postaci macier?¥' s, Sgyr, Zc, S5, andT' /) widzimy, ze

zachodza nastepujace relacje symetrii

Zo (k,m) = [Zeo (k,m)], (168)
T (Im, k) = [Tgg (k, Im)]T, (169)
SJ(S}tL (=pi;k,m,s) = [SE’};L (Pj; k, S>m)]Ta (170)
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gdziet oznacza sprzenie hermitowskie. Po zastosowaniu paazych

zwiazkow do (98) i (99) dostajemy

T, (Im, U'm’) = [T, ('m/,1m)]" . (171)
Wiemy réwniez, ze [44]

T, (Im, I'm') = [T9 (I'm’, 1m)]", (172)

Z; (Im, ') = [Z;71 ('m! 1m)] (173)

7

w zwiazku z czym cata macier;; (Im,{'m’) zdefiniowana w (51) jest

hermitowska.
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5 Wyniki numeryczne

W tym rozdziale wprowadzamy macierze tarcia i mobifiooa nastepnie
prezentujemy przyktadowe zastosowania wyprowadzonegoSnajeor-
malizmu. Poréwnanie ze znanymi w literaturze wynikami waliduje nasza
metode. W szczegolSai otrzymujemysSwietna zgodn&t z analitycznie
znanym wyrdaeniem na jednoczastkowy wspoétczynnik tarcia. Dodatkowo
obserwujemy efekt ujemnego speempia hydrodynamicznego, ktére jest
konsystentne z niedawno zaobserwowanym efektem dla czastek punkto-
wych. Prezentujemy tale nowy rezultat obliczenia predkoi sztywnych
tahcuchow polimerycznych w przeptywie parabolicznym i poréwnujemy
je do wynikéw dla przestrzeni nieograniczonej. Takiedachy moga by

stosowane jako modele polimerow i biopolimerow [80].

5.1 Macierze tarcia i mobilnosci

Roéwnanie (43) mpemy zapisaw bardziej zwartej formie jako

c=M-f, (174)
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lub
f=M'le=2Z-c, (175)

gdzie Z jest wielocialowa macierza tarcia. W praktyce jéstg zaintere-
sowani tylko kilkoma multipolami sity wyznaczajacymi catkowitaesH'; i
catkowity moment silyT'; dziatajace na-ta czastke. Dla ukladly czastek

odpowiada to relacji [44]

<) o

F oo
_Z.co (177)

gdZieF = (Fl, cons FN) ,T = (Tl, ...,TN) ) U= (Ul, ...,UN),
Q= (Qla --'7QN)7F00 - (F0017 "'7FOON)s Too — (Toola"'aTooN)a

Coo = (€100, ---, CN x0), &€ JEStN-Cczastkowa macierza tarcia

tt tr
= ( z ‘ ) : (178)
rt Crr

z indeksamit, » oznaczajacymi, odpowiednio translacje i rotacje. zvi@
pokaz&, ze( jest projekcjaZ na podprzestraeodpowiadajacd= 1,0 =

0,1. PodobnieF;, T;,w; dane sa przez multipol¢, (Imo), c; (lmo) z
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[ =1,0 =0,1. Jawne wyraenia zawarte sa w [38) ., | w, Moga take
byt wyrazone przez; ., (Imo) (48) przy pomocy procedury opisanej w
[44]. Tutaj warto jedynie zwrd¢i uwage,ze dla przeptywu Poiseuille’a

zgodnego z nasza geometria (rys. 1) mamy

Voo (1) = Up (1= p*) €: = Y Cino (Imo) v, (1 — Ry).  (179)

Imo

W szczegolnym przypadku czastek zlokalizowanych na osi cylindra, jedy-

nymi nieznikajacymi wspotczynikami sa

1 16 64
cum(IOO)::\/?;,cum(BOO):: I5%,@-,00(102):—- -752 (180)

Korzystamy z tych wspotczynnikow w rozdziale 5.6.
W wielu zastosowaniach interesuja nas pr@tka@zastek pod dziata-
niem znanych sit i znanego przeptywu zewnetrznego (problem mobilno-

sciowy). Z rdwnania (176) dostajemy

(U) (FFm)
= p- , (181)
Q T _T.
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gdzie macierz mobilr&ci i jest odwrotn&cia macierzy tarcia [38]

tt tr
w=ct=" " (182)
urt Hrr

5.2 Btedy numeryczne

W praktyce nie meemy rozwiaza nieskaiczonego uktadu réwimaalge-
braicznych (43) dlatego ograniczaniydo pewnego skitczonegoL .
Jest to parametr kontrolujacy dokladhmaszej metody. W nastepnym
rozdziale pokaemy wptyw L., na wyniki. W ogéIn&ci musimy zwigk-
sz& L. W miare jak powierzchnia czastki zbé sie do powierzchni mi-
krokanatu. Aby zapobiec stosowania bardzayih L., (i jednoczénie

drastycznego zwiekszania rozmiaru maciefdyw réwnaniu 43) mana

wyprowadzc poprawke lubrykacyjna, podobnie jak w przypadku czastki

poruszajacej sie w ptynie miedzy dworsaanami [81]. W rozprawie ogra-
niczymy sie jednak do metody bez tej poprawki.
Inne btedy numeryczne pochodza od procedury catkujacejhct@m

nego sumowania w réwnaniu na elementy macierzowe operatora

Tb (Im,I'm')y = —= Z / imimy ml,k;pi,pj) k=) g

s (183)
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gdzie
9im,i'm’ <m17 k7 Pi; pj) = ng (lm? k) 'SE;L (_pzv ka maml) ‘ZC (ka ml)

Scovr (pj; k,my, m') Tog (k,I'm'). (184)

Stosujac macierze przesudi/y-; i Sgy; dla zerowego przesunigecia (166-
167) mana pokazg, ze dla szczegdlnego przypadku czastek pofych

na osi mikrokanatu, (183) sprowadza sie do pojedynczej caiki

1 +00 '
T, (Im,I'm') = ‘5/ G (k) RG24 d,

glm,l’m’ (k‘) = 5mm’T§5‘r (lm, k') ‘ZC (k, m) 'T5§ (k, l/m/) . (185)

Do catkowania powgszego réwnania zaimplementovéaliy adaptacyjny
wariant procedury podwaojnie-eksponencjalnej (aadaptive double expo-
nential formulg [82] .

Dla czastek potponych poza osia musimy ograniézgumowanie po
my W (183) do zakresu-m,,uz) ..., +Mpaz. Sprawdzilsmy numerycznie,
ze W miare zmniejszania przerwy miedzy powierzchnia czas#tiana

cylindra, musimy zwieks#am,,,., aby osiagna zbieznosc.
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5.3 Ekranowanie oddziatywah hydrodynamicznych

Rysunek 3 przedstawia elementy macierzowe (51) d#aj i wkiady do

nich pochodzace od, i —7; jako funkcjez. Fizycznie elementy te odpo-
wiadaja aksjalnemu (rys. 3a) i radialnemu (rys. 3b) komponentowi pola
predkdci na osi cylindra, ktérego zrédtem jest sita punktowa (Stokeslet)
skierowana odpowiednio aksjalnie i radialnie [38]. Widzirmag, indywi-
dualne wktady dla psrednich wartéci > opadaja ranie, lecz dla daych

z zarownoTj jak i —1; praktycznie zachodza na siebie do tego stopnia,
ze Ty + T, dazy eksponencjalnie do zera. Jest to dowdd na silne ekra-
nowanie oddziatywa hydrodynamicznych w cylindrycznym mikrokanale.
Ponadto zanik ma charakter oscylacyjny cazmazauwayc na wykresach

w skali logarytmicznej (rys. 3c i 3d). Powgze obserwacje sa zgodne z
wczesniej opublikowanymi danymi dla czastek punktowych w geometrii

quasi-jednowymiarowej [83].
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Rysunek 3:7° (czerwony) —T" (zielony) iT = T° + T (niebieski) dla
l=0I=1m=m=0c=0c =0@il=10=1m=m =
1,0 = ¢’ = 0 (b) jako funkcjez. Logarytmiczne wykresy ich warkoi

bezwzglednej przedstawiono odpowiednio na rysunkach (c) i (d).
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5.4 Aksjalny wspotczynnik tarcia

Rozwamy jedna czastke na osi cylindra. Aksjalny wspotczynnik tagfia

jest zdefiniowany przez zaleast (176)

F,=— sz, (186)

gdzieF, i v, sa osiowymi komponentami odpowiednio, sity dziatajacej na
czastke i jej predkeci. Na rysunku 4 widzimy* jako funkcje promie-

nia czastkia dla r&nych L,,... Wynik analityczny dlaC!’ [21] jest takze
przedstawiony. Jalsziowo widzimy,ze gdy zwiekszamy.,,., hasz obli-
czony wspotczynnik tarcia zgadza sie z teoretycznie obliczonym dla coraz
to wiekszego zakresu promienia Jest to wynikiem deych efektéw lu-
brykacyjnych w waskiej szczelinie miedzy powierzchnia czasgianka

mikrokanatu [65, 81].
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promienia czastki dla enych wart&ci L, ..
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Rysunek 5: Btad wzgledny wspotczynnika tarcia aksjalnego jako funkcja
promienia czastki.

Z ilosciowego punktu widzenia definujemy btad wzgledrgko

tt St

g = 7, (187)

gdzie(! jest wynikiem analitycznym wzigtym z [21]. Na rysunku 5 przed-
stawionoe jako funkcje promienia czastki dla r&enych L ... Widzimy,

ze btad wykazuje maksimum rzed0—? dla pcérednich wartscia i dosta-
tecznie daego L,.,.Wyrazenie naC’t otrzymano taczac rozwinigcia per-
turbacyjne z rozwinieciami asymptotycznymi dlatego powinno bgjdo-
ktadniejsze w granicach — 0i a — 1. Autorzy [21] stwierdzajaze
dla pdsrednich wartéci a btad wzgledny dlaCtt jest mniejszy ri jeden
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procent. Przedstawiona w rozprawie metoda ma ta przewagmana
w hiej kontrolowa& doktadn&c poprzez paramett,,.., a co za tym idzie

maksimum na rysunku 5 powinno dpczekiwane.

5.5 Problem mobilncsciowy dla dwoch czastek

Rozwamy dwie czastki na osi cylindra. Autorzy [83] zaobserwowali cie-
kawy efekt dla czastek punktowych ustawionych w odlégte,, wigkszej

niz 2. Czastki te wzajemnie hamuja swéj ruch a nie wzmacniaja. W naszym
przypadku przekfada sie to na ujemna wattwspotczynnika mobiln&ci
wzajemnejul,, (182). Za pomoca metody przedstawionej w rozdziale 4
mozemy obliczyg 1!, dla czastek o skiczonych rozmiarach. Na rysunku 6
przedstawiono wyniki oblica®dlaa; = as i a; # as. Widzimy, ze wspo-
mniany efekt jest zauwalny take dla czastek skmzonych, ale maleje
wraz ze zwiekszaniem promienia czastki. Ponadto, poréwnujac na przy-
klada; = as = 0.6 i a; = 0.001, as = 0.6 widzimy, ze ujemne sprzenie

jest silniejsze gdy jedna z czastek jest mata.
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Dla tego samego uktadu dwdch czastek oblicyly takze wspotczyn-
nik mobilndsci wtasnejul’,. W szczegdlnosci interesuje nas czy w przy-
padku matych czastek (gdy wptyw otaczajacego mikrokanatu jest zanie-
dbywalny) i dostatecznie dej odlegtdci 215 (gdy wptyw drugiej czastki
jest zaniedbywalny) wiell&t 1/4Y, osiaga wartst dana wyraeniem Sto-
kesa6mna. Rysunek 7 potwierdzae tak jest w rzeczywistzi. Dla wiek-
szych czastek, takze osiaga stata warso odpowiadajaca mobilrsei

czastki izolowanej w cylindrycznym mikrokanale.
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5.6 Czastki w przeptywie parabolicznym

Rozwamy tahcuchy N stykajacych sig sfer o tym samym promieniuw

przeptywie parabolicznym
Voo (1) = Up, (1 — p2) e.. (188)

Rysunek 8 przedstawia predkaancuchal’ i site F' dziatajaca na facuch

w wyniku zewnetrznego przeptywu. Widzimge U nie zaley w sposob

znaczacy od diuggzi tahcuchaN. Ponadto dlaz — 1 predka&t dazy do

0.5U,, niezalenie odN. Jest to zgodne z tyrae zar6wno sita (rysunek 8b)

jak i wspotczynnik tarcia (rysunek 4) da do nieskaczondci dlaa — 1.
Rysunek 9 przedstawia te same wigkbd(U i F) dla przeptywu nie-

ograniczonego, gdzie widzimy znacznie wigksza zmiéomofunkcji liczby

czastekN. W szczegolnsci predkét nie day do statej wartsci dlaa —

1. Ré&znice te sa wynikiem dtugozasiegowego charakteru oddzighjwa

drodynamicznych w przestrzeni nieograniczonej w porownaniu do ekspo-

nencjalnie zanikajacych oddziatywaydrodynamicznych w mikrokanale.
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Rysunek 8: Znormalizowana predko(a) i znormalizowana sita (b) dzia-
lajaca na tacuch zt@ony z N czastek w wyniku zewnetrznego przeptywu
parabolicznego w mikrokanale.
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sity (b) dziatajacej na facuch zt@ony z N czastek w mikrokanale (linie
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wnetrznego przeptywu parabolicznego.
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6 Podsumowanie

Praca dotyczyta metody obliczania oddziatyweaydrodynamicznych mie-

dzy czastkami koloidalnymi w cylindrycznym mikrokanale. P&deg za-
proponowane w rozprawie opiera sie na rozwinigciach pola p&mike
sferyczne i cylindryczne rozwiazania rowndtokesa. Oddziatywanie ptynu

z czastkami opisuje baza sferyczna, natomiast pole odb#&eiadek cylin-

dra wyraone jest poprzez baze cylindryczna. Rdzeniem metody sa relacje
transformujace obie bazy.

Metoda pozwala z ftatwaxia zmienia zaréwno promie jak i rodzaj
czastek (twarde sfery, porowate sfery, krople itd.). Ponadto zmianamwa
kow brzegowych na powierzchni cylindra spowoduje zmiange jawnej po-
staci jedynie operatora odbicia, pozostawiajac reszte operatorow niezmie-
niona. Tych cech nie posiadaden istniejacy algorytm. Zaproponowana
metoda mae pomo6c w zrozumieniu fizycznych i fizykochemicznych pro-
cesOw zachodzacych w uktadach biologicznych i geofizycznych oraz w

systemach mikrofluidycznych.
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Szczegotowe rezultaty pracy to:

e faktoryzacja macierz¥; dla przypadku ograniczajacego cylindrycz-

nego mikrokanatu

e Wyprowadzenie jawnej postaci macierzy dokonujacych transformacji

miedzy baza sferyczna i cylindryczna
e dowdd twierdzenia o przesuwaniu dla bazy cylindrycznej

e Wwyznaczenie postaci operatora odbicia dla warunku bralslizgu

nasciance ograniczajacego mikrokanatu

e implementacja numeryczna zaproponowanej metody dla przypadku

czastek potaonych na osi cylindra

¢ walidacja metody poprzez numeryczne obliczenie wspotczynnika tar-

cia aksjalnego

e zaobserwowanie negatywnego saengia dla dostatecznie gych od-
legtoSci miedzy dwoma czastkami, wyra@jacego sie poprzez nega-

tywny wspotczynniki mobilnéci wzajemne;j

e obliczenie predksci i sity dziatajacej na facuchy polimerowe pod-
dane przeptywowi parabolicznemu i poréwnanie z przypadkiem nie-

ograniczonej przestrzeni.
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Wszystkie wymienione wyniki zostaty zawarte w publikaciji:

M. Kedzierski, E. Wajnryb, Precise multipole method for calculating
many-body hydrodynamic interactions in a microchannel, J Chem Phys.

133 154105 (2010).
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A Definicje i zaleznosci dla funkcji specjalnych

wykorzystywanych w rozprawie

A.1 Zmodyfikowane funkcje Bessela

Iy () =1 "y (i),

K, (z) = ;szH [ (i) + 1Y, (iz)] .

Wronskian dlal,, (z) i K,,, (x) ma posta [79]

A.2 Wielomiany Legendre’a

[1/2]

m/2 dm

P (z) = (1 - xQ) dxm

PZ (x) Y
P (0) = (1) (P (@)

P™ (cosht) = i"'sinkg™ A" (coslP) ,

99

Z 2l—25)| xl 2s
Bl (I —s)ls! (1 —2s)

(189)

(190)

(191)

(192)

(193)

(194)

(195)



m s (I—=2s)! (20 —2s)! gl72s7m
A ) = g 1) = EZ =) ¢ E 2s —)m)! ((l - S)!s)! (I —2s)l

(196)

A.3 Znormalizowane harmoniki sferyczne

Yl,mw,as):(nm\/ B (cos) e, (197

A\ >4

Yiem (6,0) = (=1)" [Yim (6,0)] . (198)

A.4 Zaleznosci asymptotyczne

A.4.1 Sferyczne funkcje Bessela

23+21+1 (s+ D! sz 2s+1+1
— 199
N 2952 23+2l+1)'s' (2) - (199)

(<< 1) ~ T 9241y " 2t
JUE - 2x\/}(25+1)!21+%$ 20+ 1)

(SIS

(200)
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A.4.2 Funkcje hiperboliczne

0 —0
cost¥ = cos(if) = ¢ +2€ : (201)
. 60 — 679
sinth = isin (0) = S (202)
Dla # — oo dominujace elementy wynosza
69
cosh(f — oo) = X (203)
69
sinh(f — oo) =~ 5 (204)
A.4.3 Hiperboliczne stowarzyszone wielomiany Legendre’a
Z (196) dostajemy
. I (20) ) (20)!  eft=m)
At (eosh(f = c0)) ~ s 51T am (1= m)il 22
(205)
Prowadzi to do zalencsci
efm (20 el i (21)!
P" h ~ " = o
" (cosh(f = oo)) ~ i S S e T 9 (= )il
(206)
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B Wyprowadzenie tazsamdasci dla stowarzyszo-

nych wielomianow Legendre’aP™ (x)

Wiemy, ze nastepujace zwiazki rekurencyjne sa prawdziwe [79]

(n—m+1) P, (cosf)—(2n+ 1) cosOP)" (cos0)+(n+m) P, (cosf) = 0,
(207)
(cosf) —ncosOP" (cosh).
(208)

P (cosf) = (n+m)P"

)
sin” 0 -
dcosf " n-l

Podstawiaja¢n + m) P, (cosf) z (207) do (208) dostajemy

sin’ edcosﬁpén (cosf) = (n+1)cosOP)" (cos)—(n —m+1) P (cosb).
(209)
Korzystajac z tasam@ci
0 0 .10
5, — o0 05 — sin 6;% (210)

I (209) otrzymujemy

0 L om 1 .
(5)” [TerSﬂPers (cosO)| = (1) e (s+1)P) . (cosb).
| (211)
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Rézniczkujac po: p razy dostajemy

ov 1
@ ) umJrS (COS 9) (212)
P
1 m
— (_l)p (S + 1) (S —+ 2) (8 +p) mPﬂL+8+p (COSH) .

Dla s = 0 daje to:

o L o .
<@)M5 Lmﬂpm (cos 9)] = (—1)pp!um+p (cosf). (213)
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C Rozwiniecie regularnych cylindrycznych roz-
wiazan rownania Laplace’a w regularne sfe-

ryczne rozwiazania rownania Laplace’a

Z [84] znamy rozwinigcie fal cylindrycznych w fale sferyczne

+00
-[—m (l _ m)' m
hl—,m = Z Zl (2l + 1) mpl (COS Oé) hl—t—m7 (214)

l=m

gdzie funkcjeh},, i by sa regularnymi rozwiazaniami rownania Helm-

a,m

holtza

Vif4+ ki f =0, (215)

odpowiednio w zmiennych cylindrycznych i sferycznych

im(beiko cos oz

W = JIm (kopsina) e : (216)

N = Ji (kor) P/ (cos 6) eime, (217)
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Naszym celem jest znalezienie ekwiwalentnej zatsci dla réwnania La-

place’a, czyli wykonanie nastepujacych granic

hom — 1, (218)
Wi, — O (219)

Poréwnujac jawne postacie pomszych czterech funkcji widzimye od-

powiednia procedura graniczna jest

ko sin e ik, (220)
ko cos « e k. (221)

Jest to ekwiwalentne wyraniom

ko = 2ke?, (222)

a = 1ip

dlap — co. Mozna to sprawdzi przez bezpsrednie podstawienie

P _ P
kosina = 2ke PSS ik (223)
21 p—0o0
Y p
kycosa = 2ke PO k) (224)
2 p—00
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Teraz maemy wzig granicep — oo obu stron rownania (214) i skorzysta

z wyrazeh asymptotycznych (199) i (206)

LHS = limh,,, = Jy (ikp) emoettz — M (kp) e™oe*?

p—00

= " [sQr(k)]" Ln ([k| p) €™ = i [sgr(k)] " T},

2kr

e )i (2) P cost) e

400
RHS = i 204 1)
pil?o;’ G ),
R —m)! ™ (21! 0 !
_ Zil_m@l—l—l) (l—m)l ™ (2)! eplQl.(2/€T)
—~ (L+m)! 228 (1 —m)l! (20 + 1)ler!

P/ (cos ) e™?

ik l m m
= Z(l(_'_gn)'rlPl (cos @) e™?.
l=m )

Po pomnaeniu obu stron przeiz™ [sgn(k)]™ otrzymujemy ostateczny re-

zultat

I (K] p) e =

+
Hk,m

i [sgn(k)]" )

l=m

RV
(z(ikr)n)!”lm (-1

(=)™ r'P" (cos ) e™?.
Jum _

~~
+
(I)l,m
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