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Streszczenie

Komorka biologiczna moze by¢ rozpatrywana jako stochastyczny reaktor biochemiczny. Is-
totng role w opisie proceséw biochemicznych w komoérce odgrywaja molekularne sieci regu-
latorowe. Poprzez sie¢ regulatorows rozumiemy uktad wzajemnie reagujacych ze sobg sub-
stratéw (bialek, mRNA, genéw) odpowiedzialnych za regulacje okreslonych biologicznych
funkcji komorki (np. obrona przed infekcja wirusows, cykl komérkowy, apoptoza). Od strony
matematycznej molekularna sie¢ regulatorowa moze by¢ postrzegana jako nieliniowy ukiad
dynamiczny, w ktérym istotna role odgrywaja efekty stochastyczne zwigzane z mala ilocia
reagujacych czasteczek, na przyktad kopii genéw, mRNA lub biatek. Uklady takie moga byt
matematycznie modelowane zaréwno w przyblizeniu deterministycznym jak i poprzez réw-
nania stochastyczne. Przyblizenie deterministyczne, prowadzace do opisu sieci regulatorowej
poprzez uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych (po zaniedbaniu gradien-
téw przestrzennych), umozliwia przeprowadzenie analizy bifurkacyjnej ukladu, znalezienie
stanéw stacjonarnych i cykli granicznych, ktére moga byt nastepnie powigzane z biolog-
icznymi stanami komorki. Uwzgledniajac efekty stochastyczne, sie¢ regulatorows opisujemy
poprzez ciagly w czasie proces Markowa prowadzacy do réwnan Chapmana-Kotmogorowa.

Przedmiotem pracy jest analiza wplywu zmiany liczby kopii genu na dynamike ukladu
regulatorowego. Informacja o konsekwencjach zmiany liczby kopii genu nie byta wyko-
rzystywana podczas przeprowadzania i interpretacji eksperymentéw oraz konstrukcji modeli
matematycznych. Jak pokazemy, taka analiza dostarcza informacji o mechanizmach rzadza-
cych ukladami regulatorowymi oraz umozliwia interpretacje i weryfikacje wynikéw badan
eksperymentalnych.

W pierwszej czesci pracy rozwazamy stochastyczng ekspresje pojedynczego genu ze zmi-
enng liczbg kopii. Najpierw analizujemy uklad bez autoregulacji, dla ktérego bierzemy pod
uwage trzy gléwne zrédia stochastycznosci, a mianowicie zmiane aktywnos$ci genu, tran-

skrypcje i degradacje mRNA oraz translacje i degradacje biatka. Wyznaczamy $érednie oraz



wariancje rozktadu mRNA i biatka dla dowolnej liczby kopii genu. W przyblizeniu ciagtym,
w ktérym rozwazamy efekty stochastyczne zwigzane jedynie ze zmiang aktywnosci genu,
wyznaczamy analitycznie Srednie i wariancje funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
biatka dla haploidalnego genu regulowanego przez swoje wlasne biatko w petli ujemnego i
dodatniego sprzezenia zwrotnego. Nastepnie, dla ukladu N-ploidalnego genu, dla ktérego
nie istnieje rozwigzanie analityczne, znajdujemy rozwigzanie numeryczne. W przypadku
dodatniej autoregulacji, dla ktorej zalezno$¢ ekspresji od liczby kopii genu jest znacznie
bardziej skomplikowana niz w przypadku ujemnej autoregulacji, znajdujemy dziewie¢ wzor-
céw rownoleglej aktywacji haploidalnego, diploidalnego lub tetraploidalnego genu. Analiza
tych wzorcow pokazuje potencjalne konsekwencje straty kopii genu badz jego duplikacji.

W drugiej czesci pracy rozwazamy deterministyczny model Sciezki sygnalowej tymocytéw
sterujacych nabyta odpowiedzig immunologiczna. Aktywacja $ciezki sygnalowej tymocytow
mierzona jest poziomem kinazy ERK, ktéra reguluje petle dodatniego sprzezenia zwrotnego
zawierajacego kaskade sygnatowa kinaz ZAP, MFEK, ERK, oraz inhibuje petle ujemnego
sprzezenia zwrotnego zawierajacego fosfataze SHP. Analizujemy wplyw liczby kopii genéw
kodujacych kinazy ZAP, MEK oraz ERK na dynamike tej kaskady oraz na aktywno$c¢
tymocytu.

W trzeciej czesci pracy analizujemy dynamike ukladéw czynnikéw transkrypcyjnych p53
i NF-kB, zwigzanych z odpowiedzig immunologiczng komoérki, dla ktérych dostepne sa dane
z eksperymentéw na pojedynczych komorkach. Szczegélng uwage poswigcamy analizie sieci
regulatorowej pb3, jednej z najwazniejszych Sciezek regulatorowych odpowiedzialnych za
ochrone genomu komoérki. Uklady pb3 i NF-xB, w odpowiedzi na stymulacje, generuja trwale
oscylacje o zmiennej amplitudzie lecz dobrze zachowanym okresie, odporne na zmieniajaca
sie liczbe poszczegdlnych kopii genu oraz na poziom stymulacji. Eksperymenty te nakladaja
ograniczenia na mechanizmy regulatorowe odpowiedzialne za oscylacje. Wprowadzamy nowsg
metode walidacji modeli Sciezek regulatorowych, ktéra opiera sie na analizie wrazliwoSci

okresu oscylacji na liczbe kopii genéw. Wykorzystujac te metode, analizujemy istniejace



modele uktadu regulatorowego p53 i pokazujemy, ze typy bifurkacji oraz sprzezen zwrotnych
wystepujacych w ukladzie sa kluczowymi wyznacznikami wrazliwoSci okresu oscylacji na
parametry, przy czym typ bifurkacji jest bardziej znaczacy. W szczegélnoSci pokazujemy, ze
uklady zawierajace ujemne sprzezenie zwrotne i opdznienie, w ktérych oscylacje powstaja
na skutek przejécia przez nadkrytyczna bifurkacje Hopfa, wykazuja oscylacje o najbardziej
odpornym okresie na zmiane liczby kopii genéw i poziom stymulacji. Dla uktadu NF-xB,
w ktérym wszystkie deterministyczne modele generujg tylko gasngce oscylacje, pokazujemy,
ze nasycenie w cztonie transkrypcji jest kluczowe, aby wyprodukowac oscylacje o odpornym
okresie.

Wyniki tej pracy umozliwiaja powigzanie struktury modutéw regulatorowych z ich wrazli-
woscig na zmiane liczby kopii genéw; mozna si¢ spodziewac, ze moduly regulatorowe, w
ktérych brak kopii genu powoduje chorobe haploinsufficiency, zawieraja petle dodatniego
sprzezenia zwrotnego, oraz odwrotnie, wystepowanie petli dodatniego sprzezenia powoduje,
ze gen jest wrazliwy na zmianeg liczby kopii. Spostrzezenie to moze by¢ pomocne w analizie
zaréwno choréb genetycznych jak i mutacji nowotworowych, w ktérych dochodzi do usunigcia
badZ powielenia wybranych genéw. Zaproponowana w Rozprawie metoda walidacji modeli
utatwi ich poprawng konstrukcje oraz wlasciwg interpretacje i weryfikacje wynikéw badan

eksperymentalnych.
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Rozdzial 1

Wprowadzenie

1.1 Podstawy biologiczne ekspresji genéw i sieci regu-
latorowych

Informacja genetyczna zawarta w DNA zakodowana jest w sekwencji zasad azotowych:
adeniny, guaniny, cytozyny lub tyminy, oznaczanych skrétami A, G, C i T. W czasteczce
RNA natomiast, zamiast tyminy wystepuje uracyl (U). Biatka zbudowane sa z dwudziestu
réznych rodzajéw aminokwaséw. Gen jest odcinkiem lancucha DNA, ktéry koduje sek-
wencje aminokwaséw w czasteczce biatka. Geny zlokalizowane sa w dilugich fragmentach
DNA zwanych chromosomami. Chromosomy dziela sie na autosomy - zawiadujace dziedz-
iczeniem cech nie zwigzanych z plcia, oraz chromosomy plci, czyli allosomy.

Wyzsze organizmy (eukarionty) sa w wiekszoSci diploidalne, tzn. ich komérki somaty-
czne (komoérki budujace organizm z wylaczeniem komoérek plciowych) zawieraja dwa zestawy
(oznaczane przez 2n) chromosoméw homologicznych (genomy), z ktérych jeden pochodzi od
organizmu matki, a drugi od organizmu ojca. Komérki haploidalne zawieraja pojedynczy
zestaw chromosoméw (1n). U gatunkéw rozmnazajacych sie plciowo wystepuja zaréwno
komérki diploidalne jak i haploidalne komérki plciowe (gamety). Liczba chromosoméw
danego gatunku jest stala i wynosi od 10 do 40. U czlowieka kompletny zestaw chromo-
somo6w komorki somatycznej tworza 22 pary autosoméw i 1 para allosoméw (nazywanych X
i Y), ktéra odpowiada za determinacje plci. Osobnik posiadajacy chromosomy XX jest plci
zenskiej, zas$ osobnik z jednym chromosomem X i jednym chromosomem Y jest pici meskiej.

Informacja genetyczna zawarta w genach zostaje odczytana i przepisana na ich produkty

(bialka lub rézne formy RNA) w procesie okreslanym jako ekspresja gendw, i przekazywana
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jest tylko w jednym kierunku (tzw. gléwny dogmat biologii): od DNA do RNA w procesie
transkrypcji, a nastepnie do bialka w procesie translacji. W komoérkach eukariotycznych
synteza RNA zachodzi w jadrze komoérkowym, za$ synteza biatka w cytoplazmie (Rys. 1.1).

Transkrypcja katalizowana jest przez enzym zwany polimerazq RNA. Zapoczatkowanie
transkrypcji polega na zwiazaniu si¢ polimerazy RNA z promotorem - odcinkiem DNA,
potozonym w poblizu sekwencji kodujacej genu, ktory zawiera sekwencje rozpoznawane przez
polimeraze RNA. Promotory eukariotyczne zawieraja takze sekwencje rozpoznawane przez
czynniky transkrypcyjne, ktére wiazac sie z DNA umozliwiajg zwigzanie sie polimerazy RNA
z nicig DNA i rozpoczecie transkrypcji. Polimeraza przesuwa sie wzdtuz nici DNA stuzacej
jako matryca i dobudowuje komplementarng ni¢ mRNA zgodnie z reguly, ze jednej za-
sadzie w transkrybowanej nici DNA odpowiada tylko jedna zasada w powstajacej czasteczce
mRNA. Przetransportowany do cytoplazmy mRNA laczy sie z rybosomami, ktére obejmuja
podjednostkami przesuwajaca sie nic mRNA, odczytuja sekwencje zasad mRNA i ttumacza
ja w procesie translacji na sekwencje aminokwasowsa, biatka. W wyniku translacji dochodzi
do ostatecznego "przetlumaczenia" informacji genetycznej zawartej w genie na konkretng

sekwencje biatka.

Gen K)‘I x:l[
|

ne ™A, T Tramskrypaja
__1.-—|
Translacja dy_ﬁf;ﬂc@wép
4 % Lancuch
L1 Lialka
— Ly,
i) 4

Rysunek 1.1 Przeptyw informacji genetycznej
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Po translacji nowo zsyntetyzowane biatko moze ulega¢ r6znym modyfikacjom, w wyniku
ktérych moze pemi¢ okreSlone funkcje. Jedna z tych modyfikacji jest fosforylacja, ktéra
polega na przylaczeniu do bialka reszty fosforanowej przez enzymy zwane kinazami. Defos-
forylacja polega na usunieciu reszty fosforanowej przez enzymy zwane fosfatazami. Przylaczanie
lub odlaczanie reszty fosforanowej reguluje aktywnos$¢ enzymatyczna wielu bialek, ich lokaliza-
cje w obrebie komérki czy tez zdolnos¢ do tworzenia komplekséw. Inng potranslacyjna
modyfikacja biatka jest wbikwitynacja, ktéra polega na dolaczeniu do biatka jednej badz
kilku pojedynczych czasteczek innego biatka - ubikwityn. Po dolaczeniu ubikwityny biatko
moze ulec rozktadowi w wieloenzymatycznym kompleksie biatkowym, proteasomie.

Ekspresja genéw jest SciSle regulowana. W wigkszosci przypadkéw regulacja zachodzi
na poziomie transkrypcji. Gléwnym transkrypcyjnym mechanizmem regulacji jest inicjacja
transkrypcji kontrolowana przez oddzialywanie czynnikéw transkrypcyjnych z DNA, ktére
moze zaréwno blokowaé transkrypcje, jak i ja umozliwiac. Odpowiednio do pelnionej funkcji,
czynniki transkrypcyjne nazywane sa represoram: albo aktywatorami. Jezeli biatkowy pro-
dukt genu jest regulatorem wilasnej transkrypcji, to tworzy si¢ uklad sprzezenia zwrotnego.
Jezeli bialko to dziala na gen jak represor, tworzy sie petla ujemnego sprzezenia zwrotnego,
jezeli za§ bialko dziata jak aktywator, tworzy sie petla dodatniego sprzezenia zwrotnego.

Tempa zmiany stanu genu, transkrypcji, translacji oraz degradacji mRNA i bialek moga
zmieniac si¢ o kilka rzed6éw wielko$ci pomiedzy poszczegdlnymi genami. Goérna granica tempa
dla transkrypcji wynosi okoto 0.1 czasteczek na sekunde, dla translacji - okoto 0.5 czasteczek
na sekunde i osiagana przez geny, ktérych produkty sa potrzebne w komérce w duzych
ilosciach w przeciggu krotkiego czasu; np. okolo 100 000 czasteczek biatka inhibitorowego
nazywanego I x Ba musi zostat zdegradowanych a nastepnie zresyntetyzowanych w przeciggu
okoto 30 minut, aby wlasciwie kontrolowaé wczesng faze odpowiedzi immunologicznej, [2].
Jednak istnieje duza liczba genéw, ktérych produkty sa potrzebne w matych iloSciach, rzedu
kilku czasteczek na komorke, geny te ulegaja ekspresji ze znacznie mniejszymi tempami lub

ich ekspresja jest bardzo nieregularna. Tempa zmiany aktywacji genu sg wieksze dla prokar-
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iontéw (rzedu 1/s) niz dla eukariontéw. Biatka sa zazwyczaj bardziej stabilne (maja dhuzszy
czas degradacji) niz mRNA, jednak w obydwu przypadkach poléwkowy czas degradacji moze

by¢ rzedu minut badz dni.

1.2 Eksperymenty na pojedynczych komérkach

Matematyczne modelowanie uktadéw regulatorowych bialek w pojedynczych komoérkach jest
obecnie gwaltownie rozwijajaca sie dziedzing na skutek powstania nowych technik ekspery-
mentalnych, ktére umozliwiajg Sledzenie zmian poziomu konkretnego biatka z podzialem na
jadro i cytoplazme w pojedynczej komérece w ciggu godzin a nawet dni, ktérych nie mozna ob-
serwowal w eksperymentach populacyjnych. Rozwijajace sie eksperymenty na pojedynczych
komoérkach sa bardzo trudne do przeprowadzenia, dlatego wiekszo$¢ eksperymentéw wykony-
wana jest na duzych populacjach komoérek, [45], w ktérych obserwuje si¢ $rednie poziomy
mRNA lub bialek. W przypadku analizy sieci regulatorowej czynnika transkrypcyjnego p53,
gdy populacja komorek sktada sie z podpopulacji komérek proliferujacych (rozmnazajacych
sie), komérek z zablokowanym cyklem komérkowym oraz komérek apoptycznych, taka uéred-
niona po populacji trajektoria nie odpowiada zadnemu biologicznemu procesowi.

Obecne techniki eksperymentalne umozliwiajg analize jedynie unie$miertelnionych komérek
rakowych, ze wzgledu na tatwo$¢ ich hodowli oraz mozliwos¢ uzyskania powtarzalnych ekspery-
ment6w. Sledzenie w czasie ewolucji zdrowych niezmutowanych komérek (tzw. wild-type)
jest niemozliwe ze wzgledu na ich szybkie obumieranie.

Ponadto, aby przeprowadzi¢ eksperyment dokonuje sie transfekcyi, czyli procesu wprowadza-
nia do genomu komérek eukariotycznych dodatkowych kopii obcego genu kodujacego biatko
docelowe wraz z dotaczonym fluorescencyjnym znacznikiem. W wyniku transfekcji fluores-
cencyjnie oznaczone biatko swieci pod wpltywem $wiatta lasera, co umozliwia jego obserwacje
pod mikroskopem oddzielnie w kazdej komérce. Wyrdznia sie dwa rodzaje transfekcji: sta-

bilng oraz przejsciowq. Transfekcja stabilna wystepuje wtedy, gdy wprowadzone kopie genu
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ulegaja integracji z chromosomem; liczba tych sztucznie wprowadzonych kopii genu jest
trudna do kontrolowania lecz pozostaje stala w tym samym klonie. Transfekcja przejsciowa
polega na wprowadzeniu do komérki plazmidu - czasteczki DNA zawierajacej sekwencje ko-
dujace dane biatko, wystepujacej w komérce poza chromosomem, nie ulegajacej integracji
z chromosomem i zdolnej do autonomicznej replikacji; gen w transfekowanej koméree ulega
ekspresji przejsciowo, tzn. w krétkim okresie czasu (jego ekspresja zostaje zgubiona w miare

podzialéw komérkowych) oraz jedynie w koméree, do ktérej zostat wprowadzony.

Rysunek 1.2 (Nelson i in. 2004, grupa M.R.H. White) Oscylacyjne translokacje pomiedzy
jadrem a cytoplazma biatka RelA-dsRed (bialtko tworzace kompleks NF-xB z doczepionym
fragmentem $wiecacym na czerwono) wywotane stymulacja TNF« (czynnik martwicy nowot-
woru), jednocze$nie degradacja i odbudowa inhibitora, Ik Ba-EGFP (zielone). Wykorzysty-
wana linia komérkowa to SK-N-AS (komérki nowotworowe ukladu nerwowego), rodzaj

przeprowadzonej transfekcji - przejsciowa.

W naszej pracy korzystamy z wynikéw eksperymentéw na pojedynczych komérkach
dwoch grup: U. Alona, ktéra analizuje biatka tworzace sie¢ regulatorowa czynnika tran-
skrypcyjnego p53 (Rys. 1.2), oraz M.R.H. White’a, ktéra analizuje biatka tworzace sie¢
regulatorowa, czynnika transkrypcyjnego NF-xB (Rys. 1.3). Eksperymenty te pozwolity
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pokazaé po raz pierwszy w grupie U. Alona istnienie niegasnacych (w ciagu 72 godzin trwa-
nia eksperymentu) oscylacji w ukladzie regulatorowym p53|Mdm?2 o okresie ok. 6 godzin,
nie mozliwych do zaobserwowania w eksperymentach populacyjnych, [37],[57] oraz w grupie

M.R.H. White’a niegasnacych oscylacji w uktadzie NF-xB o okresie ok. 100 minut, [72],[36].

Czas (godziny): 0 1 2 3 4 5
6 7 9 10 11

12 13

Rysunek 1.3 (Geva-Zatorsky i in. 2006, grupa U. Alona) Oscylacje pomiedzy jadrem a
cytoplazma pozioméw biatek p53-CFP (zielone) i Mdm2-YFP (czerwone) w odpowiedzi na
uszkodzenie DNA wywotane promieniowaniem gamma. Wykorzystywana linia komérkowa to

MCF7 (komoérki rakowe gruczotu piersiowego), rodzaj przeprowadzonej transfekeji - stabilna.
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1.3 Liczba kopii genu w komérce

Liczba kopii genu w komorce nie jest stata. Istnieje wiele proceséw, ktére zmieniaja te liczbe
w czasie ewolucji komérki.

Podczas cyklu komérkowego, ktéry u eukariontéw trwa okoto 24 godzin, w fazie S w
diploidalnych komdérkach somatycznych nastepuje replikacja DNA i wiekszo$¢ genéw jest
przejSciowo tetraploidalna; nastepnie, w czasie mitozy, w komoérce macierzystej, ktéra po
replikacji DNA ma podwdjny (4n) zestaw chromosoméw, chromosomy potomne rozdzielaja
sie, wokot nich odtwarzana jest otoczka jadrowa i tworza sie dwa jadra komoérkowe. W
wyniku mitozy powstaja dwie komérki potomne z identyczna jak komoérka macierzysta liczba
chromosoméw i tym samym zestawem genow.

Mejoza (proces podzialéw zwiazanych z gametogeneza) prowadzi do zrekombinowania
informacji genetycznej zapewniajac stalg liczbe chromosoméw w kolejnych pokoleniach or-
ganizmdéw, ktére rozmnazajg sie¢ ptciowo. W wyniku mejozy obie komoérki potomne, gamety,
maja haploidalng liczbe chromosomoéw. Z potaczenia dwéch gamet powstaje zygota, ktora
jest organizmem diploidalnym. Liczba chromosoméw moze ulec zmianie na skutek btedéw
podczas mejozy, ktére prowadzg do powstawania gamet o zwiekszonej iloSci materialu gene-
tycznego.

U organizméw diploidalnych brak jednej kopii genu moze prowadzi¢ do haploinsuffi-
ctency, choroby wynikajacej z niedoboru biatka danego typu lub zbyt duzych fluktuacji
jego pozioméw. Rozwdj nowotworu jest w wielu przypadkach zwigzany z czeSciowa mul-
tiplikacja genomu. Mitoza w komoérkach nowotworowych prowadzi do zmiennoSci liczby
chromosoméw w komérkach tego samego guza. W rezultacie w komérkach nowotworowych
moze byt znacznie wiecej kopii poszczegdlnych genéw niz w koméree diploidalnej. W normal-
nej ewolucji komérki niektére geny moga by¢ multiplikowane w odpowiedzi na stresogenne
czynniki srodowiskowe, gdy dane bialko jest potrzebne w komérce w wigkszej iloSci.

W eksperymentach na pojedynczych komoérkach analizuje sie transfekowane komorki

rakowe, w ktérych geny wystepuja w wigkszej liczbie kopii niz w normalnych komérkach
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diploidalnych. Na przyklad komérki HeLa (komoérki raka szyjki macicy), powszechnie uzy-
wane jako standardowa linia komérkowa w wielu eksperymentach, zawieraja trzy razy wiecej
DNA niz komérki wild-type, co powoduje ze, przecietnie, geny sa heksaploidalne. Ekspery-
menty na pojedynczych komérkach sa niezbedne do badania uktadéw regulatorowych biatek,
poniewaz pokazuja dynamike poszczegdlnych komorek, zamaskowana w eksperymentach pop-
ulacyjnych. Jednakze, przeprowadzenie transfekcji, ktoéra zwieksza liczbe kopii genéw, oraz
wykorzystanie komérek rakowych, ktére ze swojej natury sa silnie zmutowane za$ mech-
anizmy regulatorowe bialek sa w nich uszkodzone powoduje, ze w eksperymentach tych
analizuje sie dynamike silnie zaburzonego uktadu, co bardzo utrudnia interpretacje wynikéw
eksperymentalnych, i w efekcie zrozumienie mechanizméw regulatorowych uktadu nie zabur-
zonego, ktérego bezposrednio nie mozemy zbadac.

Pelne zrozumienie dziatania sieci regulatorowej zaréwno w komorkach niezmutowanych
jak i nowotworowych wymaga konstrukcji i analizy odpowiedniego modelu matematycznego.
Budowa modelu sieci regulatorowej polega na odgadnieciu struktury uktadu dynamicznego,
ktorego dynamika jest zgodna z eksperymentem. Naturalng metods jest analiza wplywu
wylaczenia (badz wzmocnienia) poszczegdlnych elementéw uktadu na funkcjonowanie catosci.
W eksperymencie polega to na usunieciu pewnych bialek badZ zwiekszeniu ich iloSci poprzez
wprowadzenie dodatkowych kopii genow.

Informacja o konsekwencjach zmiany liczby kopii genéw nie byla w praktyce uwzgledni-
ana podczas przeprowadzania i interpretacji eksperymentéw. Stworzenie poprawnego mod-
elu matematycznego opisujacego dynamike zar6wno komérek normalnych jak i komérek ze
zwigkszong liczbg kopii genéw jest niezbedne z punktu widzenia przeprowadzanych ekspery-
mentéw. Poprawny model matematyczny oraz symulacje numeryczne pozwolityby oceni¢,
w jaki sposéb zachowujg sie biatka w rozwazanej sieci w zaleznoSci od wymuszenia, jakim
moze byt uszkodzenie DNA, oraz umozliwilyby interpretacje i weryfikacje wynikéw badan
eksperymentalnych. Analiza matematyczna moze zatem ukierunkowaé¢ badania eksperymen-

talne oraz przyczyni¢ sie do znacznego obnizenia kosztéw badan oraz skrécenia ich czasu.
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Rozdzial 2

Modelowanie ekspresji genéw i sieci

regulatorowych

Niektore z kluczowych biochemicznych interakcji w komérce zachodza pomiedzy bardzo
maly liczba czasteczek. Przykladem jest tu proces transkrypcji mRNA okre$lonego genu,
ktéry zachodzi, jezeli w rejonie promotora genu przytaczony jest odpowiedni czynnik tran-
skrypcyjny lub kilka réznych czynnikéw transkrypcyjnych. W rezultacie przytaczanie (z
natury losowe) pojedynczej czasteczki czynnika transkrypcyjnego prowadzi do transkrypcji
dziesiatek czasteczek mRNA a nastepnie syntezy tysiecy czasteczek odpowiadajacego im bi-
atka. Powoduje to, ze trajektorie poszczegdlnych komérek w wielowymiarowej przestrzeni,
ktérej wspéhrzednymi sa iloSci poszczegélnych mRNA, biatek i ich komplekséw, odpowied-
nio w jadrze i cytoplazmie, sa istotnie ré6zne. Mechanizmy regulatorowe, w szczegdlnoSci
sprzezenia zwrotne sterujace transkrypcja, translacja, degradacja biatek i mRNA oraz for-
mowaniem si¢ komplekséw biatlkowych, wykorzystuja stochastycznos¢ do réznicowania pop-
ulacji komoérek, badz minimalizuja ja, aby zapewni¢ poprawne (bliskie deterministycznemu)
funkcjonowanie komérki.

Modele taczace deterministyczny opis szybkich kanaléw reakcji w komérce opisywanych
ukladami nieliniowych réwnan rézniczkowych, ze stochastycznym modelowaniem wolnych
kanaléw reakcji prowadza do losowych réwnan rézniczkowych, w ktérych ,,czastki” dokonuja
stochastycznych przeskokéw pomiedzy rodzinami deterministycznych trajektorii. Prowadzi
to do opisu sieci regulatorowej poprzez ciagly w czasie, kawatkami deterministyczny proces

Markowa. Matematyczny opis takiego procesu stanowig rownania Chapmana-Kolmogorowa.
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2.1 Proces stochastyczny

Zmienng losowq (rzeczywista) nazywamy dowolna rzeczywista funkcje mierzalng Y (tzn.
speliajaca warunek Y ~!(B) € Fdla kazdego zbioru borelowskiego B C R) okre$long na
przestrzeni probabilistycznej (2, F, P) o wartoéciach w zbiorze liczb rzeczywistych: Y :
Q—R.

Proces stochastyczny jest rodzing {Y;},., zmiennych losowych, ktére przyjmujg wartosci
w przestrzeni mierzalnej (R, F) i sa indeksowane przez zbiér T, gdzie ¢ interpretujemy jako
czas. Dla ustalonego y € Q funkcje Y, (t) nazywamy realizacjq (albo trajektoriq) procesu.
Realizacja procesu wyraza ewolucje w czasie wybranego zdarzenia losowego. Wartosci pro-
cesu nazywamy stanami.

Jesli zmienna losowa Y ma rozktad dyskretny, tzn. Y przyjmuje wartoSci y; z praw-
dopodobienstwami p;, {(yz-, Pi)ie I}, gdzie I jest zbiorem przeliczalnym oraz Y p; = 1, wéw-
czas warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y zdefiniowanej na tym samym Zzeéiorze stanéw

okreslona jest wzorem

ElY] = v

iel
jeSli za§ zmienna Y ma rozklad ciagly o gestosci p (y), wéwczas

[e.o]

ElY]= / ypy (y) dy.

— 0o
Nastepnie, majac zdefiniowana warto$¢ oczekiwang mozna zdefiniowa¢ wariancje w nastepu-

jacy sposéb: dla zmiennych losowych o rozkladzie dyskretnym:

VarlY] = Z (i — E[Y])?p;

o]
=1

oraz dla zmiennych losowych o rozkladzie ciaglym z gestoscia p (y):

o

Varly) = [ (v EIY)?p () dy

—00



Warto$¢ oczekiwana i wariancja sa w istocie szczegdlnymi przypadkami tak zwanych mo-

mentow. Liczbe

> y"p;, dlaY o rozkladzie dyskretnym

[ y™p(y)dy, dlaY o rozkladzie ciaglym
\ — 0o
nazywamy momentem rzedu m zmiennej losowej Y.

Prawdopodobienstwo lgczne przyjecia przez proces stochastyczny Y wartosci y; w chwili

t1, wartosci yo w chwili ¢, itd., oznaczamy:

p<y1ﬂt1; y2at2a) ynatn)7 n = 1727"" (1)

Ustalajac warto$ci zmiennej losowej Y w k zadanych chwilach %4, ...,¢;, mozna zdefin-
iowa¢ prawdopodobienstwo warunkowe przyjecia okreSlonych wartosci w [ innych chwilach

teats ooy tryr, Ktére wynosi

P (Yrtts thtts -3 Yrrts thr1) (2)

D (Yt Chtts -3 Ytts Tht1| Yo ths -3 Y1, 01) =
(Wit Tt + e 1t D Uk by -3 Y1, 1)

Prawdopodobienstwo warunkowe jest gestoscia prawdopodobienstwa przyjecia przez Y
wartoSci Y11 W momencie t;, 1, wartoSci yxio W momencie tj.o, itd. jezeli jej warto§¢ w

chwili ¢; wynosi y,, wartos¢ w chwili o wynosi ¥, itd.
Prawdopodobienstwo warunkowe jest nieujemne oraz unormowane:

/p(yk+l;tk+l§ o Ykt bt | Yo tes o3 v, t1) AYgsi - dypr = 1. (3)

Proces stochastyczny jest stacjonarny jedli, dla kazdego n, prawdopodobienstwa (1) zaleza

jedynie od réznic czaséw, tzn.

Pyt + 75 yasto + 75l Yoty +7) =0 (Y1, t1; Y2, to; oy Ynytn), n=12... (4
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2.2 Proces Markowa

Jednym z najwazniejszych przykladéw proceséw stochastycznych sa procesy Markowa. Pro-
ces stochastyczny Y, o takiej wiasnosci, ze dla kazdego n € N i kazdego ciagu chwil ¢; <
tg,... < t, € T gestos¢ prawdopodobienstwa warunkowego y, w chwili ¢, zalezy tylko od

stanu uktadu y,_; w chwili £,,_1, a nie zalezy od przeszlosci, czyli od y1,..., Yn_2, tzn.

p (ynatn| Yn—1, t’n—l; - Y1, tl) =D (ynvtn| Yn—1, tn—l) (5)

nazywamy procesem Markowa. Wlasno$é (5) nazywamy wlasnosciq Markowa.
Prawdopodobienstwo p (yy, tn| Yn_1,tn_1) nazywane jest prawdopodobienstwem przejscia.

Proces Markowa wyznaczony jest przez rozklad poczatkowy oraz prawdopodobienstwo prze-

jscia: p(y1,t1) 1 p(ye,t2| y1,t1). Na ich podstawie mozna odtworzy¢ caly hierarchie praw-

dopodobienstw tacznych, ktére w peini okreslaja proces:

P (Y1t Yo, tas s Ynotn) = D Yno tal Yn—1,tno1) .0 (U3, 13| Y2, t2) P (Y2, t2| y1,t1).  (6)
Na przyktad dla rozkladu z t; < ty otrzymujemy, z definicji prawdopodobienstwa warunk-
owego:
P (Y1, t1;92,t2) = p( Yo, ta| Y1, t1)p (y1,t1) - (7)
Podobnie, dla rozktadu z t; < t5 < t3, korzystajac dodatkowo z definicji proceséw Markowa,
otrzymujemy:
Pt Yo, tasys,ts) = p(ys,tal yo,tas Yo, t2) p (Y, tas 2, ta) = (8)

= p(ys, t3] y2,t2) p( Y2, ta| Y1, 1) (y1,t1) .

2.3 Roéwnanie Chapmana-Kolmogorowa

Calkujac obie strony tozsamosci (8) po ys otrzymujemy dla t; < to < t3, z definicji praw-

dopodobienstwa lacznego (6) dla n = 3, nastepujace wyrazenie:
p (Y1, t1; Y3, t3) :p(?h,tl)/P(ymtﬂ y1,t1) 0 (Y3, t3| Y2, t2) dys. (9)
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Dzielac obie strony przez p (y1,t1), a nastepnie korzystajac z definicji prawdopodobienstwa
warunkowego (2) dla k = [ = 1 dostajemy nastepujacy zwiazek dla prawdopodobienstw prze-

jScia, ktoéry zachodzi dla kazdego procesu stochastycznego:

P (ys, talyr, t1) = /p(yg,t3| Yo, t2) D (Y2, to| Y1,t1) dya, 11 <t2 <. (10)

Réwnanie to nazywa sie rownaniem Chapmana-Kotmogorowa. Jest to tozsamos$c, ktérg musi
spelia¢ prawdopodobiefistwo przejScia kazdego procesu Markowa. Réwnanie Chapmana-
Kolmogorowa orzeka, ze proces rozpoczynajacy sie w chwili £; od wartoSci y; osiaga wartoSc¢

ys w chwili 3, przechodzac przez jedng z dopuszczalnych wartoSci yo w poSredniej chwili ¢,.

2.4 Roéwnanie Mistrzow

Rownianie Mistrzow jest pewng réwnowazna, rézniczkowa postacig rownania Chapmana-
Kolmogorowa.

Zapisujac tozsamosé (7) dla t; = ty otrzymamy dodatkowy warunek:

p (Yo, ta] yi,t1) =0 (y2 —w1) - (11)

Zapiszmy prawdopodobienstwo przejscia w procesie Markowa dla malych wartosci réznicy

czasu At. Uwzgledniajac warunek (11) mamy, z doktadnoécig do cztonéw liniowych w At:
P (y,t+ At| y/,t> ~ 0 (y - y'> (1 — ag (y/,t> At) + W <y|y’> At. (12)

Funkcja W, (y]y') jest prawdopodobienstwem przejscia w jednostce czasu w chwili ¢ od stanu
y do 3. Dla stacjonarnych proceséw Markowa W, (y|y') nie zalezy od czasu. Calkujac obie

strony réwnania (12) po y, z warunku unormowania (3), otrzymujemy nastepujace réwnanie

=1-—ag (y/, t> At + At/Wt (y|y/> dy. (13)

ag (yt) = /Wt (yly'> dy, (14)
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ao (y', t) jest catkowitym prawdopodobienstwem przejécia na jednostke czasu ze stanu y do
jakiegokolwiek innego stanu.

Napiszmy réwnanie Chapmana-Kohmogorowa dla uporzadkowanych chwil ¢y < t < t4+At:

p(y,t+ At] yo,to) = /p (y t+ At z/,t) p (z/,tl yo,to> dy . (15)

Stad, po podstawieniu réwnania (13), otrzymujemy

p(y,t+ At| yo, to) = (1 — <y/a t) At) P (Y, t] Yo, to) + (16)

—|—/ {Wt (y|y/> At}p (y',t| y07t0> dy/,

Przepiszmy réwnanie (16) w postaci
p(y,t + At| yo,t9) = /{Wt (y|y/> At}p (yl,t| yo,to) dy + (17)

Pierwszy wyraz po prawej stronie opisuje prawdopodbienstwo przejScia do stanu y w czasie
At, natomiast drugi opisuje prawdopodbienstwo, ze w tym czasie uktad pozostanie w stanie
y. W granicy At — 0 otrzymujemy rézniczkows postaté réwnania Chapmana-Kolmogorowa
zwang rownaniem Mistrzow. (Réwnanie Mistrzéw jest réwnaniem na prawdopodobienstwo

przejécia w procesie Y (1), a nie na gesto$¢ prawdopodobiefistwa p (y, t)):

W _ / {Wt (y|y’) P (y',t\ yo,to> —- W, (ylly) p(y,t| yoﬂfo)} dy.  (18)

Pierwszy wyraz po prawej stronie opisuje zmiane p (y, t| yo, to) wynikajaca z przej$é do stanu
y w czasie At, natomiast drugi wyraz z ujemnym znakiem opisuje analogiczng zmiane wynika-
jaca z opuszczenia stanu y. Réwnanie Mistrzéow jest wiec réwnaniem bilansu przyjs¢ odnie-
sionych do ustalonego stanu.

Jesli zbiér wartosci procesu Y jest dyskretnym zbiorem stanéw ponumerowanych wskaznikiem
n, wéwczas réwnanie Mistrzéw przyjmuje postac:

L = S 0 (6= W, ) 9 0 (19)
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W tej postaci réwnanie Mistrzéw jest réwnaniem ”zysku i straty" opisujacym "wzrost
i spadek" prawdopodobienstwa kazdego stanu m; pierwszym wyrazem jest wzrost praw-
dopodobienstwa zwiazany z przejéciami z innych stanéw n’, a drugim spadek zwigzany z

przejsciami do innych stanéw.
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Rozdzial 3

Wplyw liczby kopii genu na jego
regulacje z uwzglednieniem efektéow

stochastycznych

3.1 Stochastyczno$¢ w procesie ekspresji genéw

Stochastyczno$¢ w procesie ekspresji genéw powstaje w wyniku przerw w aktywnoSci genu
(przetaczania stanu genu) [12], transkrypcji i degradacji mRNA oraz translacji i degradacji
biatka ([16], [11], [28], [29], [9] oraz [17]). Stochastyczno$¢ ta powoduje, ze populacja komérek
wykazuje duze zréznicowanie pomiedzy komérkami, jak to zaobserwowano na przyklad u
Takasuka i in. [27] oraz u Stirland i in. [24] dla komérek ssakéw, u Raser i O’Shea [22] dla
komoérek drozdzy (Saccharomyces cerevisiae) lub u Elowitz i in. [7] dla bakterii (Escherichia
coli). U bakterii stochastyczno$é wynika z matej liczby czasteczek mRNA oraz biatka danego
typu na komoérke. Komoérki eukariontéw natomiast sa znacznie wigksze i zawieraja znacznie

wiecej mRNA wiec Zrédla stochastycznoSci zwigzane sg gléwnie ze zmiang aktywnoSci genow.

3.2 Opis modelu ekspresji genu haploidalnego

W tej czesci pracy rozwazamy pojedynczg komorke oraz koncentrujemy sie na regulacji poje-
dynczego genu. Kontrola aktywnosci genu odbywa sie poprzez przylaczanie badz dysocjacje
biatek regulatorowych. Zakladamy, ze wspoétczynniki aktywacji c i dezaktywacji b genu zaleza

od liczby czasteczek syntetyzowanego biatka [10], [14], [15], ¢ = ¢ (y), b = b(y), co tworzy
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petle sprzezenia zwrotnego (autoregulacji) (Rys. 3.1). W przypadku regulacji bez sprzeze-
nia zwrotnego (wlaczenie lub wylaczenie genu nie zalezy od jego biatkowych produktéw)
zakltadamy, ze gen moze przetaczy¢ sie do aktywnego stanu (oznaczonego przez A) ze stalym
wspotezynnikiem ¢ = ¢y, a wraca do nieaktywnego stanu (oznaczonego przez ) ze stalym
wspotezynnikiem b = by w wyniku przylaczania badz dysocjacji innych (pochodzacych od
innego genu) czynnikéw transkrypcyjnych, o ktérych zakltada sie, ze sa obecne w stalej ilosci
w jadrze komérkowym.

Zaktadamy, ze tylko aktywny gen ulega transkrypcji. Oznaczmy przez H tempo tran-
skrypcji mRNA (zsyntetyzowana liczba czasteczek mRNA na sekunde), oraz przez K tempo
translacji biatka. Zakladamy, ze tempa H i K sg stale. Zatem czasteczki mRNA synte-
tyzowane sa z tempem G(t)H, gdzie G jest binarna zmienng losows opisujaca stan genu:
G(A)=11iG(I) =0 [12], [10], [20], [15]. Translacja bialka zachodzi z tempem Kz(t), gdzie
x(t) jest liczba czasteczek mRNA; liczbe czasteczek biatka oznaczmy przez y(t). Ponadto
zakladamy, ze czasteczki mRNA i biatka ulegaja degradacji ze wspoétczynnikami odpowiednio

r1, 2. Opisane reakcje mozna przedstawi¢ nastepujaco:

194 18 Gy =0, 64) =1 (20
AT RN A T g, (2
mBNA 25 biatko 22 4, (22)

gdzie symbol ¢ oznacza degradacje.

Rysunek 3.1: Schematyczne przedstawienie ekspresji pojedynczego genu.
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3.2.1 Model dyskretny: réwnania Mistrzow

Stan ukladu w pojedynczej komérce w dowolnej chwili czasu opisany jest przez tréjke zmi-
ennych z(t), y(t), G(t), gdzie x(t) jest liczba czasteczek mRNA, y(t) jest liczba czasteczek

biatka, a GG jest zmienng binarna opisujaca stan genu. Zdefiniujmy prawdopodobienstwa

Gy (t): = P[# mRNA = z; # biatka =y; G =0, (23a)
hey (t) : = P[# mRNA = x; # biatka =y; G = 1], (23b)

Gzy 1 hgy sa prawdopodobienstwami lacznymi, ze liczba czasteczek mRNA wynosi z, liczba
czasteczek biatka wynosi y, gdzie x € N, y € N, a stan genu jest, odpowiednio, nieaktywny
(G = 0) oraz aktywny (G = 1). Rozklad calkowity p,, = gu + hay opisuje taczny poziom

mRNA oraz biatka w komérce bez wzgledu na stan genu, > p,, = 1.

zeN, yeN
G=0 G=1
Hhx-l,y Hhx,y
I XZxy r(X+1)gx1y I, th.y 5Ly
Kxgx.y-l Kxg X,y Kx hx.y—l KX h X,y
I2Y8xy 1 (Yt 1D)Zxy+1 r2Yhy r>(y+1Dhxy+

Rysunek 3.2: Diagramy ewolucji gestosci prawdopodobiefnstw g, i hy, zadanych przez

proces Markowa pierwszego rzedu.
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Ewolucja w czasie prawdopodobienstw (23a)-(23b) [30], [10] dana jest przez nastepujacy

nieskonczony uktad réwnan Mistrzéow (Rys. 3.2)

dg,
dty - bh:r:y - ngy + G(I)Hg(x—Ly) + 7“1(1‘ + 1)g(x+1,y) - (G<I>H + Tlx)gwy + (24)
+Kxg@y—1) + 12y + 1)9ay+1) — (KT 4+ 72Y)Gay,
dh,
= bhey + ey + GAV Hheory) + 1@+ Dhiayay) = (GIAVH +11a)hey (25)

+Kxhgy 1)+ 72y + 1hayi) — (K + r9y) hey.

Pierwsze dwa prawostronne cztony w réwnaniach (24)-(25) odpowiadaja przeptywowi
prawdopodobienistwa zwigzanego ze zmiana aktywnoSci genu (przejSciem pomiedzy g, i
h.y), nastepne trzy czlony opisuja synteze i degradacje czasteczek mRNA, za$ pozostale
trzy czlony opisuja synteze i degradacje czasteczek bialka. Zauwazmy, ze w réwnaniu (24)
czlony syntezy mRNA zeruja sie. Réwnania (24)-(25) daja zalezny od czasu rozktad procesu

stochastycznego.

3.2.2 Srednie i wariancje pozioméw mRNA i biatka dla modelu

dyskretnego bez autoregulacji

Pomimo, ze réwnan (24)-(25) nie potrafimy rozwiaza¢ analitycznie nawet dla przypadku

. dga dha . , . . ) )
stacjonarnego, <% = =2 — (), to mozna wykorzystac je do obliczenia momentéw rozkladéw

Gy, hay wykorzystujac funkcje tworzace, ktére zdefiniowane sa nastepujaco [19]:
F(Z,S) = Zzzsygm% (26)
x7y

T(z,s) = szsth. (27)
.y

Jak pokazemy w Dodatku A1, dla haploidalnego genu bez sprzezenia zwrotnego (tzn. ze

stalymi wspolczynnikami zmiany stanu genu ¢(y) = ¢o 1 b(y) = by) warto$¢ oczekiwana liczby
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czasteczek mRNA i bialka dla stacjonarnego uktadu (24)-(25) wynosi:

C()H

Bl = S =
wKH K

Eplyl = m_EEDM (29)

za$ wariancja liczby czasteczek mRNA i biatka wynosi:

Varplz] = e ioZ;Hl) F2 2] + Epla] (30)
Varply] = boriran trateoth)  pary K gt g e

CO(Tl+T2)(T1+Co+bo)(7“2+60+bo) b 7”1+7’2

3.2.3 Przyblizenie ciagle

Aby uproéci¢ zagadnienie wprowadzamy przyblizenie, spelnione u eukariontéw, w ktérym
stochastyczno$é zwiazana z synteza/degradacja mRNA oraz biatka jest zaniedbana (patrz
[14],[15],[19]). Przyblizenie to opiera si¢ na fakcie, ze typowe liczby czasteczek mRNA i biatek
sg znacznie wigksze niz liczba kopii genu. W rezultacie, fluktuacje zwigzane ze stanem genu
daja znacznie wiekszy wktad do wariancji bialka niz synteza mRNA i bialka oraz procesy
degradacji (patrz [19]). Zaniedbujac stochastyczno$¢ syntezy oraz degradacji mRNA i biatka
traktujemy z i y jako ciaglte zmienne, x € R i y € R, oraz opisujemy proces (21)-(22)

réwnaniami rézniczkowymi. Dla haploidalnego genu otrzymujemy zatem nastepujacy uktad:

[ TR G, o) -1 @
dx
i HG(t) — rz, (33)
d
d_?j = Kz —ryy, (34)

Roéwnanie (33) opisuje proces transkrypcji oraz degradacji mRNA i jest stochastycznym

(losowym) réwnaniem rézniczkowym z losowa zmienng binarng G(t). Réwnanie (34), sprzezone
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z (33), jest réwnaniem stochastycznym opisujacym proces translacji i degradacji bialka.
Zaréwno liczba czasteczek mRNA jak i bialka sa ciaglymi zmiennymi losowymi, ogranic-
zonymi przez rozwiazania stacjonarne réwnan (33)-(34): ograniczenie dolne dla nieakty-

wnego stanu genu (G = 0): = = 0, y = 0, oraz ograniczenie gérne dla aktywnego stanu

genu (G = 1) x € [0, %}, y € [O KH] Réwnania (33)-(34) generuja zatem kawatkami

’rire

deterministyczny, ciggly w czasie proces Markowa.

3.2.4 Roéwnania ciaglosci dla funkcji gestosci prawdopodobienstwa

(FGP) pozioméw mRNA i biatka

W kazdej chwili czasu t realizacje pozioméw mRNA i biatka, z(t) i y(t), oraz stan przetacznika
transkrypcyjnego G(t) tworzg tréjke zmiennych losowych, z ktérych pierwsze dwie sa ciagte a
trzecia jest binarna. Zatem ich wspélny rozklad taczny moze by¢ reprezentowany przez pare

funkcji gestosci prawdopodobienstwa (FGP) g(z,y,t) i h(x,y,t) zdefiniowanych nastepujaco:
g(z,y, )AzAy: = Prla(t) € (z,2 + Az); y(t) € (y,y + Ay); G(t) = 0],

h(z,y,t)AzAy: = Prlz(t) € (z,z + Az); y(t) € (y,y + Ay); G(t) =1].

Wyprowadzimy teraz réwnania ciggto$ci dla funkcji g(z,y,t) i h(z,y,t).
Napiszmy réwnania bilansu dla prawdopodobienstw g i i z cztonami zrédlowymi wynika-

jacymi ze zmiany stanu genu:

/ g(x,y, t + At)dzdy — /g(x,y,t)da:dy = At /b(y)h(x,y,t)da:dy + (35)

Ay nt Ag Ay
—At / c(y)g(w,y,t)dvdy
Ay
/ B,y ¢+ At)dady — / W,y dedy — —At / b(y)h(z, y, dedy +  (36)
Ay at Ay At
st [ cylgta.y. tdady,
Ay
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Dzielac (35)-(36) stronami przez At otrzymujemy iloraz réznicowy:

[ g(z,y,t + At)dedy — fg x,y,t)dzdy

At t
o — — / b(y)h(z,y, t)dxdy — / c(y)g(z,y,t)dzdy
Ay Ay
[ h(z,y,t+ At)dedy — [h(z,y,t)dzdy
YN At
— = _/ b(y)h(x,y,t)d:cder/c(y)g(%y,t)dﬂfdy,
Ay At

nastepnie, przechodzac do granicy At — 0, otrzymujemy:

g(z,y, t)dedy = / b(y)h(z,y,t)dzdy — / c(y)g(w,y,t)drdy

At At

d
: / sy dady = — [y Odrdy+ [e(o)glo.pot)dady,
A

At At

dt

Obszar catkowania A; zalezy od czasu t, stosujemy wiec twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego,

zgodnie z ktérym wchodzimy z pochodng pod znak calki:

/{E)g(a:,y,t) d [( a /G o,dy) ]}dxdy _ /[b(y) h(z,y,t) — c(y) g(z,y,t)] dedy

/ ot dt Iy
/{—%(g’ty’ ) dw[(dt /= 1,2'2) h]}dmdy = /[—b(y) W, y,t) + cy) 9(x, y, )] dudy,
Ay At
stad
/{89(53:/,25) +div[(dx/c .. fjg) gl— [b(y) h(z,y,t) — c(y) g(x,y,t)]}dxdy = 0
At

/{ah(g,ty, t) dw[( - /G L ilg)h]_ [—b(y) h(z,y,t) + c(y) g(m,y,t)]} dxdy = 0.

Ay

Poniewaz obszar catkowania A; jest dowolny, wiec funkcja podcatkowa musi by¢ réwna zero,

otrzymujemy zatem nastepujace réwnania ciagtoSci dla g(z,y,t) i h(z,y,t):

dg dy, .
Eﬂde[(dt/G 05 dt) gl = bh—cg (37)
oh dy B
E—l—dw[(dt/c 1, dt) h] = —bh+cg. (38)

31



Uwzgledniajac réwnania na pola predkosci fli—fl o | %‘ o, dane przez zwiazki (33)-(34),

otrzymujemy réwnania ciggloSci w postaci:

dg 0 d _

55 By 129) + a—y[(KfL’ —r2y) g] = bh—cg (39)
oh 0 0
a + %[(H - 7"1:70) h] + a—y[(KfE - T??/) h] = —bh+cy. (40)

Alternatywnie, powyzsze dwa réwnania moga by¢ otrzymane z réwnan Mistrzéow (24)-
(25) poprzez rozwinigcie Kramersa-Moyala (pierwszego rzedu) [30]. Réwnan (39)-(40) nie
potrafimy rozwiazac analitycznie, numerycznie réwnania te zostaly rozwiazane w pracy Lip-
niacki i in. [15].

Funkcje g(z,y,t), h(x,y,t) mozna badaé w obszarze D = [0,00) x [0,00). Zawezymy
jednak nasze rozwazania do obszaru D; C D ograniczonego przez nastepujace rozwigzania
uktadu (33)-(34): (z1(¢),y1(t)) dla G = 0 z warunkiem poczatkowym (z1(0),41(0)) = (1,1)
oraz (z5(t),y2(t)) dla G = 1 z warunkiem poczatkowym (x2(0), y2(0)) = (0,0). Rozwiazania
te zadaja dwie krzywe w plaszczyzmie (z,y) taczace sie w punkcie (0,0) i (1,1) (patrz Rys.

3.4). Obszar Dy, jak pokazano w [3], jest niezmienniczy.

3.2.5 Srednie i wariancje pozioméw mRNA i biatka dla modelu

ciaglego bez autoregulacji

Policzmy érednie oraz wariancje mRNA i bialka dla ukladu (33)-(34) w przypadku bez
sprzezenia zwrotnego, c(y) = cg, b(y) = bp. Réwnania (39)-(40) wykorzystamy do obliczenia
momentéw rozkltadéw ¢, hy,. Podobnie jak w przypadku dyskretnym, definiujemy funkcje

tworzace:

F(zs) = / / Vg (2, y)dady (41)
0 0

T(z,8) = //ez”syh(x,y)dxdy. (42)
00
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Pierwsze i drugie pochodne F(z,s) i T(z,s) w punkcie z = s = 0 daja odpowiednio
momenty pierwszego i drugiego rzedu dla g(x,y,t) i h(z,y,t). Pozwala to policzyé¢ érednig
i wariancje rozkladu brzegowego biatka p, = [(9(z,y) + h(z,y))dz dla modelu ciaglego [19]
(patrz Dodatek A2):

C()H
EC[LE] = m (43)
Eoly) = —% _ _Rp (44)

rira(co + bo) 1o

bo H? boH
Vargle] = ——— 0 ; = : Ecle]  (45)
ri(r1 + co + bo) (co + bo) r1(r1 + co + bo) (co + bo)
boTlT’g('f’l + T2 + Co + bo)

VGTC[y] - Co(T’l -+ 7’2)(7“1 + Co -+ bo)(?“g -+ Co -+ bo) (EC[Z/D? (46)

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy taka sama Srednig dla biatka jak w przypadku dyskretnym

(29), za$ wariancja Varcly] rézni sie od wariancji w przypadku dyskretnym tylko czlon-

K
r1+72

ami liniowymi: pierwszy brakujacy czion E[y] odpowiada transkrypcyjnemu szumowi,

podczas gdy drugi czlon E[y] odpowiada szumowi translacyjnemu.

3.2.6 Przyblizenie Keplera-Elstona (K-E) modelu ciaglego

Rozwazajac ciagle przyblizenie, uklad (33)- (34) moze by¢ dalej uproszczony jezeli zatozymy,
ze tempo degradacji mRNA jest duze w poréwnaniu z tempem przetaczania genu, wéwczas
poziom mRNA osiaga stan réwnowagi znacznie szybciej niz poziom biatka. W takim przy-
padku réwnanie (33) moze zostaé zastapione przez swéj stan stacjonarny x = If—lG (patrz
Dodatek B).

Otrzymujemy wowczas

dy HKG
dt N 1

— Toy. (47)

Powyzsze przyblizenie jest réwnowazne zalozeniu wprowadzonemu przez Keplera i Elstona

(2001) [10], ze bialko jest syntetyzowane bezposrednio z genu (przyblizenie K-E). Zrébmy
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nastgpujaca zamiang zmiennych w réwnaniu (47): y* = 732 y, t* = rot; po opuszczeniu
gwiazdek otrzymujemy réwnanie w bezwymiarowej postaci:

dy
o G-y (48)

Rozklad taczny dla losowych zmiennych (y, G), opisujacych stan genu w dowolnej chwili
czasu, dany jest przez nastepujaca pare FGP:

Prly(t) € (y,y+Ay), G(t) =0] = g(y,t)Ay
Prly(t) € (y,y+Ay), G(t) =1] = h(y,t)Ay.

Wéwezas réwnania ciggtosci dla FGP ¢(y,t) 1 h(y, t), dla pola poredkoSci % zadanego przez

(47), mozna zapisaé:

dg 0 B

5 8—y(y9) = bh—cyg (49)
oh 0
En + @_y((l —y)h) = —bh+cg. (50)

3.2.7 Srednia i wariancja poziomu bialtka dla modelu K-E bez au-
toregulacji

Srednia Exr ly| oraz wariancja Varkg[y] stacjonarnego rozkladu brzegowego biatka wynosza

EKE[?J] = o j(_] bo’ (51)
Vargsly] = o +bc00 o (Exrely])?. (52)

Zauwazmy, ze $rednia Exply| (przy 77 = 1) jest taka sama jak w poprzednim przypadku.

3.3 Analiza ekspresji dla genu diploidalnego

Rozwazmy teraz autoregulowany gen z dwiema kopiami biorgcymi udzial w procesie tran-

skrypcji. Oznacza to, ze stan genu przyjmuje teraz trzy wartosci, G € {0,1,2}, tzn. G =0
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oznacza, ze obie kopie genu sag wytaczone, G = 1 oznacza, ze jedna kopia genu jest aktywna

a druga wytaczona, oraz G = 2 oznacza, ze obie kopie genu sg aktywne.

Réwnania ciagglosci dla FGP pozioméw mRNA i biatek

Réwnania (33)-(34) generuja stochastyczne trajektorie opisane przez ciagly w czasie proces
Markowa. W kazdej chwili czasu ¢ realizacje pozioméw mRNA i biatka z(t) i y(t) oraz
przetacznika transkrypcji G(t) sa tréjka losowych zmiennych, z ktérych pierwsze dwie sa
ciagle a trzecia przyjmuje trzy wartosci. Stad ich rozktad laczny moze by¢ opisany przez

trzy funkcje gestoSci prawdopodobienstwa fo(z,y,t), fi(x,y,t), fo(x,y,1):

folz,y,t)AzAy: = Prlz(t) € (z, z+ Ax); y(t) € (y, y + Ay); G(¢) = 0]
filz,y, ) AzAy: = Prlz(t) € (z, v+ Az); y(t) € (y, y+ Ay); G(t) = 1]
fo(z,y, ) AxAy: = Prlz(t) € (x, v+ Ax); y(t) € (y, y+ Ay); G(t) =2].

Przeptyw prawdopodobienstw fy, fi i fo zwigzanych ze zmianag aktywnoS$ci kopii genéw
obrazuje Rys. 3.3.

2¢C C

(D Wy

b 2b

Rysunek 3.3: Schemat przeplywu prawdopodobienstw dla uktadu z dwiema kopiami genu.

Roéwnania cigglosci dla funkcji fy, f1, fo maja zatem postac:

9fo dy

wr +dw(f0(dt /=0, dt)) = bfi—2cfo (53)
%+dlv(fl(dt/G l’fi)) = —(b+o)fi+2cfo+2bf (54)
0fs dy

o +dw(f2(dt /=2, dt)) = cf1 — 2bfs. (55)
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Podstawiajac réwnania na pola predkoéci € i % zadane przez (33)-(34) otrzymujemy:

dt dt
9 0 9
%—rlxa—ﬁ)—k(f{x—my)é—ﬁ = bfi —(2c—r1—1)fo (56)
%Hﬂ—mﬂ%ﬂm—wy)% = —(b+c—r—r)fi+2cfo+2bfs (57)
Lo S~ - @-n-mp (59)

Funkcje fo(z,y,t), fi(z,y,t), fo(z,y,t) mozna bada¢é w zwartym obszarze Dy C D =
[0,00) x [0,00) zdefiniowanym ponizej, ktéry jak pokazemy w Dodatku C, jest zbiorem
niezmienniczym. Rozwiazania uktadu (33)-(34): (z1(t),v1(t)) dla G = 0 z warunkiem
poczatkowym (z1(0),41(0)) = (2,2) oraz (z2(t), y2(t)) dla G = 2 z warunkiem poczatkowym
(22(0),42(0)) = (0,0) zadaja dwie krzywe w plaszczyznie (z,y) laczace si¢ w punkcie (0,0) i
(2,2) (patrz Rys. 3.4).

Srednia oraz wariancja biatka dla ukladu bez autoregulacji

W uktadzie bez autoregulacji kopie genu "dziataja" niezaleznie od siebie. Zatem wartosc
oczekiwana FEjr[y] oraz wariancja Varj|y] stacjonarnego rozkladu brzegowego biatka dla

ukladu z dwiema kopiami genu bez autoregulacji dana jest przez relacje:

Enlyl = 2E1ly] (59)

Varrly] = 2Varlyl, (60)

gdzie Er]y| oraz Var;[y] sa odpowiednio érednig oraz wariancja rozkladu biatka dla ukladu
z jedna kopig genu.
Niezalezne obliczenia dla sprawdzenia poprawnosci zwiazkéw (59)-(60) dla uktadéw z

jedng i dwiema kopiami genu w przyblizeniu K-E znajduja sie w Dodatku A3.
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3.4 Analiza ekspresji genu N-ploidalnego

N-ploidalny gen moze istnie¢ w jednym z N + 1 stanéw. Dyskretna funkcja Gy (t) €
{0,1,..., N}, gdzie Gn(t) = i, odpowiada stanowi, w ktérym i z N kopii jest aktywnych.
Niech f;(z,y,t), i € Z, oznacza FGP taka, ze

Pla(t) € (z,x + Ax), y(t) € (y,y + Ay), Gn(t) =] = fi(z,y,t)AzAy.

Oczywiscie fi(x,y,t) = 0dla i ¢ {0,1,..., N}. Macierz przejscia Ty pomiedzy stanami f;

odpowiada wspotczynnikom przejscia dla pojedynczej kopii genu:

JRUNY SNy
i ma postac:
fi—l fz fi+1
- N+1—i)e(y) |0
Ty = firr ( ) . ie{0,1,.., N}
fi | ib(y) (N —i)e(y)
fir1 10 (i + 1)b(y)

Ewolucja w czasie z i y dana jest przez réwnania:

dx

il HGy(t) — (61)
d
d—?z = Kz —ryy, (62)

za$ ewolucja w czasie funkcji gestosci prawdopodobienstwa f; dana jest przez nastepujacy

uktad N + 1 réwnan rézniczkowych czastkowych:

i | 3((1{2’ —rz)f;) + 2((Kav —rey)fi) = —ib(y)fi — (N —i)e(y)fi +

ot  Ox oy
+(N +1—=10)c(y) fi-r + (0 + 1)b(y) fira
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YA (N.N)

>

0,0) X

Rysunek 3.4: Obszary Dy, Ds,..., Dy ograniczone przez trajektorie (61)-(62) dla
Gn(t) € {0,1,...N}.

Funkcje f;(z,y,t) mozna badaé w ograniczonym obszarze Dy C D = [0,00) x [0, 00),
zadanym w plaszczyZznie (x,y) przez rozwiazania ukladu (61)-(62): (z1(t),11(¢)) dla G =
0 z warunkiem poczatkowym (z1(0),y1(0)) = (N, N), oraz (x2(t),y2(t)) dla Gy = N z
warunkiem poczatkowym (x2(0),42(0)) = (0,0) (Rys. 3.4). W podobny sposéb, jak dla D,

mozna pokazaé, ze zbiér Dy réwniez jest zbiorem niezmienniczym.

Srednia i wariancja bialka dla ukladu bez autoregulacji

W ukladzie bez autoregulacji kopie genu "dzialaja" niezaleznie od siebie. Zatem, dla genu
majacego N kopii, warto$¢ oczekiwana Fy[y] oraz wariancja Var;y[y] stacjonarnego rozktadu

brzegowego biatka dla ukiladu bez autoregulacji dana jest przez relacje:

Enlyl = NEiy] (63)

Varyly] = NVar[y]. (64)
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Srednia i wariancja liczone na kopie genu, Fy = ETN iVarg = V“%, nie zalezg od liczby
kopii genu.

W przypadku z autoregulacja biatko wyprodukowane z mRNA pochodzacego z pierwszej
kopii genu moze dodatnio badZ ujemnie regulowa¢ druga kopie genu, w zwiazku z czym z
drugiej kopii genu moze by¢ wyprodukowana inna ilos¢ biatka niz z pierwszej, dlatego nie

ma generalnej zasady wiazacej wariancje oraz Srednig z liczbg kopii genu.

Przyblizenie Keplera-Elstona

Rozwazmy model regulacji N-ploidalnego genu w przyblizeniu K-E, ktéry wykorzystamy do

obliczen numerycznych, a mianowicie:

d
d—i —Gy-—y, Gye{0,1,..N} (65)

Laczny rozklad dla losowych zmiennych (y, G ) opisany jest przez N + 1 FGP:

fily, t)Ay = Pr[y(t) € (y, y + Ay), Gn(t) = 1].

Stacjonarne rozktady %f = 0 dane sg przez uklad liniowych réwnan rézniczkowych zwycza-
jnych
d

@((i —y)fi) = —ib(y)fi = (N = )e) fi + (N + 1 —d)c(y) fir + (0 + Db(y) fira- (66)
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Rozdzial 4

Wyniki analityczne

Dla uktadu z autoregulacjg rozwigzanie analityczne potrafimy znalez¢ jedynie w przypadku
przyblizenia K-E dla ukladu z jedng kopia genu. W pozostalych przypadkach uklady z au-
toregulacja rozwiazujemy numerycznie. Dla ukladéw bez autoregulacji, znajac rozwigzanie
uktadu z jedng kopia genu, potrafimy znalez¢ metoda splotéw rozwigzania analityczne uktadow

z dowolng liczbg kopii genéw.

4.1 Rozwiazanie stacjonarne ukladu K-E dla N=1 =z

autoregulacja

: : : : : dg _ oh _
Uklad (49)-(50) posiada analityczne rozwigzanie stacjonarne dla y € (0,1). Dla % = 2% =0

uktad ten ma postac:

——(yg) = bh—cg (67)
i((l —y)h) = —bh+cg. (68)

Dodajac stronami (67)-(68) otrzymujemy catke pierwsza

d
— |- 1—y)h] =0 69
gy 9T wh =0, (69)
ktéra implikuje warunek
—yg+ (1 —y)h = —g(1) = h(0). (70)

Poniewaz funkcje g(y) i h(y) sa z definicji nieujemne, warunek —g(1) = h(0) implikuje, ze

g(1) = h(0) = 0. Zatem, z réwnania (70), wyznaczamy h = %. Po podstawieniu h do
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réwnania (67) otrzymujemy:

lub, zapisujac w réwnowaznej postaci:

- -1
@:<_b+c )dy.
g 11—y y

Zatem uktad (67)-(68) dla y € (0,1) ma analityczne rozwiazanie stacjonarne postaci

g(y) = Exp on <( b 1) dS} : hy) = 290 (71)

1—ys) s (1-y)

Dla wspétezynnikéw zmiany stanu genu c(y) = co + a1y + coy? i b(y) = by + by + boy?

rozwigzanie ma postac:

gly) = A eXp[y(b1+b2+cl) +39% (bat2)) _y(coq) S (1— y)(b0+b1+b2) (72)

hy) = A-expls@ritbare) +52taren)] yeo (1 _y)totbieta-1) (73)
oraz

p(l)(y) _ g(y) + h(y) —A. eXp[y(b1+b2+c1) +%y2(b2+c2)} _y(cofl) . (1 o y)(bo+b1+b271)

gdzie A jest stala wybrana tak, aby fol ply) = 1.

Zauwazmy, ze rozwiazanie (72)-(73) ukladu (67)-(68) istnieje, jezeli spelnione sa nastepu-
jace warunki zapewniajace catkowalno$¢ g(y) i h(y):
co >0

bo+b1—|—bg>0.

Z biologicznego punktu widzenia warunek ¢y = 0 oznaczalby, ze gen wylaczy sie i moze

nigdy wiecej sie nie wlaczy¢. Zauwazmy réwniez, ze

<1l=>1i =
o Jim g(y) = o0

b0+b1+bg<1:> hI{l h(y)IOO
y—1-
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4.2 Rozwiagzanie stacjonarne ukladu K-E dla N=2 bez
autoregulacji

W przypadku bez sprzezenia zwrotnego, c¢(y) = cg, b(y) = by, potrafimy znalez¢ analityczne
rozwiazanie uktadu (49)-(50) dla % = 2 = 0 . Oznaczmy réznymi kolorami mRNA i biatka
pochodzace z réznych kopii genu. Jezeli wspoélczynniki ci b nie zalezag od y, wowcezas rozktady
dla réznie "pokolorowanych" bialek sa niezalezne. W uktadzie bez autoregulacji rozktad
brzegowy bialka jest splotem tych "kolorowych" rozkladéw. Rozwiazanie fo(y), fi1(v), f2(y)
uktadu (56)-(58) wyraza si¢ w postaci splotu funkcji g(y) i h(y):

Y

foly) = /g*<z>g*<y—z>dz (74)
fiy) = 2 / g () (y — 2)dz (75)

fly) = / B () (y — 2)d (76)

oraz

. g dlaze(0,1)
gdzie g* = ,
0 wp.p.

p?) jest rozkladem brzegowym dla ukladu z dwiema kopiami genu, oraz g(y) i h(y) jest
rozwiazaniem ukladu dla jednej kopii genu (49)-(50) ze stalymi wspotczynnikami zmiany
stanu genu.

Dla rozwigzan g(y) i h(y)

gly) = yo(1—y) (77)
hMy) = yo(l—y! (78)
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modelu w przyblizeniu K-E dla jednej kopii genu (49)-(50) ze stalymi wspétezynnikami zmi-
any stanu genu, rozwiazanie fo(v), f1(y), f2(y) uktadu (56)-(58) przedstawia sie nastepujaco:

Y

filn) = [2 0P 2 e g = (19
- / (2 — ) (1= 2)(1 + 2 — )" dz

) = 2[00 = 1z g (50

Ly = / 21— )Yy — ) (14 2 — )z = (s1)

+ [ (Ely=2) (1 =21+ =z —y)" " dz.

o—

Rozwigzanie stacjonarne ukladu K-E dla N-ploidalnego
genu bez autoregulacji

Tak jak poprzednio, w ukladzie bez autoregulacji rozktad brzegowy biatka jest splotem nieza-
leznych rozktadéw "kolorowych" bialek. Wykorzystujac odpowiednie sploty tych rozktadéw
mozemy znalezé analityczne rozwigzanie uktadu (66) dla dowolnego N. Rozklad brzegowy

dla N-ploidalnego genu bez autoregulacji ma postac

Y

pM(y) = / P (2)pN Py — 2)dz.
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Rozdzial 5

Wyniki numeryczne

Przeanalizujemy charakterystyczne numeryczne rozwiazania uktadu (66) dla genu haplo-
(N = 1), diplo- (N = 2) oraz tetraploidalnego (N = 4), najpierw dla przypadku bez
autoregulacji, a nastepnie z autoregulacja. Do obliczenia tych rozwiazan wykorzystamy

metode dyskretyzacji (patrz Dodatek D) wprowadzona w pracy [15].

5.1 Charakterystyczne rozwiazania ukladu bez autoreg-

ulacji
Rozwazmy rozwiazania stacjonarne fk(N) (k jest liczba aktywnych kopii w N-ploidalnym
genie) ukladu (66) bez autoregulacji, c(y) = co, b(y) = by, dla N = 1, 2, 4 oraz trzech par
wspolczynnikéow zmiany stanu genu cg i by: g =21i1byg=3; ¢ =4iby=1;, ¢ =081
bp = 0.8.

Dla wspoétczynnikéw cq = 2, by = 3 (Rys. 5.5) funkcja rozkladu biatka dla uktadu z jedna
kopia genu odpowiadajaca genowi w stanie nieaktywnym, f,, osiaga maksimum dla mniejszej
warto$ci y niz rozklad f;, odpowiadajacy genowi aktywnemu (gdyz bialko produkowane
jest gdy gen jest wlaczony). Podobnie, dla ukladu z dwiema i czterema kopiami genu,
pierwsze maksimum osiaga rozklad f,, w ktérym wszystkie kopie genu sa nieaktywne, drugie
maksimum, dla wiekszego y, osiaga rozklad f;, w ktérym jedna z kopii jest aktywna, itd. Dla
wspélczynnikéw ¢y > 11 by > 1 profile rozktadéw dla N = 1,2,4 maja maksima wewnatrz
obszaru oraz znikaja na jego brzegach. Maksimum p(y) rozkladu brzegowego przesuwa sie¢ w

kierunku rosnacego y ze wzrostem liczby kopii genu w ukladzie. Wspélczynnik dezaktywacji

by jest wiekszy niz wspolczynnik aktywacji ¢y dlatego gen w ukladzie z jedna, dwiema i
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czterema kopiami znajduje si¢ gléwnie w stanie nieaktywnym, tzn. Srednia ilo$¢ bialka na

kopie Eoly] < %

N=2 ¢.=2, b, =3 N=4, ¢c. =2 b =3
15 Clin e 15 A
—f — o
iy T J—
— 10 — i3
0.5 1 05 7 T e
0 OA'
0 0.5 1 1.5 2] 0 1 2 = 4
y y
N=2 ¢.=2, b =3 N=4 ¢.=2 b =3
5 0 o . 0 ()
1.5 _pz 1.5 ;

Rysunek 5.5: Profile rozkladéw bialka f, oraz py(y) dla ¢g = 2, by = 3. Pierwsza
kolumna: uktad z jedng kopig genu, N = 1; druga kolumna: uklad z dwiema kopiami genu,

N = 2; trzecia kolumna: ukiad z czterema kopiami genu, N = 4.

Jak wida¢ na Rys. 5.6 (ponizej), poniewaz wspdélezynnik aktywacji ¢g jest znacznie wiek-
szy niz wspélczynnik deaktywacji by, wiec gen z N = 1, N = 2 i N = 4 znajduje sie
gléwnie w stanie aktywnym ($rednia ilos¢ biatka na kopie Ey|y| > %), oraz profile rozkltadéw
brzegowych osiagaja maksima dla wickszej wartosci y niz w poprzednim przypadku. Pro-
file rozktadu brzegowego dla ukladu z jedng i dwiema kopiami bardzo réznig sie od siebie:

rozklad brzegowy dla ukladu z jedng kopia genu koncentruje sie blisko y = 1.
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Rysunek 5.6: Profile rozkladéw biatka f, oraz py(y) dla ¢y =4, by = 1. Pierwsza kolumna:

N = 1; druga kolumna: N = 2; trzecia kolumna: N = 4.

Dla mniejszych wartosci ¢ 1 by (Rys. 5.7) mozna zaobserwowaé wieksza réznice pomiedzy
profilami rozktadéw brzegowych w uktadach N =1, N =2 i N = 4, a mianowicie, rozklad
dla N =1 ma dwa maksima, dla y = 0 oraz y = 1, co sugeruje, ze uklad oscyluje pomiedzy
dwoma stanami: z malg oraz duzg iloScig biatka.

Dla ukladu z jedng kopig genu 7513% pW(y) = oo oraz il_rﬁ pM(y) = oo, podczas gdy dla

uktadéw z dwiema p,(y) i czterema p,(y) kopiami genu lim pW(y) = 0 oraz lim pW(y) = 0.
y— y—
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Rysunek 5.7: Profile rozktadéw pozioméw biatka f, oraz py(y) dla ¢y = 0.8, by = 0.8.

Pierwsza kolumna: N = 1; druga kolumna: N = 2; trzecia kolumna: N = 4.

5.2 Charakterystyczne rozwigzania ukladu z autoregu-
lacja

Rozwazmy charakterystyczne rozwiazania uktadu (66) dla N = 1,2, 4 w przypadku z ujemng

oraz dodatnia autoregulacja.

Ujemne sprzezenie zwrotne

Rozwazmy zewnetrzng indukcje samodezaktywujacego si¢ genu. Zakladamy, ze wspdlczyn-

niki zmiany stanu genu c(y) i b(y) sa postaci
c(y) = co, b(y) = bay? (82)
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Wspélczynnik ¢y kontroluje tempo zewnetrznej lub spontanicznej aktywacji w wyniku przylaczenia
czynnikéw transkrypcyjnych niezaleznych od analizowanego genu. Wspdlczynnik b, mierzy
tempo dezaktywacji poprzez dysocjacje biatkowych homodimeréw pochodzacych od anali-
zowanego genu, dlatego przyjmujemy, ze wspoélczynnik aktywacji genu jest proporcjonalny

do y? (kwadratu liczby monomeréw). Jest to naturalne zalozenie, poniewaz biatko powstaje
jako monomer i bardzo czesto dwa homologiczne monomery tacza sie ze sobg tworzac ho-
modimery, ktére w wielu przypadkach sa znacznie bardziej aktywne i stabilne niz monomery.
Homodimery bardzo czesto pelig funkcje bialek regulatorowych. Produkcja homodimeréw

jest kwadratows funkcja koncentracji biatka [10].

Na trzech Panelach (Rys. 5.8) mamy rozklad brzegowy biatka dla trzech wartosci spon-
tanicznej aktywacji cg, dla ktérych, odpowiednio, ukiad z jedng, dwiema i czterema kopiami
aktywuje sie. O$§ pozioma dla N = 2 1 N = 4 zostala przeskalowana do odcinka [0, 1] dla
lepszego poréwnania rozkladéw. Profil rozkladu dla uktadu z dwiema kopiami genu jest
wezszy niz dla ukladu z jedna kopia, a szerszy od rozkltadu dla ukiadu z czterema kopiami,
tzn. wraz ze wzrostem wspolczynnika spontanicznej aktywacji ¢y oraz ze wzrostem liczby

aktywnych kopii genu $rednia oraz wariancja na kopie maleja.
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Rysunek 5.8: Panele A, B, C: profile rozkladu brzegowego py(y). Panel D: érednia
Eyly] bialka na kopie genu. Panel E: wariancja Varg[y| biatka na kopie genu: by = 2,
co € {0.9,5,15} dla N = 1,2, 4.

Roéznica pomiedzy rozkladami dla ukladéw z jedng, dwiema i czterema kopiami jest

znacznie bardziej widoczna w przypadku dodatniej autoregulacji.

Dodatnie sprzezenie zwrotne - wzorce aktywacji

Skoncentrujemy sie teraz na regulacji samoaktywujacego sie genu. Zaktadamy, ze wspélczyn-

niki zmiany stanu genu c(y) i b(y) sa postaci

c(y) = co + c2y”, b(y) = bo.

Wspélczynnik ¢y mierzy site samoaktywacji spowodowang przytaczaniem si¢ biatkowych ho-

modimeréw. Wspélczynnik by oznacza dezaktywacje w wyniku dysocjacji homodimeréw z
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promotora genu. Tempo aktywacji w wyniku przylaczenia pewnych czynnikéw transkryp-
cyjnych jest kontrolowane przez wspélczynnik c¢g. Rozwazymy wspoétczynniki c; 1 by jako para-
metry charakteryzujace gen oraz dla danej pary ¢y i by przeanalizujemy odpowiedZ uktadu

haploidalnego, diploidalnego i tetraploidalnego na zmieniajaca si¢ zewnetrzng stymulacje co.

[A] N=2 ¢,=10, b=3 . [B] N=2 ¢,=10, b=10 ) [C] N=2, ¢,=3 b=10
Co =0.( Ch=0.1 cy=05
8¢ =1 61 c,-08 B\ co-5
Co=5 =12 -
p ab" P4 E(?:S : Pyl 020
2 2 2
0 0 0
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
y y y
(D] E, Iyl [El  Vary]
1 - " .
ogl e :
: - C2=10, b0=3 : :
0.2 S — ¢,=10, by=10
- |/ =3, by=10 ——
0 ; ' 0
0 2 4 6 8 10 0 4 6 8 10
Co Co

Rysunek 5.9: Trzy wzorce aktywacji genu diploidalnego (dodatnie sprzezenie zwrotne).
Panele A, B, C: rozklady brzegowe biatka p(y) dla wzorcéw aktywacji {A}, {B}i{U}. Panele
D, E: érednia na kopie Ey[y](co), oraz E: wariancja na kopie Vargly](co); kolory: czerwony,
zielony 1 niebieski odpowiadaja wzorcom {A}, {B} i {U} aktywacji liczonym dla punktéw
(10,3), (10,10) i (3,10) w plaszczyZznie (cq,bg) (patrz Rys. 5.10 B).

co = 0 prowadzi do singularnoéci rozkltadu p(y). Numerycznie, bardzo mate ¢ jest takze
wyzwaniem, poniewaz rozklad koncentruje sie¢ na y = 0. Aby uniknaé tych numerycznych
trudnoSci ograniczymy nasza numeryczng analize do przypadku ¢y > 0.01. Z biologicznego
punktu widzenia nie jest to znaczace ograniczenie gdyz kazdy gen ulega spontanicznej ak-

tywacji.
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Zauwazmy, ze istnieja trzy wyrézniajace sie wzorce N-ploidalnej (N =1, 2, 4) aktywacji
genu odpowiadajace réznym parom (cz, by):

wzorzec {A} - jest trywialnym modem, w ktérym gen pozostaje Aktywny (tzn. Ey[y] >
1/2) dla ¢y € [0.01,00). Z biologicznego punktu widzenia oznacza to, ze gen moze byé
aktywowany spontanicznie i pozostaje aktywny (Rys. 5.9 A),

wzorzec {B} - w ktérym gen aktywuje sie dla pewnego ¢y € [0.01,00) oraz rozklad p(y)
jest przejsciowo (tzn. dla pewnego ¢p) Bimodalny (Rys. 5.9 B),

wzorzec {U} - w ktérym gen aktywuje sie dla pewnego ¢y € [0.01, 00) lecz jego rozklad
p(y) pozostaje Unimodalny dla wszystkich ¢y € [0.01,00) (Rys. 5.9 C).

Gen znajdujacy sie we wzorcu {A} jest ciagle aktywny, $rednia na kopie Eq [y] (cp) jest
bliska 1 oraz uktad jest niewrazliwy na sile zewnetrznej stymulacji co (Rys. 5.9 D). Wariancja
na kopie¢ Varg [y] (¢o) pozostaje niska (Rys. 5.9 E). Wzorzec {A} jest "idealnym wyborem"
dla genéw, ktérych produkt jest potrzebny w stalej ilosci. We wzorcu {B} gen aktywuje
sie dla wzglednie niskiego ¢ a profil aktywacji jest interesujacy: dla pewnego ¢y pojawia sie
drugie maksimum (dla wigkszego y) rozktadu p(y) (Rys. 5.9 B, zielona krzywa), ktére nastep-
nie staje sie wyzsze od pierwszego (Rys. 5.9 B, brazowa krzywa), ostatecznie dla wigkszego
co rozklad staje sie unimodalny. Ten wzorzec aktywacji oznacza, ze dla pewnego zakresu
parametru aktywacji ¢y populacja komoérek dzieli sie na dwie podpopulacje majace mniejsza
i wigksza ilos¢ biatka. Ten wzorzec w pewnych sytuacjach mogltby by¢ bezpieczniejszy dla
komorki niz aktywacja unimodalna {U} pokazana na Rys. 5.9 C. Jezeli sygnal nie jest
wystarczajaco silny tylko czes¢ komérek aktywuje sie, podczas gdy reszta czeka na silniejszy
sygnat do aktywacji.

Wrzorzec {B} pojawia sie dla wigkszego stosunku g—i i w ten sposob uklad aktywuje sie
(tzn. Eply] > 1/2) dla mniejszej zewnetrznej stymulacji ¢y z bardziej schodkowym pro-
filem aktywacji (Rys. 5.9 D). Bimodalna aktywacja obecna jest takze w profilu wariancji

Varg [y] (co), ktéry ma wysokie ostre maksimum dla wartosci ¢, dla ktérej Eoly|(co) =~ 1/2

(Rys. 5.9 E).
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Na Rys. 5.10 B pokazujemy trzy sektory w plaszczyznie (cq, by) odpowiadajace trzem
wzorcom aktywacji {A},{B},{U} dla genu diploiadalnego. Sektor dla haploidalnego genu
jest strukturalnie podobny do sektora dla genu diploidalnego (Rys. 5.10 A), sektor {A} jest
znacznie wezszy, za$ sektor {U} jest znacznie szerszy. W przypadku genu tetraploidalnego
sektor { A} jest szerszy, podczas gdy {B} i {U} sa wzglednie waskie w poréwnaniu z sektorami
{B} i {U} dla genu diploidalnego (Rys. 5.10 C).

A C

Rysunek 5.10: Trzy obszary w plaszczyznie (cq, by) odpowiadajace trzem wzorcom ak-
tywacji {A}, {B}, {U}. Panel A: gen haploidalny, Panel B: gen diploidalny, Panel C: gen
tetraploidalny.

Na Rys. 5.10 A, 5.10 B i 5.10 C mozemy wyr6zni¢ maty obszar dla ¢+ b3 < 1. Dla bardzo
malego ¢y, by i ¢y rozklad p™®(y), odpowiadajacy genowi tetraploidalnemu moze mie¢ do
pieciu maksimoéw dlay = i, 0 < 7 < 4, a kazde z nich odpowiada stanowi, w ktérym ¢ z 4 kopii
jest aktywne. Multimodalno$¢, spowodowana przez bardzo rzadkie przeskakiwanie pomiedzy
stanami genu, ma inny charakter niz bimodalno$¢, wylaczamy wiec obszar 3 + b3 < 1 z
dalszych rozwazan.

Interesujace jest, ze wzorzec aktywacji diploidalnego genu (Rys. 5.10 B) jest najbardziej
regularny, tzn. sektory {A}, {B} i {U} sa podobnej wielkoéci. Geny haploidalne moga zna-

jdowa¢ sie w obszarze {A} tylko dla bardzo malego stosunku g—i, podczas gdy tetraploidalne
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geny znajduja sie w wiekszoSci w obszarze {A}, co powoduje, ze sg niewrazliwe na sile

zewnetrznego sygnatu cg.

16
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Rysunek 5.11: Dziewie¢ wzorcow réwnoczesnej aktywacji genu haplo-, diplo- i tetraploidal-
nego. Profile aktywacji dla trzech wybranych punktéw w plaszczyznie (c2, by) analizowane

sa na Rys. 5.12, 5.13 i1 5.14.

Gdy polaczymy te trzy obrazki (z Rys. 5.10) w jeden (Rys. 5.11), otrzymamy dziewieé
mozliwych wzorcow réwnoczesnej aktywacji haploidalnego, diploidalnego i tetraploidalnego
genu. To pozwala na analize dla genéw diploidalnych konsekwencji braku jednej kopii genu
badZ duplikacji genu.

Zgodnie z naszym oznaczeniem sektor {ABU} wyznacza zakres parametréw (cz, bg), dla

ktorych tetraploidalny gen aktywuje sie we wzorcu {A}, diploidalny w {B} i haploidalny w
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{U}. Stad, dla dowolnej pary (cq, by) z sektora {ABU} strata kopii genu implikuje, ze uktad
diploidalny aktywowalby sie we wzorcu {U} zamiast w {B}, podczas gdy duplikacja genu
przerzuci go do wzorca {A}.

Gdy uktad diploidalny ”dziala” w obszarze {AAB} lub {AAU}, wtedy duplikacja genu
nie zmieni wzorca aktywacji, ale strata kopii genu zatrzyma ciagla aktywnos$¢ genu. Jesli
uktad diploidalny znajduje sie¢ w sektorze {AUU}, wéwczas strata kopii genu nie spowoduje

zmiany wzorca aktywacji, lecz duplikacja genu przerzuci go do wzorca {A}.
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Rysunek 5.12: Wzorzec aktywacji {AAB}: ¢ = 15, by = 4. Panele A, B i C: rozklady
brzegowe biatka p(y) dla, odpowiednio, uktadu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla c¢q = 0.3,
co = 0.6 (w ktérym uklad haploidalny ma max[Varg [y] (co)]), oraz ¢y = 3. Panel D: §rednia
na kopie Ey[y](co). Panel E: wariancja na kopie Varg [y] (co).

Na Rys. 5.12, 5.13 i 5.14 analizujemy trzy z dziewieciu mozliwych przypadkéw: {AAB},
{ABU}, {BUU}. Przypadek {AAB} (Rys. 5.12) przypomina klasyczny obraz haploinsuf-
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ficiency, patrz Cook i in. [5]. Diploidalny i tetraploidalny gen pozostaje aktywny, podczas
gdy haploidalny gen aktywuje sie poprzez rozktad bimodalny tak, ze profil jego wariancji
Varg[y|(co) ma ostre wysokie maksimum (Rys. 5.12 B, 5.12 E). Strata kopii genu zmniejsza
Srednig, ale co wazniejsze, zwigksza zmiennoS¢ ekspresji genu. W tym przypadku, jezeli pro-

dukt genu jest potrzebny na stalym poziomie strata kopii genu moze prowadzi¢ do choroby.
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Rysunek 5.13: Wzorzec aktywacji {ABU}: ¢y = 15, by = 15. Panele A, B i C: rozktady
brzegowe biatka p(y) dla, odpowiednio, uktadu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla ¢y = 0.8,
co = 1.2 (w ktérym uklad diploidalny ma max[Varg [y] (¢o)]), oraz ¢y = 7. Panel D: §rednia
na kopie Ey [y] (co). Panel E: wariancja na kopi¢ Varg [y] (o).

Przypadek {ABU} (Rys. 5.13) jest zupekie inny; uktad diploidalny wykazuje przej$ciowo
najszerszy rozklad bialka (Rys. 5.13 B). Wariancja na kopie Varg[y|(co) jest w tym przy-
padku wigksza dla genu diploidalnego niz dla haploidalnego (Rys. 5.13 E). Aktywacja hap-
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loidalnego genu jest znacznie bardziej stopniowa ze wzglednie mala wariancja. Tetraploidalny

gen jest stale aktywny z waskim rozkladem bialka.
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Rysunek 5.14: Wzorzec aktywacji {BUU}: ¢; = 4, by = 15. Panele A, B i C: rozklady
brzegowe biatka p(y) dla, odpowiednio, uktadu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla c¢q = 0.2,
co = 0.8 (w ktérym uklad tetraploidalny ma max[Varg [y] (co)]), oraz ¢y = 8. Panel D:
$rednia na kopie Fy(y)(co). Panel E: wariancja na kopie Varg [y] (o).

W przypadku {BUU} (Rys. 5.14) geny haplo-, diplo- i tetraploidalne aktywuja sie wraz
ze wzrostem stymulacji. Profil aktywacji (Rys. 5.14 D) jest najbardziej stromy dla genu
tetraploidalnego oraz najbardziej tagodny dla genu haploidalnego. Whrew intuicji, wariancja
na kopie Vargly](co) jest najwieksza dla tetraploidalnego genu ze wzgledu na jego przej$ciowo

bimodalny rozkiad (Rys. 5.14 E).
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5.3 Brak kopii genu nie moze by¢ zrekompensowany
przez podwojona ekspresje pozostalej kopii genu

Chcieliby$émy sprawdzi¢, czy w przypadku braku jednej z dwéch kopii genu dwukrotne zwiek-
szenie wspotczynnika syntezy mRNA dla pozostalej kopii moze zrekompensowac¢ strate jednej
kopii genu. Okazuje sie, ze w przypadku dodatniego sprzezenia zwrotnego strata kopii moze

nie by¢ w pehi zrekompensowana przez wyzsza ekspresje pozostalej kopii genu.

3 [A] N=1,2xprod. b,=5 [B] N=2, b=5

0 0.5 1 15 2
y

[D]  Varly], b2=5
0.12 v ;

: ; : 0.08

0.2} — N=1, 2xprod : : ;

0 05 i 15 2 0 05 i 5 2
G Co
Rysunek 5.15: Regulacja genu haploidalnego z podwojong produkcja oraz genu diploidal-
nego (ujemne sprzezenie zwrotne): by = 5. Panele A i B: rozktad brzegowy bialka p(y) dla
uktadu haplo- i diploidalnego dla ¢y = 0.6, ¢cg = 1 oraz ¢y = 5.5. Panele D i E: $rednia
E y] (co) oraz wariancja Var [y] (co) bialka.

W przypadku bez autoregulacji, bazujac na analizie z Podrozdziatu 3.4, mozna wywnioskowac,

ze haploidalny gen ma taka sama $rednia E [y]| lecz dwa razy wieksza wariancje Var [y] niz
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gen diploidalny (Rys. 5.15 C, 5.15 D). W przypadku ujemnego sprzezenia zwrotnego Srednia
E [y] (¢o) dla haploidalnego genu jest nieznacznie wyzsza od éredniej dla genu diploidalnego,
za$ wariancja Var [y] (co) jest okoto dwa razy wieksza, profile rozkladu biatka p(y) dla uktadu

haploidalnego i diploidalnego znacznie si¢ r6znia.
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Rysunek 5.16: Regulacja genu haploidalnego z podwojong produkcja oraz genu diploidal-
nego (dodatnie sprzezenie zwrotne): ¢y = 8, by = 5. Panele A i B: rozklad brzegowy biatka
p(y) dla ukltadu haplo- i diploidalnego dla ¢y = 0.01 (w ktérym gen diploidalny aktywuje
sig), co = 0.1 oraz ¢y = 1. Panele C i D: érednia F [y] (¢y) oraz wariancja Var [y] (¢o) bialka.

Roéznica pomiedzy haploidalnym i diploidalnym uktadem jest znacznie bardziej wyraZna
w przypadku dodatniej autoregulacji (Rys. 5.16). Jak pokazano na Rys. 5.16 C, éred-
nia E[y](cy) dla genu diploidalnego (ktéry aktywuje sie dla wspétezynnika ¢o = 0.01) jest
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wigksza niz dla genu haploidalnego. Spowodowane jest to tym, ze w przypadku dodatniej
autoregulacji aktywacja jednej kopii genu powoduje produkcje biatek, ktore aktywuja druga
kopie genu. W przypadku pokazanym na Rys. 5.16 A, 5.16 B (czerwona krzywa) rozkltady
bialek odpowiadajace haploidalnym i diploidalnym genom sg bimodalne gdy oba te geny ak-
tywuja sie. Jednakze, poniewaz gen diploidalny aktywuje sie dla 10 razy mniejszej wartoSci
¢o niz haploidalny, wariancja rozktadu biatka jest przejsciowo wigksza dla uktadu diploidal-
nego (Rys. 5.16 D). Dla wigkszej wartoSci ¢y haploidalny uklad ma, jak mozna sie byto

spodziewa¢, znacznie wigksza wariancje niz uktad diploidalny.
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Rozdzial 6

Wplyw liczby kopii genéw na
dynamike Sciezki sygnalowej tymocytu

6.1 Tymocyty

Limfocyty T (tymocyty, komérki T') steruja nabyta odpowiedzig immunologiczna. Wyréznia
sie dwa podstawowe rodzaje tymocytéow: pomocnicze (Th) oraz cytotoksyczne (Tc). Lim-
focyty pomocnicze pobudzaja i podtrzymuja odpowiedZz immunologiczna, za$ limfocyty cy-
totoksyczne maja zdolnos¢ do zabijania komorek oznaczonych przeciwcialami skierowanymi
przeciwko ich antygenom powierzchniowym.

Kazda komérka organizmu zawiera wiasne antygeny, ktore pozostaja pod kontrolg uktadu
immunologicznego i w normalnych warunkach rozpoznawane jako "swoje" nie powodujg
reakcji immunologicznej, oraz antygeny, ktére po ich "odczytaniu" traktowane sa jako "obce"
i powoduja reakcje immunologiczna. Aby tymocyt moéglt rozpoznaé antygen musi on zostac
przetworzony przez tzw. komdrki prezentujace antygen (APC') nalezace do ukladu komérek
makrofagéw i uktadu komérek dendrytycznych. Za tzw. prezentacje antygenéw limfocytom
T odpowiedzialny jest kompleks peptydéw antygenowych zwany gtdwnym ukladem zgod-
nosci tkankowej MHC, ktéry wystepuje na powierzchni komoérek organizmu, a zwlaszcza
na powierzchni makrofagéw. Komérki APC maja zdolnos¢ rozktadania ztozonego antygenu
biatkowego na fragmenty peptydowe, ktére po zwiazaniu z czasteczkami MHC' sa nastep-
nie transportowane na powierzchni¢ komérki. W ten sposéb zwigzany z blong komérkowa
kompleks jest przygotowany do interakcji z obecna na tymocycie czasteczky rozpoznajaca

nazywana, receptorem antygenowym (TCR). Utworzony kompleks, rozpoznawalny przez ty-
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mocyt, umozliwia prezentacje i rozpoznanie antygenu.

Istnieja dwa typy antygenéw MHC': klasy 11 klasy II. To czy poszczegélna komoérka bedzie
reagowala z antygenem prezentowanym przez czasteczke MHC klasy I czy MHC 11 uza-
leznione jest od dodatkowych czasteczek wystepujacych na powierzchni komorki, okreslanych
jako markery uktadu zréznicowania (CD). Markery CD4, wystepujace na limfocytach Th,
sa odpowiedzialne za wigzanie z czasteczkami MHC 11 obecnymi giéwnie na komérkach
APC, markery CDS8 sg natomiast obecne na limfocytach Tc¢ i odpowiadaja za wigzanie z
czasteczkami MHC' 1. Kompleksy peptydéw antygenowych polaczonych z MHC' 11 pobudzaja
i podtrzymuja odpowiedZ immunologiczna, za$ kompleksy peptydow antygenowych potac-
zonych z MHC' 1 biorg udzial w obronie przeciwko patogenom wewnatrzkomérkowym, np.
wirusom; jezeli tego rodzaju antygen zostanie rozpoznany jako obcy, komérka prezentujaca

ulegnie eliminacji.

6.2 Model sciezki sygnatlowej TCR

Receptor antygenowy TCR jest podstawowym elementem w komunikacji z komérkami uktadu
immunologicznego, a jego stymulacja stanowi pierwszy krok we wzbudzaniu aktywnosci ty-
mocytu.

Aktywacja receptora TCR rozpoczyna sie od przylaczenia do TCR peptydéw antygenowych
MHC (Rys. 6.1). Nastepnie, do cytoplazmatycznej strony receptora przylacza sie kinaza
LCK, ktéra zostaje sfosforylowana. LCK ma dwa gtéwne miejsca fosforylacji, na tyrozynie
oraz serinie. Po dolaczeniu do TCR, LCK ulega fosforylacji na tyrozynie. Sfosforylowane
na tyrozynie LCK oznaczamy przez LCK,. Zainicjowana zostaje petla ujemnego sprzeze-
nia zwrotnego: LCK, fosforyluje i aktywuje fosfataze SHP (sfosforylowane SHP oznaczamy
przez SHP,), SHP,, przylacza si¢ do TCR i defosforyluje LCK .
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P P F P aktywacja tymocytu
T !i T > T > Tp > Top E

T= receptor tymocytu dodatnie

P=peptyd MHC kit sprzezenie zwrotne
L=LCK sprzgzenie zwrotne I-\ E

S= SHP Sp PP

E=ERK

P= fosforylacja receptora

y = fosforylacja LCK na tyrozynie

Rysunek 6.1: Uproszczony schemat $ciezki sygnatowej TCR. Regulacja ujemnego sprzeze-
nia zwrotnego (niebieskie linie) zachodzi poprzez dzialanie fosfatazy SHP, za$ regulacja do-

datniego sprzezenia zwrotnego (czerwone linie) poprzez dziatanie kinazy FRK.

LCK, sekwencyjnie fosforyluje TCR. TCR,, (podwdjnie sfosforylowane TCR) umozli-
wia autofosforylacje i aktywacje kinazy ZAP (Rys. 6.2). Procesy te zapoczatkowuja kaskade
sygnatowa kinaz MEK i FRK, w wyniku ktérej FRK zostaje podwdjnie sfosforylowany.
Poprzez fosforylacje LCK na serinie (oznaczane przez LCK ), ERK,, inicjuje petle dodat-
niego sprzezenia zwrotnego i tym samym inhibuje petle ujemnego sprzezenia zwrotnego,
poniewaz fosforylacja LCK, na serinie uniemozliwia zaréwno kinazie LCK sfosforylowanie

SHP, oraz SHP sfosforylowanie LCK.
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Rysunek 6.2: Pelny diagram $Sciezki sygnalowej T'CR.

Stochastyczny model Lipniacki i in. $§ciezki sygnalowej TCR analizowany ponizej [74]
zawiera petle ujemnego i dodatniego sprzezenia zwrotnego i reprezentowany jest przez 34
réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace ewolucje poziomoéw biatek danego typu przypada-

jacych na pojedynczy tymocyt. W Rozprawie rozwazamy wersje deterministyczng modelu.

Za miar¢ poziomu aktywacji komorki przyjmujemy poziom ERK p,: jesli w danym tymo-
ERK pp max
ERKtotal

ERK pp(00)
ERK total

cycie > % przyjmujemy, ze komorka jest przejsciowo aktywna, jeSli za§ w danym

tymocycie > % przyjmujemy, ze komérka jest stale aktywna. Komorki, dla ktérych

ERK pp max

TRl < % przyjmujemy za nieaktywne.
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Rysunek 6.3: Kaskada sygnalowa kinaz ZAP (Z), MEK (M) oraz ERK (FE). Czerwone

kropkowane linie reprezentujg fosforylacje.

Analizowana w naszym modelu kaskada sygnatowa zawiera pojedynczo sfosforylowane
kinazy ZAP, MEK i ERK, oraz podwdéjnie sfosforylowane kinazy MEK i FRK (Rys. 6.3).
Rozwazmy réwniez uproszczong postac kaskady sygnalowej, w ktérej pomija sie pojedynczo

sfosforylowane formy MEK i ERK. Poréwnaliémy kinetyke obu typéw kaskad sygnatowych, a

mianowicie dla pelnej kaskady wyznaczyliSmy warto§¢ Sygnatu, dla ktérego %ﬁ(ﬁ) = %, a

nastepnie w kaskadzie uproszczonej dobraliSmy wspétezynniki fosforylacji oraz defosforylacji

ERK pp(c0)

poszczegdlnych kinaz tak, aby FRK 0

kaskadzie.

= % dla tej samej wartoSci Sygnatu co w pelnej
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Rysunek 6.4: Profil ERK ,(t)/ERK ot jako funkcji Sygnatu dla pelnej kaskady (czerwona

krzywa) oraz kaskady uproszczonej (niebieska krzywa).

Wéwezas profil ERK ,,(t)/ ERK o1 jako funkcja Sygnatu, dla pelnej kaskady jest zupelnie
inny niz dla kaskady uproszczonej (Rys. 6.4), tzn. dla malej wartoSci Sygnatu, dla peej
kaskady poziom MFEK,, zalezy od drugiej potegi Sygnatu oraz poziom ERK,, zalezy od
czwartej potegi Sygnatu, podczas gdy dla uproszczonej kaskady poziom MEK ,, oraz poziom
ERK ,, zaleza liniowo od Sygnatu.

6.3 Analiza modelu

Chcemy zbada¢ jak liczby kopii genéw kodujacych poszczegélne kinazy tworzacych kaskade
sygnalowa wplywaja na dynamike tej kaskady. W modelu Lipniacki i in. [74] rozwazanych
jest 100 000 czasteczek ZAP, 100 000 czasteczek MEK oraz 300 000 czasteczek ERK. Za-
ktadamy, ze brak jednej kopii genu kodujacej ZAP, MEK oraz FRK powoduje dwukrotne
zmniejszenie catkowitej ilosci odpowiednio ZAP, MEK oraz ERK, za$§ zwigkszenie liczby

kopii genu trzech pociaga za soba proporcjonalng zmiane iloSci zwigzanego z nim bialka.
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Jak pokazano na Rys. 6.5, poziomy SHP, oraz ERK ,, zwickszaja si¢ wraz ze wzrostem
liczby peptydéw na tymocyt, N, i daza asymptotycznie do stabilnego stanu stalego z

wysokim poziomem SHP, i ERK,,. Dla wspélczynnika dysocjacji d; = 0.05 komorka staje

ERK pp max

sie przejsciowo aktywna, tzn.
€ przej Yy ) ERK o1

> %, gdy do receptora TCR przylacza sie 3 pep-
tydy, oraz stale aktywna gdy do receptora TCR przylaczy si¢ 10 peptydéw. Dla dwa razy
wigkszego wspolczynnika dysocjacji, d; = 0.1, komérka staje sie przejsciowo aktywna gdy

do receptora TCR przylaczy sie 15 peptydow, za$ do trwalej aktywacji komorki (tzn. dla

ERK pp(c0)

FRK o~ %) potrzeba okoto 480 peptydow.
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Rysunek 6.5: Poziom SHP,(t)/SHP:tq oraz ERK,,(t)/ERK oq dla d; = 0.05, d; = 0.1 1
odpowiednio czterech wartosci Ny, gdzie d; jest stalg dysocjacji peptydu MHC' z kompleksu
TCR, za§ N; jest liczba peptydéw MHC na tymocyt. Warunek poczatkowy odpowiada

komoérce aktywnej.
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Rysunek 6.6: Poziom ERK,,(t)/ERK jota przy braku jednej kopii ZAP lub braku jednej
kopii FRK, dla d; = 0.05 (pierwszy wiersz) oraz d; = 0.1 (drugi wiersz), i odpowiednio
czterech wartoSci N,. Kolor czerwony odpowiada tymocytom z normalng liczba kopii genu
ZAP i ERK, kolor niebieski - tymocytom z brakiem jednej kopii genu ZA P i normalng liczba
kopii ERK, oraz zielony - tymocytom z normalng liczbg kopii genu ZAP i brakiem jednej
kopii FRK. Warunek poczatkowy odpowiada komérce aktywnej.

Jak pokazano na Rys. 6.6, brak jednej kopii genu ZAP powoduje wieksze obnizenie
wzglednego poziomu ERK ,,(t)/ ERK ;o1 (Rys. 6.6, niebieska krzywa) niz brak jednej kopii
genu FRK (zielona krzywa). Dla d; = 0.05 przy braku jednej kopii genu ZAP, poziom
ERK ,,(t)/ ERK 51, ro$nie wraz ze wzrostem liczby przylaczonych peptydéw i dazy asymp-
totycznie do stabilnego stanu stalego z duza iloécia ERK,,(t)/ ERK ot odpowiadajacego
komorce stale aktywnej (pierwszy wiersz), podczas gdy dla dwa razy wiekszego wspotezyn-
nika dysocjacji, przy braku jednej kopii ZAP, poziom ERK,,(t)/ERK ., maleje wraz ze

wzrostem liczby peptydow do bardzo niskiego poziomu odpowiadajacemu komérce nieakty-

wnej (drugi wiersz).
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Rysunek 6.7: Poziom ERK,(t)/ERK ., przy braku jednej kopii genu oraz zwielokrot-
nieniu liczby kopii genu odpowiednio ZAP, MEK i ERK, dla N; = 1 (pierwszy wiersz), oraz
N; = 300 (drugi wiersz); d; = 0.05. Kolory: czarny, czerwony, niebieski, zielony i pomarafc-
zowy odpowiadaja tymocytom z: brakiem jednej kopii genu, normalng liczba kopii, dwa,
trzy oraz cztery razy wieksza liczba kopii genu odpowiednio ZAP (pierwsza kolumna), MEK

(druga kolumna) oraz EFRK (trzecia kolumna). Warunek poczatkowy odpowiada komdrce
aktywnej.

Jak pokazano na Rys. 6.7, wraz ze wzrostem liczby kopii genéw ZAP, MEK i ERK
poziom SHP,(t)/SHPa maleje, za$ poziomy FRK ,,(t)/ERK o101, ZAP,(t)] ZAP 4 oraz
MEK ,,(t) ] MEK tt4 rosna. Wzrost liczby kopii genu ZA P powoduje wigksza zmiang poziomu
ERK,,(t)/ ERK ot niz wzrost liczby kopii genu ERK oraz MEK. Dla malej liczby peptydéw
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poziom SHP,(t)/SHP:otq jest niski (pierwszy wiersz), dla duzej liczby peptydéw poziom
SHP,(t)/SHP:otq jest wysoki.

Asymptotyczne zachowanie ukladu zalezy od warunkéw poczatkowych. W komorce z
wysokim poziomem SHP,, (50 000 czasteczek), odpowiadajacej koméree nieaktywnej, poziom
FERK,, przy braku jednej kopii ZAP i wspétczynniku dysocjacji d; = 0.1 ro$nie do bardzo

wysokiego poziomu wraz ze wzrostem liczby peptydéw (nie pokazano na Rysunku).

69



Rozdzial 7

Wplyw liczby kopii genéw na
dynamike sieci regulatorowych
czynnikow transkrypcyjnych p53 oraz
NF-xB

7.1 Uklad regulatorowy p53

Jednym z najwazniejszych biatek supresorowych odpowiedzialnych za utrzymanie integral-
noSci genomu jest czynnik transkrypcyjny p53. Aktywne p53 indukuje transkrypcje ponad
stu genéw kodujacych biatka odpowiedzialne za wstrzymanie cyklu komoérkowego, naprawe
DNA badz indukcje procesu apoptozy. Gen kodujacy biatko pb3 jest najczesciej uszkod-
zonym genem w komorkach nowotworowych a jego mutacja wystepuje w ponad 50% nowot-
woréw ([64]) Brak funkcjonalnego p53 uniemozliwia zatrzymanie cyklu komoérkowego, za-
chodzi wéwczas nieograniczona replikacja uszkodzonego DNA, co zwieksza czestos¢é mutacji
i chroni zmutowane komérki przed apoptoza prowadzac do rozwoju nowotworu ([65]).
Aktywnos¢ pb3 podlega precyzyjnej kontroli (Rys. 7.1). W zdrowych komérkach p53 jest
nieaktywne i utrzymywane na niskim poziomie dzigki dziataniu jego gléwnego inhibitora,
biatka Mdm2, ktére wiazac sie z p53 powoduje jego ubikwitynacje i szybka degradacje ([66],
[67], [68], [69], [70]). Jednocze$nie p53 jest czynnikiem transkrypcyjnym dla Mdm2. W
odpowiedzi na uszkodzenie DNA, Mdm?2 ulega gwaltownej degradacji, p53 aktywuje sie a

jego koncentracja w jadrze komérkowym rosnie. Czasteczki p53 przylaczaja sie do miejsc
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regulatorowych w genomie indukujac transkrypcje genéw zaangazowanych w zatrzymanie
cyklu komérkowego oraz naprawe DNA. Jednocze$nie p53 indukuje transkrypcje Mdm2.
Nowo zsyntetyzowane Mdm2 wchodzi do jadra komérkowego i taczy sie z pb3 powodujac
jego degradacje. Dopdki uszkodzenie DNA nie zostanie naprawione caly cykl powtarza sie i
trwa 5-7 godzin. Jedli naprawa DNA nie jest mozliwa lub trwa zbyt dtugo (powyzej ok. 15
godzin), p53 indukuje transkrypcje czynnikéw apoptycznych, ktére inicjuja zaprogramowana

Smieré komorki.

komorkowe

Rysunek 7.1: Sie¢ regulatorowa ps3.

Pomimo bardzo intensywnych badan zaréwno eksperymentalnych jak i teoretycznych

(ponad 60 tysiecy artykuléw), mechanizmy regulujace p53 nie sa dostatecznie dobrze poz-
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nane, poniewaz sie¢ regulatorowa p53|Mdm2 jest bardzo zlozona [71], wystepuje w niej wiele
sprzezen zwrotnych, w pracy [33] omawianych jest 7 sprzezen ujemnych i 3 dodatnie. W
zdrowych komoérkach p53 utrzymywane na niskim poziomie gtéwnie poprzez petle ujemnego
sprzezenia zwrotnego z Mdm?2. Jesli naprawa DNA nie jest mozliwa, wlacza sie petla dodat-
niego sprzezenia zwrotnego, ktoéra blokuje petle ujemnego sprzezenia, co powoduje wzrost
p53 do poziomu, przy ktérym moze by¢ zainicjowana apoptoza. Petla dodatniego sprzezenia
zwrotnego zawiera fosfataze PTEN oraz kinazy PIP3 i Akt i dziata na zasadzie podwdjnej ne-
gacji: p53— PTENAPIP3— Akt— Mdm2-p53: najpierw p53 indukuje synteze PTEN, ktéry
dziata jako inhibitor szlaku kinazy Akt poprzez katalizowanie reakcji odlaczenia grupy fos-
foranowej od PIP8 powodujac jego dezaktywacje. Aktywny PIP3 jest niezbedny aby sfos-
forylowac Akt, ktéry z kolei inicjuje degradacje p53 poprzez fosforylacje Mdm2, umozliwiajac
jego wejscie do jadra i przylaczenie sie do p53.

7.2 Uklad regulatorowy NF-xB

Czynnik transkrypcyjny NF-xB jest gléwnym mediatorem wrodzonej odpowiedzi immuno-
logicznej. NF-kB reguluje ekspresje ponad stu genéw kodujacych biatka odpowiedzialne za
podziat komérki, blokade Sciezki apoptotycznej kaspaz (enzyméw odpowiedzialnych za pro-
ces apoptozy) [38], [42] oraz zahamowanie rozprzestrzeniania si¢ infekcji zanim organizm nie
wypracuje adaptacyjnej, specyficznej do danej infekcji, odpowiedzi immunologiczne;j.

W zdrowych komoérkach nieaktywne NF-xB zlokalizowane jest w cytoplazmie poprzez
wigzanie z jego gléwnym bialtkiem inhibitorowym IxBa (Rys. 7.2). Wiazanie IxBa z
NF-x B blokuje transport NF-xB do jadra komérkowego. Stymulacja cytokinami takimi jak
TNF« (czynnik martwicy nowotworu) i IL-1 (Interleukin 1) prowadzi do aktywacji kompleksu
kinaz biatkowych IKK, ktére katalizuja fosforylacje I« Ba, co prowadzi do jego ubiquitinizacji
i szybkiej degradacji. Uwolnione NF-xB jest bardzo szybko transportowane do jadra, gdzie

przytacza sie do miejsc regulatorowych w promotorach wielu genéw, m.in. swoich inhibitoréw
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Ik Ba i A20, indukujac ich ekspresje oraz tworzac dwie petle ujemnego sprzezenia zwrotnego:

NF-kB-1xkBa i NF-kB-A20-1KK.

TNFa
T BLONA
aa KOMORKOWA

g
lkBo|NF-«xB %b
NF-xB
CYTOPLAZMA

lkxBa|NF-xB

NF-xB
S A20 mRNA

JADRO

OC K OMORKOWE

DNA

Rysunek 7.2: Sie¢ regulatorowa NF-xB.

W petli sprzezenia NF-xB—-I1kBa, biatko NF-xB po degradacji xBa wchodzi do jadra
komoérkowego i indukuje transkrypcje IxBa; nowo zsyntetyzowane Ik Ba wchodzi do jadra,
laczy sie z NF-r B tworzac nieaktywny kompleks i transportuje go z powrotem do cytoplazmy.
W petli sprzezenia NF-xB—-A20-1KK, biatko A20, ktére nie jest syntetyzowane przed stymu-
lacja, dezaktywuje kinazy IKK chroniac nowo zsyntetyzowane IxBa przed degradacja. A20
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jest inhibitorem kinazy IKK, ktéra poSredniczy w fosforylacji IxBa; gdy nie ma ekspresji
A20, TIKK pozostaje aktywne co prowadzi do szybkiej degradacji nowo zsyntetyzowanego

IxBa [43], [44]. Dopdki uszkodzenie komorki nie zostanie naprawione caly cykl powtarza

sie 1 trwa 60-75 minut.

7.3 Trwale oscylacje w ukladach p53 i NF-xB

Wiele molekularnych $ciezek regulatorowych ma potencjat do generowania trwalych oscylacji

o zmiennej amplitudzie lecz dobrze zachowanym okresie, ktére powstaja w odpowiedzi na

zewnetrzny stres lub stymulacje cytokinami. Eksperymenty na pojedynczych komérkach

pokazuja, ze w ukladach regulatorowych pb3 i NF-xB okres oscylacji w poszczegélnych
komoérkach jest jednorodny w populacji, niewrazliwy na sile stymulacji oraz nie jest podatny

na nadekspresje czynnikéw transkrypcyjnych p53 i NF-xB.
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Rysunek 7.3: (Geva-Zatorsky i in. 2006, grupa U. Alona) Niegasnace oscylacje jadrowych
poziomoéw oznaczonych fluorescencyjnie bialek p53-CFP oraz Mdm2-YFP po uszkodzeniu

DNA promieniowaniem gamma, obserwowane przez 72 godziny trwania eksperymentu. Lewy

74



gérny obrazek: oscylacje w komérce pokazanej na Rys. 1.2; pozostale obrazki: oscylacje w

pieciu innych komérkach.
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Rysunek 7.4: (Nelson iin. 2004, grupa M.R.H. White) Panel A: poziom jadrowego NF'-x B

NF—kB;
E2adr dla czterech

w czterech réznych komérkach. Panel B: analiza w czasie poziomow —gr— g
cy

réznych komorek SK-N-AS; czarny pasek powyzej obrazka reprezentuje ciagla stymulacje

komorek czynnikiem TNEF.

Pomimo, ze pojedyncza petla ujemnego sprzezenia zwrotnego wraz z opdéznieniem moze
generowac trwale oscylacje, uktady regulatorowe takie jak p53 lub NF-x B zawieraja zaréwno
ujemne jak i dodatnie sprzezenia zwrotne (omawiane w [32] dla NF-xB, oraz w [33] dla p53).
Wiasnos¢ ta, wraz z obserwacja, ze uklady oscylatorowe opierajace si¢ jedynie na ujem-
nym sprzezeniu zwrotnym i opdéznieniu zazwyczaj oscyluja powyzej ograniczonego zakresu
warto$ci parametréw [34] i [35], prowadzi do konkluzji, ze dodatnie sprzezenie zwrotne jest
konieczne, aby wygenerowaé trwate oscylacje.

Proponujemy nowa metode walidacji modeli Sciezek molekularnych, ktéra opiera si¢ na
analizie wrazliwosci okresu oscylacji na zmieniajaca si¢ liczbe kopii poszczegdlnych genow
oraz na poziom stymulacji. Za pomocg tej metody pokazujemy, ze istniejace modele uktadu

regulatorowego p53, w ktérych oscylacje rodza sie¢ w punkcie bifurkacji siodto-wezet lub
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podkrytyczng bifurkacja Hopfa (charakterystycznych dla ukladéw ze wspéldzialajacym do-
datnim i ujemnym sprzezeniem zwrotnym) generuja oscylacje o okresie bardzo wrazliwym
na zmiane liczby kopii genéw, co sugeruje, ze moga niewlasciwie thumaczy¢ wyniki istnieja-
cych eksperymentéw. Skoncentrujemy sie na dwéch uktadach czynnikéw transkrypcyjnych,
pb3 oraz NF-kDB, o ktérych wiadomo, Ze generujg trwale oscylacje o zmiennej amplitudzie
lecz dobrze zachowanym okresie, i dla ktérych dostepne sg dane z eksperymentéw na poje-
dynczych komérkach [36], [37]. Zaleta tych eksperymentéw jest to, ze pokazuja dynamike
poszczegdlnych komérek, ktéra maskowana jest w badaniach populacyjnych.

W eksperymentach przeprowadzonych przez Geva-Zatorsky’ego i in. [36] (Rys. 7.3) oraz
Nelsona i in. [37] (Rys. 7.4), oscylacje zostaly zwizualizowane przez fluorescencyjnie oznac-
zone biatka w pojedynczych transfekowanych komoérkach. Poniewaz uktady regulatorowe p53
i NF-kB sa nieliniowe, transfekowane komérki, ktére maja podwyzszong liczbe kopii genu
odpowiednio p53 lub RelA (kluczowy komponent NF-xB), moga mie¢ dynamike radykalnie
rézng od dynamiki normalnych komérek diploidalnych, zwtaszcza jezeli, jak pokazaliSmy w
Rozdziale 3, uklad regulatorowy zawiera dodatnie sprzezenie zwrotne [39]. Jednakze ekspery-
menty pokazuja, ze okres oscylacji jest prawie taki sam w komoérkach transfekowanych jak
w normalnych diploidalnych komdérkach analizowanych w eksperymentach populacyjnych.
Ponadto, réwniez dlugo$¢ okresu oscylacji nie jest wrazliwa na poziom stymulacji (dawke
promieniowania gamma w przypadku p53, oraz dawka TNFa w przypadku NF-kB). Te
eksperymentalne obserwacje naktadajg ograniczenia na mechanizmy regulatorowe odpowiedzialne
za oscylacje - ograniczenia, ktére nie byly brane pod uwage w poprzednich badaniach teo-
retycznych. Typ bifurkacji jest kluczowym wyznacznikiem wrazliwosci okresu oscylacji na

parametry.
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7.4 Typy bifurkacji prowadzace do oscylacji

Istnieja cztery gléwne typy bifurkacji prowadzace do oscylacji [40]: nadH (nadkrytyczna
bifurkacja Hopfa), podH (podkrytyczna bifurkacja Hopfa), SNIC (siodlo-wezet) oraz SL (bi-

furkacja siodlo-petla) (Rys. 7.5).
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Rysunek 7.5: Typy bifurkacji prowadzace do oscylacji: nadH, podH, SNIC oraz SL. Pier-

wsza kolumna: diagramy bifurkacji; kolejne kolumny: portrety fazowe dla réznych wartosci

parametru bifurkacyjnego .
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1) W bifurkacji nadH oscylacje rodza sie w punkcie zerowa amplituda i skonczonym
(niezerowym) okresem.

2) W bifurkacji podH oscylacje rodza sie w punkcie ze skonczonym okresem i skonczong
amplituda. Ten typ bifurkacji zazwyczaj zwiazany jest z bifurkacja CF' (cyclic fold), w ktérej
stabilne i niestabilne orbity okresowe zanikaja (lub rodza sie). W takim ukladzie wystepuje
histereza; stabilne oscylacje rodza sie w punkcie \; gdy parametr bifurkacji ro$nie oraz
znikaja w punkcie \g < A; gdy parametr bifurkacji maleje. Dla A € (Ao, A1) wspolistnieja
stabilny punkt staly oraz stabilny cykl graniczny.

3) W bifurkacji SNIC, punkty siodlo i wezet anihiluja i powstaje cykl graniczny o duzym
okresie (nieskonczonym w punkcie bifurkacji). W punkcie bifurkacji ukltad ma orbite homok-
liniczna.

4) Bifurkacja SL (lub homokliniczna) jest w pewnym sensie podobna do SNIC': w punkcie
bifurkacji uktad ma orbite homokliniczng do siodla, ktéra nastepnie daje poczatek orbicie
okresowej o duzym okresie (nieskoniczonym w punkcie bifurkacji). Zauwazmy, ze "minimalny
uktad” generujacy bifurkacje SL dla A < Ay nie ma ani stabilnego stanu statego ani cyklu
granicznego, dlatego uklad taki nie jest dobrym kandydatem na model biologiczny.

Bifurkacja nadH moze powstawa¢ w uktadach biologicznych, ktére maja pojedyncza petle
ujemnego sprzezenia zwrotnego. Uklady ze wspoldziatajacym ujemnym i dodatnim sprzeze-
niem zwrotnym mogga generowaé bifurkacje podH lub SNIC, ale takze bifurkacje nadH. Ogél-
nie, uklady oparte na bifurkacji nadH generuja oscylacje o wzglednie dobrze zachowanym
okresie (ktéry zmienia sie powoli wraz z parametrem bifurkacyjnym), lecz o zmiennej ampli-
tudzie. W przeciwienstwie do nadH, w bifurkacjach SNIC i SL amplituda jest raczej stala,

ale okres oscylacji moze by¢ dowolnie duzy (patrz takze [41]).

W dalszej czesci Rozdziatu 7 skoncentrujemy sie na uktadach regulatorowych dwéch czyn-

nikéw transkrypcyjnych: pb3 oraz NF-kB.
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7.5 Modele ukladu regulatorowego p53|Mdm?2

Istniejg dwie gléwne klasy modeli zaproponowane, aby wyja$ni¢ oscylacje ukladu regula-
torowego pb3| Mdm2.

1) Grupa J. Tyson’a zaproponowata cztery modele oznaczane: Zhang I, 11, 11T oraz Zhang
IV, w ktérych oscylacje powstaja w wyniku wspéldziatania dodatniego i ujemnego sprzezenia
zwrotnego [34, 47]. W modelach tych oscylacje rodza si¢ w punkcie bifurkacji podH (modele
Zhang 11 Zhang III [34]) lub w punkcie bifurkacji SNIC (modele Zhang II i Zhang IV).

2) W innych trzech modelach, Ma i in., Puszynski i in. oraz Batchelor i in., oscylacje
generowane sg w wyniku wspoldzialania ujemnego sprzezenia i opdznienia w czasie, ktore
spowodowane jest obecnoécig form poSrednich [48, 49] lub wprowadzone jest na poziomie
transkrypcji i translacji mRNA Mdm2 [50, 51]. W modelach tych oscylacje rodza sie w
punkcie bifurkacji nadH.

Naszym celem jest weryfikacja, ktére modele potrafia wyjasni¢ obserwowane oscylacyjne
zachowanie ukladu p53|Mdm2, a w szczegdlnoci, odporno$é dhugosci okresu oscylacji na
zmiane liczby kopii genéw p53 1 Mdm?2 oraz poziomu stymulacji. Najpierw analizujemy cztery
modele zaproponowane przez grupe Tyson’a; nastepnie analizujemy nasz model "testowy",
ktéry opiera si¢ na dwdéch sprzezeniach zwrotnych, dodatnim i ujemnym, wystepujacych w
modelu Ciliberto [47], ale w naszym modelu oscylacje generowane sa w punkcie bifurkacji
nadH zamiast SNIC. Nastepnie analizujemy modele Ma i in. [50], Puszynski i in. [49] oraz
Batchelor i in. [73], w ktérych oscylacje generowane sa w wyniku wspéldzialania ujemnego
sprzezenia zwrotnego i opéznienia oraz rodza sie w punkcie bifurkacja nadH.

Parametr opisujacy liczbe kopii genu nie wystepuje jawnie w zadnym z analizowanych
modeli. Wprowadzamy go poprzez zalozenie, ze wspétczynnik produkeji mRNA lub biatka
(jezeli nie wystepuje etap transkrypcji mRNA) jest propocjonalny do liczby kopii genu p53
lub Mdm?2. Sciélej, zakladamy, ze pierwotne wspdlczynniki syntezy odpowiadaja komoérkom
diploidalnym i proporcjonalnie modyfikujemy te wspétczynniki dla komoérek majacych dowolng

liczbe kopii gendéw.
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7.5.1 Kryteria poprawnego modelu

Uszkodzenie DNA powoduje gwaltowna zmiane wspotczynnikéw degradacji p53 i Mdm2 (p53
jest stabilizowane przez fosforylacje, podczas gdy Mdm2 destabilizuje si¢), co prowadzi do
przejscia uktadu ze stanu stalego z niskim poziomem p53 do trwalych oscylacji. Istnienie
tych niegasnacych oscylacji, o charakterystycznym okresie 5-6 godzin, lecz o bardzo zmien-
nej amplitudzie, zostalo zademonstrowane przez Geva-Zatorsky i in. w eksperymentach na

pojedynczych komérkach wykorzystujacych fluorescencyjnie oznaczone p53 i Mdm2 [36].

Poprawny model éciezki regulatorowej p53| Mdm?2 powinien spehiaé (przynajmniej) nastepu-
jace ograniczenia zadane przez eksperyment:

1. Oscylacje pozioméw pb3 i Mdm?2 powinny by¢ indukowane poprzez zmniejszanie sie
wspolczynnika degradacji pb3 lub zwigkszanie si¢ wspolczynnika degradacji Mdm?2, nastepu-
jace w wyniku uszkodzenia DNA.

2. Okres oscylacji pozioméw p53 i Mdm?2 powinien by¢ odporny na zmiane liczby kopii
genéw pb3 i Mdm?2 oraz na poziom uszkodzenia DNA.

3. Zakres parametru degradacji Mdm2, dla ktérego istnieja oscylacje, nie powinien by¢

zbyt wrazliwy na liczbe kopii genéw p53 i Mdm?2.

7.5.2 Analiza modeli opartych na dodatnim i ujemnym sprzezeniu

zwrotnym

W modelach Tyson’a [34] zaklada sie, ze oscylacje indukowane sa w wyniku uszkodzenia
DNA poprzez destabilizacje Mdm2 (zwigkszenie wspétczynnika degradacji Mdm?2). Wyz-
naczyliSmy zatem okres oscylacji ze wzgledu na wspétczynnik degradacji Mdm2 dla komorek
z r6zng liczba kopii genéw p53 i Mdm2 (Rys. 7.6 i 7.7). A mianowicie, rozwazyliémy
komérki z n = 2 kopiami Mdm2 im € {1,2,3,4,5,6} kopiami p53, oraz m = 2 kopiami p53
ine{l1,2,3,4,5,6} kopiami Mdm2.
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Rysunek 7.6: Analiza modeli grupy Tyson’a: Zhang I, Zhang II oraz Zhang III. Okres
oscylacji dla stabilnego cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (ko).
Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony, pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komoérkom
zn=1,23,4,56 (liczba kopii genu Mdm2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2
(lewa kolumna) lub komérkom z m = 1,2,3,4,5,6 (liczba kopii genu p53) oraz ustalonej

liczbie kopii genu Mdm2: n = 2 (prawa kolumna).
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W pierwszych trzech modelach rozwazanych przez Zhang i in. [34] zakres wspotczynnika
degradacji Mdm?2, dla ktérego uklad posiada stabilny cykl graniczny, jest bardzo wrazliwy
na liczbe kopii genéw p53 i Mdm?2, Rys. 7.6. Ponadto, dla danej liczby kopii genéw p53 i
Mdm?2 okres oscylacji silnie zmienia si¢ wraz ze zmiang wspolczynnikiem degradacji Mdm2.
To znaczy:

— w modelu Zhang I oscylacje rodzg sie w punkcie bifurkacji podH, gdy wspétczynnik
degradacji Mdm?2 roénie, oraz znikaja z bifurkacja CF z duzym lecz skoniczonym okresem,
gdy wspélczynnik degradacji Mdm?2 maleje. Dla m = 2, n > 4 lub n = 2, m > 3 uklad nie
oscyluje.

— w modelu Zhang II, oscylacje rodza sie w punkcie bifurkacji SNIC z nieskonczonym
okresem. Dla n = 2 i m = 6 uklad oscyluje dla dowolnie matego kgo (w modelu tym kgo
kontroluje jedynie degradacje Mdm2 w jadrze komérkowym, podczas gdy degradacje Mdm2
w cytoplazmie kontroluje niezalezny parametr). Dla m = 2, n = 1 uklad nie oscyluje. Zakres
oscylacji dla kazdej pary (m,n) jest bardzo waski i istnieje tylko male zazebienie pomiedzy
zakresami oscylacji dpowiadajacymi réznym parom (m,n).

— w modelu Zhang III, podobnie jak w modelu Zhang I, oscylacje rodza sie w punkcie
bifurkacji podH z niezerowa amplituda i znikaja, gdy wspoétczynnik degradacji Mdm2 maleje
w punkcie bifurkacji CF z duzym, ale skonczonym okresem). Dla n = 2, m > 3 uktad nie
wykazuje oscylacji. Dla n = 2, m = 3 oscylacje rodza si¢ w punkcie bifurkacja nadH. Podob-
nie jak w modelu Zhang II, zakres oscylacji w przestrzeni parametru kg4 dla kazdej pary
(m,n) jest bardzo waski oraz istnieje tylko male zazgbienie pomiedzy zakresami odpowiada-

jacymi réznym parom (m,n).

Te trzy modele implikujg bardzo szeroki rozkiad okresu oscylacji w populacji komorek,
ktéry nie jest obserwowany eksperymentalnie. Ponadto, poniewaz dla kazdej pary (m,n)
uklad oscyluje dla réznych zakreséw parametru degradacji Mdm2, to na danym poziomie

stymulacji oscylowalyby jedynie komérki dla szczegélnych par (m,n).
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Rysunek 7.7: Analiza modelu Ciliberto grupy Tyson’a. Okres oscylacji dla stabilnego
cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kgo). Kolory: niebieski, czer-
wony, czarny, zielony, pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komérkom z n =1,2,3,4,5,6
(liczba kopii genu Mdm?2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2; lub komérkom z
m=1,2,3,4,5,6 (liczba kopii genu p53) oraz ustalonej liczbie kopii genu Mdm2: n = 2. W

prawej kolumnie pokazujemy powieckszone fragmenty paneli z lewej kolumny.

Jak obserwujemy na Rys. 7.7, bardziej odporny jest model Ciliberto i in. (Zhang IV)
[47]. W modelu tym ujemne sprzezenie powstaje gdy p53 indukuje synteze Mdm2, nastepnie
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Mdm?2 jest transportowane do jadra, gdzie katalizuje degradacje pb3. Dodatnie sprzezenie
powstaje, gdy fosforylacja Mdm?2, ktéra jest konieczna do jego wejécia do jadra, jest inhi-
bowana przez p53 (poprzez dtuga Sciezke sygnalowa wymagajaca obecnosci PTEN, PIP3 i
Akt — nie zawartych jawnie w modelu). W ten sposéb p53 inhibuje swoja degradacje. Dla
komoérek diploidalnych (m = n = 2) model generuje oscylacje p53 poprzez bifurkacje SNIC.
Dla komérek z jedna kopia genu Mdm2 (m = 2, n = 1) uklad oscyluje dla dowolnie malego
k4o, wspétczynnika degradacji jadrowego Mdm?2, ktéry kontroluje degradacje Mdm2 w ja-
drze, podczas gdy dlam = 21in € {3,4,5,6}, oraz m = 1 i n = 2 oscylacje rodza sie w
punkcie bifurkacja nadH i tylko dla tych par (m,n) okres jest wolno zmieniajaca sie funkcja
wspotczynnika degradacji Mdm2 (dla innych parametréw okres oscylacji zmienia sie silnie
wraz z wspolezynnikiem degradacji). Dla n = 2, m € {3,4} uklad oscyluje dla dowolnie
matego kg2, podczas gdy dla n =21 m € {5,6} uktad nie wykazuje stabilnych oscylacji.
Podsumowujac, model Ciliberto i in. [47] generuje oscylacje o odpornym okresie tylko w
przypadku transfekcji Mdm2 (m = 21in € {3,4,5,6}), gdy oscylacje rodza si¢ w punkcie
nadkrytycznej bifurkacji Hopfa. To sugeruje, ze wlasciwy model powinien opieraé sie na

nadkrytycznej bifurkacji Hopfa a nie na bifurkacji SNIC lub podkrytycznej bifurkacji Hopfa.

7.5.3 Model "testowy" z dodatnim i ujemnym sprzezeniem zwrot-
nym oparty na nadkrytycznej bifurkacji Hopfa

Skonstruowaliémy model "testowy" uktadu regulatorowego p53|Mdm2, ktéry zawiera dodat-
nie i ujemne petle sprzezenia zwrotnego, takie jak w oryginalnym modelu Ciliberto i in. [47],
jednak nasz model ma zasadniczo inna dynamike. W modelu Ciliberto oscylacje generowane
sa przez dwa typy bifurkacji (a nawet sa obecne dla zerowego parametru degradacji Mdm2),
w naszym modelu "testowym" oscylacje powstaja w wyniku nadkrytycznej bifurkacji Hopfa

dla m,n € {1,2,3,4,5,6}.
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Model skiada sie¢ tylko z trzech komponent: catkowitego p53, cytoplazmatycznego Mdm?2
(Mdm2.,:) oraz jadrowego Mdm2 (Mdm2,,.). Ujemne sprzezenie zwrotne powstaje, gdy
p53 indukuje produkcje Mdm?2, podczas gdy jadrowe Mdm?2 podwyzsza degradacje pb3.

Dodatnie sprzezenie zwrotne jest indukowane gdy p53 blokuje import Mdm2 do jadra (Rys.
7.8).

deg i . "
deg

Rysunek 7.8: Diagram ukladu p53|Mdm2: model testowy. Linie kropkowane ze strza-

tkami reprezentuja indukcje; linia kropkowana z kreska reprezentuje inhibicje.

Uklad regulatorowy opisany jest przez trzy réwnania rézniczkowe zwyczajne opisujace

ewolucje poziomoéw czasteczek catkowitego p53, cytoplazmatycznego Mdm?2 i jadrowego Mdm?2:

d

P53 = msy — kg1 p53(Mdm2,,.)?, (83)
d (p53)3 kQ
—Mdm2.,; = — )~k ——— Mdm2,,, 84
e n(82+8334—|—(p53)3 Vg + 53’ et (84)
d ks
—Mdm2,,e = ki Mdm2.y; — kg Mdm2,,., 85
at " Vg 1+ p53 eyt T Ra2AGTY (85)

gdzie m i n sa liczbami kopii genéw p53 i Mdm2. Wspdétezynniki sq, so 1 s3 83 wspdlezyn-
nikami produkeji na kopie genu (patrz Tablela 1 dla wartoSci parametréw). Transkrypcja

Mdm?2 regulowana jest gléwnie przez tetramery pb3, dlatego zatozylisémy, za Ciliberto i in.
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[47], ze p53 indukuje transkrypcje Mdm?2 zgodnie z funkcja Hilla z wyktadnikiem 3. Nielin-
iowo$¢ w czlonie degradacji p53 wynika z faktu, ze Mdm?2 musi przytaczy¢ kilka ubikwityn
do p53, aby zainicjowac jego degradacje. Podobnie jak w [47], transport Mdm?2 z cytoplazmy
do jadra jest inhibowany przez dzialanie p53.

Uszkodzenie DNA nie wystepuje jawnie w naszym modelu, ale moze by¢ wprowad-
zone poprzez zwiekszenie wspolczynnika degradacji Mdm2 lub zmniejszenie wspoélczynnika
degradacji p53. Model ma wymagang wiasnoS¢: przejscie ze stabilnego punktu do stabil-
nego cyklu granicznego jest konsekwencja zwigkszania degradacji Mdm2 lub zmniejszania
degradacji p53 (Rys. 7.9). Pomimo, ze nadkrytyczna bifurkacja Hopfa jest bardziej charak-
terystyczna dla uktadéw tylko z ujemnym sprzezeniem zwrotnym, w tym modelu obecnos¢
dodatniego sprzezenia jest potrzebna do powstania oscylacji, tzn. oscylacje znikaja po za-

tozeniu, ze import Mdm?2 do jadra jest niezalezny od pb3.

13

P53 deg (k x 10

d1)

Rysunek 7.9: Obszar stabilnych cykli granicznych oraz stabilnych punktéw stalych w plaszczyznie
(p53 deg, Mdm?2 deg) dla komdérek diploidalnych (m = n = 2), dla modelu testowego.

Tak jak dla modeli Zhang i in. [34], zbadaliSmy zalezno$¢ okresu oscylacji od wspétezyn-

nika degradacji Mdm2 i p53 oraz liczby kopii genu Mdm2. Jak pokazujemy na Rys. 7.10,
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okres oscylacji stabo zalezy od parametru degradacji Mdm?2 oraz liczby kopii genu, jednakze
zakres wspotczynnika degradacji Mdm?2, dla ktérego uklad oscyluje, istotnie zalezy od liczby

kopii genéw p53 i Mdm?2, Rys. 7.101 7.11.
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Rysunek 7.10: Analiza modelu testowego. Okres oscylacji dla stabilnego cyklu granicznego
jako funkcja parametru degradacji Mdm?2 (kgs). Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony,
pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komérkom z N = 1,2,3,4,5,6 (liczba kopii genu
Mdm2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2; lub komérkom z m = 1,2,3,4,5,6
(liczba kopii genu p53) oraz ustalonej liczbie kopii genu Mdm?2: n = 2.

Jak pokazujemy na Rys. 7.11, transfekcja Mdm2 (m = 2, n = 4) powoduje zmniejszenie
zakresu parametru, dla ktérego ukltad oscyluje, podczas gdy transfekcja p53 (m =4, n = 2)
zwieksza ten zakres. W kotransfekowanych komérkach majacych zduplikowana liczbe kopii
pb3 i Mdm?2 (m = n = 4) obszar oscylacji jest mniejszy niz w normalnych diploidalnych

komérkach, ale wigkszy niz w komorkach tylko z duplikowang liczba kopii Mdm?2.
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Rysunek 7.11: Diagramy bifurkacji dla normalnych oraz transfekowanych komoérek dla
modelu testowego. Punkty stale oraz cykle graniczne wyznaczone sg jako funkcje wspotezyn-
nika degradacji p53 (lewa kolumna) oraz Mdm2 (prawa kolumna); czerwony: normalne
komérki (m = n = 2), niebieski: komorki z transfekcja Mdm2 (m = 2,n = 4) pomaranc-
zowy: komorki z transfekcja p53 (m = 4,n = 2) oraz zielony: komorki z kotransfekcja Mdm2
i p53 (m = 4,n = 4). Linie kropkowane reprezentuja dolne i gérne granice stabilnych cykli

granicznych, linie ciagle reprezentuja stabilne stany state.

Jak pokazano na Rys. 7.12, brak jednej z dwéch kopii genu p53 powoduje, ze oscylacyjny
obszar jest mniejszy, podczas gdy brak jednej kopii Mdm2 powoduje, ze obszar oscylacyjny
jest wiekszy.

Nasz model implikuje, ze oscylacje moga by¢ generowane w wyniku transfekcji p53, lub
tlumione (w komoérkach z uszkodzonym DNA) w odpowiedzi na transfekcje Mdm?2. Podobnie,
brak jednej kopii genu Mdm?2 moze generowaé oscylacje nawet gdy DNA nie jest uszkodzone,
oraz brak kopii genu p53 moze uniemozliwi¢ oscylacje pomimo, ze DNA jest uszkodzone. Te
przewidywania modelu sa zgodne z wynikami eksperymentalnymi. Poniewaz oscylacje p53 i
Mdm?2 sa konieczne, aby zainicjowac transkrypcje genéw zaleznych od p53 zaangazowanych
w zatrzymanie cyklu komoérkowego, naprawe DNA lub apoptoze, model moze ttumaczyé

pb3-haploinsufficiency prowadzace do rozwoju nowotworu. Natomiast brak jednej kopii
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genu Mdm2 powoduje, ze komérki sa bardziej wrazliwe na uszkodzenie DNA i zatrzymuje

nowotwor, jak zaobserwowano przez Alt i in. [52].

poziom p53

Rysunek 7.12: Diagramy bifurkacji dla normalnych komoérek i komérek ze zmniejszona
iloscig kopii genu dla modelu testowego. Punkty stale oraz cykle graniczne rysowane sg jako
funkcje wspolezynnika degradacji p53 (Panel lewy) oraz Mdm2 (Panel prawy); czerwony:
normalne komoérki (m = n = 2), niebieski: komérki z jedna kopia Mdm2 (m = 2,n = 1) oraz
zielony: komérki z jedna kopia p53 (m = 1,n = 2). Linie kropkowane reprezentuja dolne i

gérne granice stabilnych cykli granicznych, linie ciagle reprezentuja stabilne staty stale.

W poréwnaniu z modelem Ciliberto i in. [47] nasz model testowy generuje oscylacje o
okresie mniej wrazliwym na zmiang liczby kopii genu p53 i Mdm2 oraz na parametr degradacji
Mdm?2. Pokazuje to, ze typ bifurkacji jest bardziej istotnym wyznacznikiem dynamiki uktadu
niz istnienie w ukladzie dodatniego sprzezenia zwrotnego.

Zaréwno model Ciliberto i in. [47] jak i nasz model testowy powinien by¢ traktowany
ostroznie; obydwa modele opierajg sie na dodatnim sprzezeniu zwrotnym, w ktérym posred-
niczy PTEN, ktéry jest malo aktywny w linii komérkowej MCF-7 badanej przez Geva-
Zatorsky i in. [36]. Ponadto, nawet w liniach komérkowych majacych PTEN aktywowany
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przez pd3 responsive PTEN, obecno$¢ form poérednich w petli dodatniego sprzezenia zwrot-
nego (tzn. PTEN, PIP3 i Akt) wprowadza opdznienie (pominigte w obydwu modelach),

ktére moze zasadniczo zmieni¢ dynamike uktadu, jak pokazaliémy w pracy [49].

7.5.4 Analiza modeli opartych na ujemnym sprzezeniu zwrotnym
i opéznieniu
Przeanalizujemy trzy modele, w ktérych oscylacje generowane sa przez wspétdziatanie ujem-

nego sprzezenia zwrotnego taczacego p53 z jego inhibitorem Mdm2 oraz opdznienia.

Model Ma i in.

W modelu Ma i in. [50] opéZnienie wprowadzone jest na poziomie transkrypcji i translacji

Mdm?2. W modelu tym, oscylacje rodza sie w punkcie nadkrytyczna bifurkacja Hopfa.
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Rysunek 7.13: Analiza modelu Ma i in. [50]. Okres oscylacji dla stabilnego cyklu
granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kg). Kolory: niebieski, czerwony,
czarny, zielony, pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komoérkom ze zmienng liczba kopii
genu Mdm?2: n = 1,2,3,4,5,6 i m = 2 (lewa kolumna), oraz ze zmienna liczba kopii p53:

m=1,2,3,4,5,6 1 n =2 (prawa kolumna).
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Jak pokazano na Rys. 7.13, okres oscylacji stabo zalezy od wspdlczynnika degradacji
Mdm?2 (ktéry kontrolowany jest przez uszkodzenie DNA) oraz od liczby kopii genéw p53 i
Mdm2.

Model Puszynskiego i in.

Model Puszynskiego i in. [49] opiera si¢ na dwéch sprzezeniach zwrotnych: ujemnym i dodat-
nim. Jednakze, oscylacje generowane sa wylacznie przez ujemne sprzezenie oraz obecnoS¢
form posrednich (ktére wprowadzaja opéznienie) w petli ujemnego sprzezenia zwrotnego,
ktore zawiera pb3, transkrypt Mdm?2, cytoplazmatyczne Mdm?2, cytoplazmatyczne sfosfory-
lowane Mdm?2 i jadrowe sfosforylowane Mdm2, ktére kontroluje degradacje p53.

Puszynski
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Rysunek 7.14: Analiza modelu Puszynskiego i in. [49]. Okres oscylacji dla stabilnego
cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kg). Kolory: niebieski, czer-
wony, czarny, zielony, pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komérkom ze zmienng liczbg
kopii genu Mdm2: n = 1,2,3,4,5,6 i m = 2 (lewa kolumna), oraz ze zmienna liczba kopii

pb3: m=1,2,3,4,5,6 i n =2 (prawa kolumna).

Dodatnie sprzezenie zwrotne zawiera jeszcze diuzsza od ujemnego sprzezenia petle odd-

zialywan zawierajaca fosfataze PTEN, PIP3 i Akt, i dziala poprzez “podwdjna negacje”:
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p53—PTEN-HPIP3— Akt— Mdm2-p53, blokujac ujemne dziatanie p53 i Mdm2. Uszkodze-
nie DNA prowadzi do destabilizacji Mdm2 i fosforylacji p53, generujac oscylacje poziomoéw
p53 i Mdm?2, podczas ktérych DNA moze zosta¢ naprawione. Jezeli po okolo 15 godzinach
naprawa DNA nie jest kompletna, sygnat przechodzacy przez dodatnie sprzezenie zwrotne
blokuje petle ujemnego sprzezenia i powoduje wzrost p53 do poziomu, przy ktérym moze
by¢ zainicjowana apoptoza.

Z zablokowang petla dodatniego sprzezenia zwrotnego oraz z wylaczona naprawa DNA
uktad, w odpowiedzi na uszkodzenie DNA, generuje dlugotrwale oscylacje. Aby przeanali-
zowaé model Puszynskiego i in., wprowadzamy uszkodzenie DNA poprzez zmiane wspétczyn-
nika degradacji Mdm2 (pozostawiajac niezmieniony wspdlczynnik fosforylacji p53). Jak
pokazano na Rys. 7.14, podobnie jak w modelu Ma i in. [50], oscylacje rodza si¢ w punkcie
nadkrytyczng bifurkacja Hopfa oraz ich okres nie jest wrazliwy ani na degradacje Mdm2 ani

na liczbe kopii genéw pb3 i Mdm2.

Model Batchelora i in.

Jako ostatni model ukladu p53, przeanalizujemy model zaproponowany przez grupe Galit
Lahav, ktéry opiera sie na dwéch petlach ujemnego sprzezenia zwrotnego [73]. Tak jak w
poprzednich modelach, jedna petla taczy p53 oraz Mdm2, za$ druga petla zawiera kinazy
ATM i Chk2, ktore aktywuja p53, oraz inhibitor Wipl. Pulsy pozioméw pb3 oraz jego
aktywnoS¢ sg SciSle zwigzane z pulsami aktywnego ATM. Istnienie tej nowej petli sprzezenia
zwrotnego zostalo udokumentowane przez seri¢ eksperymentéw wykonang na linii komorek
raka piersi MCF-7.

Model zawiera dwa opdznienia bezposrednio zwigzane z kontrolowana przez p53 synteza
Mdm?2 oraz Wipl. Poniewaz w rozwazanym modelu degradacja Mdm?2 kontrolowana jest
przez Signal (reprezentujacy aktywny ATM oraz Chk2), ktéry z kolei reguluje Mdm2 poprzez
p53. W naszej analizie jako parametr bifurkacyjny, zamiast wspélczynnika degradacji Mdm?2,

wybralismy wspélczynnik produkcji sygnatu [,. Parametr [, kontroluje sile sygnalu w
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komérkach z uszkodzonym DNA.

Batchelor
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Rysunek 7.15: Analiza modelu Batchelora. Gérny Panel: stabilne punkty stale i cykle
graniczne przedstawione sa w funkcji wspoélczynnika produkcji sygnatu (,; ukiad zawiera
dwa punkty bifurkacji: wraz ze wzrostem f3,, powstaje cykl graniczny w punkcie bifurkacji
nadH (A1), oraz znika w punkcie bifurkacji nadH (\;). Okres oscylacji dla stabilnego cyklu
granicznego przedstawiony jest jako funkcja .. Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony,
pomaranczowy i fioletowy odpowiadaja komérkom z n = 1,2,3,4,5,6 (liczba kopii Mdm?2)
oraz ustalong liczba kopii genu p53 m = 2 (Panel prawy), lub komérkom z m = 1,2, 3,4,5,6
(liczba kopii p53) oraz ustalong liczba kopii genu Mdm2 n = 2 (Panel prawy).

W modelu tym, oscylacje cyklu granicznego istniejg dla skonczonego zakresu wspotczyn-

nika produkcji sygnatu 3, oraz rodza sie i znikaja w dwéch punktach bifurkacji nadH A\ i g
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(Rys. 7.15). Okres oscylacji stabo zalezy od wspélezynnika produkeji sygnatu 3, ponadto
dla m,n € {2, 3,4} zakres [3, prawie nie zalezy od m i n. Jedynie dla m = 1 i n = 2 zakres
oscylacji jest znacznie mniejszy niz zakres oscylacji dla normalnych komérek (m = n = 2).
Oscylacje nie istniejg dla m = 2 oraz n > 5, co implikuje, ze trzykrotna nadekspresja
Mdm2 moge zatrzymaé oscylacje. Jednakze, efekt ten moze zostaé zrekompensowany przez
transfekcje p53; komorki z m = n € {2,3,4,5,6} oscyluje dla prawie tego samego zakresu

parametru co komérki normalne.

7.6 Analiza modeli ukladu regulatorowego NF-xB

W ostatnich latach rozwinieto kilka modeli sygnalowego ukladu regulatorowego NF'-xB,
omawianych w [54] i [55]. Pierwszym byt model z petla jednego sprzezenia zwrotnego, ktéry
zkoncentrowat si¢ na oddzialywaniu pomiedzy trzema izoformami IxB [45]. Model ten zostal
rozwiniety przez grupy Hoffmann’a i Levchenki wlaczajac model Werner’a i in. [56]. Nastep-
nym byl nasz model z dwiema petlami sprzezenia zwrotnego [44], zawierajacy dzialanie
zaréwno inhibitoréw NF-xB, IxkBa jak i A20, ktore byly dalej rozwijane, aby zawieraly
stochastyczno$¢é w cztonie aktywacji/deaktywacji genéw IkBa i A20 [57]. Trwale oscylacje
jadrowo-cytoplazmatycznej lokalizacji NF-xB w odpowiedzi na stymulacje TNFa zostaly
zaobserwowane przez Nelson’a i in. [37] w eksperymentach na pojedynczych komérkach SK-
N-AS transfekowanych plazmidami powodujacymi ekspresje RelA polaczonego z czerwonym
fluorescencyjnym biatkiem (RelA-DsRed). Zauwazono, ze 91% tych komoérek wykazywalo
dhugotrwate oscylacje jadro-cytoplazma biatka RelA i ze oscylacje te sa catkiem dobrze zsyn-
chronizowane pomiedzy komérkami w przeciggu kilku pierwszych cykli. Potem jednak os-
cylacje te wypadaja z fazy i staja sie gasnace gdy obserwuje sie je na poziomie populacji
we wezeSniejszych eksperymentach wykonanych przez Hoffmann i in. [45]. Sun i in. [46]
zademonstrowali, ze ponad 4000 czasteczek mRNA oscylowalo w odpowiedzi na stymulacje

TNF«. We wszystkich trzech deterministycznych modelach [34, 44, 56|, oscylacje, ktére pow-
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staja w odpowiedzi na stymulacje TNFa sa gasnace (nie ma tam zadnych cykli granicznych)
dla zakladanych (dopasowanych) zbior6w parametréw. Jedynie w stochastycznym modelu
[57], oscylacje sg ciaglte z powodu stochastycznego rezonansu.

Matematyczne struktury tych modeli majg kilka waznych réznic, jednakze ze wzgledu na
naszg analize gléwna réznica znajduje si¢ w formie transkrypcyjnej regulacji IxBa; Orygi-
nalny model Hoffmann-Levchenko [45] zakladal, ze wspolczynnik transkrypcji jest propor-
cjonalny do kwadratu koncentracji jadrowego NF'-x B, podczas gdy w modelu Werner’a i in.
[56], i w nastepnych modelach, zakladany jest kubiczny wspétczynnik transkrypcji. Przeci-
wnie, w modelu [44] wspétczynnik transkrypcji jest liniowy. W pézniejszym stochastycznym
modelu [57], aktywno$¢ genéw IxBa i A20 regulowana jest przez przylaczanie i dysocjacje
dimeréw NF'-xB, i zaklada sie, ze aktywny gen transkrybowany jest ze stalym wspétczyn-
nikiem réwnym 4.5 mRNA /sekunde/kopie genu, bliskim fizjologicznego maksimum.

Jak pokazano w Barken’a i in. [58], model Hoffmann’a-Levchenko [45] generuje oscylacje o
okresie bardzo wrazliwym na ilos¢ catkowitego NF'-x B. Prowadzi to do konkluzji, ze oscylacje
zarejestrowane w ukltadzie z nadekspresja przez Nelson i in. [37] nie pozwalaja wywnioskowac,
czy oscylacje o tej samej trwaloSci, amplitudzie i okresie pojawiaja sie u morfogenetycznie
niezmienionych komérek [58]. W rzeczywistoéci, zgodnie z modelem Hoffmann’a-Levchenko
[45] czterokrotna nadekspresja NF-xB powoduje, ze drugi pik w poziomie jadrowego NF-xB
pojawia sie nie w 2 h (jak normalnie), ale w 5.5 h ciaglej stymulacji TNFa (w pracy [58] Rys.
14). Jednakze, jak pokazano przez Nelson’a i in. [59], okres oscylacji jest prawie niewrazliwy
na ekspresje NF-xB i wystarczy zastapi¢ kwadratowy wspétczynnik transkrypcji przez lin-
iowy aby zasadniczo zminimalizowa¢ wrazliwo$¢ dlugosci okresu na catkowity poziom NF-xB
(w pracy [59] Rys. 2). Nastepnie, pokazaliémy, ze zalozenie, ze wspélczynnik transkrypcji
jest przylaczony, prowadzi do oscylacji o okresie prawie niewrazliwym na calkowity poziom
NF-kB ([57], Rys. 4.6).

Modele, w ktorych wspoétczynnik transkrypcji jest proporcjonalny do koncentracji czyn-

nika transkrypcyjnego (zwlaszcza w wyzszej potedze), bez jakiegokolwiek nasycenia, prowadza
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do transkrypcyjnych wydajnosci przekraczajacych fizjologiczne wspétczynniki i w ten sposéb
moze niewlaSciwie na§ladowoa¢ dynamike komorki. W tym szczegdlnym przypadku, niewlas-
ciwy wybér kwadratowego wspéleczynnika transkrypcji  prowadzi do wysokiej wrazliwoSci
przewidywanego okresu catkowitego poziomu NF-xB. Na wysokim poziomie czynnika tran-
skrypcyjnego, wspotczynnik transkrypcji [xBa, inhibitora NF-xB, przekracza wiele razy
maksimum fizjologicznego wspélezynnika (patrz [60]), i powoduje, ze [xBa kumuluje sie
na bardzo wysokim poziomie inhibujac NF-xB na wiele godzin, co wydluza okres oscylacji.
Dodatkowo, dhtuzszy czas degradacji akumulowanego [xBa wprowadza opoéznienie, ktére

powoduje, ze pojawia si¢ stabilny cykl graniczny.

96



Rozdzial 8

Konkluzje

W pierwszej czeéci pracy (Rozdzialy 3, 4, 5) przeanalizowaliSémy, poprzez stochastyczne mod-
elowanie ekspresji genéw, potencjalne konsekwencje zmiany liczby kopii genéw na ich ek-
spresje. Analiza tego problemu zostala zapoczatkowana w pracy Cook’a i in. [5] na temat
wplywu stochastycznej ekspresji genéw na haploinsufficiency. Rozwiniecie modelowania sto-
chastycznej ekspresji genéw [10], [30], [25], [26], [15] pozwolilo nam zastosowaé bardziej rygo-
rystyczne traktowanie tego problemu poprzez $rednie funkcji gestosci prawdopodobienstwa
biatka. RozwazyliSmy ekspresje haploidalnych, diploidalnych i tetraploidalnych genéw, na-
jpierw bez autoregulacji, a nastepnie z dodatnig autoregulacja. W przypadku bez autoreg-
ulacji aktywnos¢ kazdej kopii genu w N-ploidalnym genie jest niezalezna i w ten sposéb
Srednia i wariancja rozkladu biatka jest proporcjonalna do liczby kopii genéw pod warunk-
iem, ze ekspresja pojedynczej kopii jest taka sama. Kiedy ekspresja biatka na kopie jest
zmodyfikowana, tak ze $rednia ekspresja /N-ploidalnego genu jest réwna ekspresji haploidal-
nego genu, wtedy (w ciagtym przyblizeniu, w ktérym transkrypcyjny i translacyjny szum jest
zaniedbany) wariancja jest odwrotnie proporcjonalna do N. To wyja$nia numeryczny wynik
Cook’a i in. [5] gdzie, przeprowadzajac symulacje Monte Carlo, otrzymano, ze wariancja
rozkladu biatka maleje ze wzrostem liczby kopii (pod warunkiem, ze $rednia ekspresja kazdej
kopii jest stala).

W tej czeSci pracy ograniczamy sie do ukladéw autoregulowanych, w ktérych zaleznose
ekspresji od liczby kopii genu jest znacznie bardziej skomplikowana. W tym przypadku
ani poziom biatka ani wariancja rozktadu biatka nie sg proporcjonalne do liczby kopii genu.
Uklady te maja dwie cechy, ktére powoduja, ze sa wrazliwe na zmiane liczby kopii genéw.

Po pierwsze, wyzszy poziom biatka implikuje silniejsze sprzezenie, po drugie wyzsza liczba
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kopii genéw zwicksza prawdopodobienstwo aktywacji genu.

Rozwazajac zewnetrzng indukcje haploidalnych, diploidalnych i tetraploidalnych genéw
z dodatnim sprzezeniem zwrotnym znalezlismy, ze w kazdym przypadku istnieja trzy charak-
terystyczne wzorce aktywacji: {A} - gdy aktywnoS¢ genu jest podtrzymywana bez zewnetrznej
stymulacji, {U} - gdy gen aktywuje sie z unimodalnym profilem rozkladu biatka, oraz {B}
- gdy gen aktywuje si¢ poprzez rozklad bimodalny. We wzorcach aktywacji {U} i {B} gen
odgrywa role przelacznika, a ponadto we wzorcu {B} stochastycznos¢ przejéciowo dzieli pop-
ulacje komoérek na dwie podpopulacje: jedna z wysoka a druga z niska ekspresja biatka. W
pewnych przypadkach moze byt to najbezpieczniejsza strategia dla tkanki badZ kolonii bak-
terii. Nasza analiza pokazuje, ze diploidalny gen ma najbardziej regularny wzorzec aktywacji,
tzn., sektory {A},{B},{U} w plaszczyznie parametréw (ca, by) sa podobej wielkoSci.

Gléwny wynik prezentowany jest na Rys. 5.11: rozwazajac réwnolegla aktywacje hap-
loidalnego, diploidalnego lub tetraploidalnego genu znalezlismy, ze istnieje dziewie¢ wzorcow
aktywacji. Analiza tych wzorcéw pokazuje potencjalne konsekwencje straty oraz duplikacji
kopii genu. Gdy uklad znajduje sie w jednym z dwéch wzorcéw {AAU} lub {AAB} wt-
edy strata kopii genu moze zatrzymac ciagla aktywnosc¢ genu i prowadzi¢ do choroby jezeli
wymagany jest staly poziom bialka syntetyzowanego przez ten gen. Jak pokazano na Rys.
5.12 w przypadku {AAB} strata kopii genu prowadzi nie tylko do nizszego poziomu bialka,
ale takze do znacznie wyzszej wariancji co implikuje przejSciowy spadek poziomu biatka do
bardzo niskiej wartosci. W przypadku gdy autoregulowany gen jest czynnikiem transkryp-
cyjnym regulujacym transkrypcje innych genéw, spadek jego poziomu propagowalby z kolei
spadek poziomu innych bialek co mogloby prowadzi¢ do choroby. Wsréd ponad jego 500
czynnikéw transkrypcyjnych kodowanych w ludzkim genomie, istnieje ponad 30, ktére moga
powodowaé chorobe poprzez haploinsufficiency [23].

Nasza analiza pokazuje, ze duplikacja genu takze moze wplyna¢ na jego funkcjonowanie.
Na przyktad, gdy uktad znajduje sie w modzie {AUU} lub { ABU} duplikacja genu z diploidal-
nego na tetraploidalny powodowataby ciggly aktywnos¢. Podobnie, gdy uktad znajduje sie w
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modzie {AAB} lub {AAU} duplikacja haploidalnego genu takze powodowataby jego ciagly
aktywnoS$¢. W przypadku, gdy haploidalny lub diploidalny gen dziata jako "przelacznik"
jego duplikacja moze prowadzi¢ do choroby. W rzeczywistosci, regulacja poprzez dodatnie
sprzezenie zwrotne jest czestym elementem przelgczania. Bazujac na Rys. 5.11 mozemy
oczekiwac, ze czasowa duplikacja genomu w fazie S cyklu komdérkowego moze powodowaé
przeniesienie genéw regulowanych przez dodatnie sprzezenie zwrotne do aktywnego stanu.
To implikuje rézna ekspresje genu w fazie G1 (poprzedzajacej S) i G2 (nastepnej po S) cyklu
komérkowego.

Na koniec pokazaliSmy, ze strata jednej kopii genu moze nie by¢ zrekompensowana przez
podwyzszenie ekspresji pozostalej kopii. Nawet jezeli haploidalny gen ma dwa razy wiekszy
wspélczynnik syntezy na kopie niz gen diploidalny, to nadal wymaga on silniejszego sygnatu
do aktywacji. Ma to wazne konsekwencje dla modelowania: aby witasciwie opiseac¢ regulacje
genu diploidalnego nalezy wzia¢ pod uwage fakt, ze obie kopie genu moga byt aktywowane
niezaleznie. W przypadku przedstawionym na Rys. 5.16 do aktywacji genu haploidalnego
potrzebny jest 10 razy silniejszy sygnat niz do aktywwacji genu diploidalnego. Co wiecej, ak-
tywacja genu diploidalnego przebiega poprzez rozktad bimodalny, dlatego ma on przejsciowo
WyZsSzg wariancje.

W drugiej czeSci pracy (Rozdziat 6) przeanalizowaliSmy wplyw liczby kopii genéw ko-
dujacych poszczegdlne kinazy tworzace kaskade sygnatowa w Sciezce sygnalowej tymocytow,
na dynamike tej kaskady oraz aktywnoS¢ tymocytu. Aktywacja Sciezki sygnatowej tymo-
cytéw generowana jest przez przylaczenie do kompleksu T'C'R peptydéw antygenu i mierzona
jest poziomem kinazy ERK ,,(t)/ERK 1ot W pojedynczej komérce tymocytu. ERK ,, regu-
luje petle dodatniego sprzezenia zwrotnego, zawierajacego kaskade sygnalows kinaz ZAP,
MFEK, ERK, oraz inhibuje petle ujemnego sprzezenia zwrotnego zawierajacego fosfataze
SHP,. Naszym celem byla analiza wplywu liczby kopii genéw kodujacych poszczegdlne
kinazy tworzace kaskade sygnalowa na dynamike tej kaskady oraz aktywnoS¢ tymocytu.

Wspétdziatanie ujemnego i dodatniego sprzezenia zwrotnego powoduje wspolistnienie dwéch
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stanéw stabilnych. Jak pokazano na Rys. 6.5, dla malej liczby peptydéw uklad osigga
stan stabilny odpowiadajacy nieaktywnej komoérce, dla duzej liczby peptydéw uklad zbiega
asymptotycznie do stanu stabilnego odpowiadajacego komoérce w stanie aktywnym. Asymp-
totyczne zachowanie trajektorii ukladu wyznaczone jest przez warunki poczatkowe. Rysunki
6.5, 6.6 i 6.7 przedstawiaja komérke, ktéra w chwili poczatkowej znajduje sie w stanie z
niskim poziomem SHP, (500 czasteczek) oraz niskim poziomem FRK,, (670 czasteczek).
Na przyklad po przylaczeniu do tymocytu 30 peptydéw, ze staly przytaczenia d; = 0.05/s,
uklad zbiega do aktywnego stanu z wysokim poziomem ERK ,,(t)/ ERK ipta- Jezeli natomi-
ast poczatkowo komdérka znajduje sie w stanie z wysokim poziomem SHP,(t), wéwczas petla
ujemnego sprzezenia jest silniejsza, komoérka pozostaje nieaktywna i zbiega asymptotycznie
do stanu z niskim poziomem ERK,,(t)/ERK iotq-

Aktywacja TC'R jest wrazliwa na ilos¢ przylaczonych peptydéw antygenu oraz wielkosc
wspélczynnika dysocjacji antygenu. Jak pokazalimy na Rys. 6.5, aktywacja TCR jest
bardziej wrazliwa na przylaczenie malej liczby peptydéw antygenu, niz na przylaczenie duzej
liczby peptydéw, przy ktérej poziom ERK ,, osiaga stan nasycenia. Ponadto, im jest wigkszy
wspolczynnik dysocjacji antygenu, tym wigksza liczba peptydéw wymagana jest do aktywacji
tymocytu. Poniewaz ERK,, inhibuje petle ujemnego sprzezenia zwrotnego zawierajacego
SHP,, zwigkszenie poziomu ERK,, powoduje znaczne obnizenie poziomu fosfatazy SHP,
(Rys. 6.7).

Jak pokazano na Rys. 6.7, poziom SHP, stabo zalezy od liczby kopii genéw ZAP, MEK,
ERK. Zwigkszenie liczby kopii genu FRK, ZAP i MEK powoduje zwigkszenie poziomu
ERK ,,. Dla malego wspétczynnika dysocjacji brak jednej kopii genu ZAP znacznie bardziej
obniza poziom ERK ,, niz brak jednej kopii genu FRK, za$ zwiekszenie liczby kopii genu ZAP
znacznie bardziej podwyzsza poziom ERK,,(t)/ERK i niz zwigkszenie liczby kopii genu
ERK. Analizowana w modelu kaskada sygnalowa zawiera pojedynczo sfosforylowana kinaze
ZAP, MEK i ERK, oraz podwdjnie sfosforylowane kinazy MEK i FRK. Taka posta¢ kaskady

sygnatowej powoduje, ze dla malej wartosci Sygnafu funkcja FRK,, jest silnie nieliniowa,
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podczas gdy dla prostszej postaci kaskady, z nie uwzgledniona formg pojedynczej fosforylacji,
funkcja ERK p, liniowo zalezy od Sygnatu.

W trzeciej czesci pracy (Rozdzial 7) zaproponowaliémy nowa metode walidacji modeli
Sciezek regulatorowych, w ktérej dynamika ukladu dynamicznego badana jest numerycznie
ze wzgledu na liczbe kopii genu(éw). Opierajac sie na tym przyblizeniu zademonstrowal-
iSmy, ze wszystkie modele ukladu p53, ktére opieraja sie na nadkrytycznej bifurkacji Hopfa,
generuja oscylacje o okresie odpornym na zmiane parametru degradacji Mdm?2 oraz zmiang
liczby kopii genu, w przeciwienstwie do modeli, ktére opieraja sie na bifurkacjach SNIC lub
podkrytycznej Hopfa.

Rozwazajac cztery modele, w ktérych oscylacje rodzg sie w punkcie nadkrytyczng bi-
furkacja Hopfa pokazaliémy, ze zakres oscylacji w obszarze parametru jest rosnaca funkcja
liczby kopii genu pb3 oraz malejaca funkcja liczby kopii genéw Mdm?2. Zalezno$¢ zakresu
oscylacji od liczby kopii genu jest silniejsza w naszym modelu testowym, ktéry opiera sie na
wspoldziatajacych petlach dodatniego i ujemnego sprzezenia zwrotnego, niz w modelach
Ma i in. [50] oraz Puszynski i in. [49], w ktérych oscylacje generowane sa wylacznie
przez ujemne sprzezenie i opdéznienie. Zgodnie z modelem testowym transfekcja Mdm2
moze zatrzymaé oscylacje nawet w komoérkach z uszkodzonym DNA, podczas gdy trans-
fekcja pb3 moze wzmagaé oscylacje nawet gdy DNA nie jest uszkodzone. Poniewaz os-
cylacje w uktadzie p53|Mdm2 moga by¢ potencjalnie zwizualizowane w p53- lub Mdm2-
transfekowanych komoérkach, przewidywanie to moze byt wykorzystane do eksperymentalne;j
weryfikacji modelu testowego. Jezeli model okazalby sie poprawny, sugerowatoby to, ze oscy-
lacje obserwowane w komérkach z transfekcja p53 sa czeSciowo artefaktem uktadu ekspery-
mentalnego. Jak zbadano przez Geva-Zatorsky i in. [36], 19 z 48 p53-transfekowanych
komoérek wykazywalo oscylacje bez jakiegokolwiek wcze$niejszego promieniowania gamma,
podczas gdy silne promieniowanie dawka 10 Gy powodowalo, ze 37 z 54 komérek oscylowalo.
To moze sugerowac, ze zaréwno transfekcja p53 jak i promieniowanie gamma indukuje oscy-

lacje.
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Inng mozliwo$cia jest, ze dodatnie sprzezenie nie odgrywa zadnej roli w utrzymywaniu
oscylacji pb3, ktére powstaja z wspétdzialania ujemnego sprzezenia zwrotnego i opéznienia.
Takie oscylacje sa prawie niewrazliwe na liczbe kopii genu Mdm?2 i p53. Jak zaproponowano
przez Puszynskiego i in. [49], dodatnie sprzezenie zwiazane z dlugim opéZnieniem, moze by¢
odpowiedzialne za przerwanie oscylacji poprzez synteze p53 do nawet wyzszego poziomu,
ktéry umozliwia apoptotyczng odpowiedZz w powaznie uszkodzonych komorkach.

Ze wzgledu na uklad NF-kB, w ktérym wszystkie deterministyczne modele generuja
tylko gasnace oscylacje, pokazaliSmy, ze nasycenie we wspotczynniku transkrypcji jest kluc-
zowe, aby wyprodukowac oscylacje o odpornym okresie. Modele, w ktérych wspoétczynnik
transkrypcji jest proporcjonalny do koncentracji czynnika transkrypcyjnego w drugiej lub
trzeciej potedze, bez nasycenia, wydajnoS¢ transkrypcji przekracza fizjologiczne wspétezyn-
niki i w ten sposéb moze niewtasciwie nasladowa¢ dynamike komorki. Modele te przewiduja,
ze okres oscylacji gwaltownie ro$nie wraz z poziomem transfekcji, co nie jest obserwowane w
eksperymencie.

Eksperymenty na pojedynczych komérkach staja sie wiodaca technika wizualizujaca za-
chowanie poszczegélnych komérek, ktére jest stabo widoczne poprzez usrednianie po popu-
lacji [61]. Eksperymenty te sa wykonywane na komérkach z podwyzszong liczba kopii genu i
dlatego musza by¢ analizowane ze szczegélng uwaga. Jak zademonstrowali Nelson i in. [37],
[59] w ukladzie regulatorowym NF-xB, oraz Geva-Zatorsky i in. [36] w ukladzie regula-
torowym pb3, oscylacje generowane w odpowiedzi na stres maja okres odporny zaréwno na
liczbe kopii genu czynnika transkrypcyjnego jak i na poziom stresu. Obserwacja ta stawia
ograniczenie na strukture ukladéw regulatorowych, ktéra jest odpowiedzialna za zwizual-
izowane oscylacje. Analizujac modele uktadu p53 pokazali$émy, ze oscylacje o odpornym
okresie produkowane sg w wyniku nadkrytycznej bifurkacji Hopfa, charakterystycznej dla
ukladéw opierajacych si¢ na ujemnym sprzezeniu zwrotnym i opéznieniu, a nie wyniku bi-
furkacji SNIC lub podkrytycznej bifurkacji Hopfa, ktére sa charakterystyczne dla uktadow

opierajacych sie na wspoétdziatajacym ujemnym i dodatnim sprzezeniu zwrotnym. Jednakze
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typ bifurkacji jest bardziej znaczacy niz istnienie dodatnich sprzezen zwrotnych; model
"testowy" zawierajacy petle dodatniego i ujemnego sprzezenia zwrotnego, lecz oparty na

nadkrytycznej bifurkacji Hopfa ma zadowalajaca odpornose.
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Dodatek A

Momenty rozkiadow dla mRNA i
biatka

Momenty rzedu pierwszego i drugiego rozktadéw mRNA i biatka wyznaczymy metoda funkcji
tworzacych momenty (FTM). Momenty liczymy dla ukladéw bez autoregulacji.

Model dyskretny, N=1

Niech dane beda funkcje FTM dla mRNA () i biatka (y) o rozkladzie dyskretnym g, Ay,
F(z,s) = Z 2°5Y Gy (86)

m7y
T(z,s) = Z 275 hyy. (87)

Ty

Zauwazmy, ze F'(z, $)|,=s=1 oraz T'(z, s)|,=s=1 sa prawdopodobienstwami, ze gen jest, odpowied-

nio, aktywny oraz nieaktywny:

bo
F(2,8)imemt = > oy =—— (88)
o o+ bo
C
O D D e )
$,y
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Zrézmiczkujmy FTM (86)-(87) po z i s :

3F

(2,5) szm 'sY Gy (90)
F
a (z,5) Zyz Gl 1 Gy

(9Tzs o1y
Tz oy

aT(Z7S) x y—1
5, = Zyz 5Y7  hyy.

m7y

Uktad réwnan Mistrzéw (24)-(25) pomnézmy stronami przez z*sY, a nastepnie zsumujmy

stronami po x 1 y, otrzymamy wéwczas

d X
E(;; 278 Guy)

d x
I (; 2"5 hay)

= 00D 25 hey) = (D 2" gm) + (D + D Ging)) £ (O1)
x,y z,y T,y
-7y Z 22sYgyy) + K ( Z 12°58Y Gz y-1)) + TQ(Z(y +1)2"5Yg(z,941))

T,y T,y

Z£Z Y Guy) — TQ(Z Y2°sY Gy ),

= —by( Zzshzy + ¢ Zzsgxy —|—HZzsh(r 19)) (92)
+T1(Z(:)§+ 1)z%s h(xH,y)) —H(Zz Syhmy —r sz $hay) +

T,y z,y z,y

K(Z 22" g y—1)) + T2(Z(y +1)2"8higyt1)) +
z,y z,y
—K(Z 1275 hyy) — TQ(Z Yz sV hyy).
z,y Z,Y

Zapiszmy odpowiednie czlony w réwnaniach (91)-(92) za pomocs zwigzkéw (90):
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0 0 - B
Z (x + 1)zw5yg(:c+1,y) — Z xzzflsygmy _ # N

x,y=0 2 (-
gg;o(:c +1)2"8hpr1y) = %
x;i;o(y D)y = %
gjo(y +1)27 hay 1) = %

Z l‘zzsygzy = z Z xzw—lsygxy = Z%

z
x7y:0 xvy:()
o0
E z LY aT(Z’ S)
e =
174/:0
- o
T LY _ T y—1 o aF(Z’ 8)
Yz 58"Gay = S YZ7S87 TGry = ST
ff,y:O m7y:0
goo o0
yzmsyhxy = S Z yzfgy—lhxy = S%
Ivy=0 I7y:0
o0 " ]
Ty _ z y+1 _ z—1_y o E)F(z,3>
e o 2" Gy = 52 ) w278y = 52—
mvy:O 1‘7y:0 x7y:0
o0
Z‘TZ S h(z,y_l) = 827
xvy:[)
o0 N }
2"sYh = r+loyp Cshy, = 2T(2, 5)
(@=1y) — 2 gy =2 Y 278Yhgy = 2T (2,5
o =0 z,y=0

Po podstawieniu wyrazen (93) do (91) i (92) otrzymamy nastepujace réwnania rézniczkowe
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czastkowe na FTM:

OF(z,s)
ot

IT(z,s)
ot

BT (s, 2) — coF(z,8) +r e ®) . OF(5:9)

badz, po uporzadkowaniu:

OF(z,s)
ot

dT(z,s)
ot

0z 0z
OF(z,s) OF(z,s) OF(z,s) OF(z,s)
+Kzs P + 1y Ep - Kz 9, T
—boT'(s,2) + coF(z,8) + HzT(z,8) + 11 aTgi’ s)
IT(z,s) OF(z,s) dT(z,s)
—HT(z,8) — 12 5 Ksz P T
0T (z,s) 0T (z,s)
Kz £l rst.
boT(s,2) — coF(z,8) — 11 (2 — 1) GF(gz, s) + (94)
0F(z,s) OF(z,s)
+Kz(s—1)7 —719(s—1) Y
—boT'(s,2) + coF(z,8) + H(z—1)T(2,s) — 11 (2 — 1) aTézZ, s) (95)
dT(z,s) IT(z,s)
—l—Kz(s—l)T—rg(s—l)T.

Réwnania (94)-(95) mozna wykorzystaé do wyznaczenia momentéw dowolnego rzedu dla

funkcji g i h. W pracy tej wyznaczymy momenty pierwszego i drugiego rzedu. 7Z wiasnosci

FTM, momenty pierwszego rzedu mRNA i biatka dla G € {0, 1} dane sa przez zwiazki:

Elx;G = 0]—8F(§'Z’S)|z:s:1 (96)
Bla;G = 1]=8Té?8)lz:s:1 (97)
Ely;G = O]ZaFéz’s)hsl (98)
Ely;G = 1]=aTéZS’S)Izsl- (99)
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Polézmy OF(zs) _ OT(zs) _

o o
boT(5,2) — coF (2,5) — 1y (2 — 1) 2L (gz 2 (100)
—I—Kz(s—l)aFéZ’S)—rg(s—l)%zo (101)
b T(s,2) + coF (2, 8) + H (2 — D) T(2,8) — 11 (= — 1) 8Téz’ s) (102)
e TTES) () ITE) -

po zrézniczkowaniu réwnn (101)-(103) osobno po z i s, a nastepnie po podstawieniu z = s =
1, otrzymamy rozwigzania stacjonarne uktadu réwnan algebraicznych: momenty catkowite

pierwszego rzedu dla, odpowiednio, mRNA i bialka:
Elz] = FElz;G=0+ E[z;G = 1] (104)
Ely] = Ely;G=0+E[y;G=1]. (105)

Zrézniczkujmy uklad (101)-(103) po z:

or or or O*F oF
e e (=1 K (s 1) — 1
b0 0z “ 0z " 0z r (2 ) 022 + K (s ) 0z + (106)
?*F O?*F
Ke(s—1) 2o 4 —ry(s—1 -
+Kz(s ) 5.2 + -1 (s )8382 0,
orT oF oT
—by— — +HT+H(z—1)— 1
bo g, tog, t +H(z—-1) 5, + (107)
orT 9*T 9*T
—r— — — 1) ==0°T02* + — —1 =
r 5 r (2 ) 8228 0z 4+ —ry (s )838,2 0,
polézmy z = s = 1:
bl — 2L -2 _ 0
0 82 z=s=1 Co 82 z=s=1 &1 (92 z=s=1 —
or or or
_b0$|z:s:1 + COE|Z=3=1 + HT|,—so1 — 7’1E‘z=s=1 = 0,

po podstawieniu (89) oraz uwzglednieniu (96) i (97) otrzymujemy momenty pierwszego rzedu
dla mRNA:
0F(z,s) B coboH

0z Js=s=1 = r1(co + bo)(co + bo + 1)
_ 0T'(z,s) B coH (co +11)
- 0z Js=sm1 = 1(co + bo)(co + by + 71)

Elz;G = 0] = (108)

Elz;G = 1] (109)
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zatem, zgodnie z (104), moment calkowity pierwszego rzedu dla mRNA wynosi:

C()H

ol = e T o)

(110)

Aby otrzyma¢ momenty pierwszego rzedu dla biatka zrézniczkujmy réwnania (101)-(103)

po s:
oT oOF 0*F oF 0*F
Og_coﬁ__rl(z_l)azas+KZ§+KZ(S_1)8Z83+ (111)
oF 0*F
—7“2%—7“2(3 UW =0
oT oOF oT 0*T oT
_b0$+COE+H<z_1)$_T1<Z_1)6283+KZ§+ (112)
o*T oT o*T
+Kz(s—1) 505 295 —ro(s— l)ﬁ =0,
potézmy z = s = 1:
oT oF oF OF
bOELz:s:l - C()g'z:szl + KE|2:5:1 - 7/’2§|z:5:1 =0
oT oF oT oT
_boabzs:l + Cﬁalz:szl + K%|z:s:1 - r2%|z:s:1 =0

po podstawieniu (108)-(109) oraz (98)-(99) otrzymujemy momenty pierwszego rzedu dla
biatka:

8F<z78) CobOKH<CO+b0+T’1+T2)

Eply;G = 0| = ——— .01 = 113
D[y ] 88 | ! 7‘17’2(Co+b0)(C0+b0+T1)(Co+b0+7“2) ( )

dT(z,s) colKH[(co + r1)(co + r2) + boco
Eply;G = 1) =~y = 114
D[y ] 68 | ! Tng(Co—f—bQ)(Co—f-bO+T1)(Co+b0+7“2) ( )

zatem, zgodnie z (105) moment catkowity pierwszego rzedu dla biatka wynosi:
coHK K

Eply) = —F—— = —Flx] (115)

7“1’/“2(00 + bo) 7“_2

Aby wyznaczy¢ wariancje mRNA i bialka nalezy policzy¢ nastepujace momenty drugiego
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rzedu:

2
Elz(z —1);G = 0]=E[2*G=0] - E[z;G=0] = %L_s—l (116)
0T (=,
Plote - 156 = =5, (117)
0*F (=,
Bty - 10 = o =TT ms)
*T(z,s
Elyly—1);G = 1] = a; )Iz =1 (119)
L _ 0%F(z,s)
E[;C’y,G = 0] = W‘Zzszl (120)
0T (z,s)
E[ZCy, G = 1] = le:s:h (121)
przy czym
0?F(z,s) oo
2 = Zm(m— 1) 2°7°5Y gy
0? F (z,58) _
89 Zy Z TsY 2g:vy
0°T'(z,s o
% = Zx (x —1) 2" 2Ry,
a T Z S Zy 3y72hmy7
wtedy wariancje dla mRNA oraz biatka mozna wyrazi¢ nastepujaco:
0?F(z,s) 0T (z,s)
Varlz] = T|z:s:1 + 7&:;1 + E[z] — (E[x])? (122)
0*F(z,s *T(z,s
varl) = STED G OTTEDpy - s (23)

Rézniczkujac uktad (106)-(107) po z, a nastepnie podstawiajac z = s = 1 uzyskamy

réwnania na momenty drugiego rzedu dla mRNA:

0?F(z,s) 0?T(z,s) 0?F(z,s)
—27’17|z=s:1 + b07|z=s=1 - COT|Z:S:1 =0

IT(z,s) 0*T(z, s) 0*T(z, s) 0?F(z, s)
2H8—|z=s=1 - 2r17|z=s=1 - b07|z=s=1 + 007|z:s=1 =0,
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stad

0?F (z, 3)| coboH?(co + 1) (124)
T g2 ==l 72(co + bo)(co + by + 71)(co + bo + 271)
0*T'(z, s) | B coH?(co +11)(co + 211) _ (125)
D2 le=s=l T r2(co 4 bo)(co + by +11)(co + bo +2r1)
0?F(z,s)
= b0<00 + 2T1)T|z:s:17
zatem, zgodnie z (122), wariancja dla mRNA wynosi:

CoH[(Co + bo)(Cg + bo + 7“1) + boH] bo?”l 9

Vv — E’l] + E[2]. (126

arplx] = r1(co + bo)(co + Bo & 1) colco 1 bo + 1) [x] [x] (126)

Aby otrzyma¢ momenty drugiego rzedu dla biatka, rézniczkujemy uklad (111)-(112) p

s, a nastepnie podstawiamy z = s = 1:

O*F O*F 92T O2F
2K8203|Z:5 1= 2r25 7 |e=s=1 bOa S la=s=1 — wh:szl = 0 (127)
2T 2T 2T 2F
o2 0 9 9

A A lz=s= 2 2=8= b 2=8= 5 lz=s5= == 0 128
9205 ==t T g le=emt ~ b g g lemsmt + oG limem (128)

, . 2 2 L .
Aby wyznaczy¢ momenty mieszane %|Z:s:11 %]Z:S:b rézniczkujemy uktad (111)-

(112) po z, a nastepnie kladziemy z = s = 1:

82T 82F aF agF
== Aoaslz=s=t T o-lememt + S5z | =0 (12
bo gz ==t (ot i) 5 leme 4 < 5z =1 T 5 |Z—5‘1> 0 (129)
O*F o°T o7 (2, ) o2
COWLZ:S:l +(bo = 11) %’Zﬁ:l + HT|z=s 1=y |loms=1 + (130)

oT 0*T
K _ — |y | =
+ (82 ‘z s=1 + 822 |z—s—1) 07

po podstawieniu (108)-(109), (113)-(114) oraz (124)-(125), rozwiazujemy uklad czterech
réwnan (127)-(128) i (129)-(130) z czterema niewiadomymi; zgodnie z (123) otrzymujemy

moment catkowity drugiego rzedu dla biatka postaci:

bor7ra(r1 + 72 + co + bo) 2
Vv = E K E E .
arp [y] CO(Tl + 7“2)(7"1 o+ bo)(’l"g o+ bO)( D[y]) + (Tl + TQ) D[y] + D[y]
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Model ciagly, N=1

Niech dane bedg funkcje tworzace momentéw (FTM) dla mRNA (z) i biatka (y) o rozkladzie
ciaglym gay, hay:

F(z,8) = //ezx“yg(:c,y)dxdy (131)

Ty

T(z,5) = / / TNz, y)dady. (132)

z y
Zauwazmy, Ze (, oraz h,, sa prawdopodobienstwami, ze gen jest, odpowiednio, aktywny

oraz nieaktywny:

bo
Joy = F(z,S)Iz:s:ozf/g(w,y)dxdyz p——
z oy
hy = T(z,5)] —//h(:p Ydxdy = “
Ty ’ 2=s=0 — Y y_CO—I—bO'
Ty

Réwnania ciagto$ci (39)-(40) mnozymy stronami przez e***¥, a nastepnie catkujemy po

riy:

dg(z,y) 0
zx+8y _ zT+sy
/ / e = dxdy / / e o (nag(z, y))dedy + (133)

Y

Ty T
Zxr+s a
+/ e ya—y[(Kﬂc —ray) g(x,y)]drdy =
Yy

= by / / eV h(x, y)dady — co / / eV g(x,y)dady,

z oy z oy
h
//ew“ymdxdy + //ew“yg[(H —riz) h(z,y)]dedy + (134)
ot Ox
Ty Ty
+ / / 6”*81’8%[(17( x —r2y) h(z,y)|dedy =
z y
= —bo//ezx“yh(aj,y}dmdg—i—co//e”“yg(x,y)dxdy.
Ty zr Yy
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Zauwazmy, ze:

o 8 2x+s 2x+S aF
y x Y ‘

z2x+s 8

e ya—y[(K:r — r2y) gldzdy = (135)
r Yy

OF oF

= / ETTY(Ka — roy)g — / (se* (K — roy)g) dz | dy = K(1 — 8)8_ —ro(1 — S)a—
2 s

Y

0 oT oT
zx+sy _ — _ - o -
//e 8y[(Kw roy) h(x,y)|drdy = K(1 — s) % ro(1 — s) R
z oy
/ / e+ 0 (1 — ry2) Rdudy =
ox
Ty

= / T HY(H — rx) h— / (e *Y(H — rz) h)de| dy = (1 — 2)HT — r1(1 — z)aa—T
z

Yy T

Po podstawieniu zwiazkéw (135) do (133)-(134) otrzymujemy nastepujace réwnania

rézniczkowe czastkowe na FTM:

OF(z,s) OF(z,s) 0F(z,s)

T + (7“12 - KS) G + 728 95 = bT — cF (136)
0T (z,s 0T (z,s 0T (z,s
# —2zHT + (r1z — Ks) éz ) + 7os és ) = —boT + ¢oF. (137)

OF(z,s) _ 0T(z,8) _ A.
ot ot 0

Polézmy

0F(z,s) 0F(z,s)

boT — coF — (112 — Ks) P 5, =0 (138)
—boT + coF' + zHT — (r12 — K's) 8Té,z, 5) _ rgsaTéz’ s) = 0. (139)

Rézniczkujac réwnania (138)-(139) po z, a nastepnie podstawiajac z = s = 0 otrzymu-

jemy nastepujace rownania na momenty pierwszego rzedu dla mRNA:

OT(z,5) OF (2,5) OF (2, s) -
bo 92 ’z:szo CUT|2:3:O -7 Ep |Z:S:0 = 0 (140)

oT'(z,s 0F(z,s T (2, s
_bo éz ) |z:s=0 Co éz ) |z:s:0 + HT‘Z:S:O — 7’1%’2:8:0 — O, (141)
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stad, momenty pierwszego rzedu dla mRNA wynosza:

. OF(z,s) B Hcpby
EC[$7 G n 0] n (92 |Z:S:0 N 7‘1(60 -+ b() + 7‘1)(60 + bg) (142)
Eolr:G = 1] = dT(z,s) ey = Heo(eg +11) (143)

0z r1(co 4+ bo + 1r1)(co + bo)’

za$, zgodnie z (104), moment catkowity pierwszego rzedu dla mRNA wynosi:

HCO

Bele) = e o)

(144)

Rézniczkujac réwnania (138)-(139) po s oraz podstawiajac z = s = 0 otrzymujemy

nastepujace rownania na momenty pierwszego rzedu dla biatka:

dT(z,s) 0F(z,s) 0] ) 0F(z,s)

F(z,s B
bO 83 |z=s:0 - COT'z:s:O + K7|z:s:0 — T 88 |z:s:0 0
0T (z,s) OF(z,s) IT(z,s) IT(z,s)
_ o P R K— 7| 5 — e =
bO (95 ’2—5—0 + Co 6’5 |z_s_0 + (92 ’z_s_O T2 88 |z—s-0 07
stad
8F(Z,8) KHCObo(CO+b0+T1 +T2)
Ecly; G = 0] = gm0 = = (145
C[y ] 0s | 0 7“17‘2(00+b0—|—7‘1)(00+b0+7‘2)<60+bo) ( )
K K
= (bo £ 72) Elz;G =0] + bo Elz;G =1]
T2(00+b0+T2) T2(00+bo+7“2)
IT(z,s) KHcgcobg + (c+11) (¢ +13)]
Ecly; G = 1] = e = = (146
C[y ] 85 ’ 0 7"17’2((30 +bo +7’1)(CO +b0 +7"2)(C() +b0) ( )
K K
— “ Elz;G =0] + (co +72) Elz;G = 1].
T2(60+bo+7“2) T2(00+b0+T2)
Zatem, zgodnie z (122), moment catkowity pierwszego rzedu dla biatka wynosi:
KHc K
Eoly) = ———~ = —Ecla]. (147)

r172(co + bo) T

Po zrézniczkowaniu uktadu (106)-(107) dwukrotnie po z oraz po podstawieniu z = s = 0
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uzyskamy réwnania na momenty drugiego rzedu dla mRNA:

0*T(z,s) 0?F(z, ) 0?F(z,s)
b0—822 |2—s=0 — OTLZ:S:O - 2T17|z:5:0 =0 (148)
0T (z, s) 0?F(z,s) IT(z,s)
_bO 822 |Z:S:0 COT|3:5:O + 2HT|Z:S:0 + (]_49)
0T (z,s
_27”1%&50 = (150)

Po rozwiagzaniu réwnan (148)-(150) otrzymujemy moment catkowity drugiego rzedu dla

mRNA:
Co bo H 2

’I“%(’I“l +Co+b0) (Co‘l—bo)Q'

Varclz] = (151)

Aby otrzymaé momenty drugiego rzedu dla biatka, najpierw rézniczkujemy uktad (111)-

(112) dwukrotnie po s oraz podstawiamy z = s = 0:

bo%kso - o%kso + 2K%|zso +

o PEES (152)
—b0%|zso Co%bso + 2K%|z50 t
LS (159)

aby obliczy¢ momenty mieszane %\Zzszli %]zzszl, rézniczkujemy uktad (140)-(141)

po s, a nastepnie kladziemy z = s = 0:

bO%DSO - CO%L’:SO +

—Tl%bso =0

—bo%lmo + %%IHO +H MIz:s:o +
_Tl%|zso =0,

rozwigzujemy ukiad czterech réwnan z czterema niewiadomymi i otrzymujemy wariancje

rozkladu bialka:
b0T17“2(7"1 + 1o + Co + bg)

co(r1 +12) (11 + co + bo)(r2 + co + bo) (Eely])”

Varcly] =
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Przyblizenie K-E, N=1, N=2

Aby sprawdzi¢ poprawno$¢ zwiazkéw (59)-(60) obliczymy warto$¢ oczekiwang oraz wariancje
biatka najpierw dla ukladu z jedna kopig genu, a nastepnie dla ukladu z dwiema kopiami genu.

Dla uproszczenia rachunkéw obliczenia wykonamy dla modeli dyskretnych w przyblizeniu

Keplera-Elstona.
Wykorzystujac nastepujace réwnania Mistrzéw opisujace ewolucje w czasie prawdopodobienstw

gy, hy (patrz Rys. Al):

dg
d_ty = bohy —cogy —ygy + (Y +1) gy1a (154)
dh
d_ty —bohy + cogy — yhy + (Y + 1) hysr + hy—1 — hy (155)

wyznaczymy warto$¢ oczekiwang oraz wariancje biatka w przyblizeniu K-E dla ukiadu z

jedng kopig genu.

G=0 G=1
Y
y8y (y+1) gy+1 Yhy (y+1)hy+

Rysunek A1l: Diagram ewolucji gestosci prawdopodobienstw zadanych przez proces Markowa

pierwszego rzedu dla ukladu z jedna kopia genu.

Niech dane beda funkcje FTM dla biatka (y) o rozkladzie g,, h,:
=Y g, (156)
y=0

Fy(z) :izyhy. (157)
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Wprowadzmy oznaczenie
g @ =F() =) 9
y=0

ho: =Fi(2)].o1= ) hy,
y=0

g oraz h sa prawdopodobienstwami, ze gen jest, odpowiednio, aktywny oraz nieaktywny:

g = Co+b0
Co

h = .

Co+bo

: . AT ) oh
Zapiszmy réwnania Mistrzow (154)-(155) dla 5% = ¢ = 0:

bohy — cogy —ygy + (Y +1)gys1 = 0
—bohy + CoGy — yhy + (y + 1) hy+1 + hy,1 — hy = 0,

(158)

(159)
(160)

pomnézmy (159)-(160) stronami przez y, oraz zsumujmy stronami po y; otrzymamy wowczas

nastepujacy uklad réwnan:

bo > yhy—cod Yy — Y Y9+ Y yy+1) gy =0
y=0 y=0 y=0 y=0
—bo > whyt+co» ygy— > Uhy+ > y(y+1) by +
y=0 y=0 y=0 y=0

—i—thy_l - thy = 0.
y=0 y=0

WprowadZzmy oznaczenie:

0F, (z >

Ty : =Ely;G=0] = 80z( )= > gy
y=0
OF, .

T =Bl G=1= "0 = S,
y=0
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Zauwazmy, ze

Z yy+1)gm = Z (y + 1)2 Jy+1 — Z YGy+1 — Z Gy+1 = Z y2gy —To (164)
y=0 y=0 y=0

y=0 y=0
00
§ yhyfl =
y=0

Po podstawieniu wyrazen (164) do (161)-(163) otrzymujemy nastepujace réwnania rézniczkowe

(y — 1) hyfl + Zhy,1 = T1 + h.

y=0

NE

Il
o

Y

czastkowe na FTM, z ktérych wyznaczymy momenty pierwszego rzedu dla biatka:

boTy — coTo — Zyzgy + Z ygy—To = 0

y=0 y=0

—boT + coTh —Zy2hy+23/2hy—T1+T1 +h-Ty = 0,

y=0 y=0

po uproszczeniu otrzymujemy nastepujacy uktad:

b0T1 - C[)TO - TO =0 (165)

—b0T1 + COT() +h— T1 = 0. (166)

Rozwiagzujac uklad (165)-(166) otrzymamy momenty pierwszego rzedu dla biatka:

Cobo

T, = 167

0 (co + bo + 1)(co + bo) (167)
co(co+ 1)

(Co -+ bo + 1)(00 + bo)’

T

(168)

zatem moment catkowity pierwszego rzedu biatka dla ukladu z jedng kopig genu w przy-
blizeniu K-E wynosi:
Co
Co + bo .

Erlyl=To+T1 =

Aby otrzymaé¢ momenty drugiego rzedu mnozymy uktad (159)-(160) przez y* i sumujemy
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jak poprzednio:

b02y2hy - COZ?JQQy - Zyggy + 292 (y+1) gyt =0
y=0 y=0 y=0 y=0
—by > Phytcod 1Py — > PPhy+ Y v (Y1) by +
y=0 y=0 y=0 y=0
+> Phy =Y y’h, =0.
y=0 y=0
WprowadZzmy oznaczenie
=> g,
y=0
o
=2 VM,
y=0

wtedy moment drugiego rzedu dla biatka wyraza si¢ nastepujaco:
Vary [yl = Ro + Ry + Eyly] — (B [y])°.

Zauwazmy, ze

Y ygr = To+g

S vhyy = > (-1 hy+2) yhy1— Y hyi=Ri+20+h
y=0

> Vg = D WH+D g1 -2 yg1— Y g1 =Ro—2Th+g
y=0

y=0 y—U y=0

y=0

S 1 s 2R~ ot )3 (5 -
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> P+ g = Z(yH gy+1—22ygy+1—32ygy+1—zgy+1

(169)

(170)

(171)

(172)
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Po podstawieniu zwiazkéw (173) do (169)-(171) otrzymujemy:

boR1 — coRoy — Z ysgy + Z yggy —2Ry+1Ty = 0

y=0 y=0

—boRl +C()R0 —Zy?’hy—i-ZyShy—QRl +T1—|—R1+2T1 +h—R1 = O,

y=0 y=0
PO uproszczeniu
boRl — R0(2 + Co) + TO =0 (174)
—R1(2 + bo) + C()Ro + 3T1 + h = 0. (175)

Podstawiamy (167)-(168), rozwiazujemy uktad (174)-(175) i, zgodnie z (172), otrzymu-

jemy wariancje rozktadu biatka dla uktadu z jedna kopig genu w przyblizeniu K-E:

cobo
(CO + b0)2(1 + Co + bo) .

Varg[y] =

Wykorzystujac nastepujace réwnania Mistrzéow dla uktadu z dwiema kopiami genu bez
autoregulacji, opisujace ewolucje w czasie prawdopodobienstw fo(y), f1(y), f2(y) (patrz Rys.
A2)

dfo#(y) = bofiy — 2¢cofoy — Yfoy + (y+1) foy+ (176)
dflst(y) = 2¢ofoy — (bo + o) fiy + 2bofoy + fry—1+ (W +1) frys1 — f1y — yfry, (177)
dfzsfy) = cofiy — 2bofoy + 2f2y 1+ (Y + 1) foyrr — 2foy — yfoy, (178)

wyznaczymy wartoS¢ oczekiwang oraz wariancje biatka w przyblizeniu K-E dla ukladu z

dwiema kopiami genu.
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G=0 G=1 G=2

i1 iy 2 fe 21,
yfoy (y+Df o1y yfiy (y+Df 1) yfay (y+Df i)

Rysunek A2: Diagram ewolucji gestosci prawdopodobienstw zadanych przez proces

Markowa pierwszego rzedu dla uktadu z dwiema kopiami genu.

Niech dane beda funkcje FTM dla biatka (y) o rozkladzie fo,, fiy, foy:

o0

Fy(z) © =) 2'foy (179)

y=0
oo

Fi(z) : =) 2'fy (180)

y=0
o0

Fy(z) © =) 2V (181)

y=0

WprowadZzmy oznaczenie
fo i =Fo(2)|em1= D foy
y=0
fi 0 =R 2= Sy
y=0

fot =F(2) 1= fo,
y=0

gdzie f;, i € {0, 1,2} jest prawdopodobiefistwem, ze i-kopii genéw jest aktywnych.

7 nastepujacych réwnan dla cztonéw odpowiadajacych przeptywowi prawdopodobienstw
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zwiazanych ze zmiang aktywnosci kopii genu

—2cofo+bofi = 0
2¢cofo — (bo +co) f1 +2bofa = 0
cofr —2bofa = 0

ot fitfo =1

otrzymujemy:
b2
f — 0
0 (bo + 00)2
2bg
h =
(bo + Co)2
2
&
fo = 0
(bo + ¢o)”

Zrézniczkujmy FTM (179)-(181) po z:

0z
aFl(Z) .

9z Zy:yzy iy
8F2(Z)

0z Zyzy Hay

dlg 2k _ 9h() _ Of2(z) _ 0:

Zapiszmy réwnania Mistrzow (176)-(178) S = T = o

bofiy — 2¢ofoy — yfoy + (Y + 1) fout1
2¢o foy — (bo + o) fiy +2bofoy + fry—1 + (¥ + 1) fiyr — fiy — yfy

cofry — 200 f2y + 2f2y-1+ (Y + 1) foyr1 — 2f2y — Y foy

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)
(191)

(192)

a nastepnie pomnézmy (190)-(192) stronami przez y, oraz zsumujmy stronami po y,
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otrzymamy wéwczas nastepujacy uktad réwnan:

bo E Yyf1y — 2¢0 ny()y - Zy2f0y + Z?J (y+1) foys1=0 (193)
y=0 y=0 y=0 y=0
2c0 > yfoy = (bo+co) Y yfry+2b0 Y ufoy+ > yfry1+ (194)
y=0 y=0 y=0 y=0

3 Ty +D) g — > ufiy— Yy =0
y=0 y=0 y=0
Co Z yf1y — 2bo Z Yoy +2 Z Yfoy—1+ Z y(y+1) faye + (195)

y=0 y=0 y=0 y=0

=2 yfay— Y ' foy =0.
y=0 y=0

WprowadZzmy oznaczenia:

. OF(z = .
To= BlyiG=i] = aj N =S ufy, i€{0,1,2)
y=0

Erly Z T (196)

Zauwazmy, ze

nyi,y—l ==
y=0
nyi,y—H -
y=0

(y_l fzy 1+Zfzy 1—E+fia 16{0’172} (197)

1[M]#

1[™M]8

(y+1 fzy+1 Zfzy+1—Ti_fz‘

y=0 y=0
Z(y+ )in,y—i-l = Yy fzy Zy fzy
:0 y:
Zy y+1) fiysr = (y+1)2fi,y+1—zyfi,y+1—Zfi,yﬂ:Zy2fiy—Ti
y= y=0 y=0 y=0 y=0

Po podstawieniu wyrazen (197) do (193)-(195) otrzymujemy nastepujace réwnania rézniczkowe
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czastkowe na FTM, z ktérych wyznaczymy momenty pierwszego rzedu dla biatka:

boTh — 2¢yTy — Zy2f0y + Zy2f0y -T5 = 0

y=0 y=0
2¢oTy — (bo + co) T1 + 20Ty + Th + f1 + Znyly =T -1 — Znyly = 0
y=0 y=0
COT1 — 2b0T2 + 2 <T2 + fQ) =+ Z yzfgy — T2 — 2T2 — Z y2f2y = 0,
y=0 y=0

po uproszczeniu otrzymujemy nastepujacy uktad:

b0T1 — (260 + 1) TO =0 (198)
260To — (bo + Co + 1) Tl + 2b0T2 + fl =0 (199)
C()Tl — (2b0 + 1) T2 + 2f2 = 0. (200)

Rozwiazujac uktad (198)-(200) otrzymamy momenty pierwszego rzedu dla biatka:

2cob?
T = BlyG=0]= (co+bo+ 1)?00 ¥ bo)? (201)
2¢bo(2¢o + 1)
(co+ by + 1)(co + bo)?
2¢3(co + 1)
(co+bo + 1)(co + bo)?

(202)

T, = Ely;G=2]= (203)

zatem, zgodnie z (196), moment catkowity pierwszego rzedu dla biatka dla ukladu z

dwiema kopiami genu w przyblizeniu K-E wynosi:

2C0
Co + bo

Errly] = =2Er [y, (204)

gdzie E;[y] jest érednig rozkladu bialka dla ukladu z jedna kopia genu w przyblizeniu
K-E (51).

Aby otrzymaé¢ momenty drugiego rzedu mnozymy uktad (190)-(192) przez y? i sumujemy
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jak poprzednio:

bo Y ¥ iy =20 > Yfoy— D U foy+ D v (y+1) foyer =0 (205)
y=0 y=0 y=0 y=0

2c0 Y 7 foy — (bo+c0) Y v 1y +2b0 > v oy + > Y fryar + (206)

y=0 y=0 y=0 y=0

A P+ g — > Py — Y Yt fiy =0
y=0 y=0 y=0

Co Z y* fry — 2bo Z Y fay +2 Z Y fay1 + Z v (y+1) fayrr + (207)

y=0 y=0 y=0 y=0

=2 P foy = > Yy =0.
y=0 y=0

WprowadZzmy oznaczenie

Ri = E[][’yQ; G = Z] =

O*Fy(z nd ‘
azg )|Z:1 - Znyiy’ (= {07 17 2}
y=0

wtedy

Vary [y] = ZRi + Err [yl — (B [y)*. (208)

Zauwazmy, ze

M8

nyi7y—l =
y=0
Znyi,y—l -
y=0

o0

2
E yfi,y-‘rl =
y=0

(y—1) fiy—1+ Z fiy—1 = nyi,y + Z fiy=Ti+ fi (209)
y=0 y=0 y=0

0

<
|

[M]¢

(y—1)* fiy1+2 Z Yfiy— — Z fiy—1=Ri +2T; + f;
y=0 y=0

)i
o)

(+1) figer —2 nyi,y-i-l - Z fige1 = R = 2T, + f;

y=0 y=0

hE

<
Il
<)
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o

Zyz (y+1) fiyr1 = Z (y+1)° fiyrr —2 Znyi,y+1 -3 Z Yfiyr1 — Z Jiy1 =
y=0 y=0 y=0

y=0 y=0
= > W+’ figsr — 2R — 2T+ £;) = 3(Ti — fi) — fi =
y=0
= > V' fy 2R+ T, i€{0,1,2}
y=0

Po podstawieniu zwiazkéw (209) do (205)-(207) otrzymujemy:

boRy — 2co Ry — Z > foy + Z YV foy — 2R+ Ty =

y=0 y=0
2COR0 - (bo + Co) Rl + 2b0R2 + Rl + 2T1 + f1 + Z y3f1y - 2R1 + T1 - Rl - Zy3f1y =
y=0 y=0
Ry —2bRy +2(Ro +2To+ o) + Y 4 fay = 2R+ To — 2Ry — Y _4Pfa, =
y=0 y=0
PO uproszczeniu
boRl — 2R0(00 —+ 1) -+ To =0 (210)
260R0 — R1(2 + co + bo) + 2b0R2 + 3T1 + fl =0 (211)
C()Rl - 2R2(b0 + 1) + 5T2 + 2f2 = 0. (212)

Podstawiamy (201)-(203), rozwiazujemy uklad (210)-(212) i otrzymujemy, zgodnie z
(208), wariancje rozkladu biatka dla uktadu z dwiema kopiami genu w przyblizeniu K-E:

2Cob0
(Co + bo>2(1 + Co + bo)

Var ly] = =2Vary [y],

gdzie Vary [y| jest wariancja rozktadu bialtka dla ukladu z jedna kopia genu w przyblizeniu
K-E.
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Dodatek B

Uzasadnienie przyblizenia K-E

Uklad (33)-(34) moze zostaé uproszczony poprzez zatozenie, ze $redni czas zycia mRNA jest
bardzo maly w poréwnaniu ze $rednim czasem aktywnosci genu i Srednim czasem nieakty-

wnosci genu, tzn.

Ll 11 (213)
1 b n c

Rozwigzanie réwnania (33) przy ustalonym G(t) € {0, 1} ma postaé

HG HG
()= — + (vg — —)e” ™, (214)
! 1
jesli zalozymy (213), wéwcezas trajektorie z(t) dang przez (214) (Rys. Bl, niebieska krzywa)

mozna zastapi¢ jego stanem stacjonarnym x(t) = If—lG (czerwona krzywa).

X(t) A

1
b

Rys. Bl: Trajektoria z(t) zadana przez (214) (niebieska krzywa) oraz funkcja prostokatna

(czerwona krzywa).
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Dodatek C

Niezmienniczos¢ zbioru trajektorii Do

Niech Dy € D = [0,00) X [0,00). Pokazemy, ze jezeli kinetyka komdérki wyznaczona jest
przez uklad (215)-(216), wtedy Ds jest zbiorem niezmienniczym.

Dla uproszczenia obliczen zrébmy zamiane zmiennych

T
- HKy,

*

= —=x, vy tr=tr

H

woéwcezas, wprowadzajac nowe zmienne do uktadu (33)-(34) i opuszczajac gwiazdki otrzymu-

jemy nastepujacy uktad:

dx

- = _ 21
= z+ G, (215)
% = r(x—y), gdzer= :—j (216)

Aby udowodni¢ niezmienniczo$¢ zbioru Dy, nalezy pokazaé, ze trajektorie uktadu (215)-
(216) wyznaczajace dla G = 0 oraz G = 2 odpowiednio gérng i dolna granice obszaru D nie
moga opusci¢ tego obszaru.

Zapiszmy rozwigzania ukladu (215)-(216) w postaci ogdlnej:

dlaG = 0:
r1(t) = xee !,
r
y(t) = —xol_re_t+(x01_r+yo) e” ", r#£l
dlaGd = 1:

z(t) = 1—(1—z0)e ",

ya(t) = 1+(1—x0)1r



dlaG = 2:
x3(t) = 2—(2—m0)e !,

r 2 r
t = 2 2— -t _ _ _ -7t 1
w(t) = 24 @-a) o= (a2

Zauwazmy, ze przy t — oo trajektorie te zbiegaja do punktéw (0,0), (1,1), (2,2) € Dy
dla odpowiednio G = 0, 1, 2 niezaleznie od warunkéw poczatkowych.
Skoncentrujmy si¢ na na gérnej granicy obszaru wyznaczonej przez trajektorie uktadu

(215)-(216) dla G = 0; dla dolnej obszaru granicy dowéd przebiega analogicznie.

Aby pokazac, ze trajektorie startujace z obszaru D, nie opuszczg Dy wystarczy rozwazy¢

nastepujace iloczyny wektorowe:

—

— — — — —
Vg=2 X Ug=0"' % Orazvg=92 X UVGg=1* %
L dz d P v d = dz d -
gdzie ve=2 =[7, G lle=2, vo=1 =[G G le=1 oraz ve—o =[F, T ]lc=0 sa wektorami sty-
cznymi do trajektorii granicznej wyznaczonej przez uktad (215)-(216) dla, odpowiednio,

G=2,G=1oraz G=0; z jest wersorem.

Jezeli iloczyn wektorowy bedzie mial znak nieujemny, bedzie to oznaczaé, ze lokalnie
takie rozwiazanie réwniez zostanie w Dy ze wzgledu na ciaglto$¢ (wlaczajac pochodne) wek-
tora predkoéci definiujacego uklad (215)-(216) oraz fakt, ze kazda trajektoria startujaca z
wnetrza Do, zanim opusci Do, powinna osiagnaé trajektorie graniczng oraz "wrécic" do Do

(z jednoznacznoéci rozwiazan).

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze t < yoraz 0 < x < 2,0 <y <2, r > 0.

Wyznaczmy zatem iloczyny wektorowe nastepujacych wektoréw:
1. Voo = [—2,7 (x — )] oraz vg—y = [—z+2,7(z —y)] :
Vg2 X Ug=o=1" 2 = (=2)r(z —y) = (~w + 2)r(z —y) = —2r(z —y) > 0
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2. Vgeo = [—z,7(x —y)] oraz vg—y = [z + 1,7 (z —y)] :
Vamg X Ug—1g=1 - 2 = (—x)r(z —y) — (x4 Dr(z —y) = —r(z —y) > 0.

Zatem obszar D, jest zbiorem niezmienniczym, co konczy dowdd.
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Dodatek D

Metoda dyskretyzacji

Uklad (66) jest liniowy, jednak dla N > 1 trudno jest go rozwigza¢ analitycznie lub nawet
numerycznie. No$nikiem stacjonarnych rozktadéw fi(N)(y) jest przedziat [0, N]. Z wyjatkiem
bardzo szczegélnych postaci b(y) i ¢(y) wszystkie funkcje fi(N) (y) daza albo do zera albo do
nieskonczono$ci na krancach przedziatu [0, N] dlatego nie ma zadnego punktu startowego.
Metoda obliczania stacjonarnych rozkltadow fi(N) (y) ukladu (62) zastosowana w tej pracy
zostala wprowadzona w [15]. Polega ona na zastapieniu uktadu N + 1 réwnan rézniczkowych
czastkowych (62) przez uktad N + 1 liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych, badz
zastapieniu ukladu (66) dla rozkladéw stacjonarnych przez uktad M (N + 1) liniowych réw-
nan algebraicznych, gdzie M jest rozmiarem siatki tak wybranym, aby zapewni¢ wymagana
doktadno$¢. Ciagla zmienna y zastapiona jest przez i]\',, j€40,1,..., N}. Niech fi(JN) oznacza
rozklad fi(N) w punkcie j siatki. Zdyskretyzowany uklad (62) ma wéwczas postac:

dftY

7 = —ibf — (N = D)efM + (N +1 = )efS) + G+ 0bf,| +

i—1,5
J+1 (N) N
+fz]l+ N fzg+l f fz(])

W kazdym z powyzszych réwnan pierwsze cztery czlony po prawej stronie odpowiadaja
przeptywowi prawdopodobienstw fi(N), i € {0,1,..., N} zwiazanych ze zmiang aktywnosci
kopii genu. Pozostale czlony odpowiadaja transportowi fi(N) odpowiednio z oraz do punktu

(M)
siatki j. Kladac df% = 0 liczymy rozklady stacjonarne fi(N). Otrzymujemy wéwczas uktad
N x (N + 1) réwnan algebraicznych. Funkcje fl-(N)(y) muszg by¢ nastepnie znormalizowane,
N
aby rozktad brzegowy p(y) = Z f(N)( ) spehiatl warunek f p(y)dy = 1. Algorytm byt

testowany w przypadku N = 1 dla ktérego mamy rozvvl@zame analityczne (66) i okazal

si¢ by¢ bardzo dokladny dla M =1000.
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Tabela 1:

Parametry i definicje dla modelu testowego

Symbol Wartoéci Przedzialy Opis Komentarze

S1 16 5_1 wspolezynnik syntezy p53

So 8 S_l konstytucyjny wspoélczynnik syntezy Mdm?2

S3 80 S_l wspolezynnik syntezy Mdm?2 (p53-zalezny)

S4 105 S_l stala nasycenia w syntezie Mdm?2

kdl 10_13 S_1 degradacja p53 (indukowana przez Mdm2) warto§é w punkcie bifurkacji
dla komoérek diploidalnych

kd2 2.2 X 10_4 5_1 wspotezynnik degradacji Mdm2 warto$¢ w punkcie bifurkacji
dla komérek diploidalnych

kl 3.5 X 1073 8_1 jadrowy import Mdm?2 (kontrolowany przez p53)

k2

2300

stala nasycenia w jadrowym imporcie Mdm2

liczba kopii genu p53

rozwazane sg rozne 110

liczba kopii genu Mdm2

rozwazane sg rézne T
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