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Rozdziatl 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

We wspoélczesnej nauce i inzynierii w coraz wigkszym stopniu wykorzystywane sg
mozliwosci symulowania komputerowego roznego rodzaju zjawisk fizycznych, zacho-
wania si¢ struktur mechanicznych i procesow technologicznych. Jest to jednak moz-
liwe tylko w stopniu zaleznym od stopnia zaawansowania oprogramowania, w tym
metod obliczeniowych, oraz mocy obliczeniowej komputeréw.

Mozliwosci zastosowan technologicznych stymuluja rozwéj wielu dziedzin nauki,
w tym takze metod komputerowych w mechanice. Rozw6j ten przebiega, generalnie
rzecz ujmujac, w dwoch powigzanych ze sobg kierunkach:

1. rozwdj algorytméw obliczeniowych, patrz np. [13], [20], [5]. Celem tego kie-
runku jest opracowywanie algorytméw o dobrze kontrolowanych wtasnosciach,
relatywnie doktadnych i efektywnych w istotnych klasach zastosowan.

2. rozwo] metod aproksymacyjnych, takich jak np. metoda elementow skonczo-
nych, patrz np. [40], [19]. Celem tego kierunku jest rozwijanie elementow
skonczonych o duzej doktadnosci i efektywnosci, wolnych od pasozytniczych
mechanizmoéw zakleszczania (ang. locking) i niewrazliwych na dystorsje ksztat-
tu.

Oba powyzsze kierunki sg wazne dla problemow nieliniowej mechaniki, a pierwszy
kierunek obejmuje zagadnienia bedace przedmiotem takze niniejszej pracy.

Do opisu zachowania si¢ ciala sztywnego oraz niektorych struktur mechanicz-
nych, takich jak np. belki i powtoki, tradycyjnie wykorzystuje si¢, oprocz przemiesz-
czen, réwniez rotacje. Dotyczy to nie tylko modeli numerycznych, ale takze sformuto-
wan cigglych, wykorzystujacych rozszerzong przestrzen konfiguracyjng zawierajaca
rotacje do modelowania cial dwu- i tréjwymiarowych, patrz np. [9], [10],[34] i [37].
W zwiazku z zastosowaniem rotacji powstajg dwa zasadnicze problemy:

1. Do opisu rotacji uzywa si¢ macierzy ortogonalnych o wyznaczniku rownym 1,
tworzacych grupe SO(3), bedaca tréjwymiarowa rozmaitoscia. Znanych jest
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kilka sposobéw parametryzacji grupy SO(3), patrz np. [33], i wazne jest zba-
danie ich przydatnosci do zastosowania w przyrostowych algorytmach nume-
rycznych.

2. W uktadach réwnan dla tych zagadnien wystepuja zaréwno translacyjne (prze-
mieszczeniowe) jak i rotacyjne zmienne (stopnie swobody). Powstaje zatem
problem sposobu uogolnienia algorytméw rozwinigtych wezesniej dla transla-
cyjnych stopni swobody na algorytmy dla rotacyjnych stopni swobody. Jest
to zagadnienie nietrywialne ze wzgledu na wtasnosci grupy SO(3), oraz na
konieczno$¢ podtrzymania zachowawczych wtasnosci algorytmu.

1.2 Cel pracy

Celem niniejszej pracy jest zbadanie:

1. sposobow parametryzacji grupy rotacji pod katem ich zastosowania w algoryt-
mach numerycznych przeznaczonych do rozwiazywania rownan z rotacyjnymi
stopniami swobody, oraz

2. algorytméw numerycznych jedno-krokowych przeznaczonych do rozwiazywa-
nia probleméw dynamiki z rotacyjnymi stopniami swobody. Algorytmy beda
badane dla réwnan ciata sztywnego, z zamiarem pdzniejszego zastosowania
ich do bardziej skomplikowanych rownan np. dla powlok, co jednak nie jest
przedmiotem rozprawy.

Szczegblna uwaga zwrdcona zostanie na whasnosci zachowawcze (konserwujace) al-
gorytméw, dotyczace catkowitej energii oraz wektora momentu pedu, z ponizszych
powodow:

1. Zachowywanie energii catkowitej uktadu przez algorytm numeryczny jest zwig-
zane z wlasnoscig bezwarunkowej stabilnosci algorytmu w sensie energetycz-
nym, patrz [29], [14]. Bezwarunkowa stabilnosé¢ to bardzo pozadana wlasnosé,
umozliwiajaca stosowanie dtuzszych krokéw czasowych podczas catkowania po
czasie.

2. Wiasnosci zachowawcze sa wazne ze wzgledu na prawa zachowania dla zagad-
nien mechaniki. Dyssypacja algorytmiczna narusza te prawa, i zaburza rozwia-
zanie. Szczegodlnie skomplikowana jest sytuacja w zagadnieniach z dyssypacja
fizyczna, np. z lepko-plastycznym zachowaniem sie materiatu lub z tarciem
kontaktowym, dla ktérych trudno jest rozroznié¢ efekty dyssypacji fizycznej i
algorytmiczne;j.

Warto takze wspomnie¢ o algorytmach z kontrolowana dyssypacja, stosowanych
gtownie do modeli dyskretnych MES, a wiec nie majacych zastosowania w niniejszej
pracy. Dla tych modeli algorytmicznie korzystna jest kontrolowana dyssypacja w
obszarach wysokich czestotliwosci, i wydaje sig¢, ze najlepsza strategia jest wprowa-
dzanie jej jako modyfikacji algorytméw zachowawczych.
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1.3 Przeglad literatury

Rotacje w mechanice. Rotacje sa stosowane w wielu dziatach mechaniki, w tym:

1. w mechanice cial odksztatcalnych typu Cauchy; zastosowania rotacji oméwiono
np. w pracach [28] i [4]. Takze w osrodkach typu Cosserat, gdzie rotacje sa
niezaleznymi zmiennymi, nie powigzanymi kinematycznie z przemieszczeniami.

2. w mechanice powlok; zastosowania rotacji oméwiono np. w [9], [10] i [34], a
kinematyke powlok z dodatkowymi parametrami rotacyjnymi w [35] i [36].

3. w algorytmach ewolucji dla réwnan konstytutywnych, np. w [16], gdzie przed-
stawiony zostatl algorytm catkowania rownan konstytutywnych obiektywny ze
wzgledu na duze przyrosty rotacji.

4. w mechanice ciata sztywnego; np. [12], [3], [38] i [31].

W niniejszej pracy ograniczamy si¢ do mechaniki ciata sztywnego. Potozenie punktu
ciala sztywnego jest zdefiniowane poprzez potozenie srodka masy ciata i potozenie
punktu wzgledem srodka masy; do opisu tego drugiego wykorzystuje sie tensory
rotacji, patrz rownanie (3.6).

Tensory rotacji tworza grupe SO(3), o whasnosciach zasadniczo réznych od wta-
snosci wektoréw przemieszezenia, i prowadza do probleméw zwiazanych z: (1) wybo-
rem sposobu parametryzacji grupy, i (2) algorytmicznym traktowaniem parametréw
rotacyjnych.

Zastosowania algebry Liego do dzialan na elementach grupy rotacji SO(3) opi-
sano w pracach [1], [2], gdzie takze podano obszerny przeglad wezesniejszych prac.

W [33] opisano kilka wybranych sposobéw parametryzacji grupy obrotéw i zasto-
sowano je do wyprowadzenia réwnania generujacego rotacje. Ta ostatnia praca jest
bardzo wazna dla niniejszej rozprawy, poniewaz w Rozdz.2.3 weryfikowane sa posta-
ci rownania generujacego rotacje dla wybranych parametryzacji, a w Rozdz.2.4 i 2.5
opisane i testowane sg wybrane metody numeryczne do rozwigzania tych réwnan.

Algorytmy dynamiki a zasady zachowania. Wtasnosci zachowania energii,
pedu i momentu pedu sa niezwykle istotnymi cechami algorytméw numerycznych
stosowanych do rozwigzywania rownan ruchu, i sa przedmiotem badan w wielu dzie-
dzinach nauki.

Jedng z nich jest dynamika punktu materialnego w polu zachowawczym, ktéra
znajduje zastosowanie w takich dziedzinach jak: (1) mechanika nieba, gdy wyznacza
sie trajektorie planet, satelitéw i pojazdéw kosmicznych, (2) kinetyka chemiczna,
oraz (3) mechanika statystyczna i mechanika cieczy, wykorzystujace modelowanie
za pomoca duzych systemoéw czastek. W pracach [21] i [22], rozwazano problem
nieograniczonego odejscia rozwigzania numerycznego od doktadnego w symulacjach
dhugotrwatych ruchow, wystepujacy w przypadku stosowania takich metod jak: réz-
nice skonczone, metody typu predictor-corrector, metody Rungego-Kutty, i metody
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bazujace na rozwinieciach Taylora. Metody te zachowuja state ruchu, tzn. energie,
ped i moment pedu, tylko do rzedu btedu obciecia metody, i w efekcie, w dtugotrwa-
tych symulacjach, obserwuje si¢ liniowe narastanie btedow.

W pracach [21] i [22] zaproponowano metode, w ktorej przys$pieszenie nie jest
zdefiniowane jako pochodna predkosci, lecz jest wektorem tak skonstruowanym by
zachowa¢ energie i moment pedu. Warunek zachowania energii definiuje dtugos¢ tego
wektora, a warunek zachowania momentu pedu jego kierunek, i jest on wyznaczony
przez srednia wektora potozenia na poczatku i na koncu kroku.

W dynamice konstrukcji, do wyznaczania rozwigzan rownan ruchu powszechnie
stosowana jest rodzina metod Newmarka, a w szczegélnosci jej wersja nazywana
metoda $redniego przyspieszenia, patrz wzory (4.6) i (4.7). Jest to metoda o do-
ktadnosci drugiego rzedu, bezwarunkowo stabilna dla uktadéw liniowych, [13], i o
promieniu spektralnym réownym 1 dla wszystkich czestotliwosci. Warto poréownaé
dwie algorytmiczne relacje pomiedzy predkoscia v i przyspieszeniem a,

1
Vpil — Vp = a(anﬂ + a,) At 1 Vil — Vp = a, At, (1.1)
gdzie indeksy n i n 4+ 1 odnoszg sie do chwil czasu ¢, 1 t,., 1 At =
tni1—t,. Pierwsza z tych relacji jest uzywana przez metode sredniego przys$pieszenia
a druga w pracach [21] i [22], przy czym a, zastepowane jest przez odpowiednio
skonstruowane a*.

Metoda sredniego przyspieszenia zachowuje energie catkowita dla uktadéw linio-
wych w przypadku braku obcigzen zewnetrznych, ale wtasnos$¢ ta nie przenosi sie
na zagadnienia nieliniowe.

W pracy [27] pokazano, na przyktadzie nieliniowej sprezyny i dla dtuzszych kro-
kéw czasowych, ze gdy sztywnosé sprezyny sie zmniejsza to metoda ta jest niestabil-
na, natomiast gdy sztywnos¢ wzrasta to metoda ta wprowadza dodatkowe ttumienie.
Badano réwnanie #+N(z) =0 z x(0)=0 i & = vy, dlardéznych postaci N(z)
i réznych wartosci predkosci poczatkowej wvy. Warunkowa stabilnos¢ tej metody
ma konsekwencje w przypadku uktadéw z wieloma stopniami swobody; dla modéw
o wysokiej czestotliwosci krok catkowania jest zawsze relatywnie za duzy i nalezy
spodziewaé sie propagacji btedu do modéw o niskiej czestotliwosci.

W pracy [15] zmodyfikowano metode $redniego przyspieszenia, uwzgledniajac
warunek zachowania energii w pojedynczym kroku w postaci,

1
En+1 - En - é(dn-l—l - dn)T(Fn+1 + Fn)a (]-2)

gdzie E, = E(d,,v,) 1 E,i1 = E(dut1,Vns1) to energia catkowita w chwilach
czasu t, i t,y1, d to przemieszczenie, a F to obciazenie zewnetrzne. Prawa
strona tego réwnania odpowiada catce ;"' d(7)TF(r)dr obliczonej w punkcie
srodkowym. W pracy tej skonstruowano funkcjonat dla ktérego réwnanie algoryt-
miczne na przemieszczenie d,y; jest rownaniem Eulera-Lagrangea, i dotaczono



Wstep 8

warunek zachowania energii w pojedynczym kroku wykorzystujac metode mnozni-
kéw Lagrange. Metoda ta wymaga wprowadzenia tylko jednego mnoznika Lagrangea,
i moze by¢ efektywnie zaimplementowana nawet dla bardzo duzych uktadéw réw-
nan. Sformutowanie to bylo wykorzystywane wczesniej w nieco innej postaci takze
w innych pracach, patrz [15].

Algorytmy dynamiki dla ciata sztywnego. Powyzej omowiony przyktad kon-
struowania algorytméw zachowawczych dotyczyt dynamiki dla uktadéw z transla-
cyjnymi stopniami swobody. Algorytmy przeznaczone dla probleméw z rotacyjnymi
stopniami swobody sa dodatkowo trudne ze wzgledu na konieczno$¢: (1) odmienne-
go algorytmicznego traktowania parametréw rotacyjnych w tym ich aktualizacji, i
(2) uwzgledniania takze zachowania momentu pedu. Notabene, moment pedu jest
uwzgledniany w algorytmach dla dynamiki punktu materialnego, ale nie w algoryt-
mach dla dynamiki konstrukeji, takich jak np. z pracy [15].

Algorytmy dla probleméw z rotacyjnymi stopniami swobody stanowig przedmiot
zainteresowania wielu badaczy, patrz np. [32],[6], [31].

W pracy [32] opisano adaptacje klasycznego algorytmu Newmarka dla rotacyj-
nych stopni swobody, i zastosowano go do rozwigzania réwnan dynamiki preta. Algo-
rytm ten nie posiada wtasnosci zachowywania energii catkowitej i wektora momentu
pedu.

Dwa algorytmy zaproponowano w pracy [31]. Pierwszy jest modyfikacja algo-
rytmu z pracy [32], ktéry zostal zapisany dla punktu $rodkowego, i w efekcie po-
siada wtasnos¢ zachowywania energii catkowitej oraz normy wektora momentu pe-
du. Drugi algorytm jest oparty jest na metodzie wazonych residuéw z pracy [39], i
dla wszystkich dopuszczalnych wartosci parametréw zachowuje on wektor momen-
tu pedu ciata. Dla pewnych wartosci tych parametréow zachowuje ponadto energie
kinetyczna. Jest on wowczas rowniez bezwarunkowo stabilny i posiada doktadnosé
drugiego rzedu. Wydaje sie, ze jest to najlepszy do tej pory algorytm jedno-krokowy
w tej klasie zagadnien.

Na zakonczenie, warto takze wspomnie¢ o algorytmach z kontrolowana dyssy-
pacja, majacych zastosowanie gtéwnie do modeli dyskretnych. W przypadku sto-
sowania schematéw zachowawczych, zwigkszenie gestosci siatki MES wywotuje do-
datkowe oscylacje o wysokiej czestotliwosci, patrz np.[7], Rys.14, ktore powoduja
problemy ze zbieznoscig algorytméw dla nieliniowych réwnan ruchu. Probleméw tych
nie mozna unikng¢ zmniejszajac dtugosé kroku, bo wtedy w rozwigzaniu pojawia-
ja sie oscylacje o jeszcze wyzszej czestotliwosci. Dlatego, kontrolowana dyssypacja
w obszarach wysokich czestotliwosci jest korzystna algorytmicznie, i wydaje sie, ze
najlepsza strategia jest wprowadzanie jej z poziomu algorytméw zachowawczych.
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1.4 Zawartos¢ pracy

Praca sktada si¢ z szesciu rozdziatow, uwzgledniajac Wstep 1 Uwagi koncowe, oraz
jednego Dodatku sktadajacego sie z pieciu czesci.

Rozdzial 2 przedstawia wybrane typy parametryzacji specjalnej grupy macierzy
ortogonalnych SO(3), stuzacych do opisu rotacji. Opisano 5 typéw parametryzacji, i
podano odwzorowania definiujace macierze rotacji przy pomocy danych parametrow,
oraz odwzorowania do nich odwrotne.

Nastepnie wprowadzono tzw. rownanie generujace tensory rotacji dla zadanego
tensora predkosci katowej (skos$nie-symetrycznego). Dla kazdego typu parametryza-
¢ji z osobna, rownanie to zostalo przeksztalcone do postaci wyrazonej przez para-
metry rotacyjne. Postaci koncowe tych przeksztatcen zostaty podane bez dowodu w
pracy [33], natomiast w rozprawie podano jawne ich wyprowadzenia dla parametréw
Eulera i Cayleya. Sg one dos¢ skomplikowane, i stanowig oryginalny wynik rozprawy.

Dla reprezentacji Cayleya, rownanie generujace tensory rotacji przyjmuje postac
rownania Ricattiego. Wykorzystujac twierdzenia ogolne, wyznaczono rozwiazanie
analityczne tego réwnania dla tensora predkosci katowej stalego w czasie. Pokaza-
no, ze rozwigzanie analityczne jest postaci odpowiadajgcej rozwigzaniu réwnania
pierwotnego generujacego tensory rotacji.

Réwnanie generujace rotacje, ze wzgledu na swoja (wzgledna) prostote, bardzo
dobrze nadaje si¢ do testowania réznych typow parametryzacji SO(3). Sa to réw-
nania rézniczkowe rzedu pierwszego, liniowe badz nieliniowe, w zaleznosci od typu
parametryzacji. Najpierw dokonano przegladu wybranych schematow numerycznych
stuzacych do rozwiazywania roéwnan rozniczkowych powyzszych typow. Zdefiniowano
metode punktu srodkowego i metody trapezoidalne, w szczeg6lnosci metode trape-
zo6w, ktora jest niejawna i dodatkowo stosowana jest badz z metoda Newtona badz
z predyktorem prowadzacym do réwnania jawnego, co daje tzw. zmodyfikowang
metode trapezow.

Dla réwnan liniowych, odpowiadajacych parametryzacji cztero- i szescio-parame-
trowej, zbadano ortogonalnos¢ operatorow A odwzorowujacych wektor parame-
trow y, — ¥,41, dla metod punktu $rodkowego i trapezoidalnych. Nastepnie pod-
jeto kwestie stabilnosci zastosowanych schematéw, wykorzystujac metode analizy
spektralne;j.

Rozdziat zakonczono prezentacja obliczen numerycznych dla réwnania generuja-
cego rotacje w postaciach zaleznych od zastosowanej parametryzacji. Testowane sg
omoéwione wezesniej schematy numeryczne, a uzyskane wyniki sa poréwnane z do-
ktadnym rozwigzaniem analitycznym. Pozwala to oszacowaé bledy poszczegdlnych
metod parametryzacji i schematéw numerycznych w funkeji kroku catkowania.
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Rozdzial 3 zawiera opracowanie podstawowych réwnan dynamiki bryty sztyw-
nej, uwzgledniajace ruch obrotowy w postaci odpowiedniej dla skonczonych (nie-
ograniczonych) rotacji. Dla tych wlasnie rownan, w dalszej czesci pracy budowane i
testowane sg algorytmy numeryczne.

Najpierw wprowadzono podstawowe pojecia, takie jak masa, $rodek masy ciata
i potozenie punktu ciata. Zdefiniowano ruch sztywny, i podano jego postaé¢ zde-
komponowana na translacje srodka masy i rotacje wzgledem srodka masy. Predkosé
punktu ciata sztywnego wyrazono w postaci zaleznej od przestrzennej i materialnej
predkosci katowej, i wprowadzono odpowiadajace wektory przyspieszenia katowego.
Zdefiniowano ped i moment pedu ciala sztywnego, oraz przestrzenny i materialny
tensor bezwladnosci ciata, przy czym ten drugi w dwoch rownowaznych postaciach.

Podano drugg zasade dynamiki Newtona dla ruchu postepowego i obrotowego.
Wprowadzono inercjalny uktad odniesienia, co pozwala ograniczy¢ rozwazania do
ruchu obrotowego wzgledem srodka masy ciata. Nastepnie wyprowadzono postaci
rOwnania ruchu w opisie przestrzennym i materialnym, i dotaczono odpowiednie
warunki poczatkowe. Rozdzial zakonczono zdefiniowaniem energii kinetycznej dla
ruchu obrotowego, takze dla opisu przestrzennego i materialnego.

Rozdzial 4 opisuje wybrane algorytmy rozwigzywania réwnan dynamiki nalezace
do rodziny metod jedno-krokowych; najpierw dla probleméw z translacyjnymi stop-
niami swobody, a nastepnie ich uogélnienia dla probleméw z rotacyjnymi stopniami
swobody.

Przedstawione metody dla translacyjnych stopni swobody to: metoda Newmarka,
oraz metoda wazonych residuéw.

Metode Newmarka omoéwiono najpierw dla uktadow liniowych, definiujac algo-
rytm metody, i podajac zakresy parametréow (3,7, dla ktérych jest ona bezwa-
runkowo i warunkowo stabilna. Metode $redniego przyspieszenia otrzymuje sie dla
B=1/4 i ~=1/2. Oméwiono tzw. a-implementacje metody, w ramach ktore;
najpierw obliczmy przy$pieszenie, a dopiero pozniej uaktualniamy przemieszczenie
i predkos$é¢. Nastepnie zdefiniowano metode Newmarka dla réwnan nieliniowych. Po-
kazano, ze a-implementacja prowadzi do nieliniowego réwnania ze wzgledu na przy-
Spieszenie; rOwnanie to mozna rozwiazac¢ stosujac np. metode Newtona. Obie wersje
metody Newmarka przetestowano numerycznie na przyktadzie oscylatora.

Nastepnie oméwiono tzw. metode wazonych residuéw, w ktorej przemieszczenia
i predkosci sg niezaleznymi zmiennymi zwigzanymi dodatkowym rownaniem, i w
ktorej catkuje si¢ wazone residua rownania ruchu i réwnania wigzacego zmienne. W
metodzie tej przyspieszenie jest state w danym przedziale czasowym, i nie wystepuje
w rozwiazywanych rownaniach, lecz mozna je dodatkowo wyznaczy¢. Metoda ta wy-
korzystuje caltke obcigzenia dla danego przedziatu czasowego, a nie obcigzenie w wy-
branej chwili, co odfiltrowuje obcigzenia wysoko-czestotliwo$ciowe, bez negatywnych
skutkéw dla modéw o niskiej czestotliwosci. Podano relacje pomiedzy parametrami
a,0 tej metody i parametrami (3,7 metody Newmarka. Opisano implementacje
metody, w ktorej uktad rownan rozwiazywany jest wzgledem przemieszczenia d,, g,
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i obliczono przyktad z obcigzeniem sinusoidalnym o niskiej i wysokiej czestotliwosci,
ktory potwierdzit prawidtowos¢ implementacji.

Nastepnie rozwazano metody dla problemow z rotacyjnymi stopniami swobody.
Rozdziat rozpoczeto przytaczajac rownania dynamiki ruchu obrotowego bryty sztyw-
nej w opisie materialnym, dla ktérych konstruowane beda algorytmy numeryczne. Sa
to réwnania nie tylko zalezne od czasu ale i silnie nieliniowe, i sa wykorzystywane w
tym rozdziale do testowania algorytméw dynamiki. Tensor rotacji parametryzowany
jest za pomoca kanonicznego wektora rotacji ©, i stosowana jest prawa reguta
sktadania rotacji.

Najpierw rozwazano dwa algorytmy bedace uogélnieniem wczesniej rozwazanej
wersji metody Newmarka dla réwnan nieliniowych. W pierwszym, oznaczonym jako
A1l i opisanym w [32] dla dynamiki belki, réwnanie ruchu zapisano w chwili n + 1,
natomiast w drugim, zmodyfikowanym, w chwili n 4+ 1/2, tzn. w punkcie §rodko-
wym. Ten drugi algorytm opisano w [31] i oznaczony jest jako A2. Podczas gdy
A1 nie zachowuje ani energii kinetycznej ani kierunku i normy wektora momentu
pedu, wlasnosci algorytmu A2 sg duzo lepsze; energia kinetyczna i norma wektora
momentu pedu sg zachowywane.

Nastepnie rozwazano algorytm bedacy uogoélnieniem omowionej wezesniej meto-
dy wazonych residuéw, oznaczony jako A3, i pochodzacy z pracy [31], gdzie ozna-
czono go jako ALGO-C1. Ten algorytm ma najlepsze wtasnosci konserwujace, bo
zachowuje wszystkie kontrolowane wielkosci, tzn. energie kinetyczna oraz kierunek i
norme wektora momentu pedu.

Dla wszystkich powyzszych algorytmow wyprowadzono wzory na operator stycz-
ny K 1ioperator styczny K,, dla zewnetrznego momentu zalezacego od potozenia,
patrz Dodatku A.5. Z wyprowadzeniem i postaciami operatoréw stycznych wigze sie
szereg elementéw oryginalnych rozprawy podsumowanych w Rozdz.6.

Rozdzial 5 przedstawia przyktady numeryczne rozwigzane za pomoca opisanych
algorytmow Al, A2 i A3 dla rotacyjnych stopni swobody.

Przeprowadzono obliczenia poréwnawcze dla dwoch silnie nieliniowych zagad-
nien: (1) dla ruchu z niestabilng rotacja wokét osi o posrednim momencie bezwtlad-
nosci, i (2) dla wirujacego baka i dla momentu zewnetrznego wywotanego polem
grawitacyjnym, tzn. zalezacego od potozenia srodka masy. W obliczeniach monito-
rowano energie kinetycznag, unormowany wektor momentu pedu i norme momentu
pedu, w celu potwierdzenia wtasnosci konserwujacych badanych algorytmow. Przed-
stawiono takze wykresy wielkosci kinematycznych: wektora rotacji i predkosci kato-
wej, dla obu zagadnien, oraz przy$pieszenia katowego dla zagadnienia (1) i wektora
polozenia $rodka masy dla zagadnienia (2).

Wyniki tych testow potwierdzaja poprawnos$¢ wyprowadzonych operatorow stycz-
nych i skomplikowanych implementacji algorytméw. Szczegdlna uwage zwrdcono na
wlasnosci konserwujace badanych algorytmow oraz na ich zwiazek z doktadnoscig
wynikow.
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Rozdzial 6 zawiera podsumowanie oryginalnych rezultatéw pracy.

Dodatek A zawiera dowody twierdzen i wyprowadzenia tych wzorow, ktore pomi-
nigto w gtéwnej czesci pracy, w tym: (1) wyprowadzenie postaci réwnania generuja-
cego rotacje dla parametryzacji Eulera i Cayleya, (2) dow6d dokladnego rozwiazywa-
nia réwnania generujacego rotacje dla parametryzacji kanonicznej, (3) twierdzenie o
postaci rozwigzania liniowego macierzowego rownania rézniczkowego o wspotczynni-
kach zmiennych w czasie, (4) wyprowadzenie operatoréw Ti T, i (5) wyprowadze-
nie operatoréw stycznych dla algorytmow A1,A2 i A3, dla momentu zewnetrznego
niezaleznego i zaleznego od potozenia ciata.

1.5 Definicje i oznaczenia

Na poczatek, wprowadzimy definicje poje¢, ktére pojawia sie w dalszej czesci pracy,
oraz oznaczenia jakimi si¢ bedziemy postugiwac.
Przez uktad odniesienia w przestrzeni R?, bedziemy rozumieli pare

((e1,e2,€3), (z1, 22, 23)) (1.3)

ztozona z bazy ortonormalnej (tzn. ztozonej z 3 wektoréw wzajemnie ortogonalnych,
o dhugoéci 1) oraz punktu przestrzeni R3, ktory bedziemy nazywali srodkiem uktadu
odniesienia. Wektory bazy bedziemy nazywali osiami uktadu. O uktadzie odniesienia
(1.3) mowimy, ze jest prawoskretny jezeli e = e X eq, oraz ze jest lewoskretny, jezeli
€3 = €9 X e;q.

Wektory bedziemy oznaczali matymi literami, pisanymi czcionka pogrubiona np.
x. Macierze oraz tensory o walencji wiekszej niz 1 bedziemy oznaczali duzymi litera-
mi, pisanymi czcionkg pogrubiong np. A. Macierz jednostkowsg stopnia n bedziemy
oznaczali przez I,,, opuszczajac ewentualnie indeks dolny, gdy bedzie wiadomo o jaki
wymiar macierzy chodzi. Wektor lub macierz zerowa bedziemy oznaczali symbolem
0, przy czym to, czy jest to wektor czy macierz i jaki ma wymiar (wymiary), bedzie
wynika¢ z kontekstu w jakim ten symbol sie pojawi. We wszystkich wyrazeniach i
rownaniach, gdzie bedzie wystepowato mnozenie macierzy, bedziemy przyjmowali,
ze wektory sa macierzami o jednej kolumnie tzn. ze sg to wektory kolumnowe.

W pracy bedziemy postugiwali si¢ konwencjg sumacyjng, tzn. w zapisie sumy
bedziemy opuszczali znak sumowania zaktadajac, ze przebiega ono po indeksach
wystepujacych w jednomianie parami np.

n
LiY; = Z%yz
i=1

Indeks sumacyjny ¢ przebiega liczby od 1, do takiej, jaka wynika z wymiaru prze-
strzeni liniowej, liczby elementéw danego zbioru itp.
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1.6 Podstawowe wlasnosci algebraiczne

Przed przejsciem do dalszej czesci pracy przypomnimy pewne podstawowe wlasnosci
z algebry wektoréw. Dowolny wektor x w przestrzeni euklidesowej trojwymiarowe;j
R3, w ktérej mamy ustalong pewna baze

€1,€e9,€e3 (14)

mozemy przedstawi¢ w jednoznaczny sposdb w postaci kombinacji liniowej wektorow
tej bazy
X = T1€1 + T2€o + T3ze3 = x;€;. (15)

Wektory o elementach, ktorymi sa wspotrzedne danego wektora w ustalonej bazie,
bedziemy oznaczali matymi literami z podkresleniem, np. dla wektora x wektor jego
wspOlrzednych oznaczymy x = (z1, z9, x3). Postugujac sie zapisem macierzowym,
jezeli x oznacza wektor wspotrzednych wektora x w bazie (1.4), natomiast macierz
E zlozona jest z kolumn, ktérymi sa wektory tej bazy, E = [e1, eq, 3], woéwczas wzor
(1.5) zapisa¢ mozna krécej

x = Ex. (1.6)

lloczyn skalarny wektorow x,y € R”, ktorych wspotrzedne w pewnej ustalonej bazie
ortonormalnej sa réwne x = (1, T2, x3) oraz y = (y1,ys, y3), jest zdefiniowany jako
dziatanie - : R™ x R™ — R, okreslone nastepujaco

Xy = 2. (1.7)

Normg euklidesows wektora x bedziemy nazywali liczbe

x|l = vVx-x=, E:Ix (1.8)

Jezeli w tekscie nie bedzie napisane inaczej, symbol || - || bedzie oznaczal norme
euklidesowa wektora.

lloczyn wektorowy wektoréw x oraz y, o wektorach wspotrzednych w bazie orto-
normalnej ey, s, €3 réwnych x = [21, 9, 23] 1y = [y1, Y2, Y3, jest wektorem réwnym

X Xy = (22y3 — x3y2)er + (x3y1 — T1ys3)es + (T1y2 — Tay1)es. (1.9)

Wprowadzimy dalej nastepujace oznaczenie. Jezeli x jest wektorem wspoétrzednych
wektora X, T oznacza macierz skosnie-symetryczna postaci

0 —XI3 i)
—X9 T 0
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Dla dowolnej macierzy skosniesymetrycznej, wektor x, ktorego wspotrzedne pozwala-
ja przedstawi¢ te macierz w takiej postaci jak we wzorze (1.10), nazywamy wektorem
osiowym tej macierzy. Wzor (1.9) mozna zapisaé teraz krécej w postaci

x Xy = Exy. (1.11)

Jezeli oznaczymy przez X tensor, ktorego macierza wspotrzednych jest x, wowczas
wzor (1.11) mozna zapisaé krocej

X Xy = Xy. (1.12)

Zatem w wyniku iloczynu macierzowego xy otrzymujemy wektor wspotrzednych ilo-
czynu wektorowego x X y, w tej samej bazie, w ktorej przedstawione sg wektory x
oraz y.

Wyprowadzimy teraz pewne zaleznosci, ktore beda potrzebne w dalszej czesci
pracy. Mozna pokazaé, ze zachodza nastepujace wlasnosci iloczynu wektorowego:

(a) (axb)xc=(a-c)b—(b-c)a,

() ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c. (1.13)
Z powyzszych wtasnosci mozna wyprowadzi¢ jeszcze nastepujaca
(axb)xc=ax(bxc)—bx(axc). (1.14)

Zapiszmy réwnosé (1.13 b) we wspéhrzednych w pewnej ustalonej bazie ortonormal-
nej. Mamy

abc=a"cb—a"bc=ba’c—a’bc= (baT —aTbI) c.
Stad, z dowolnosci wektora ¢, otrzymujemy wtasnosc¢
ab=ba’ —aTbl. (1.15)

Uwzgledniajac dowolno$¢ przyjetej bazy, mozemy powyzsza rownosé zapisaé tenso-
rowo,

ab=b®a—(a-b)L (1.16)
Podobnie, dla tozsamosci (1.14)
(évb) c=abc—bac.

Z, dowolnosci wektora ¢ otrzymujemy

(@b) = ab— ba. (1.17)



Rozdzial 2

Opis i1 parametryzacje rotacji

Rozdziat ten przedstawia wybrane typy parametryzacji specjalnej grupy macierzy
ortogonalnych SO(3), stuzacych do opisu rotacji. Wyprowadzono tzw. réwnanie ge-
nerujace rotacje, i przeksztatcono je do postaci wyrazonej przez parametry rotacyj-
ne. Otrzymano réwnania roézniczkowe rzedu pierwszego, liniowe badz nieliniowe, w
zaleznosci od typu parametryzacji, ktore rozwigzywano numerycznie w celu oceny
przydatnosci poszczegolnych rodzajow parametryzacji.

2.1 Definicja i wlasnosci macierzy kosinuséw kie-
runkowych i tensora rotacji

Rozwazmy na poczatek dwie dowolne bazy ortonormalne w przestrzeni euklidesowe;j
trojwymiarowej: {ej, ez, e3} oraz {e}, e, ei}. Zalézmy, ze obie bazy tworza
badz uktad prawo-skretny badz lewo-skretny. Kazdy wektor z bazy drugiej mozna
przedstawic¢ jako kombinacje liniowg wektoréw bazy pierwszej,
e;:njej, 27]21,2,3 (21)
Mnozac powyzszy wzor skalarnie stronami przez ey, k = 1, 2, 3, otrzymamy
€ - ep = ri. (2.2)
Macierz wspotczynnikéow R = [Tij]i,j <3 Nazywamy macierzq kosinusow kierunkowych
bazy {e;} wzgledem {e;}, gdyz iloczyn skalarny e} - e, réwny jest kosinusowi kata
zawartego miedzy wektorem i-tym bazy drugiej a wektorem k-tym bazy pierwszej.
Macierz R nazywamy réwniez macierzq przejscia z bazy {e;} do bazy {e’}.
Kolejng wtasnos¢ macierzy R otrzymamy mnozac przez siebie skalarnie dwa
wektory z bazy drugiej
5ij = e; : e;. = (Tikek) : (leez) = Tz‘ijl(Skl = TikTjk-
Zapisujac powyzszg rOwnos¢ w postaci macierzowej otrzymamy

RR" =1 (2.3)
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Wiersze macierzy R stanowia zatem uktad ortogonalny. Wynika stad, ze
R'=R", (2.4)

oraz

|det R| = 1. (2.5)

Przypadek, kiedy det R = —1 dotyczy sytuacji, gdy jedna z baz tworzy uktad pra-

woskretny a druga lewoskretny. Tym przypadkiem nie bedziemy si¢ zajmowac, gdyz

interesuje nas tylko sytuacja, gdy druga z baz powstaje przez obrot pierwszej.
Zauwazmy, ze z (2.4) wynika takze, ze

R'R=1, (2.6)

a zatem kolumny macierzy R rowniez tworza ukltad ortonormalny. Macierz R
speliajaca warunek (2.3) lub (2.6) nazywamy macierzq ortogonalng. Zbibér wszyst-
kich macierzy ortogonalnych stopnia n tworzy grupe oznaczong symbolem O(n).
Zbiér wszystkich macierzy ortogonalnych stopnia n o wyznaczniku réwnym 1,
tworzy podgrupe grupy O(n), oznaczona symbolem SO(n).

Zatem dowolna macierz kosinuséw kierunkowych, opisujaca wzajemne potozenie
dwoch baz ortonormalnych, jest elementem grupy SO(3) ztozonej ze wszystkich
macierzy ortogonalnych stopnia trzeciego, takich, ze det R = 1. Jezeli z wektorow
obu baz utworzymy macierze, tak aby wektory te byty ich kolumnami

E = [e1, €9, €3], E' = [e], e, €], (2.7)
wowezas wzor (2.1) mozna zapisaé w postaci macierzowej
E7” =RE” lub E =ER". (2.8)
Stad wynika zaleznos¢,
E=ER, (2.9)

ktora mozna zapisa¢ w postaci
e; = ;€. (2.10)
Zatem, macierz przejscia z bazy {e;} do bazy {e;} jest macierza transponowana
(odwrotna) do macierzy przejscia z bazy {e;} do bazy {e’}.
Wyprowadzimy teraz wazna wlasnos¢ macierzy kosinuséw kierunkowych. Oznacz-
my przez X = [z, T2, x3] 1 X' = [z, x), x%] wektory wspdlrzednych wektora x odpo-
wiednio w bazach E i E'. Mamy woéwczas

X =x;€; = x;e; = x;rijej,
a stad, poréwnujac wspotezynniki przy odpowiednich wektorach bazy E, otrzymamy

Tj = Tij .I';, (211)
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czyli
x=R"X. (2.12)

Stad, na podstawie wzoru (2.3), wynika ostatecznie
x' = Rx, (2.13)

lub
33'; =Ti; Tj. (214)

Zatem macierz kosinusow kierunkowych jest jednoczesnie macierza transformacji
wspolrzednych wektora z bazy {e;} do bazy {e}}.

Zauwazmy, ze zwiazki (2.11) 1 (2.14), na transformacje¢ wspéhrzednych wektora
x w bazach {e;} i {el}, sa analogiczne do zwiazkéw (2.10) i (2.1) miedzy
wektorami tych baz.

W tym miejscu nalezy podkresli¢ roznice miedzy macierza ortogonalna a tenso-
rem ortogonalnym. Macierz jest jedynie tablica dziewieciu liczb, ktére w przypadku
macierzy ortogonalnej, sg kosinusami kierunkowymi wektoréow jednej bazy wzgledem
innej. Tensor natomiast jest operatorem liniowym, przeksztatcajacym przestrzen R™
w R”. Tensor R, analogicznie jak miato to miejsce w przypadku macierzy, nazywamy
ortogonalnym jezeli

RR" =R'R=1. (2.15)

Zbiér wszystkich tensoréow ortogonalnych, stopnia n, tworzy grupe, ktora oznaczac
bedziemy, analogicznie jak w przypadku macierzy, przez O(n). Tensor ortogonal-
ny posiada bardzo wazng ceche. Zachowuje on mianowicie iloczyn skalarny dwoch
wektorow. Istotnie, niech R € O(n) i x,y € R". Mamy wéwczas

(Rx) - (Ry) =x- (RTRy) =x-Yy. (2.16)

Zauwazmy, ze z (2.16) wynika, ze tensor ortogonalny nie zmienia dtugosci wektora.
Istotnie, niech R € O(n) i x € R". Mamy

IRx|[* = (Rx) - (Rx) = x - x = [}x]*. (2.17)

stad
IR =[] (2.18)

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku macierzy ortogonalnych z (2.15) wynika,
ze

ldet R| = 1. (2.19)

Przypadek, gdy det R = —1 odnosi sie do sytuacji, gdy tensor R przeksztatca da-
na baze prawoskretna (lewoskretna) {e;} na baze lewoskretna (prawoskretna) {e}}.
Przypadkiem tym nie bedziemy si¢ zajmowac, dlatego bedziemy zaktada¢, podobnie
jak dla macierzy kosinuséw kierunkowych, ze det R = 1 i wowczas tensor R bedzie
przeksztatca¢ dana baze ortogonalng zachowujac jej skretnosc.
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Zbiér wszystkich tensoréw ortogonalnych stopnia n, o wyznaczniku réwnym 1,
tworzy podgrupe grupy O(n) nazywana specjalng grupe tensoréw ortogonalnych i
oznaczana, analogicznie jak w przypadku macierzy, przez SO(n). W dalszej czesci
pracy, mowiac o tensorze ortogonalnym, bedziemy mieli na mysli element grupy

SO(3).

Interesowac nas teraz bedzie zwiazek, jaki wystepuje miedzy danym tensorem or-
togonalnym, przeksztalcajacym dana baze ortonormalna {e;} na {e}}, amacierza
kosinusow kierunkowych bazy {e;} wzgledem {e;}. Niech R € SO(3) przeksztalca
baz¢ ortonormalng {e;} na {e}}, a Q = [g;], ;5 niech bedzie macierzg kosinu-
sow kierunkowych bazy {e}} wzgledem {e;}. Niech R = [r;;] bedzie macierza
wspéhrzednych tensora R w bazie {e;}. Mamy wowczas

e, =Re;, i=1,2,3. (2.20)

Niech x € R3 oraz niech
y = Rx. (2.21)

Oznaczmy przez x = (x1,xq,x3) wektor wspohrzednych wektora x w bazie {e;} a
przez y = (y1,42,y3) iy = (y},v5,y5) wektory wspoélrzednych wektora y odpo-
wiednio w bazach {e;} i {€}}. Zapisujac wzor (2.21) we wspotrzednych w bazie e;
mamy

y = Rx. (2.22)
Ze wzoru (2.9) mamy
y=Q"y. (2.23)
Z (2.22) i (2.23) otrzymujemy
Rx = QTy". (2.24)

Poniewaz wektor y jest przeksztalconym przez tensor R wektorem x, analogicznie
jak wektory bazy {e!} sa przeksztalconymi przez ten tensor wektorami bazy {e;},
zatem zgodnie z wtasnoscia zachowywania iloczynu skalarnego przez tensor ortogo-
nalny, wspétrzedne y w bazie {e}} sa réwne wspotrzednym x w bazie {e;}. Istotnie,
dla i =1,2,3 mamy

Z powyzszego i (2.24) mamy
Rx = Q7x. (2.26)

Z, dowolno$ci wektora x otrzymujemy
R=Q". (2.27)

Zatem macierz wspotrzednych tensora ortogonalnego, przeksztatcajacego baze orto-
normalna {e;} na {e}, w bazie pierwszej réwna jest macierzy transponowanej do
macierzy kosinusow kierunkowych bazy {e!} wzgledem {e;}.



Rozdziat 2. Opis i parametryzacje rotacji 19

Twierdzenie Eulera. Przedstawimy teraz twierdzenie, ktore bedzie wazne w dal-
szej czesci pracy. Rozwazmy dla tensora R € SO(3) zagadnienie whasne

Rx = \x. (2.28)

Z faktu, ze tensor ortogonalny nie zmienia dtugosci wektora (wzoér (2.18)) i powyzszej
relacji wynika, ze

[l = (AL (2.29)

Poniewaz wektor wlasny jest niezerowy, stad
A =1, (2.30)

czyli wszystkie wartosci wiasne tensora R maja modut rowny 1. Zachodzi tez wta-
snos¢

detR = )\1)\2)\3, (231)

a poniewaz wspotczynniki wielomianu charakterystycznego tensora R sg rzeczywiste,
zatem dwa sposrod jego pierwiastkow beda zespolone, wzajemnie sprz¢zone, a jeden
rzeczywisty. Stad, z whasnosci (2.30), (2.31) i faktu, ze det R = 1 wynika, ze jedna
z wartosci wtasnych jest rowna 1, a zatem odpowiadajacy jej wektor wlasny spetnia
rownanie

Rx = x. (2.32)

Zatem dla kazdego tensora ortogonalnego R € SO(3) istnieje przynajmniej jeden
wektor, ktory jest przeksztatcany przez ten tensor na samego siebie. Wynika stad
nastepujace twierdzenie

Twierdzenie Eulera. Dia dwoch dowolnych baz ortonormalnych ey, e, e3 oraz
€', €}, e istnieje wektor, oraz kqt taki, Ze obracajgc jedng z baz wokdl tego wektora
o ten kqt, otrzymamy drugq z nich. Wektor ten jest rownolegly do wektora wiasnego
tensora ortogonalnego przeksztatcajgcego baze eq, eq, €3 na €}, €, €, odpowiadajgcego
wartosci wtasnej 1.

Ze wzgledu na powyzsze twierdzenie, tensory nalezace do grupy SO(3) bedziemy
nazywali tensorami rotacji. Natomiast bazy {e;} i {e} bedziemy nazywali odpo-
wiednio bazg wyjéciowa i obrécong.

Okreslimy teraz odwzorowanie, ktére danemu wektorowi, bedacemu osig obrotu
oraz katowi obrotu, przyporzadkuje tensor rotacji. Zaktadamy ze obrét nastepuje
zgodnie z zasada Sruby prawoskretnej, tzn. dodatni kat oznacza obrét w prawa stro-
ne¢ patrzac zgodnie ze zwrotem osi obrotu. Mamy zatem cztery parametry, ktore
opisuja ten tensor. Latwo zauwazy¢, ze nie jest to odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne, gdyz zmieniajac kierunek osi obrotu na przeciwny oraz wartos$¢ kata obrotu
na przeciwny, otrzymamy takie samo przeksztatcenie.
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Aby znalez¢ tensor rotacji odpowiadajacy obrotowi uktadu wokét danej osi o
dany kat, sprawdzimy w jaki sposéb transformuje sie dowolny wektor x, podczas
jego obrotu. Niech wektor jednostkowy e bedzie osia obrotu a ¢ niech bedzie ka-
tem obrotu. Niech x’ bedzie obréconym wektorem x. Zgodnie z rys. (2.1) zachodzi
wowczas zwigzek

Rysunek 2.1: Obrét wektora x dookota osi e.

x'=x+PQ+QP. (2.33)
Wektory P(Q oraz Q—Pl mozna zapisa¢ w postaci
PQ = (1—cosg)b, QP =singa, (2.34)
gdzie
a=exx, b=exa=ex(exx). (2.35)
Stad otrzymujemy
x'=x+(1—cosg)ex (e X X)+singe X x. (2.36)

Na podstawie wzoru (1.12) mozemy powyzszy wzor zapisa¢ w postaci

x' = x+ (1—cos¢)éx +singex
= [I+sin¢é+(1—cos¢)62}x.

Jezeli wprowadzimy oznaczenie S = e, wowczas tensor, ktory przeksztatca wektor x
w obrécony wektor x’, wyraza sie wzorem

R =1+ sin ¢S + (1 — cos ¢)S>. (2.37)

Mozna sprawdzi¢, ze tensor R jest ortogonalny oraz ma wyznacznik rowny 1.
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2.2 Wybrane parametryzacje macierzy rotacji

Kazda macierz R € SO(3) sklada si¢ z dziewieciu wyrazéw 75, 4,5 = 1,2,3, przy
czym dodatkowo musza by¢ spetnione warunki

T . L 0, dla ¢ <7 .
RR" =1, czyli Tik Tjk = { 1 dlai— i,7j=1,2,3, (2.38)
oraz
detR = 1. (2.39)

Dlatego mozna zmniejszy¢ liczbe parametréw generujacych elementy SO(3). Przed-
stawimy teraz niektoére z rodzajow parametryzacji tej grupy.

2.2.1 Reprezentacja szescioparametrowa

Mozna udowodnié, ze kazda macierz R € SO(3) jest postaci
R = X1, X2, Xj X X9 :| . (240)

Dowdéd. Oznaczmy elementy macierzy R nastepujaco

a by 1
R = (45} b2 i) . (241)
as by w3

Zakladamy, ze R spetnia warunki (2.38) i (2.39), tzn.
a-b=0 |all=[bl] =1, (2.42)

oraz, z ortogonalnoéci kolumn 1 i 3 oraz 2 i 3 macierzy R i wzoru Sarusa na wy-
znacznik macierzy stopnia trzeciego,

121 + Q29 + A3T3 = 0
bl.’L'l + bg.’L’z + bg.’L’g = 0 (243)
(a2b3 — agbg)l‘l + (a3b1 — albg)l‘g + (a1b2 — agbl)l‘g = 1.

Wspblezynniki ostatniego réwnania tworza iloczyn wektorowy wektoréw a = [ay, az, as)
ib = [by, by, b3]. Oznaczmy je jako wspotrzedne wektora ¢ = [¢q, ¢o, ¢3]. Wowezas ma-
cierz uktadu (2.43) ma wyznacznik réwny ¢ + 2 + 2 = ||c||® czyli 1, a zatem jest
nieosobliwa. Rozwiazujac uktad metoda Cramera otrzymamy wyznaczniki macierzy
uzupetnionych réowne odpowiednio c¢1, ¢y i ¢3, a stad rozwigzaniem uktadu bedzie
wektor ¢, przy tym ¢ = a x b. Stad rozwigzanie x = a x b, wraz z wektorami a

i b, spelia warunki (2.38), tzn. ||x]| =1, x-a=0 oraz x-b=0.

0
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Zatem kazdy element grupy SO(3) moze by¢ reprezentowany przez szescioele-
mentowy wektor, ktorego pierwsze trzy i ostatnie trzy elementy, tworza podwektory
stanowiagce uktad ortonormalny

Prawdziwe jest takze stwierdzenie odwrotne, ze kazda macierz postaci (2.40),
gdzie x; i X5 sg wektorami ortonormalnymi, jest macierzg ortogonalna o wyznaczniku
rownym 1. Istnieje zatem wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie pomiedzy grupa

SO(3) a zbiorem

L= {XGRG: X = [x1,X), X1,% €R®) x1-%p =0, [|x1]| = ||x2]| = 1}. (2.44)

2.2.2 Reprezentacja piecioparametrowa

Reprezentacja piecioparametrowa, ktora ponizej przedstawimy, jest Scisle zwigzana z
powyzsza reprezentacja szescioparametrowa. Rozwazmy, podobnie jak poprzednio,
zbior wszystkich wektorow, ktérych elementy stanowia wyrazy dwoch pierwszych

kolumn macierzy (1 / \/5) R, dla wszystkich R € SO(3). Zbiér wszystkich takich
wektoréw oznaczmy przez M

1
M = {X eR%:x= %[xl,xg], X1, X2 ER? x1 %3 =0, ||x1]| = [|x2]| =1 }

(2.45)

Zbiér M mozna opisaé tez w inny sposob
M:{XE]RG: x'x =1, XTJZ-x:O}, (2.46)

gdzie
I 0 0 I

S AR .

Pierwsza z relacji x? J;x = 0 oznacza, Ze obie kolumny macierzy, z ktérej pochodzi
wektor x, maja jednakowa dtugo$é¢ (norme). Druga z tych relacji méwi, ze kolumny
te sa ortogonalne. ZatozyliSmy przy tym, ze sa to kolumny macierzy (1 / \/§> R,
aby otrzymany wektor x mial norme réwng 1, co utatwi nam pézniej obliczenia.
Zbiér M C R jest we wzajemnie jednoznaczny sposéb odwzorowywany w grupe
SO(3), a przy tym zawiera si¢ on w sferze jednostkowej w przestrzeni R, M C S°.
Widzimy réwniez, ze nie zawiera on wszystkich jej punktéw np: (1,0,0,0,0,0) ¢ M.
Jezeli wybierzemy na sferze jeden punkt a ¢ M, wéwczas mozemy zbiér M rzutowaé
stereograficznie na hiperptaszczyzne pieciowymiarows ortogonalng do a i otrzymac
W ten sposob wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru M — a zatem réwniez
i grupy SO(3) — w przestrzeni R%. Aby to wykonaé¢, rozwazmy uktad ortonormalny

wektorow
Vi,...,v5 € RS, (2.48)

ortogonalnych do wektora a. Stanowi on baze pieciowymiarowej podprzestrzeni wek-
torowej przestrzeni R®, ortogonalnej do a. Przestrzen te oznaczmy przez A. Wowczas
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dla dowolnego wektora x € R jego rzut na podprzestrzen A, ktéry bedziemy ozna-
czali przez m(x), jest postaci

5
m(x) =) v xv;. (2.49)
i=1
Jezeli przez V oznaczymy macierz, ktorej wierszami sa wektory uktadu (2.48), wow-
czas powyzszy wzOr mozna zapisaé prosciej
m(x) = VI'Vx. (2.50)

Rzut stereograficzny na plaszczyznie punktéw zbioru O(0,1) \ {(0,1) }, wzgledem
punktu (0, 1), wyglada nastepujaco. Jezeli punkt X = (z1,22) € O(0,1)\ {(0,1) },
wowezas jego rzutem jest punkt Y = (yq,y2) € OX, bedacy przecieciem si¢ prostej
przechodzacej przez punkty (0,1) oraz X z osia OX. Na Rys.2.2 pokazano przy-
ktady rzutu trzech punktow: rzutem punktu X; jest punkt Y, punktu X, punkt
Y,, natomiast rzutem punktu (1,0) jest ten sam punkt. Wspéhrzedna y; punktu Y,

AY

X,

wX

NN
s

Rysunek 2.2: Tlustracja rzutu stereograficznego na ptaszczyznie

bedacego rzutem dowolnego punktu X € O(0,1)\ {(0,1) }, dana jest wzorem

i

= . 2.51
1 1= 2, ( )
Wzor powyzszy wynika ze zwigzkow podobienstwa trojkatow na ptaszczyznie i za-
chodzi dla wszystkich punktéow X € O(0,1)\ {(0,1) }, gdyz dla wszystkich tych
punktéw mamy x, < 0.

Przejdzmy teraz do rzutu stereograficznego w przestrzeni R®. Niech x € S°\{a }.

Wprowadzmy nast¢pujace oznaczenia:
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7(x) = VIVx — rzut wektora x na podprzestrzen A,
b = 7(x)/||7(x)|| — rzut wektora x unormowany do dtugosci 1,
7 = ||[7(x)||, Zo = aTx — wspohrzedne wektora x (dtugosci rzutéw)
w uktadzie wersorow a i b.

Wektory a i b tworzg baze ortonormalng podprzestrzeni dwuwymiarowej, w kto-
rej mozemy zastosowaé wzor (2.51). Stad rzut stereograficzny wektora x na pod-
przestrzen A jest postaci

_ T V'vx
= b = ) 2.52
Y15 1-alx (2.52)
Wektor wspotrzednych wektora y w bazie vy, ..., v5 jest postaci
Vx
= . 2.53
Y 1 —aTx ( )

Otrzymujemy zatem wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie zbioru S°\ { a } w prze-
strzen RS,

Zajmijmy si¢ teraz odwzorowaniem odwrotnym, tzn. przyporzadkowaniem wek-
torowi y € R5 punktu w zbiorze S°\ {a}. Podobnie jak poprzednio rozwazmy
najpierw przypadek dwuwymiarowy. Jezeli punkt Y = (y1,0) lezy na osi OY, wow-
czas jego obrazem tj. przecieciem prostej przechodzacej przez punkty Y oraz (0, 1) z
okregiem o srodku w punkcie (0, 0) i promieniu rownym 1, bedzie punkt X = (z1, x3),
o wspotrzednych réwnych

. 2y _y%—l
= 29 T2 = =5 :
L+yi yi+1

(2.54)

X1

Niech y € R® bedzie wektorem, ktoérego obrazu szukamy. Wéwcezas wektor y =
VTy bedzie odpowiadajacym mu elementem w podprzestrzeni A. W przestrzeni RS
wprowadzmy baze ztozong z dwdch ortogonalnych wersorow a oraz b, gdzie

y

b = T _-
131l

(2.55)

Wspoélrzedne wektora y € A w bazie a, b sa rowne

n=Iyll, =0 (2.56)

Iyl =Nyl = ¥y (2.57)

Stad wzdér na odwrotny rzut stereograficzny y, na podstawie (2.54) jest postaci

o 20 b+§%—1 _2fyll Viy  yTy -1
1+9f  wgi+1 L+yTy Iyl  yTy+1

Przy tym

a. (2.58)
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Skad ostatecznie otrzymujemy

T T
y'y—1l)a+2V'y
x:( )T . (2.59)
I+y'y

Przy tym odwzorowania dane wzorami (2.53) i (2.59) sa wzajemnie odwrotne. Ob-
razem zbioru M w przestrzeni R® bedzie zbiér

N = {y eR’: (yTy — 1)2aTJia+ 4 (yTy — 1) alIJViy +4y" VI Viy =0, i=1,2 } .
(2.60)

2.2.3 Reprezentacja czteroparametrowa. Parametry Eulera

Jezeli wykorzystamy nastepujace tozsamosci trygonometryczne

1 — cos ¢ = 25sin? g, sin ¢ = 2sin % cos %, (2.61)

oraz wprowadzimy nastepujace oznaczenia

é

Go = cos 5, q=sin - e, (2.62)

wowezas réwnanie (2.36) mozna zapisa¢ w postaci
X' =x+2qx(qXx)+2¢q XX (2.63)
Zauwazmy, ze jezeli oznaczymy przez q = [q1, ¢, q3] wektor wspotrzednych q w

dowolnej bazie, wéwczas parametry ¢;, ¢ =0,1,2,3, spelniaja réwnos¢

Sai=1 (2.64)

gdyz wspohrzedne wektora e speliaja w dowolnej bazie warunek Y7 e = 1.

Korzystajac ze wzoru (1.12), mozemy réwnanie (2.46) zapisa¢ w postaci
X' =X + 28°% + 2q0Gx = (1+ 24" + 200d) x. (2.65)

Wyrazenie w nawiasach jest zatem szukanym tensorem rotacji R, przeksztatcajacym
wektor x w x’.  Przeksztalcimy wystepujacy w nawiasie wzor do prostszej postaci.
Postugujac sie wlasnoscia (1.16) i korzystajac z wlasnosci (2.47) parametréw o 1 q,
mozemy zapisa¢ iloczyn q° w postaci

@ =aq0q-(1-q)L (2.66)

Podstawiajac powyzszy wynik do (2.65), otrzymamy nastepujacy wzér na tensor
rotacji
R= (2 —1)T+2(a®q+qd). (2.67)
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Mozemy tez zapisa¢ macierz wspotrzednych R w pewnej przyjetej bazie, w ktorej
q = [q1, 42, q3]. Manmy,

@+4— 5 0ge—qods  Gigs + Gogo
R=2| g2+ qogs ¢4 +% — 5 @205 — qoq | - (2.68)
B3 — Godz G203+ @ @+ 05 — 3
Parametry ¢;, wystepujace w powyzszym wzorze nazywamy parametramsi Fulera.
Spelniaja one réwnanie (2.64) a zatem zbiér wszystkich wektoréw [qo, q1, ¢2, 3]
parametryzujacych grupe SO(3), zawiera si¢ w sferze jednostkowej w przestrzeni
R%.
Przypu$émy teraz, ze mamy dana macierz R € SO(3), 1 chcemy znalezé
odpowiadajace jej parametry Eulera. Obliczajac §lad macierzy R we wzorze (2.68)
mamy

trR = 4¢7 — 1. (2.69)
Stad mozemy obliczy¢
trR+1
@ = — (2.70)

7 wyrazéw na gtéwnej przekatnej mozemy obliczy¢ nastepnie warto$ci pozostatych
parametrow

2_7“11—26134‘1 2_7“22—261(2)‘1‘1 2_7"33—QQ(2)+1

a1 = 2 ) gy = 2 ) 43 = D) .

Aby znalez¢ znaki parametréw ¢;, ¢ = 0, ..., 3, nalezy uzy¢ wyrazéw spoza gtéwnej
przekatnej. Z wlasnosci (2.64) wynika, ze przynajmniej jeden z parametréw Eulera

jest rozny od zera. Jesli gy # 0, wéwcezas odejmujac wyrazy po przeciwnych stronach
gltownej przekatnej otrzymamy

(2.71)

T2 —Ta3 T3 —T31 _ To1 — T2
G“=—7—"" 2=—" %—74 .
do

2.72
4qo 4qo (2.72)

Zmak gy mozemy przyjac¢ dowolny. Jezeli zmienimy go na przeciwny, wowczas zmienia
sie tez znaki ¢, g2, g3, jednak poniewaz wszystkie wyrazy macierzy (2.68) sa sumami
sktadnikéw stopnia drugiego, otrzymamy te samg macierz.

Jezeli qo = 0 wowcezas ktérys z parametréw ¢y, g2, g3 musi by¢ rézny od 0. Macierz
(2.68) jest wowczas symetryczna. Dodajac do siebie wyrazy po przeciwnych stronach
gltownej przekatnej otrzymamy

12 + 721 T3+ 731 - To3 + 7392
— = _— 243 = ———.
4 ’ 4

= 2.73
1 ) q143 ( )

q192 =

Znak niezerowego parametru ¢, g lub g3, obliczonego z réwnan (2.71), przyjmujemy
dowolny i wybierajac dwa z powyzszych réwnan w ktorych on wystepuje, obliczamy
pozostate dwa parametry. Znaki tych parametréw zmienig si¢, jezeli zmienimy znak
niezerowego parametru na przeciwny i podobnie jak w przypadku ¢y # 0, da nam
to te samg macierz ortogonalna.
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2.2.4 Parametryzacja tréjparametrowa kanoniczna

Parametryzacje trojparametrowa uzyskujemy korzystajac ze wzoru (2.37),
R =1 +sin ¢S + (1 — cos ¢)S?.

Wprowadzamy tzw. kanoniczny pseudowektor rotacji, ¥ = ¢e, gdzie e jest
wektorem osiowym tensora S, o dtugosci 1. Podobnie jak przy wyprowadzaniu
wzoru (2.37), e jest wersorem osi wokol ktérej nastepuje obrot, a ¢ jest katem
obrotu. Jezeli przez {b oznaczymy tensor skosnie symetryczny, ktorego wektorem
osiowym jest @b, wowczas wzor (2.37) mozna zapisaé w postaci

sing~ 1 —cos¢~2
R=1I+ ¢¢+ > ¢¢ , (2.74)
¢ ¢
gdzie ¢ = ||| = \/—3tr (17)2) Grupe tensoréw ortogonalnych SO(3) mozemy zatem

reprezentowac¢ przez zbior tensoréw skosnie symetrycznych, a kazdy tensor skos$nie
symetryczny mozna reprezentowa¢. w wybranej bazie, przy pomocy trzech wspot-
rzednych jego wektora osiowego. Zatem uzyskaliémy reprezentacje specjalnej grupy
tensoréw ortogonalnych przy pomocy trzech liczb, bez natozenia na nie dodatkowych
ograniczen.

Wzér (2.74) mozna zapisac jeszcze w inny sposob. Zauwazmy, ze dla kazdego
tensora skosnie symetrycznego 1 o wektorze osiowym 1), zachodza zaleznosci

G = (T, = (D ) (279)

Zastepujac we wzorze (2.74) sin¢ i cos¢ ich rozwinieciami w szereg Maclaurina,
korzystajac z powyzszych relacji i porzadkujac odpowiednio wyrazy otrzymanego
szeregu, otrzymamy wzor

~k

o0 'l,b -
R = nz_% T = xXP (1,b) : (2.76)
Wzér (2.76) nazywamy postacig ekspotencjalng tensora rotacji R.

2.2.5 Parametryzacja trojparametrowa Cayleya

Parametryzacja ta réwniez oparta jest na wzorze (2.37), i polega na wprowadzeniu,
tzw. pol-tangensowego pseudowektora rotacji w postaci ¥ = tg % e. Jezeli oznaczy-
my t = tg %, wowczas mamy

ot 5 1—¢2
D E— COS = .
1+ t2’ 1+1¢2

sin¢ = (2.77)
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Podobnie jak poprzednio, oznaczajac przez {b tensor skosnie symetryczny o wek-
torze osiowym t, otrzymujemy ze wzoréw (2.37) i (2.77) wyrazenie postaci
2~ 2

R =1
et e

~2 2 ~  ~2
$ =1t (94+97). (2.78)

/ ~2
gdzie t = ||| = |[—3tr ('(b ) Korzystajac ze wzoru na macierz odwrotna wypro-

wadzonego z tw. Cayleya-Hamiltona, powyzszy wzor mozna przeksztatci¢ do postaci,

~ ~\—1

R=(I+9)(I-¢) . (2.79)

Korzystajac z postaci (2.78) mozna wyprowadzi¢ wzor na przeksztatcenie odwrotne
~ R-R"

= ——. 2.80

¥ 1+trR ( )

Przy pomocy parametryzacji Cayleya nie mozna parametryzowaé macierzy rotacji,
dla ktorych zachodzi trR = —1, tzn. gdy macierz ta reprezentuje obrot o kat rowny
7. Istotnie, na podstawie wzoru, podajacego wartos¢ kata obrotu dla danej macierzy
rotacji, patrz np. [34] str. 22,

1
¢ = arccos 5 (trR—1), (2.81)

wynika, ze kat obrotu ¢ jest rowny 7 wtedy i tylko wtedy, gdy trR = —1.
Korzystajac z postaci (2.79) tensora rotacji, mozna wyprowadzi¢ alternatywny
wzor na przeksztatcenie odwrotne

Yp=(I-R)(I+R)', (2.82)
ktory mozna przeksztatci¢ do postaci

~ 1

¢n:1+a&ﬂ—(1+aﬂ{+Rﬂ, (2.83)
gdzie
a = trR=tr [I+Si;¢t7)k+1_¢#8¢@i1 =14 2cos ¢,
1 -
6 = Il = =5/t (1),

przy tym ), w powyzszym wzorze oznacza kanoniczny pseudowektor rotacji. Za-
chodzi ponadto

a=-1 & ¢=n+2kr, k=012, ... (2.84)
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Zatem dla tensora rotacji R, dla ktérego kanoniczny pseudowektor rotacji ma dtu-
gosé  (tzn. kat obrotu dla tensora R jest réwny ), wzoru (2.83) nie mozna stosowad,
co jest wlasnoscig parametryzacji Cayleya, ktorej nie mozna uzywac do reprezentacji
tensoréw rotacji opisujacych obrét o kat 7.

Pét-tangensowe pseudowektory rotacji dobrze nadajg sie do sktadania rotacji.
lloczyn (lewe zlozenie) tensoréw rotacji o pseudowektorach @ i 6, daje tensor
rotacji dla pseudowektora

o) [ +6—1 x0], (2.85)

B 1
C1—--0
tzn. R(¢) = R(0) R(v), patrz np.[34], wzor (2.54).

2.3 Roéwnanie generujace rotacje i jego postaci dla
poszczegdllnych rodzajéw parametryzacji

Niech bedzie dane odwzorowanie, ktore chwili czasu t € [0,T] przyporzadkowuje
tensor rotacji, R : [0,7] — SO(3). Roézniczkujac warunek ortogonalnosci RR” =
I wzgledem czasu, otrzymamy réwnanie

RR” + RR' =0,
ktore mozemy przeksztatci¢ do postaci
R =QR,
gdzie @ = RRT € s50(3) jest (lewym) przestrzennym tensorem predkosci kqtowej,

patrz definicje (3.9). Jest to tzw. rdwnanie generujgce rotacje dla znanego tensora
Q2. Tak wiec, rozwigza¢ mamy nastepujace rownanie rozniczkowe

R(t) = Q(t)R(t), R(0)=1I, (2.86)
gdzie
R(t) — tensor rotacji w funkcji czasu,
Q(t) - tensor skosnie symetryczny o macierzy wspoétrzednych postaci
0 —Wws Wa
Q= W3 0 —Wwi
—W9 w1 0
Wektor osiowy tensora €2 oznaczamy w = |wi,ws,ws] 1 nazywamy przestrzennym

wektorem predkosci kgtowej. Wyznacza on chwilows o$ wokot ktorej zachodzi obrot.
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Rozwazmy dwa przypadki.

1. Jezeli 2 nie zalezy od czasu, wéwczas rozwiazanie réwnania (2.86) jest postaci

00 kik .
K T =S VA sin(wt) 1 —cos(wt)
R(t) =¢e" = ZE:O T I+ ———Q+ — 2 Q (2.87)

gdzie w = |w| = \/%trQQ. Ostatnia posta¢ pokazuje, ze tensor skosnie-
symetryczny €2 jest zwigzany z kanoniczng parametryzacja R, poréwnaj z
(2.74).

2. Jezeli elementy €2 sa ciagtymi funkcjami czasu, wowczas rozwiazanie réwnania
(2.86) jest postaci

t t T
R(t) 213+/ Q(7) d¢+/ Q(T)/ Q(n)dn dr + ..., (2.88)
0 0 0
patrz dowoéd w dodatku A.3.

Przeksztatcimy teraz réwnanie generujace rotacje (2.86) do postaci rownowaznej,
uwzgledniajac poszczegdlne typy parametryzacji zdefiniowane w rozdziale 2.2, tzn.
podstawiajac R(t) = R(y(t)), gdzie y jest wektorem parametréw, i przeksztatcajac
otrzymane réwnanie do postaci normalnej.

Reprezentacja szeScioparametrowa

W przypadku parametryzacji szescioparametrowej (2.44), réwnanie (2.86) jest row-
nowazne rownaniu

) ) Q0
X = Ax, gdzie A= l 0 O ] : (2.89)
oraz x € L. Widzimy, ze A jest macierzg skosnie-symetryczna, tzn. AT = —A, oraz

det A = 0.

Reprezentacja piecioparametrowa

Dla parametrow x zdefiniowanych w (2.46), analogicznie jak dla parametryzacji sze-
Scioparametrowej, otrzymamy rownanie réwnowazne (2.86) w postaci (2.89). Jezeli
teraz zroézniczkujemy réownanie (2.53) wzgledem czasu, otrzymamy
. (1-a"x)Vx+ (a’x)Vx
Y= (1 — aTx)? '

Podstawiajac do powyzszego (2.89) i wykonujac pewne przeksztalcenia otrzymamy

(2.90)

1
y= |30y - D —yy"| VAa+ VAV'y. (2.91)

Otrzymane w ten sposob réwnanie dla 5 parametrowego wektora y, jest rownowazne
wyjsciowemu réwnaniu (2.86).
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Reprezentacja czteroparametrowa

Dla parametryzacji czteroparametrowej réwnanie (2.86) jest rownowazne réwnaniu
.1
q=5Aq, (2.92)

gdzie, dla w = [wy, ws,ws], mamy

0 w1 o)) ws

_ | e 0wz —wy _
A= —wy —Wws 0 Wy ; q= [90791792793]7
—w3 wy —wi 0

patrz [33] oraz wyprowadzenie w dodatku A.1.1. Zauwazmy, ze macierz A jest
sko$nie-symetryczna, lecz det A = (w} + w3 + w3)? # 0.
Reprezentacja tréjparametrowa kanoniczna

Dla parametryzacji kanonicznej danej wzorem (2.74), réwnanie (2.86) sprowadza sie
do postaci,

e

P=Q- % ] (¥°Q + Qp* — 29Q¢) ,  (2.93)

gdzie P jest tensorem skosnie-symetrycznym, o wektorze osiowym 1) ktory jest
kanonicznym pseudowektorem rotacji, a ¢ = ||| = \/—%tr({ﬁ), patrz [33] str.428.

Wyprowadzenie powyzszego wzoru jest dosé¢ skomplikowane i zostanie tu pominiete.
Reprezentacja tréjparametrowa Cayleya

Dla parametryzacji Cayleya (wzér 2.78 i 2.79), réwnanie (2.86) sprowadza si¢ do
nastepujacej rownowaznej postaci

P = % (P — P2+ QP — Q). (2.94)

gdzie 1 to tensor skognie-symetryczny, o wektorze osiowym 1  ktory jest pol-
tangensowym pseudowektorem rotacji, patrz [33] oraz wyprowadzenie w dodatku
A.1.2. Réwnanie (2.94) to réwnanie rézniczkowe Ricattiego. Jego rozwiazanie ana-
lityczne, w przypadku gdy €2 nie zalezy od czasu, mozemy znalez¢ wykorzystujac
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie. Niech dane bedzie macierzowe rownanie rézniczkowe Ricattiego o
statych wspolczynnikach zapisane w postaci

X = XA12X —+ A22X -+ XA11 -+ A217 (295)
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spetniajgce warunek poczgtkowy
X(to) = Xo, (2.96)
gdzie X jest funkcjg macierzowg o wartosciach w zbiorze macierzy kwadratowych

stopnia n, X € R" " zmiennej rzeczywistej, A;; € R™", 1,5 =1,2, Xy € R™™.
Rozwigzanie réwnania (2.95) spetniajgce warunek poczgtkowy (2.96) ma postac

X =Y,Y;!, (2.97)

gdzie Y1, Yo sq funkcjami macierzowymi o wartoSciach w zbiorze R™ ™, zmiennej
rzeczywiste], spetniajgcymsi lintowy ukiad rownan rézniczkowych

Yl _All _A12 Yl
X1 | _ , 2.98
RNV o
z warunkiem poczgtkowym
Y (to) I,
= ) 2.99
[ Yz(to) XO ( )
Dowbd podano w pracy [18], str. 365.
Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, rozwiazanie rownania (2.94) jest postaci

P(t) = Yo (£)YTH(H), (2.100)

gdzie funkcje Yy i Y, spetniajg uktad rownan

MRS (2101)

z warunkiem poczatkowym
Y (to) I
=1 -~ 1. 2.102
l Yo (to) b ( )

Zaktadamy, to = 0 oraz {bo = 0. Rozwiazanie uktadu (2.101) z warunkiem poczat-
kowym (2.102), i przy zalozeniu, ze €2 jest stata funkcja czasu, ma postaé

[ égg 1 = [ o 1 ! (2.103)

gdzie
1 _
A:al {2 Q] (2.104)
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Znajdzmy posta¢ macierzy At Postuzymy si¢ w tym celu wielomianem interpo-
lacyjnym Lagrange’a-Sylvestera (patrz np. [18], Rozdz.5.3.2). W tym celu musimy
znalez¢ tzw. wielomian minimalny macierzy A. Na poczatek znajdZzmy wartosci
wlasne A. Jezeli jest to macierz postaci (2.104), gdzie Q € so(3), wéwczas mozna
sprawdzi¢, ze wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac

det (\Ig — A) = X (X —iw) (X + iw). (2.105)
Zwiazek miedzy wielomianem charakterystycznym a wielomianem minimalnym do-

wolnej macierzy wyraza nastepujace twierdzenie (patrz [18], Tw.5.3).

Twierdzenie. Jezeli macierz kwadratowa A ma wielomian charakterystyczny po-
stact

eA) = A =A)" (A= X)" .. (A=),
to wielomian minimalny tej macierzy ma postaé
YA =A=A)™M A =)™ . (A=),
przy czym 1 <m; <n; dlat=1,...,7.
Mozna sprawdzi¢, ze wielomianem zerujacym macierzy A najnizszego stopnia,
posiadajacym te same pierwiastki co jej wielomian charakterystyczny, jest wielomian
PY(A) = AA —iw)(N +iw). (2.106)

Na podstawie ostatniego twierdzenia, jest to zatem jej wielomian minimalny.

Wielomian interpolacyjny Lagrange’a-Sylvestera, wyrazajacy wartos¢ dowolnej,
odpowiednio gladkiej funkcji f zmiennej rzeczywistej, od argumentu ktérym jest
macierz A, o wielomianie minimalnym postaci

D) = (A= A)™ (A = Ao)™2 . (A — A)™, (2.107)

dany jest wzorem

T

FA) =3 oL, + cip (A = L) + o+ i, (A = AT)™ 7 i(A),  (2.108)

i=1
gdzie
I S A0 PR G
Qij = N L/}i(A)L:X, Pi(N) = g (2.109)

Dla macierzy A danej wzorem (2.104), wielomiany v; maja postaci:

(N = @ = (N —iw) (A +iw),

A
Pa(A) = % = A\ +iw),
by = YA ),
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wspotezynniki «;; dane sa wzorami:

o = [N ] 1
_@Z)l(/\)_)\:)\l (A —iw)(A+iw) |, w?’

S IV (O I N ] _ e

21 _w2()\)_)\:>\2 A+ iw) i 9202’

= S]] e ] _ e

T WL, DO —w) ], 2w

Ponadto ;(A) we wzorze (2.108) jest postaci (2.107), z pominigtym czynnikiem
(A= X\)™, z tym, ze X\ nalezy zastapi¢ macierza A a \; macierzami \;Ig. Stad,

iwt —iwt

A (A —|— ’iWIG) — 2(,4)2

Wymnazajac wyrazenia w nawiasach oraz stosujac wzor e = cos p + isin g, wy-
razenia zawierajace jednostke urojong ¢ upraszczajg sie i ostatecznie otrzymujemy
wzOr postaci

1
At = (A — i) (A + iwlg) —

w2

A (A —iwlg). (2.110)

20?2

i t 1— t
O LLC )A+WAZ. (2.111)
w w
Zauwazajac, ze
1] Q* —0?
2 ——
A - 2 [ _QQ 92 ‘| )

oraz, uwzgledniajac wzér (2.87) na postaé rozwiazania réwnania (2.86),
St g et o 10
2w 2w? 2
_ sin(wt) q._ 1 — cos(wt) 02 — 1 <13 B €Qt> ’
2w 2w? 2

LY zapisa¢ w postaci

mozemy macierz e
O 13 _ €Qt

Qs 13+€Qt

]:3+€
13—6

1
eAt:_

5 (2.112)

Wracajac do wzoru (2.103) na postaé rozwigzania réwnania (2.101), mamy

[Yl(t)]zl Iy + oS
2

2.113
L (2.113)

Y(t) Q

Zatem rozwiazanie rownania (2.94), dane wzorem (2.100), ma ostatecznie postaé

B(t) = Y)Y (1) = <13 _ th) <13 + th)l. (2.114)

Otrzymane rozwiazanie, na podstawie wzoru (2.82), wyraza parametry Cayleya od-
powiadajace rozwiazaniu (2.87) wyjsciowego réwnania (2.86), dla €2 statego w czasie.
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2.4 Przeglad wybranych metod numerycznych roz-
wigzywania rownan rézniczkowych zwyczaj-
nych rzedu pierwszego

W tym rozdziale przedstawione zostana metody numeryczne uzyte do rozwigzania
zagadnienia (2.86). Naleza one do grupy metod Rungego-Kutty rzedu drugiego, patrz
[11], Rozdz.2.3. Mamy dane réwnanie rézniczkowe zwyczajne w postaci normalne;

y(t) =1y, t),  y(0)=y,, (2.115)

gdziey : [0, T] — R", i f:R" x[0,7]— R™

Najpierw przedstawimy wybrane metody numeryczne w postaci ogolnej, a na-
stepnie pokazemy ich postaé w przypadku, gdy (2.115) jest réwnaniem liniowym.
Warto zauwazy¢, ze réwnanie (2.86) przeksztalcone do postaci réwnowaznej dla
parametryzacji piecio- i tréjparametrowych: kanonicznej i Cyleya, jest nieliniowym
wektorowym réwnaniem roézniczkowym. Natomiast dla parametryzacji szescio- i czte-
roparametrowej jest liniowym wektorowym réwnaniem rézniczkowym. W tym przy-
padku, dla otrzymanej postaci schematéw numerycznych, bedzie mozna sprawdzic,
czy dana metoda zachowuje ortogonalno$¢ macierzy rotacji i wartos¢ wyznacznika
rowna 1.

2.4.1 Przypadek rownan nieliniowych

Metoda punktu srodkowego. W metodzie tej rownanie (2.115) zapisujemy w
punkcie ¢, 1= th+ % Pochodng w ¢, , 1 aproksymujemy za pomocg wartosci funkcji
w punktach ¢, i t,11

Ynr1 = Yn
a wartos¢ funkcji w punkcie y,, 1 obliczamy stosujac metode Eulera
h
YnJr% =Y, + §f(Yn> tn)7 (2‘117)

gdzie h to krok po czasie. Z (2.116) i (2.117) otrzymujemy wzoér na warto$é¢ funkcji
y w chwili ¢,

h h

Widzimy, ze jest to metoda jawna.

Metody trapezoidalne. Jest to rodzina metod, w ktorej réwnanie (2.115) za-
pisujemy w punkcie t,., = (1 — a)t, + atny1, « € [0,1]. Pochodna w t,,
aproksymujemy za pomoca wartosci funkcji w punktach ¢, i ¢,

Sltnye) = Yot =Y.
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Stad, rownanie (2.115) ma postaé

PRI 5 (Y st (2.119)

Wartosé¢ funkcji £ w punkcie ¢,,,, obliczamy na podstawie jej wartosci w punktach
t, 1 t,41 W nastepujacy sposob

f(yn-i-om tn-i—oz) ~ (1 - O'/)f<Yna tn) + af(Yn—f—l) tn-l—l)‘ (2120>
Ze wzordéw (2.119) i (2.120) otrzymujemy schemat numeryczny
Yir1 = Yn + h [(1 - a>f(Yn> tn) + af(yn+17 tn-l—l)} . (2121>
Dla a = % otrzymujemy metode trapezow
h
Yot = ¥n g (0t + £, turn)] (2.122)

Wzér (2.122) mozna otrzymaé réwniez w nastepujacy sposob. Rozwijajac po-
chodng funkcji y w otoczeniu punktu t,, w szereg Taylora do wyrazu rzedu pierw-
szego mamy

Vi1 = Yu + h¥, +O(0%). (2.123)
Nastepnie rozwijamy warto$é¢ funkcji y w otoczeniu punktu ¢, do wyrazu rzedu

drugiego
2

: h= ..
Yt = Yo+ ¥+ ¥, + O(h). (2.124)
Ze wzoru (2.123) obliczamy ¥,,, 1 wstawiajac do (2.124) mamy
h_. . h .. :
Yai1 = Yn + 5250 +150) + O =y, + 5(F0 + Fura) + O(R7). (2.125)
Wykorzystujac wzér (2.115) zapisany dla ¢, i ¢, otrzymamy posta¢ (2.122).
We wzorach (2.121) i (2.122) wystepuje po prawej stronie wartos¢ y, ., sa to

zatem metody niejawne. W celu obliczenia y, ,, dla danego y,, mozemy postapic
na dwa sposoby:

1. Obliczy¢ y, ., stosujac iteracyjng metode¢ Newtona. To podejécie zostanie opi-
sane i przetestowane w Rozdz.4.

2. Zastapi¢ y, ,; po prawe]j stronie np. stosujgc schemat Eulera, y, , =y, +
hf(y,,, t,), co prowadzi do jawnego wyrazenia

oraz, dla a = %,
h
Vi1 = ¥+ 5 [E¥n: tn) + 8y + 2y, ta), tasn) ] (2.127)

Metode (2.127) nazywamy zmodyfikowang metodq trapezéw.
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2.4.2 Przypadek uktadu réwnan liniowych

W przypadku uktadéw liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych

y(t)=Ay(),  y(0) =y, (2.128)

tzn. gdy f(y,t) = Ay(t), gdzie A € R™" i nie zalezy od czasu, y : [0,7] — R",
przedstawione metody przyjmuja nastepujace postaci.

Metoda punktu srodkowego. Ze wzoru (2.118) mamy

h h

h h?
Zatem otrzymujemy schemat

h2
Vi1 = (I + hA + 5A2> Y, (2.130)

Metody trapezoidalne. Ze wzoru (2.121) mamy

yn+1 =Y + h |:(1 - a>f(yn7 tn) + O4f(yn+17 thrl)} =Y. + h(l - Oé)*Ayn + haAyn+1'
(2.131)
Przenoszgc ostatni czton na lewg stron¢ otrzymujemy uktad réwnan na y,

(I—-haA)y, . =[I+h(1—-a)Aly,. (2.132)

Uktad powyzszy ma jednoznaczne rozwigzanie gdy macierz (I —haA) jest nieosobli-
wa. Bedzie tak np. w przypadku, gdy macierz A jest sko$nie symetryczna, stopnia
trzeciego, bowiem wtedy

det(I — haA) = 1 4 h2a?(a? + a2 + a2) > 0,

dla A w postaci

0 —as a9
A = as 0 —a
—a9 aq 0

Wzér na y, ., mozemy zatem zapisa¢ nastgpujgco
Ynsr = (I=haA) 7 I+ k(1 - a)Aly,. (2.133)

Tak wiec widzimy, ze niejawne réwnanie (2.121), prowadzi w przypadku uktadu
rownan liniowych do schematu, ktéry co prawda wymaga jednokrotnego odwrdcenia
macierzy, jednak nie wymaga iterowania.
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Dla a = %, tzn. dla metody trapezéw, z réwnania (2.133) otrzymamy
ho\ h

Dla jawnej postaci metod trapezoidalnych otrzymanej z uzyciem wzoru Eulera (2.126)
otrzymamy

Ynr1 = Yn +h [(1 - Oé) f(ym tn) + Oéf(yn + hf(ym tn)a thrl)]
= y.+h[(1 - )Ay, +aAly, + hAy,)] =y, + h (Ay, + ahA’y,)
= (I+hA+1%A?)y,. (2.135)

Dla o = 3, tzn. dla zmodyfikowanej metody trapezdéw, wzér powyzszy ma postaé

1

27
h2

Vi1 = (1 + hA + ?A2> Vs (2.136)

ktora jest identyczna ze wzorem (2.130). Widzimy, ze w przypadku uktadu réwnan
liniowych, zmodyfikowana metoda trapezow daje nam taki sam schemat jak metoda
punktu $rodkowego.

2.4.3 Ortogonalnos¢ operatoréow dla przedstawionych me-
tod

Zauwazmy, ze kazda z powyzszych metod dla liniowych uktadéow réwnan daje nam
schemat w postaci

Yn—l—l = AYna (2137>

gdzie A jest pewna macierza. W przypadku gdy zmienna y jest macierzag rotacji,
wazne jest aby macierz A byla ortogonalna i miata wyznacznik réwny 1, bo wow-
czas, jezeli y,, jest ortogonalny to réwniez bedzie y, ;. Podobnie jest gdy y jest
podmacierza macierzy rotacji ztozona z jej dwoch pierwszych kolumn (reprezenta-
cja szedcioparametrowa) lub gdy y jest wektorem parametréw Eulera (reprezentacja
czteroparametrowa).

Ponizej zbadamy czy operator A posiada wymienione cechy dla metody punktu
srodkowego 1 metody trapezéw zastosowanych do rozwiazania: (a) wyjsciowego roéw-
nania rotacji (2.86), oraz (b) jego postaci réwnowaznych dla reprezentacji szescio i
czteroparametrowych, (2.89) 1 (2.92).

Metoda punktu srodkowego. Macierz A ma w tym przypadku posta¢ wynika-
jaca z réwnania (2.130)

2
A=1+hA+ %AQ. (2.138)
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Zaktadamy przy tym, ze metode te stosujemy do rozwigzania réwnania rotacji w

postaci wyjsciowej (2.86), lub w jednej z postaci réwnowaznych, tzn. (2.89) dla re-

prezentacji szeScioparametrowej lub (2.92) dla reprezentacji czteroparametrowej. W

kazdym z tych przypadkéw macierz réwnania A jest macierza skosnie symetryczna.
Badamy ortogonalno$¢ macierzy A.

T h2 2 h2 2 h4 4
AAT = (T+hA+ A7) (T-hA + S A% =T+ A" (2.139)

Jak widzimy operator A nie jest ortogonalny, jednak gdy krok czasowy h jest ma-
ly oraz norma ||A| jest mata, to wyrazenie po prawej stronie jest w przyblizeniu
macierzg jednostkowaq.

Obliczymy teraz wyznacznik macierzy A w przypadku gdy A = € € so(3) (tzn.
gdy rozwiazujemy réwnanie wyjsciowe (2.86) ). Mozna to zrobi¢ np. poprzez zapi-
sanie wzoru (2.138) dla A = € w postaci wskaznikowej, a nastepnie skorzystanie ze
wzoru Sarusa na wyznacznik macierzy stopnia trzeciego. Po wykonaniu odpowied-
nich obliczen otrzymamy

Wty 2 2\2 ht 4
detA:1+Z<w1—|—w2+w3) =1+ [l (2.140)

Mozemy zauwazy¢ pewne podobienstwo powyzszego wzoru do wzoru (2.139). Wy-
znacznik macierzy A rézni sie od 1 wyrazem proporcjonalnym do h* i ||<.{J||4 i po-
dobnie jak w przypadku ortogonalnosci A, dla matych h i ||w]| jest w przyblizeniu
rowny 1. Identyczny wzér na det A otrzymujemy dla reprezentacji szescio i cztero-
parametrowe;j.

Metody trapezoidalne. Macierz A ma w tym przypadku posta¢ wynikajaca ze
wzoru (2.133), tzn.

A=(I-haA) ' [I+h(1-a)A]. (2.141)

Udowodnimy teraz, ze macierz A jest ortogonalna dla a = % W tym celu wykorzy-
stamy nastepujacy lemat (patrz [16] str. 1864).

Lemat. Jezeli A, B i A + B sq kwadratowymi macierzami nieosobliwymi, wowczas
zachodzq réwnosci

(A"+B) '=A(A+B)'B=B(A+B)A. (2.142)

Dla @ = § macierz A jest postaci

Az(I—%A) (I+§A>. (2.143)
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Zauwazmy, ze:

At = <I + gA> h (I - gA> : (2.144)

h o\t R\ oA o\t
AT = [I—=A]|[I+=A = ([I+=A) —=-A|I+-A] (214

Do drugiego sktadnika powyzszego wyrazenia stosujemy réwnanie (2.142), przyjmu-
jac,ze A=1 1 B= %A. Wtedy

(i) (k) () (1) (1) e

7 poréwnania (2.144) i (2.146) wynika, ze A~' = AT, zatem macierz A jest ortogo-
nalna.

Dla A = Q € so(3) wyznacznik operatora A, dla dowolnego «, wyraza sie
wzorem
1+h(l—a)

det A =
¢ 1+ ha

: (2.147)

idlaa= % jest on rowny 1.

2.4.4 Stabilnos$¢ przedstawionych metod

Opisane w tym podrozdziale metody naleza do grupy metod Rungego-Kutty rzedu
drugiego. W przypadku liniowych uktadéw réwnan rézniczkowych o wspotezynni-
kach stalych w czasie, mozna przeprowadzi¢ analize ich stabilnosci. W tym celu
mozemy postuzy¢ sie np. metoda analizy spektralnej (patrz np. [14] Rozdz.8.2 lub
13)).

W tym celu sprowadzamy najpierw rozwiazywany przez nas uktad rownan do
uktadu rownan rozprzezonych, zapisanych dla poszczegdlnych wartosci wlasnych ma-
cierzy uktadu A. Jezeli macierz A jest diagonalizowalna, tzn. gdy istnieje macierz

nieosobliwa S taka, ze
STTAS = A, (2.148)

gdzie A = Diag(Ay,...,\,), woéwczas, dokonujac zamiany zmiennych w postaci
y(t) = Sz(t) 1 y, = Szo, uktad réwnan (2.128) mozna zapisa¢ nastepujaco

a(t) = Az(t),  2(0) = z. (2.149)

Uktad powyzszy moze by¢ zapisany w postaci uktadu n niezaleznych zagadnien
poczatkowych
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Powyzszy sposéb postepowania nazywamy sprowadzeniem uktadu réwnan (2.128)
do postaci dla pojedynczego stopnia swobody.

W naszym przypadku rozwiazywaé bedziemy uktady réwnan liniowych (2.89) i
(2.92) dla parametryzacji szescio i czteroparametrowej. Macierze tych ukladéw sa
macierzami sko$nie symetrycznymi. Macierze sko$nie symetryczne o wspotczynni-
kach rzeczywistych sa tzw. macierzami normalnymi, tzn. spetniaja réwnosc:

A*A = AA", (2.151)

gdzie macierz A* nazywamy macierzq sprzezong wzgledem A i jest ona zdefiniowana
nastepujaco

A=A (2.152)

Macierz A jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
A =UAU", (2.153)
gdzie A = Diag (\y,...,\,) oraz A\;,i = 1,...,n sa wartosciami wlasnymi macierzy

A, a U jest macierzq unitarng tzn.
U'U=0U"=1 (2.154)

Mozna przy tym pokazac, ze kolumny U sg wektorami wtasnymi macierzy A odpo-
wiadajacymi warto$ciom wlasnym \; (patrz np. Lancaster, Tismenetsky [23] Rozdz.5.2,
Tw.1). Macierze rozwiazywanych ukladéw réwnan sa zatem diagonalizowalne, jed-
nak ich wartosci wlasne, a zatem i wyrazy na gtéwnej przekatnej macierzy A, sa
zespolone.

Wartosci wlasne macierzy tych uktadéw sa postaci:

1. Dla parametryzacji szescioparametrowej

Q0 0 —W3 wWa
A = , gdzie Q=] wy 0 —w |. (2.155)
0 Q
—Wy w1 0

Wielomian charakterystyczny macierzy A jest w tym przypadku postaci
2
det (A — Mg) = A2 (M +w?), (2.156)

gdzie w = ||w]|. Posiada on trzy podwdjne pierwiastki: A\ = Ao = 0, Ay = \y =
w1 /\5 = )\6 = —w.

2. Dla parametryzacji czteroparametrowe;j

0 w1 ) w3
—W1 0 w3 —W9
—Wy —Ws 0 w1
—Ws3 W2 —W1 0

A= (2.157)
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Wielomian charakterystyczny macierzy A ma w tym przypadku postac
2 2\?2
det (A — ML) = (X +w?) " (2.158)
Posiada on dwa podwojne pierwiastki: Ay = Ay = iw i A3 = \y = —iw.

Nastepnie sprowadzimy do postaci dla pojedynczego stopnia swobody schematy
numeryczne odpowiadajace poszczegdlnym metodom. Zaktadamy przy tym ogolnie,
ze macierz A jest diagonalizowalna przy pomocy macierzy nieosobliwej S.

Metoda punktu srodkowego i zmodyfikowana metoda trapezéow. Jak juz
to zostato opisane, w przypadku uktadéw réwnan liniowych metoda punktu srodko-
wego i zmodyfikowana metoda trapezéw daja taki sam schemat numeryczny. Mnozac
obie strony wzoru (2.130) lewostronnie przez macierz S™*, mamy

h2
Sy, =S <I + hA + §A2> SSly,. (2.159)

Zamieniajac analogicznie jak poprzednio zmienne w postaci y,, = Sz,, dla n =
1,..., N mamy

h2
Zpi1 = (I + hA + 5A2> Z. (2.160)

Wzor powyzszy mozemy zapisa¢ jako uktad niezaleznych rownan postaci
h2
Zntl (i) = (1 + hA\; + 3)\?> Zn (i) i=1,...,n, (2.161)
przy czym zp(; dane jest w warunku poczatkowym ukltadu réwnan (2.150).

Metody trapezoidalne. Pomnézmy lewostronnie przez macierz S™! wzér przed-
stawiajacy rodzine metod trapezoidalnych w postaci (2.132),

ST (I—-ahA)SS 'y, =S I+ (1—a)hA]SSy,. (2.162)

Mamy wowczas

(I —ahA)zy =1+ (1 — a)hA] z,, (2.163)

co po zapisaniu w postaci uktadu niezaleznych réwnan ma postac
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Analiza stabilnosci. Rozwiazanie wyjsciowego uktadu réwnan w postaci modal-
nej, zapisanego dla poszczegélnych wartosci whasnych (2.150), w chwili ¢,4, dla
warunku poczatkowego zadanego w chwili ¢,,, dane jest wzorem

Zi(tnyr) = eMilori=tn) 54 ), (2.165)

W przypadku rozwiazywanych przez nas uktadéw réwnan liniowych (2.89) i (2.92),
macierze tych uktadéw beda mialy wartosci wlasne majace jedna z trzech postaci:
0 lub +iw. Rozwiazanie (2.165) bedzie miato wéwczas postacé

2(the1) = z2(tn), gdy A = 0,
{ Z(tn+1) — eiiw(tn-ﬁ-l*tn)z(tn)’ gdy )\ — :|:Z(.<J (2166)

W drugim przypadku rozwiagzanie to mozemy zapisa¢ w postaci
2(tne1) = 2(tn) [cos (W(tpi1 — tn)) T isin (w(tyi1 —t,)) ] (2.167)
Zatem dla A = £iw rozwiazanie musi posiada¢ nast¢pujaca ceche

(R E)) < 2] [S )] < |z(t)] (2.168)

Dwa powyzsze warunki mozemy zastapi¢ silniejszym warunkiem postaci
|2(tn )] < [2(tn)] - (2.169)

Zatem ostatecznie rozwiazanie (2.165), dla wartosci wtasnych o podanej postaci,
musi spetnia¢ warunki

{ 2(tns1) z(tn) gdy A =0,

12(tpsr)] < J2(t)], gdy A = +iw. (2.170)

Bedziemy teraz wymagac, zeby analogiczne warunki spetnione byty w przypadku

stosowanych przez nas schematéw numerycznych (2.161) i (2.164). Bedziemy zatem
wymagali aby

Zp+l = Zn, gdy A= 07

. 2.171

{ zact] < [l gdy A = i (2:171)

Powyzsze wymagania okreslaja warunki stabilnosci dla stosowanych przez nas me-

tod.

Okreslimy teraz jakie ograniczenia dlugosci kroku h, dla réznych wartosci pa-

rametru «, wynikaja z powyzszych warunkow w przypadku poszczegdlnych metod
numerycznych.

1. Metoda punktu $rodkowego i zmodyfikowana metoda trapezow.

Schemat numeryczny (2.161) mozna zapisa¢ w postaci

Zni1 = Azy, (2.172)
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gdzie A = 1+h/\+%2)\2 nazywamy wspotczynnikiem wzmocnienia. Jak widzimy,
dla A = 0 pierwszy warunek stabilnosci (2.171) jest speliony przez powyzszy
schemat. Gdy A = +iw, aby spetniony byt drugi, musi zachodzi¢

1Al <1, (2.173)

czyli

h2
‘1+h)\+§/\2 <1 (2.174)
Podstawiajac w powyzszej nieréwnosci A = iw (przyjmujemy w tym przypad-
ku, ze w # 0) i wprowadzajac pomocnicza zmienng z = wh mamy

2 4

i (2.175)

2
z
1+9z2 — —
|+222

Stad, nieréwnos¢ (2.174) bedzie réwnowazna nieréwnosci
' <0. (2.176)

Zgodnie z definicjg z # 0, zatem powyzsza nieréwnos¢ jest sprzeczna dla do-
puszczalnych wartosci z. Zatem dla metody punktu srodkowego warunek sta-
bilnosci (2.171) nie jest spetniony dla zadnej wartosci kroku czasowego h. Dla
macierzy uktadu A o wartosciach wtasnych czysto urojonych, metoda ta zatem
bedzie zawsze niestabilna.

2. Metody trapezoidalne.

Dla przyjetych w naszym przypadku dopuszczalnych wartosci wtasnych, sche-
mat (2.164) mozna zapisa¢ w postaci

14+(1- a)h)\Z
1—ah\ "

Dla A = 0 pierwszy z warunkéw stabilnosci (2.171) jest spetniony. Dla A = +iw,
zeby zapewnic¢ spetienie drugiego, wspotczynnik wzmocnienia w powyzszym
schemacie musi spetnia¢ warunek

‘1—1—(1—(1)}1/\

< 1. 2.1
1 — ah) ’ (2.178)

Zastepujac \ = iw, przy zatozeniu, ze w # 0, wprowadzajac zmienng pomoc-
nicza z = wh i stosujac wzoér na odwrotnosé liczby zespolonej mamy

‘(1+i(1 —a)z) (1 +iaz) (2.179)

1+ o222
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Podnoszac powyzszg nieréwnosé stronami do kwadratu mamy
1—a(l—a)2? +is < (1+a22). (2.180)
Stad, korzystajac ze wzoru na modut liczby zespolonej, otrzymamy nieréwnosé
(1-2a) (1+a%?)2* <0. (2.181)

Poniewaz z # 0, dlatego (1 + a?2?) 2% > 0, i wystarczy zbadaé¢ nier6wnosé
(1 —2a) < 0. Mamy nastepujace dwa przypadki:

(a) @ < 3; wtedy nieréwnos¢ (2.181) jest sprzeczna dla dopuszczalnych

wartosci z.
(b) a > 3; wtedy nieréwno$é (2.181) jest spetniona dla wszystkich dopusz-
czalnych wartosci z.

Otrzymujemy zatem nastepujace przypadki, gdy wartosci wtasne macierzy
uktadu sg czysto urojone:

e o€ [0; %) — rodzina metod trapezoidalnych jest niestabilna dla dowolnej
wartosci kroku h.

e o€ [%, 1] — rodzina metod trapezoidalnych jest bezwarunkowo stabilna.
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2.5 Przyklady numeryczne

W celu zbadania przydatnosci poszczegolnych rodzajow parametryzacji, rozwigzano
numerycznie réwnanie generujace rotacje (2.86) w postaci charakterystycznej dla
kazdej z opisanych parametryzacji.

Do przeprowadzenia obliczen napisano program w jezyku Fortran 90, przy uzyciu
zmiennych o podwdjnej precyzji.

Do rozwiazania uzyto opisane w Rozdz.2.4 metody jawne: punktu srodkowego i
zmodyfikowana metode trapezow. W przypadku gdy réwnanie w postaci rownowaz-
nej byto rownaniem liniowym, tzn. dla parametryzacji szescio- i czteroparametrowej,
uzyto metody trapezow, stosujac wzor (2.134).

Réwnanie rozwigzano w przedziale czasu [0, 10] dla dwdch przypadkdw:

1. Statego w czasie wektora predkosci katowej w. W tym przypadku wektor w
mial wspolrzedne (0,0,1). Wykresy |w| 1 e = w/|w| dla w stalego w
czasie pokazano na Rys.2.3,

2. Zmiennego w czasie wektora predkosci katowej w. Przyjeto, ze wektor ten ma
poczatkowo wspolrzedne (0,0, 1), a nastepnie obraca sie w ciagu catego czasu
obliczen, tzn. od chwili ¢ = 0 do chwili ¢ = 10, ze stala predkoscia katowa
wokét wektora e; = (1,0,0), o kat 90 i 270 stopni. Wykresy e = w/|lw]| dla
w wykonujacego obrét o 90, 180, 270, 360 stopni pokazano na Rys.2.4 i 2.5.

W kazdym z tych przypadkéw catkowity kat obrotu ciata wynosit okoto 572 stopnie.

Poniewaz parametryzacja Cayleya nie pozwala na reprezentacje rotacji o kacie
obrotu réwnym 7, obliczenia przeprowadzono dwukrotnie. Za pierwszym razem, dla
wszystkich typéw parametryzacji, jednak dla catkowitego kata obrotu nie przekra-
czajacego 7, 1idrugi raz, bez ograniczen na catkowity warto$¢ kata obrotu, w calym
przedziale czasu [0,10], jednak wtedy bez parametryzacji Cayleya.

Roéwnanie rozwiazano dla kazdej parametryzacji i uzytej metody z réznymi przy-
rostami czasowymi od At = 0.01 do At = 1 (szczegdly na wykresach ponizej). W
kazdym przypadku uzyskane rozwigzanie poréwnano z rozwigzaniem doktadnym:

1. dla w statego w czasie poréwnano z rozwigzaniem danym wzorem (2.87),

2. dla w zmiennego w czasie poréwnano z rozwiazaniem (2.88). Warto$¢ szeregu
w rozwiazaniu (2.88) obliczono znajdujac jego pierwszych 40 wyrazow. Calki
obliczano przy pomocy metody interpolacji wielomianami stopnia drugiego, z
krokiem podziatu wynoszacym 0.005.
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540
450
360
270
180

90

0.5

-0.5

0 2 4 6 8

Czas
Catkowity kat rotacji.

10

(0] 2 4 6 8

Czas
Unormowany wektor rotacji w.

Rysunek 2.3: Wykresy dla wektora rotacji w statego w czasie.

10
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Wektor rotacji w wykonujacy obrét o 90 stopni.
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Wektor rotacji w wykonujacy obrét o 180 stopni.

Rysunek 2.4: Unormowany wektor rotacji w, zmienny w czasie.
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Wektor rotacji w wykonujacy obrét o 360 stopni.

Rysunek 2.5: Unormowany wektor rotacji w, zmienny w czasie.
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Dla macierzy rotacji obliczanej numerycznie znajdowano w kazdym kroku: war-
tos¢ jej wyznacznika, iloczyn skalarny dwéch pierwszych kolumn, ktory przyjeto za
miar¢ ortogonalnosci macierzy, oraz wartos¢ kata rotacji ze wzoru

1
¢ = arccos i(trR —1). (2.182)

Dla tych samych chwil czasowych znajdowano rozwiazanie doktadne i réwniez obli-
czano dla niego wartos¢ kata rotacji. Zauwazmy, ze kat rotacji otrzymany ze wzoru
(2.182) zawiera sie w przedziale [0, 7]. Dlatego catkowity kat obrotu znajdowano
w nastepujacy sposob: zapamietywano obliczong numerycznie i doktadnie macierz
rotacji z poprzedniej chwili czasu, nastepnie obliczano przyrost macierzy rotacji z

kroku n do n + 1 ze wzoru
AR, =R, RL. (2.183)

Dla tak obliczonej macierzy znajdowano kat rotacji a nastepnie dodawano te wielkosé
do wartosci kata z chwili czasu t,, otrzymujac catkowity kat obrotu od chwili 0 do

tost.
Poréwnujac kat obrotu odpowiadajacy rozwiazaniu numerycznemu i doktadnemu
obliczono nastepujace btedy:

1. Maksymalny btad wzgledny — najwickszy btad wzgledny brany ze wszystkich
krokow czasowych

Emaks :maks{ﬁ, izO,...,n}, (2.184)
Q;

gdzie g; to wartos¢ btedu w i-tym kroku czasowym, rowny réznicy miedzy ka-
tem rotacji odpowiadajacym rozwigzaniu numerycznemu i doktadnemu, «; to
kat rotacji odpowiadajacy rozwiazaniu doktadnemu w ¢-tym kroku czasowym,
a n to liczba wszystkich krokéow czasowych.

2. Btlad srednio-kwadratowy
EsrKw =— — 25? (2185)
n .

Na wykresach ponizej przedstawiono zaleznos¢ opisanych powyzej rodzajow btedow
od wielkosci kroku czasowego At, dla wybranych parametryzacji i metod rozwigza-
nia.
1. Btedy dla maksymalnego catkowitego kata obrotu réwnego 180 stopni:
- dla w statego w czasie - Rys.2.6,
- dla w wykonujacego obrot o 90 stopni - Rys.2.7,
- dla w wykonujacego obrot o 270 stopni - Rys.2.8,
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2. Bledy dla maksymalnego catkowitego kata obrotu réwnego 572 stopnie (¢ =
0 — 10):
- dla w statego w czasie - Rys.2.9,
- dla w wykonujacego obrét o 90 stopni - Rys.2.10,
- dla w wykonujacego obrét o 270 stopni - Rys.2.11.
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Maksymalny blad wzgledny

0.15
012 |
0.09
0.06

0.03

Blad sredniokwadratowy [stopnie]

10

6 p. mid-point
6 p. trapez
5 p. mid-point -
5 p. mod. trapez -
4 p. mid-point
4 p. trapez -
Canon. mid-point -~~~
Canon. mod. trapez
Cayley mid-point - .
Cayley mod. trapez -------

Maksymalny btad wzgledny kata rotacji.

6 p. mid-point -
6 p. trapez
5 p. mid-point oo
5 p. mod. trapez
4 p. mid-point
4 p. trapez -
Canon. mid-point -~
Canon. mod. trapez
Cayley mid-point - .
Cayley mod. trapez -------

0.1 0.2 0.3 0.4

Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

0.5

h

Rysunek 2.6: Wykresy dla wektora rotacji w statego w czasie. Maksymalny catkowity
kat obrotu réwny .
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6 p. trapez
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4 p. mid-point
4 p. trapez -
Canon. mid-point -~
Canon. mod. trapez
Cayley mid-point - .
Cayley mod. trapez -------

Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

Rysunek 2.7: Wykresy dla wektora rotacji w wykonujacego obrot o 90 stopni. Mak-

symalny catkowity kat obrotu rowny 7.
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6 p. mid-point -
6 p. trapez
5 p. mid-point oo
5 p. mod. trapez
4 p. mid-point
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Cayley mid-point - .
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

Rysunek 2.8: Wykresy dla wektora rotacji w wykonujacego obrét o 270 stopni. Mak-
symalny catkowity kat obrotu réowny 7.
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Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

Rysunek 2.9: Wykresy dla wektora rotacji w statego w czasie. Caltkowity obrot w
czasie t = 10. Caltkowity kat obrotu rowny 572 stopnie.
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Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

Rysunek 2.10: Wykresy dla wektora rotacji w wykonujacego obrét o 90 stopni. Cat-
kowity obrot w czasie t = 10. Catkowity kat obrotu réwny 572 stopnie.
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Sredniokwadratowy btad kata rotacii.

Rysunek 2.11: Wykresy dla wektora rotacji w wykonujacego obrot o 270 stopni.

Catkowity obrét w czasie t = 10. Catkowity kat obrotu réwny 572 stopnie.
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2.5.1 Podsumowanie

Analiza otrzymanych rezultatow obliczenn numerycznych pozwala sformulowaé na-
stepujace wnioski.

1. Tr6jparametrowa parametryzacja kanoniczna daje, w przypadku wektora w
stalego w czasie, zerowe bledy rozwigzania.

Jest to potwierdzenie wtasnosci, ze numerycznie rozwiazanie ma taka sama po-
sta¢ jak rozwiazanie doktadne wyj$ciowego réwnania (2.86). Dowdd, ze réwna-
nie generujace rotacje dla parametryzacji kanonicznej jest rozwigzywane do-
ktadnie przy pomocy metod punktu $rodkowego i zmodyfikowanej metody
trapezow podano w dodatku A.2; i stanowi on oryginalny rezultat rozprawy.

Wtasnos¢ ta nie zostata potwierdzona w przypadku wektora w zmiennego w
czasie, i wtedy btedy obliczen sa dosé¢ duze.

2. Dla parametryzacji czteroparametrowej btad obliczen narastal dosé¢ wolno przy
zwiekszaniu dtugosci kroku czasowego At, a ponadto wartos¢ btedu nie r6znita
si¢ bardzo dla w statego i zmiennego w czasie.

Ponadto dla tej parametryzacji rownanie generujace rotacje jest liniowe, co
pozwala na rozwiazanie go przy pomocy niejawnej metody trapezow, ktoa
prowadzi do schematu numerycznego zachowujacego ortogonalnos¢ macierzy
rotacji i dlugo$é¢ wektora parametrow rowna 1.

3. Reprezentacja szescioparametrowa charakteryzuje si¢ krzywymi btedow po-
dobnymi do tych dla parametryzacji czteroparametrowej, jednak wartosci bte-
dow sg dla wszystkich analizowanych przypadkéw wieksze.

4. Trojparametrowa parametryzacja Cayleya ma, w duzym zakresie wartosci kro-
ku czasowego At, wartosci btedow wieksze niz parametryzacja cztero-parametrowa,
i osobliwo$¢ dla kata obrotu rownego 180 stopni.

5. Najszybciej rosna bledy dla parametryzacji piecioparametrowej, co by¢ moze
wynika z dos¢ skomplikowanej postaci rownania, ktore uzyskuje sie dla tej
reprezentacji. To z kolei spowodowane jest przez skomplikowany wzor (2.53)
na wektor parametréow. Wydaje sie, ze parametryzacja ta ma raczej wartos¢
teoretyczna, jako dowod, ze mozliwa jest jednoznaczna reprezentacja grupy
SO(3) przy pomocy pieciu parametrow, lecz nie praktyczna, i raczej nie bedzie
stosowana w obliczeniach.



Rozdziat 3

Rownania dynamiki dla ruchu
obrotowego ciala sztywnego

W rozdziale tym opiszemy podstawowe pojecia dotyczace dynamiki ruchu obroto-
wego ciata sztywnego, ktore beda potrzebne w dalszej czesci pracy. Rownania ruchu
sztywnego sa oméwione w wielu klasycznych podrecznikach z dynamiki, np.[12] i [3].

3.1 Opis ruchu ciata sztywnego

Zaktadamy, ze dany jest pewien nieruchomy, ortonormalny uktad odniesienia (zwany
dalej globalnym), w ktérym opisywaé bedziemy ruch ciata. Wektory tego uktadu
odniesienia oznaczmy przez {e;} (i=1,2,3).

Niech B C R? bedzie polozeniem danego ciala w konfiguracji poczatkowej, dla
chwili czasu ¢ = 0. Ruch ciata nazwiemy sztywnym, jezeli dla dwéch dowolnych
czastek tego ciata odlegto$é migdzy nimi nie zmienia si¢ w ciggu trwania tego ruchu.
Jezeli przez x;(t) oraz Xs(t) oznaczymy wektory polozenia czastek ry oraz ro ciata
B w chwili ¢, wowczas ruch ciata jest sztywny jezeli

1 (t) = x2(8)[| = fIry — o], (3.1)

dla dowolnych czastek ry,ro € Bit € [0,T], gdzie T jest catkowitym czasem ruchu.
Ciato, ktore podlega ruchowi sztywnemu nazywamy ciatem sztywnym.

Mozna zauwazy¢, ze jezeli ruch ciata jest sztywny, to istnieje uktad odniesienia
zwigzany z cialem, w ktorym wspotrzedne poszczegdlnych czastek ciata sg takie sa-
me w trakcie trwania catego ruchu. Zatem, aby opisa¢ potozenie ciata sztywnego
w dowolnej chwili czasu t € [0, T], wystarczy opisa¢ potozenie odpowiedniego ukta-
du odniesienia zwigzanego z ciatem, definiujac potozenie jego poczatku i potozenie
katowe jego osi. Uktad odniesienia zwiazany z cialem oznaczymy przez {t;(¢)}.
Rodzing uktadéw {t;(t)} nazwiemy ruchomym lub lokalnym ukladem odniesienia.

Niech p,cy : B — R bedzie funkcjg gestosci rozktadu masy ciata B w konfiguracji
poczatkowej, dla chwili czasu t = 0.
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Srodkiem masy ciala nazwiemy punkt przestrzeni o promieniu wodzacym w glo-
balnym uktadzie odniesienia danym wzorem

1
= — [ prsrdV, 3.2
fo m/Bp It ( )

gdzie r oznacza promien wodzacy czastki ciata w uktadzie globalnym w konfiguracji
poczatkowej, a m jest catkowita masa ciata dang wzorem

= | presdV.
m/B,of

Wykorzystujac definicje srodka masy, promien wodzacy dowolnej czastki ciata w
konfiguracji poczatkowej mozemy wyrazi¢ w nastepujacy sposob,

r=rg+ X, (33>

gdzie X to promien wodzacy czastki wzgledem srodka masy ciata. Zgodnie ze
wzorem (3.2) zachodzi woéwczas

/B presXdV = 0. (3.4)

Niech ¢ : [0,7] — R bedzie funkcja definiujaca polozenie poczatku lokalnego
ukladu wspoétrzednych {t;} w chwili¢, a R :[0,7] — SO(3) bedzie funkcja
oznaczajaca wzajemne potozenie wektorow bazy zwigzanej z ciatem e; i wektorow
bazy odniesienia t;(t), tzn.

t;(t) =R(t)e; dla t€[0,T] i i=1,23. (3.5)

Zauwazmy, ze zachodzi zwiazek R(t) = t;(t)®e;. W chwili poczatkowej, oba ukltady
pokrywaja sie, tzn. t;(0) = e;.

Ruch ciata sztywnego jest jednoparametrowa rodzing odwzorowan postaci
x(t) = @(t) + R()X = [rg + u(t)] + R(t) X, (3.6)

gdzie ¢t € [0,7]), i wu:[0,T] — R? oznacza przemieszczenie $rodka masy ciala,
Rys.3.1.

Predko$é czastki ciata sztywnego wyraza sie wzorem
x(t) = ¢(t) + R(H)X, (3.7)
gdzie () =0()/0t. Przy tym tensor rotacji R(t) spetnia réwnania
R(t) = W(t)R(t) = R(H)W(2), (3.8)

gdzie . N .
w = RR7, W = RTR, (3.9)
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Rysunek 3.1: Potozenie czastki X ciata B w konfiguracji poczatkowej i aktualne;j.

sg tensorami sko$nie-symetrycznymi a odpowiadajace im wektory osiowe w i W
nazywane sa odpowiednio (lewq) przestrzenng i (prawg) materialng predkosciq kq-
towq. Zauwazmy, ze z (3.8) otrzymamy

w = RWR/, (3.10)
co jest rownowazne relacji dla wektoréw osiowych tensorow sko$no-symetrycznych ,,
w = RW. (3.11)

Wektory predkosci katowych w i W posiadaja ponadto nastepujace wtasnosci.

1. Przestrzenna predkos¢ katowa w jest predkoscig katowa ruchomego uktadu
odniesienia (a zatem i ciala). Istotnie

t;=Re; =RR"t; =wt, =w xt; dla i=1,23. (3.12)

2. Wspotrzedne wektora przestrzennej predkosci katowej w w uktadzie lokalnym,
rowne sg wspotrzednym wektora materialnej predkosci katowej W w uktadzie
globalnym. Wynika to z nastepujacej relacji

t;-w=Re; - w=¢;,- RTw=1¢; - W. (3.13)
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Przestrzennym i materialnym wektorem przyspieszenia kgtowego nazwiemy od-
powiednio wielkosci

a=w, A=W (3.14)
Zauwazmy, ze zachodzi pomiedzy nimi zwigzek

d . . __ .
a=— (RW) =RW +RW =R (WW + W) = RA, (3.15)

poniewaz xx = 0 dla dowolnego wektora x. Zauwazmy, ze wynika stad, podobnie
jak dla predkosci katowej, ze wektor przestrzennego przyspieszenia katowego posiada
w uktadzie lokalnym takie same wspotrzedne, jak wektor materialnego przyspiesze-
nia katowego w uktadzie globalnym,

3.2 Definicja pedu i momentu pedu

Ped ciata, poruszajacego si¢ w dowolny sposob, wyraza si¢ wzorem

p= [ preskit)av. (3.17)

W przypadku ruchu ciata sztywnego, dla ktorego potozenie czastek jest zdefiniowane
wzorem (3.6), i po uwzglednieniu (3.4), ped mozemy przedstawi¢ w postaci

p = mp(t). (3.18)

Jest to zatem ped réwny pedowi punktu materialnego majacego mase¢ m i porusza-
jacego sie z predkoscig z jaka porusza sie srodek masy ciata.
Calkowity moment pedu (kret), dla dowolnego ruchu ciala, dany jest wzorem

() = /3 presx(t) X x(t)dV. (3.19)

W przypadku ruchu sztywnego, korzystajac ze wzoréw (3.6), (3.7), zalozenia (3.4)
oraz definicji (3.18), otrzymamy

J=pxp+ /Bp,nef (RX) x (RX)dV. (3.20)
Drugi sktadnik powyzszej sumy mozemy przeksztatci¢é w nastepujacy sposob
e (RX)RX AV = [ gy (RX) WRX dV = [—/ o (RX) (RX dV} .
s (R R4V = [ gy () s (8 ) 7).

Wielkosé o
I, = — /B pres (RX) (RX) aV, (3.22)
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nazywamy przestrzennym (zaleznym od czasu) tensorem bezwladno$ci ciata. Wiel-
kosé

w(t) =1L w, (3.23)
nazywamy catkowitym, przestrzennym momentem pedu wzgledem Srodka masy. Za-
uwazmy, ze korzystajac z whasnosci RX = RXR” | wzér (3.22) mozna przeksztalcié
w nastepujacy sposob

I, = — /B prefRXRTRXRTdV = R [ /3 Prey XX dv] R”. (3.24)

Wielkosé -
J=— [ pegXXav, (3.25)
B

nazywamy materialnym (niezaleznym od czasu) tensorem bezwladnosci ciata. Z (3.24)
i (3.25) wynika, ze pomiedzy przestrzennym i materialnym tensorem bezwladnosci
zachodzi nastepujacy zwigzek

I, =RJR". (3.26)
Ostatecznie wzér na catkowity moment pedu ciala sztywnego (3.20) przyjmuje po-
stac

J(t) = p(t) x p(t) + m(t). (3.27)
Oprécz zdefiniowanego w (3.23) przestrzennego momentu pedu wzgledem $rodka
masy, definiujemy réwniez catkowity materialny moment pedu wzgledem srodka masy

(1) = RY(t) w(t) = IW(2). (3.28)

Materialny tensor bezwtadnosci J, zdefiniowany wzorem (3.25), mozna zapisaé
jeszcze w inny sposob. Skorzystamy przy tym z zaleznosci, ktéra pozwala dowolny
tensor sko$nie-symetryczny przedstawi¢ w postaci

X = 1X] (g, ® g8, — 8 ®8s) (3.29)

gdzie g, i g, sa dowolnymi wektorami tworzacymi wraz z e = X/||X|| baze
ortonormalng. Zauwazmy, ze e to znormalizowany wektor osiowy tensora skosno-
symetrycznego X. Wykorzystujac te zaleznos¢, mozemy zapisac
XX =X'X = X (@08 -508) (€08 g ©e)

X" (g1 ® 8 +8:®8,). (3.30)

Poniewaz,
I=g, ®g +8, 08 +tee,

stad z (3.30) otrzymamy

XX = [X|P(I-e®e) = |X|? <1— X®X> = | X|*PT-X®X. (3.31)

X

Z definicji materialnego tensora bezwladnosci (3.25) i powyzszej réwnosci, otrzymu-
jemy inny, rownowazny wzor na tensor J,

Jz/vpref(||X||21—X®X)dV (3.32)
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3.3 Roéwnania ruchu obrotowego

Druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu postepowego (twierdzenie o pochodnej

pedu) ma postaé
p=f (3.33)

gdzie f jest sitg zewnetrzng dzialajaca na srodek masy ciata. Przy zatozeniu, ze masa
ciala jest w czasie trwania ruchu stala i wykorzystujac (3.18) otrzymamy

mép = f. (3.34)

Dla ruchu obrotowego druga zasada dynamiki Newtona (twierdzenie o pochodnej
momentu pedu) ma postaé .
J=m, (3.35)

gdzie m jest momentem zewnetrznym przytozonym w srodku masy.

W celu przeprowadzenia analizy wytacznie ruchu obrotowego ciata, mozna wpro-
wadzi¢ inercjalny uktad odniesienia, zaczepiony w srodku masy ciata i poruszajacy
si¢ wraz z nim, ktérego osie pozostaja przez caly czas ruchu réwnolegte do osi glo-
balnego, nieruchomego uktadu wspétrzednych. Wtedy, ¢(t) = ¢(t) = ¢(t) = 0, i
ze wzoru (3.18), otrzymujemy,

p(t)=0 i p(t)=0. (3.36)
Zatem pochodna catkowitego momentu pedu (3.27) wzgledem czasu redukuje sie do
J=pxp+exp+w=m, (3.37)

i zasada (3.35) przyjmuje postac
T = m. (3.38)
Korzystajac z zaleznosci (3.28) mozemy lewa strone powyzszego rownania zapisaé
nastepujaco
d . .

T = T (RIJIW) = RJW + RJW. (3.39)
Korzystajac ze zwiazkéw (3.8), definicji przyspieszenia katowego (3.14) oraz zwiaz-
ku miedzy przestrzennymi i materialnymi wektorami predkosci i przyspieszenia ka-
towego (3.11) i (3.15) oraz tensorami bezwladnosci (3.26), mozemy przeksztatcié
powyzszy wzor tak, aby zapisa¢ go w opisie przestrzennym i materialnym.
Opis przestrzenny:

i =W (RIR") w+ (RIR") a = w x (I,w) + I,a. (3.40)
Opis materialny:

i =R (WIW +JA) = R[W x (JW) + JA]. (3.41)
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Zatem druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego ciata sztywnego
(3.38), ma w odpowiednio opisie przestrzennym i materialnym postaé

I[ta + w X (]ItW) = m, (342)
JA+Wx (JW) = R'm. (3.43)

Zauwazmy, ze przejscie pomiedzy przestrzenng i materialng postacig rownania ruchu
obrotowego odbywa sie poprzez transformacje wielkosci przestrzennych w i a na
materialne W i A przy pomocy wzoréw (3.11) i (3.15).

Réwnania (3.42) i (3.43) wraz z odpowiednimi réwnaniami (3.8) tworza uklad
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, pierwszego rzedu, ze zmiennymi R, w i a (lub
W i A), ktéry mozemy zapisaé ostatecznie w postaci.

W opisie przestrzennym:

R = wR, (3.44)
w = a, (3.45)
I[ta + w X ]ItW = m. (346)
W opisie materialnym:
R = RW, (3.47)
W = A, (3.48)
JA+WxJW = R'm. (3.49)

Do tego przyjmujemy warunki poczatkowe postaci
R(0) =Ry, oraz w(0) =wy lub W(0)=W,. (3.50)

Réwnania (3.44)-(3.46) (lub (3.47)-(3.49)) wraz z warunkami poczatkowymi (3.50),
definiuja zagadnienie poczatkowe dla zmiennych R i w (lub R i W) okreglone na
przestrzeni SO(3).

Cecha charakterystyczng tego uktadu réwnan jest fakt, ze przestrzen rozwigzan
nie jest przestrzenig liniowa, jak ma to miejsce typowo dla rownan rézniczkowych, ale
jest rozmaitoscia rézniczkowalng. Ceche te posiadaja rowniez inne nieliniowe modele
w mechanice ciata odksztatcalnego, takie jak np. prety czy powtloki, gdzie réwniez
wystepuja rotacyjne stopnie swobody. Przestrzenna dyskretyzacja tych modeli przy
uzyciu metody elementow skonczonych, prowadzi do uktadu rownan rézniczkowych
zwyczajnych o strukturze podobnej do réwnan (3.44)-(3.46) oraz (3.47)-(3.49).

3.4 Enmergia kinetyczna ruchu obrotowego

Energia kinetyczna ciata wyraza si¢ wzorem

B =5 [ preg(t) -(1)av. (3.51)
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W przypadku ciata sztywnego, dla ktorego predkosé czastek ciata dana jest wzorem
(3.7) oraz pamietajac o wlasnosci (3.4), wzér (3.51) przyjmuje postaé

B =5m(@- )+ 5 /B (R()X) - (R(£)X) dV, (3.52)
sktadajaca si¢ z dwoch cztondéw, z ktorych pierwszy wiaze sie z ruchem translacyj-
nym, a drugi z ruchem obrotowym.

Dla wprowadzonego uprzednio inercjalnego uktadu odniesienia, czton translacyj-
ny jest rOwny zero, i energia kinetyczna ciata sztywnego mapostac

o % [ (R@X) - (Ro)x) av (3.53)

Przeksztalcimy teraz wyrazenie pod catkg w powyzszym wzorze. Korzystajac z za-
leznosci (3.9)q otrzymamy

R = -WR’, RX=RWX=_RXW. (3.54)

i wyrazenie podcatkowe,

(RX) - (RX) = X (RTRX) =X - (WR'RXW)
= —(WX) - (XW) = (XW) - (XW)
= -W - (XXW).

Stad, wz6r (3.53) przyjmuje postac

1 —
Fe= W (— / prefXXdV) w. (3.55)
B
Korzystajac z definicji (3.25) materialnego tensora bezwtadnosci J otrzymujemy
ostatecznie wzor na energie kinetyczna ruchu obrotowego ciata sztywnego w opisie

materialnym

B = %w (W), (3.56)

Korzystajac ze zwiazku miedzy przestrzenna i materialng predkoscia katowa (3.11),
w = RW, mozemy zapisa¢ powyzszy wzOr w opisie przestrzennym.

Ej, = % (R"w) - (JR"w) = %w (RIR"w) . (3.57)

Korzystajac z zaleznosci (3.26) miedzy przestrzennym i materialnym tensorem bez-
wtladnosci, otrzymujemy ostatecznie wzér na energie kinetyczng ruchu obrotowego
ciata sztywnego w opisie przestrzennym

E, = %W (Lw). (3.58)



Rozdziatl 4

Algorytmy rozwigzywania réwnan
dynamiki ciata sztywnego

W rozdziale tym przedstawimy wybrane algorytmy rozwiazywania rownan dynamiki
nalezace do rodziny metod jedno-krokowych; najpierw dla probleméw z translacyj-
nymi stopniami swobody, a nastepnie ich uogélnienia dla probleméw z rotacyjnymi
stopniami swobody.

Te ostatnie zastosowane sa do rozwigzania rownan ruchu obrotowego ciata sztyw-
nego wyprowadzonych w Rozdz.3, jednakze mozliwe jest ich uogodlnienie na bardziej
skomplikowane réwnania, uzyskane w wyniku dyskretyzacji metoda elementow skon-
czonych struktur takich jak belki lub powtoki, patrz np. [17], [24], [25], [26].

W przypadku algorytméw dla ruchu obrotowego ciata sztywnego, scharakteryzo-
wane zostang ich wlasnosci zachowawcze, 1 wyprowadzone zostang operatory styczne
wykorzystane w metodzie Newtona.

4.1 Metody dla probleméw z przemieszczeniowy-
mi stopniami swobody

4.1.1 Rodzina metod Newmarka
Metoda Newmarka dla réwnan liniowych

Niech dany bedzie do rozwigzania uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugie-
go rzedu, bedacy zdyskretyzowanym przy pomocy metody elementow skonczonych
réwnaniem ruchu, w postaci

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = p(t), (4.1)
z warunkami poczatkowymi

d(0) =d,,  d(0) = v,. (4.2)
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Macierz M jest macierzg mas, C macierza ttumienia lepkiego, K macierza sztyw-
nosci, p wektorem sit zewnetrznych. Wektory d, d i d sa odpowiednio wektorami
przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia. Zaktadamy, ze M, C i K sa symetrycz-
ne, M jest dodatnio okreslona a C i K dodatnio poélokreslone, patrz [14], wzér
(9.1.1).

Rodzina metod Newmarka sktada sie z nastepujacych réwnan:

Ma, 1 +Cvyp1 +Kdpyi = Prys (4.3)
At?
dn+1 = dn + Atvn + T [(1 — Qﬁ)an + Qﬁ anﬂ}, (44)

Vapr = Vo + At[(1=y)a, + v, (4.5)

gdzie d,,, v, 1 a,, sa numerycznymi przyblizeniami odpowiednio d(¢,), d(tn) i d(tn)
Stale g € [0; %] i v € [0;1] maja wpltyw na stabilnosé i doktadno$¢ algorytmu.
Algorytm (4.3)-(4.5) jest (patrz [13] str 94, [14] str 492):

1

e bezwarunkowo stabilny dla 20 > v > 5 ,

e warunkowo stabilny dla v > %, B <3 1wAt < Qpyy, gdzie

[N

(-1 +3-8+e(r-9)]

riyt =
Ty
Dla = i i v= % otrzymujemy
At? 1
dn+1 = dn —+ Atvn + 7 5 (an + an+1), (46)
1
Vi1 = Vvp+ At 5 (an + an+1), (4.7)

gdzie w obu wzorach wystepuje srednia przyspieszenia na poczatku i na koncu kroku
[tny tni1], tzn. % (a, + a,11). Metode te nazywa sie metodq $redniego przyspieszenia
(ang. (constant) average acceleration method).

Implementacja metody Newmarka. Implementacja to sposéb w jaki bedziemy
oblicza¢ wartosci d,,.1, Vpi1 1 @541 na podstawie ich wartosci w kroku poprzednim
- n.

Zaktadamy, ze znane sg dla chwili czasu t = t,, wartosci d,,v,,a,, ichcemy
obliczy¢ wartoéci dyy1, Viit, ans1, dla chwili czasu t = t,41 (W kroku n+1). Zeby
moc rozpoczaé proces obliczania, musimy zna¢ wartosci wszystkich tych zmiennych
w chwili poczatkowej ¢t = t;. Wartosci dy i v sa dane jako warunki poczatkowe,
natomiast ay obliczamy ze wzoru

Mao = p(O) - CVO — Kdo (48)
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Na poczatek definiujemy tzw. predyktory, tzn. wielkosci dla kroku n + 1 zalezne
jedynie od znanych wartosci d,,, v, i a,:

_ 2

At
Vi1 = Vp+ Al —7)a,. (4.10)

Ze wzorow (4.4) i (4.5) po uwzglednieniu (4.9) i (4.10) mamy

dori = dosr + BAPa,, (4.11)
Vo1 = ‘N/n—l—l + ’}/Atan_i_l. (412)

Podstawiajac (4.11) i (4.12) do (4.3) otrzymujemy
(M +7ALC + BAPK) a1 = P,y — C Vg1 — Kdpy. (4.13)

Z réwnania (4.13) obliczamy przyspieszenie a1, nastepnie ze wzoréw (4.11) 1 (4.12)
obliczamy d,, 41 1 Vj41.

Przyktad 1: Oscylator harmoniczny. Rozwazmy punkt materialny o masie m,
zawieszony na sprezynie o wspotczynniku sprezystosci £ > 0. Punkt porusza sie
wzdtuz osi OX, pod wpltywem sity sprezyny F = —k?z i sily bezwladnosci mi,
gdzie x jest wspotrzedng polozenia punktu na osi OX. Mamy wowczas do rozwig-
zania nastepujace rOwnanie ruchu:

i+ wlr =0, gdzie —w=-— (4.14)

z warunkami poczatkowymi z(0) = zy 1 #(0) = vy. Rozwiazanie ogblne réwnania
(4.14) jest postaci
x(t) = Asin(wt +7), (4.15)

gdzie stale A i 7, odpowiadajace danym warunkom poczatkowym, oznaczajg odpo-
wiednio amplitude drgan i przesuniecie fazowe.

Rozwiazmy réwnanie (4.14) przyjmujac w = 1, oraz warunki poczatkowe xq = 0
i v9 = 1. Rozwiazanie dokladne jest wéwczas postaci z(t) = sin(t). Rozwiazanie
numeryczne otrzymane metoda Newmarka dla At = 0.05, w przedziale czasowym
[0,10] i dla stalych algorytmu § = i 17y = % oraz rozwigzanie doktadne, przed-
stawiono na Rys.4.1. Dla poprawienia czytelnosci rysunku pokazano tylko co piaty

punkt rozwigzania numerycznego.
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Metoda Newmarka dla réwnan nieliniowych

Zajmijmy si¢ teraz przypadkiem, gdy mamy do czynienia z uktadem réwnan roz-
niczkowych (4.1), w ktérym zamiast cztonu Kd(t) wystepuje nieliniowy sktadnik

£(d()),
Md(t) + Cd(t) + f(d(t)) = p(t). (4.16)

Zastosujmy do rownania (4.16) metode Newmarka, w podobny sposéb jak do row-
nania (4.1):

Ma,, 11 + Cvppr + f<dn+1) = Puni1s (4'17>
At?
dupr = dy+ Aty + - (1 28)a, +282,.(4.18)

Vapr = Vit At[(1 = 7)an +yan)- (4.19)

W poréwnaniu z (4.3)-(4.5), zmianie uleglo jedynie pierwsze réwnanie, w ktérym
zamiast Kd,, 11 wystepuje teraz funkcja f(d, ;).

Wartosci d,,41 1 v, 1 mozemy, dla uproszczenia zapisu, przedstawi¢ podobnie
jak w rownaniach (4.11) i (4.12) z uwzglednieniem predyktoréw. Jezeli podstawimy
d;, 411 Vyp1 do réwnania (4.17), otrzymamy wowcezas nieliniowe réwnanie macierzowe
postaci ~

(M + vAtC) a, 41 + f(d,1 + BAP &, 1) = Pri1 — CVinga. (4.20)

Poniewaz nieliniowy czton f zalezy od a,, 1, do obliczenia a,; mozemy zastosowaé
np. metode Newtona.

Metoda Newtona. Jezeli mamy dany uklad rownan nieliniowych postaci g(x) =
0, gdzie g jest funkcja wektorowa zmiennej wektorowej X, o tym samym wymiarze co
g (g: R" — R™), to jego rozwiazanie mozemy uzyska¢ stosujac procedure iteracyjna

x0T = x0) [Vg(x(i))yl g(x), 1=0,1,2,..., (4.21)

gdzie Vg = g_;gc' Procedure rozpoczynamy z punktu x(©, o ktérym wiemy, ze znaj-
duje sie w poblizu pewnego miejsca zerowego funkcji g, a nastepnie kontynuujemy

ja dopdki nie zostanie spelmiony warunek zbieznosci, np. Hx(”l) — x| < ¢, dla
pewnego przyjetego € € R.
W przypadku réwnania (4.20), gdy oznaczamy a, 1 = X oraz
g(x) = (M +YAtC) x + f(d, 11 + BAEX) — ppyy + CVipa, (4.22)

wtedy mozemy bezposrednio stosowaé schemat Newtona (4.21). Jako punkt startowy
przyjmujemy x(© = aﬁ?jl = a,. Po obliczeniu w ten sposob przyblizonej wartosci

a,.1, obliczamy d, ;1 1 v,,41 ze wzoréw (4.11) i (4.12).
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Przyklad 2. Rozwazmy rozwiazywane poprzednio réwnanie oscylatora harmo-
nicznego z modyfikacja w postaci dodatkowego sktadnika zawierajacego kwadrat
szukanej funkcji

1
i+ r+ §x2 =0, (4.23)

przy takich samych jak w przyktadzie 1 warunkach poczatkowych: z(0) = 0 i
#(0) = 1. Rozwiazujac przyklad numerycznie przyjeto, tak jak w przykladzie 1,
krok At = 0.05, przedzial czasowy [0, 10] oraz wartosci statych algorytmu § = i
iy = % Wykres rozwiazania numerycznego otrzymanego przy pomocy metody
Newmarka i metody Newtona oraz rozwigzania uzyskanego przy pomocy programu
Mathematica przedstawiono na Rys.4.1. Pokazano tylko co piaty punkt rozwiazania
numerycznego.

2
Rozwiazanie dokladne rownania oscylatora harmonicznego
Rozwiazanie numeryczne rownania oscylatora harmonicznego
Rozwiazanie dokladne rownania ze skladnikiem kwadratowym
Rozwiazanie numeryczne rownania ze skladnikiem kwadratowym
1 4 XK PXK
X X X
MR X K
o X X X X X x X
3 4 X X X X v X
Q X X ¥ X X X
ks (U SRR X Ko XX
(S
X
g X X X X
o X X X X
X X X X
X X X
1 A KX %
RSV SeEX X
'2 T T T T
0 2 4 6 8 10
Czas

Rysunek 4.1: Rozwiazanie numeryczne, otrzymane metoda Newmarka, i doktadne
rownania oscylatora harmonicznego oraz réwnania z dodatkowym sktadnikiem kwa-
dratowym, patrz przyktad 1 i 2.
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4.1.2 Metoda wazonych residuéw

Przedstawimy metode wazonych residuéw w postaci zaproponowanej w pracy [39],
w ktorej oddzielnie aproksymuje si¢ przemieszczenia i predkosci. W tym celu zapi-
sujemy réownanie (4.1) jako zalezne od dwéch funkeji, predkosei 1 przemieszezen,

Mv + Cv + Kd =f, (4.24)
oraz dodajemy dodatkowe rownanie taczace te funkcje, tzn.
v—d=0. (4.25)

Wektor przemieszczenia i predkoscei aproksymujemy w przedziale [t,,, t,11] W naste-
pujacy sposob
v = Ny()vy + Npp1(t) Vi, (4.26)
d = N,(t)d, + Npy1(t)dpq, (4.27)

gdzie liniowe funkcje ksztaltu sg zdefiniowane nastepujaco,

bogr —t t—t,

Nn(t) = At Nn+1(t) = Ta

oraz At = t, 1 — t,. Wazone residua réwnan (4.24) i (4.25) otrzymamy mnozac je
przez pewne dowolne funkcje wagowe X (¢) i V(¢) i catkujac obustronnie w przedziale

[tnathrl]a
tn 1
/ T X()(Mv+Cv+Kd—f)dt = 0, (4.28)
tn
tn 1 .
/ "V (v-d)dt = o. (4.29)
tn

Po wykonaniu przeksztatcen otrzymujemy;,

M (Vpqp1 — V) + AtCv, 9 + AtKd,19y = Imp, ., (4.30)
JAN? Vita = dn+1 - dn, (431)
gdzie

Vpio = (1 — 0>Vn —+ (9Vn+1, dn+9 = (1 — G)dn -+ 9dn+1, (432)
Vita = (1 — @)vy, + avy, (4.33)

oraz t

"X (t) fdt
Im = At 4.34
X (8) tdt LY (8 tdt

— s o = .
At [ X () dt —t, At [V (E) dt —t,
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Dla X(t)=V(t) =1, otrzymamy

5 (fha —12)

eza:At(th—tn)—tn‘

(4.36)

Parametry « i 6 definiujg obszar stabilnosci i charakterystyke ttumienia algorytmu.
Dla dwoch krokow metody otrzymujemy schemat troj-poziomowy, tzn. zawieraja-
cych zmienne dla ¢, 1, t, 1 t,.,1, 1 otrzymamy nastepujace relacje

1
al = 0, 04—1—0:7—1—5, (4.37)
gdzie B i v to parametry schematu Newmarka. Warunki stabilno$ci metody podano
w pracy [39], réwnania (38)-(40).
Dla metody trapezow [ = i ivy= % otrzymamy o = 6 = % Metoda wazonych
residuéw jest wowczas drugiego rzedu i thumienie numeryczne jest zerowe.

Warto zauwazy¢ dwie cechy metody wazonych residuéw:

1. Przyspieszenie jest stale w przedziale czasowym [t,,¢,.1] i nie wystepuje jako
zmienna w réwnaniach (4.30) i (4.31). Mozna je otrzymacé z v,, i v,,41 réznicz-
kujac rownanie (4.26) po czasie.

2. Uzywana jest wazona calka obciazenia dla danego przedziatu czasowego (4.34)
a nie obcigzenie w wybranej chwili. Ma to duze znaczenie praktyczne, bo cal-
kowanie odfiltrowuje obcigzenia wysoko-czestotliwosciowe, bez negatywnych
skutkéw dla modéw o niskiej czestotliwosci.

Implementacja

Metode wazonych residuéw, opisana wzorami (4.30) i (4.31), mozna zaimplemento-
wacé na trzy sposoby, przyjmujac za kazdym razem inna zmienna, wzgledem ktérej
bedziemy rozwiazywaé uktad réwnan. Zmiennymi moga by¢ nastepujace wielkosci:

a) Vi1 — Vp, lub
b) Vni6, lub

C) dn+9

W kazdym z powyzszych przypadkéow wyeliminujemy w wektorze wyrazéw wolnych
po prawej stronie uktadu réwnan te macierz, ktora stoi przy odpowiedniej zmiennej.

Ponizej opiszemy przypadek (c). Zaktadamy, ze znamy wartosci predkosci i po-
tozenia w chwili ¢,. Wyrazmy predkos¢ w chwili ¢,,1 przez d,.g, v, 1 d,
wykorzystujac réwnanie (4.31),

1
1 = 1= =) v+ —(dpyo —dy). 4.38
Vi = (1= =) vut — = (o — ) (4.38)
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Podstawiajac (4.38) do (4.30) otrzymamy

Dd, ¢y = Imp, ., - MA — CB, (4.39)
gdzie
D = ! M+1C—|—AtK (4.40)
 afAt a ’ '
1 1

A= |(1-2)v,———d,], 4.41
K a) Vn T L0 At ] (4.41)
B - L (o = 0)Atv, — d,]. (4.42)

!

Jest to jawne rownanie ze zmienng d,, .4, ktorego prawa strona zawiera wielkosci dla
chwili czasu t,.

Przyklad numeryczny

Przedstawimy teraz rozwiazanie prostego problemu jednowymiarowego postaci (4.1),
w ktorym przyjeto: M =1, C =0, K =w? w=0.95 oraz sile zewnetrzng w
postaci

f(t) = —Ajsin (wit) — Ay sin(wat),

gdzie w; =1, wy =100, A; =1, Ay =10. Zauwazmy, ze sita sktada sie z dwoch
sktadnikoéw: pierwszego o matej oraz drugiego o duzej czestotliwosci i amplitudzie,
patrz Rys.4.2 1 4.3.

Rozwigzywano réwnanie (4.39), i do obliczeri przyjeto o = 6 = 31 X (¢) =V (t) =
1. Mozemy zauwazy¢, ze przemieszczenie pokazane na Rys.4.4 odpowiada obciaze-
niu o niskiej czestotliwosci, podczas gdy wysoka czestotliwosé zostata odfiltrowana.
Na Rys.4.5 przedstawiono wykres energii catkowitej uktadu w funkcji czasu, i ma
ono oscylacyjny charakter odpowiadajacy obcigzeniu o wysokiej czestotliwosci.
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10 A
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Rysunek 4.2: Pierwszy skladnik sity —A; sin (wst).
1 -sin(t)
10 - /\10 in(100t) /\ /\ /\
| | /\ /\ /\
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Rysunek 4.3: Drugi sktadnik sity —Aj sin (wyt).
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Przemieszczenie

Energia calkowita

20

o

10 20 30 40

Czas

Rysunek 4.4: Przemieszczenie.

e AT ||‘4in

L IR

10 20 30 40

Czas

Rysunek 4.5: Energia catkowita uktadu.
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4.2 Metody dla probleméw z rotacyjnymi stop-
niami swobody

W tym rozdziale przedstawimy algorytmy przeznaczone dla problemoéw z rotacyj-
nymi stopniami swobody, i zaprezentujemy je dla réwnan ruchu obrotowego ciata
sztywnego. Rownania te sa podobne do réwnan jakie uzyskujemy po dyskretyza-
cji metoda elementow skonczonych modeli opisujacych dynamike struktur takich
jak belki lub powtoki. Jednak rownania dla ciata sztywnego sa prostsze, i dlatego
swietnie nadaja sie do testowania algorytméw przed ich zastosowaniem w bardziej
skomplikowanych problemach.

Aktualizacja polozenia dla algorytmoéw z rotacyjnymi stopniami swobody

W algorytmach przeznaczonych dla rotacyjnych stopni swobody, aktualizacja poto-
zenia ciata (tensora rotacji R) odbywa sie w inny sposéb, niz w algorytmach dla
translacyjnych stopni swobody.

W przypadku aktualizacji wektora potozenia d (wzory (4.4) i (4.18)) wykonu-
jemy po prostu dodawanie wektoréw, tzn. aktualizacja jest addytywna. Aktualizacja
tensora rotacji jest multiplikatywna, i nastepuje poprzez ztozenie rotacji, np. przez
zastosowanie prawej reguty sktadania rotacji,

R, =R, exp (©). (4.43)

Przyrost rotacji jest parametryzowany przez kanoniczny wektor rotacji ®, patrz
Rozdz. 2.2.4. Wektor ten jest zwiazany z tzw. przestrzeniq przyrostow rotacyi wzgle-
dem danej rotacji R, lub przestrzenig styczng do SO(3) w punkcie R, zdefiniowang
nastepujaco

TRSO(3) = {6R: € s0(3)} = {RO: O € 50(3)}, (4.44)

gdzie 6R i RO nazywamy odpowiednio przestrzennym i materialnym zlinearyzo-
wanym przyrostem rotacji. Bezposrednie dodawanie wektoréw rotacji jest mozliwe
tylko wtedy, gdy nalezg one do tej samej przestrzeni stycznej.

Jezeli méwimy o wektorze rotacji, to istotne jest aby okresli¢ z ktora przestrzenia
styczna jest on zwiagzany. We wszystkich omawianych w tym rozdziale algorytmach
tensor rotacji parametryzowany bedzie za pomocg kanonicznego wektora obrotu O,
i zastosowana bedzie prawa reguta sktadania rotacji.

W implementacji algorytmoéow dla rotacyjnych stopni swobody przedstawionych
ponizej, w kazdym kroku iteracji Newtona tensor rotacji R,;; jest uaktualniany
od wartosci R,(f)ﬂ do wartosci RSLD poprzez ztozenie go z przyrostem rota-

c¢ji obliczonym w danej iteracji, nalezacym do przestrzeni stycznej T: R SO(3).
n+1

Obliczany jest rowniez catkowity wektor przyrostu rotacji e+l nalezacy do
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Rysunek 4.6: Przyrost rotacji w réznych przestrzeniach stycznych.

przestrzeni stycznej TR SO(3). Opisane zaleznosci sg zilustrowane graficznie na

Rys.(4.6).

Wazna relacja, potrzebna do obliczenia pochodnej funkcji residuum réwnania ru-
chu, wykorzystywanej w algorytmie Newtona, jest zwiazek miedzy wektorami przy-
rostu rotacji A@S) i A@gfll nalezacymi do réznych przestrzeni stycznych,
odpowiednio TR SO(3) 1 TR SO(3)). Relacja ta, po zlinearyzowaniu, wyraza

. n+1
S1€ WZzOreI

AB(,11) = T(O) AB,,, (4.45)
gdzie

_ sin(|©]) sin [|©] L (sin(l©11/2))" 5
e e e i A i

Szczegbdltowe wyprowadzenie podano w Dodatku A.4.
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4.2.1 Algorytmy Newmarka dla rotacyjnych stopni swobo-
dy, A1i A2

W niniejszym rozdziale oméwione zostana algorytmy dla réwnan dla ruchu obroto-
wego ciata sztywnego w opisie materialnym,

R = RW, (4.47)
W = A, (4.48)
JA+W xJW = R m, (4.49)
z warunkami poczatkowymi
R(0) = Ry, W(0) = Wy, (4.50)

Roéwnania te zostaly wyprowadzone w Rozdz.3.

Uzasadnienie zastosowania wtasnie opisu materialnego jest nastepujace. Stoso-
wany jest opis materialny, gdyz w algorytmie wystepuje dodawanie wielkosci w r6z-
nych chwilach czasowych ¢,, i t,,+1 1 musza one by¢ wyrazone w tym samym uktadzie
odniesienia. Jak pamietamy z Rozdz.3, wzory (3.13) i (3.16), wektory przestrzennej
predkosci i przyspieszenia katowego maja w uktadzie ruchomym (lokalnym) takie sa-
me wspoétrzedne, jak odpowiadajgce im wektory materialne w uktadzie globalnym.
W przypadku uzycia opisu przestrzennego, wielkosci w réznych chwilach czasowych
bylyby wyrazone w réznych (lokalnych) uktadach odniesienia, obréconych wzgledem
siebie o pewien przyrost rotacji, stad ich bezposrednie dodawanie, bez uprzedniego
obrocenia do tego samego uktadu odniesienia, bytoby niemozliwe.

Przedstawimy teraz dwa algorytmy rozwiazywania réwnan ruchu obrotowego (4.47)-
(4.50) wyprowadzone dla metody Newmarka, i oznaczone Al i A2.

Przedzial czasowy [0,7] dzielimy na N podprzedziatéw [t,,t,11], o réwnej
dhugosci h=t,,1 —t,, dla n=0,1,...., N —1, iobliczamy przyblizone wartosci
funkcji R, W i A wchwilach t, =hn, n=1,2,...,N. Wartosci te bedziemy
oznacza¢ przez R,, W, i A,. Wartosci poczatkowe Ry, i Wg, znamy
z warunkéw poczatkowych (4.50), natomiast wartos¢ poczatkowa A, mozemy
znalez¢ z réwnania (4.49) w nastepujacy sposéb

Ao =J"" (Rfm — W, x JW,) . (4.51)

A1l. Podstawowy algorytm Newmarka dla rotacji

Pierwszy z algorytméw pochodzi z pracy [32], i jest to klasyczny algorytm Newmar-
ka, z robwnaniem ruchu zapisanym w chwili ¢,,;, jednak dla rotacyjnych stopni
swobody.

Zmienne translacyjne wystepujace w rownaniach (4.17)-(4.19), takie jak prze-
mieszczenie u =d, 1 —d,, predkos¢ v i przyspieszenie a, zostajg zastgpione
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odpowiednimi zmiennymi opisujacymi ruch rotacyjny: wektorem kanonicznym ro-
tacji O, predkoscia katowa W i przyspieszeniem katowym A. W rezultacie
otrzymujemy réwnania przedstawione w Tabeli 4.1. Algorytm ten oznaczamy jako
Al.

Tabela 4.1: Réwnania algorytmu Al.

Dane w chwili t,,: R, € SO(3), W, € R?, A, € R3.
1. Réwnanie ruchu w chwili czasu ¢,,1:

JA, 1+ W, xIW, 1 =R m, .
2. Aktualizacja rotacji:

R,.1=R,exp (6)
3. Materialny wektor przyrostu rotacji:

© = hW, + % [(1 - 28) A, + 28A,11|, gdzie § € [0,4].
4. Materialny wektor predkosci katowej:

Wn+1 = Wn + h[(l - /Y)An + /yAn-H}a gdZie Ve [07 1]

Zauwazmy, ze w porownaniu do sformutowania metody Newmarka dla transla-
cyjnych stopni swobody, zamiast addytywnej aktualizacji przemieszczen, stosujemy
multiplikatywnag aktualizacje tensora rotacji, za pomoca prawego sktadania rotacji,
patrz réwnanie 3 w Tabeli 4.1.

Dla wartosci parametréw [ = i i y= %, ktore byty uzywane w obliczeniach,
z rownan 3 i 4 w Tabeli 4.1 otrzymujemy

h2 W, — W
© = hW, + A", %

gdzie A" = %(An + A, ;1) to érednia arytmetyczna przyspieszenia na poczatku i
na koncu kroku, patrz uwagi po (4.6) i (4.7).

— A", (4.52)

Wtasnosci zachowawcze algorytmu Al

Algorytm A1 nie zachowuje energii kinetycznej ruchu obrotowego i wektora momen-
tu pedu (zaréwno normy jak i kierunku), co zostanie zilustrowane na przyktadach
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numerycznych w Rozdz.5.

Operatory styczne dla algorytmu A1l

Operatory styczne dla algorytmu A1l wyprowadzono w Dodatku A.5.1. Gdy moment
zewnetrzny jest niezalezny od wektora rotacji ©, wtedy operator styczny jest
postaci,

K(©) = < J- 7JWn+1+7Wn+1J>T ' (REm). (4.53)

1
Bh
Dla momentu zewnetrznego zaleznego od wektora rotacji @, w sposob zdefiniowany
dla przyktadu wirujacego baka z Rozdz.5.2, operator styczny jest postaci

K;(©) =K(©) —RZ, K,.1(©), K,.u(®)=—-Mgle;R, 65  (4.54)

Zarowno postaci jak i wyprowadzenie obu tych operatoréow sg oryginalnym rezulta-
tem rozprawy.

A2. Zmodyfikowany algorytm Newmarka dla rotacji

Kolejny algorytm pochodzi z pracy Simo i Wong'a [31] i jest to zmodyfikowana
posta¢ algorytmu Al. Modyfikacja polega na zapisaniu réwnania ruchu nie dla chwili
czasu t,1, lecz dla chwili czasu t,4, = (1 —)t, +7tn41. Algorytm ten oznaczony
jest jako A2, komplet réwnan zostal przedstawiony w Tabeli 4.2.

Dla parametréw [ = i i v = %, mamy ¢, 1 = %(tn + tny1), 1 algorytm
ten nosi nazwe metody punktu srodkowego, gdyz rownanie ruchu zapisane jest dla
chwili czasu t,,1. Z réwnan 3 i 4 w Tabeli 4.2, otrzymujemy relacje (4.52), a
wiec wektor przyrostu rotacji © i predkosé¢ katowa W, obliczamy wykorzystujac
srednia arytmetyczna przyspieszen katowych A, i A, 1.

Wlasnoéci zachowawcze algorytmu A2. Mozna udowodni¢, ze algorytm A2,

dla g = 7 17 = l oraz dla zerowego momentu m = 0, zachowuje energie klnetycznad
ciala i norm@ momentu pedu, [31].
Dla ~v = —, rownanie 1 algorytmu A2 ma postac
JAn_i_%—i-Wn_i_% XJWn_,_%:O. (4.55)

Przyspieszenie w punkcie srodkowym

1

1
AnJr% = E(An + A1) = 7 (Wit — W), (4.56)
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Tabela 4.2: Réwnania algorytmu A2.

Dane w chwili t,,: R, € SO(3), W, € R?, A, € R3.
1. Réwnanie ruchu w chwili czasu ¢, :
J An-i—'y + Wn-i—'y X an-i-'y = Rfﬂmnﬂ,

gdzie
Rn-i—'y = Ry exp (7@) ) Wn—f—w = (1 - ’Y)Wn + YW1, An-i—'y = (1 - ’Y)An +YAnt1-

2. Aktualizacja rotacji:

R,.1=R,exp (6)
3. Materialny wektor przyrostu rotacji:

© = hW, + 2[(1-208) A, + 28A,11], edzie 3 € [0,3].
4. Materialnego wektor predkosci katowej:

Wn+1 = Wn + h[(l - 7>An + ’YAnJrl}a gdZie v E {07 1]

gdzie wykorzystano definicje W,,;, podana w algorytmie (réwnanie 4). Ponadto,
mamy

W

n-+

1
=5 (Wt W), (4.57)

N|—=

Korzystamy z definicji materialnego wektora momentu pedu (3.28) zapisanego dla
chwil czasu ¢, 1 t,.1,

O, =JW,, I =IW,.. (4.58)

Podstawiajac (4.56) i (4.57) do (4.55) i korzystajac z (4.58) otrzymujemy réwnanie

h
2 (Wt + W) x (I, +II,) = 0. (4.59)

Zachowywanie normy momentu pedu. Mnozac obie strony réwnania (4.59) skalarnie
przez (IL, 1 + I1,,) otrzymujemy

(W1 = IL) - (T + T0,) = [[T||* — |IIL,)1* = 0, (4.60)
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czyli zachowywanie normy materialnego wektora momentu pedu. Stad, korzystajac
z zaleznosci miedzy przestrzennym i materialnym wektorem momentu pedu (3.28),
tzn.

Tyl = RnJrlHnJrl’ ™, = Ran, (461)

oraz poniewaz transformacje ortogonalne nie zmieniajg dltugosci wektora, otrzymu-
Jemy
[7nrall = el (4.62)

Zatem norma materialnego i przestrzennego wektora momentu pedu jest zachowy-
wana przez algorytm A2.

Zachowywanie energii kinetycznej. Mnozac obie strony réownania (4.59) skalarnie
przez (W, 11 + W,,) i korzystajac z symetrii tensora bezwladnosci J, otrzymujemy

(Hn—i—l - Hn) ) (Wn-i-l + Wn) =Wy - (an-i-l) - W, (an) =0. (4'63)

Korzystajac z definicji energii kinetycznej ruchu obrotowego ciata sztywnego (3.56)

1
Biin = 5 W - (JW), (4.64)
otrzymujemy '
EMn = EFin, (4.65)

Zatem energia kinetyczna ciata jest réwniez zachowywana przez algorytm A2.

Niezachowywanie kierunku momentu pedu. Nawet dla metody punktu $rodkowego,
algorytm A2 nie zachowuje kierunku przestrzennego wektora momentu pedu 7,

Thi1 7 T, (4.66)

co zostanie pokazane na przyktadach numerycznych.

Operatory styczne dla algorytmu A2

Operatory styczne dla algorytmu A2 wyprowadzono w Dodatku A.5.2. Gdy moment
zewnetrzny jest niezalezny od wektora rotacji ©, wtedy operator styczny jest
postaci,

e~

K(©) — (J nyWWHWWJ) *(@)-(Rgﬂmnﬂ)]. (4.67)

[ ph
Dla momentu zewnetrznego zaleznego od wektora rotacji © w sposob zdefiniowany
dla przyktadu wirujacego baka z Rozdz.5.2, operator styczny jest postaci

Kz(0) =K(®) - R}

n+-y

K, (©), K. (0)=-Mglye;R,, 6.  (4.68)

Zarowno postaci jak i wyprowadzenie obu tych operatoréow sg oryginalnym rezulta-
tem rozprawy.
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4.2.2 Algorytm zachowujacy energie i moment pedu A3
Opis algorytmu

Przedstawimy teraz algorytm, pochodzacy z pracy [31], ktérego konstrukcja za-
pewnia zachowywanie wektora momentu pedu przy braku dziatania momentow ze-
wnetrznych. Ponadto dla pewnych wartosci parametréw wystepujacych w jego defi-
nicji, zachowuje on rowniez energie kinetycznag ciata.

Pomyst wykorzystany w konstrukcji tego algorytmu jest podobny do metody
wazonych residuéw przedstawionej w Rozdz.4.1.2 dla probleméw z przemieszczenio-
wymi stopniami swobody. Polega on na zastapieniu rownania ruchu dla danej chwili
czasu, 1 roznej w omoéwionych wezesniej algorytmach Newmarka Al 1 A2, rownaniem
ruchu w postaci catkowej.

Przypomnijmy, ze druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego, w
ukladzie inercjalnym przyjmuje postaé dm/dt = m, patrz (3.38). Calkujac to
réwnanie stronami wzgledem czasu w przedziale [t,,, t,, 1] otrzymamy

tn+1
Tyt — Ton = / m(t)dt, (4.69)
tn

gdzie

Tpt1 — Ty = Rn+1JWn+1 — RnJWn
Calka po prawej stronie réwnania (4.69) nazywana jest impulsem momentu. Korzy-
stajac z twierdzenia o wartosci Sredniej mozna jg zastapi¢ wyrazeniem hm,, ,, gdzie
a € [0,1]. Zauwazmy, ze dla tak sformutowanego réwnania, jezeli moment sity w
przedziale [t,,t,.1] bedzie réwny zeru, to moment pedu bedzie zachowany, tzn.

m(t)=0 dla té€lt,t,r1] = =",

Algorytm zbudowany w oparciu o réwnanie (4.69) oznaczony jest w pracy jako A3,
komplet réwnan przedstawiony jest w Tabeli 4.3.

Wtasnosci algorytmu A3

Zgodnie z konstrukcja algorytmu, dla dowolnych wartosci parametréw 3 € (0, %] i
v € (0,1], przy braku dziatania sit zewnetrznych w przedziale czasu [t,, t,11], za-
chowywany jest przestrzenny moment pedu 7. Mozna udowodnié, ze algorytm A3
zachowuje réwniez energie kinetyczng ciala, jezeli przyjmiemy dodatkowe zalozenia

co do wartosci parametrow 3 i 7.

Twierdzenie 4.2.1 Niech w przedziale czasu [t,,t,+1] wypadkowy moment dziala-
jacy na ciato bedzie rowny zeru. Wowczas algorytm A3 zachowugje energie kinetyczng
ciata wtedy i tylko wtedy, gdy g = %, tzn.

R

RS

(4.70)

N —
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Tabela 4.3: Réwnania algorytmu AS3.

Dane w chwili ¢,: R,, € SO(3), W, € R3, A, € R3.
1. Réwnanie ruchu w postaci catkowej:

Rn+1 an—i—l -R,JW, — hmn-{—a =0,

. | B/y, jedlig/y <1
gdzie a € (0,1], a—{ 1, jeslig/y > 1"

Be (03], e,

2. Aktualizacja rotacji:

R,.1 =R, exp (@) )
3. Materialny wektor predkosci katowe;j:
1
W1 =20 - W, + (2-3) (W, + hA,).
4. Materialny wektor przyspieszenia katowego:

Apir =25 (Wop =W, ) + (1= 1) A,

Dowdéd: Zapiszmy, dla uproszczenia, réwnanie 3 algorytmu z Tabeli 4.3 w nastepu-
jacy sposob:

W, = %@ W, + (2 - %) W, (4.71)

gdzie

h
Zgodnie ze wzorem (3.58) i (3.23), réznica energii kinetycznej ciata z kroku n 41 i
n wyraza sie wzorem

Eﬁﬁ — B = §<7Tn+1 “Wpg1 — T - Wyy). (4.72)
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Korzystajac z wtasnosci zachowywania momentu pedu przez algorytmu A3, tzn.
Tp+1 = Ty, MMy ]

Efn — BN = 57 (W1 — Wy). (4.73)
Przeksztalcajac wyrazenie w nawiasie otrzymujemy

Woil — W = Rui Wiy — R,W, =R, exp (0) W,py — R, W,
= R, :exp (6) W11 — Wn}

- R, :exp (©) (l@) ~W, + (2 - 1) W;;) - wn]

_ o E

_ R, :ﬁlh@ —exp (©) W, + (2 _ %) exp (©) W Wn]

= R, _Wnﬂ — exp (6) W, + (exp (6) — I) (2 — %) W;]

— R,W,,, —R, W, + (2 . %) (Rpst — Ry) W2, (4.74)

gdzie wykorzystano wtasnosé exp (6) © = O. Podstawiajac (4.74) do (4.73) i za-
mieniajac m, na 7,1 w niektérych sktadnikach, otrzymujemy

2 (ESTl - Esm) = Ty (Rnwn+1) — Tyl (Rn+1Wn) + <2 - 1) Tn+1 * (Rn+1 - Rn) WZ

g
= I, W, —IL1 W, + (2— %) (I, — I1,) - W*
_ g *
- (22 3) )W,
p
gdzie wykorzystano zalezno$é IT = R¥ 7, wzér (3.28), oraz symetrie tenora J. Stad,
ENMM —Efn =0 <= S=3 (4.75)
0J

Warto zauwazy¢, ze zachowanie energii kinetycznej implikuje bezwarunkowsq stabil-
nosé¢ algorytmu w sensie energetycznym, patrz [29], [13], [14].

W obliczeniach stosowane s v =1 1 [ = %, i speliaja one powyzej
wyprowadzong rownos¢. Dla tych wartosci parametréw, rownanie 3 z Tabeli 4.3,
przyjmuje posta¢ W, 1 = %@ — W,,, z ktorej otrzymujemy

Wn+1 + Wn

@=h 5 ,

(4.76)
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czyli, ze wektor rotacji © dla kroku jest powiazany ze Srednig wartosci predkosci
katowej na poczatku i na koncu kroku.
Operatory styczne dla algorytmu A3

Operatory styczne dla algorytmu A3 wyprowadzono w Dodatku A.5.3. Gdy moment
zewnetrzny jest niezalezny od wektora rotacji ©, wtedy operator styczny jest
postaci,

K(©) = A, %JT‘I(@)—WVW . (4.77)

Postaé te podano, jednak bez wyprowadzenia, w pracy [31]. Dla momentu zewnetrz-
nego zaleznego of wektora rotacji ©, w sposob zdefiniowany dla przyktadu wiru-
jacego baka z Rozdz.5.2, operator styczny jest postaci

K5(0) = K(©) — 1Kpa(0),  Kna(®) = —Mgla&;Rusaes. (478

Zarowno postac jak i wyprowadzenie tego operatora sa oryginalnym rezultatem roz-
prawy.

Implementacja algorytmu A3

Ponizej przedstawiamy implementacje algorytmu A3, opisana w [31].

Dane po kroku n-tym (w chwili ¢,,):

T — przestrzenny wektor momentu pedu,

W, — materialny wektor predkosci katowej,

A, — materialny wektor przyspieszenia katowego,
(xo,x), — parametry Eulera zwiazane z macierza rotacji R,,.

1. Obliczamy pierwsze przyblizenia wartosci poszukiwanych wielkosci (predykto-
ry):

e materialny wektor predkosci katowej:
Wik = W, + (1= 7)hA,
e materialny wektor przyrostu rotacji:
1
00 — bW, + (5 _ ﬁ) h2A,,
e parametry Eulera dla ©©:

9(0) = (QO7 q)(O)
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e aktualizacja parametrow Fulera zwigzanych z macierza rotacji Rfloll

(z0,%) ) = (20, X)n © (0, q)©

gdzie o jest operatorem mnozenia kwaternionéw.
e macierz rotacji dla kwaternionu
(20, %)y = Ry,
e przestrzenny wektor momentu pedu
Wgzoj)tl = Rglo—f)—ljwf’bo—i)-l
2. Dane na poczatku i+ 1 - szej iteracji petli Newtona, dla kroku czasowego t,,11:

7752&7 (I'O’X)Sjrl’ Rgﬁrlv WSJ)rl’ Q(i)v (QO>q)(i)

e Obliczamy residuum catkowego rownania ruchu po iteracji i - tej:

rﬁf)ﬂ =hmyq + 7, — 775217
gdzie m,,,, jest warto$cia momentu pedu w chwili ¢,,,,, lub, jezeli mo-
ment m jest zadany jedynie w dyskretnych chwilach czasut,, n =0, ..., N,
mozemy uzy¢ interpolacji liniowe;j:

m,, = (1—-a)m,+am,,
0 = 0/ desligly <1
1, w przeciwnym wypadku

e Badamy zbieznos¢:

Jezeli Hr&rlu < tolerancja, wowczas:
(a) Obliczamy materialny wektor przyspieszenia katowego:
Wi, - w, 1
A=Wy (122 a,
vh gl
(b) Podstaw n =n + 1 i przejdz do kroku 1.
w przeciwnym razie przejdz do kroku 3.

3. Obliczamy macierz styczna K,(fll i przyrost wektora rotacji

e Obliczamy KSL:

i i Y - i (1)
ng)rl = ng)i*l ﬁJT 1(9( )) —IW, 1
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e Obliczamy przyrost wektora rotacji A®® od chwili tn 41 do tffill :

e Obliczamy parametry Eulera dla A@®

AOY — (Agy, Aq)?

4. Uaktualniamy konfiguracje i predkoéé katowa dla danego przyrostu A®®:

. . .. i+1
e Parametry Eulera zwigzane z macierza rotacji R,(f +1)3

(20, %) 511 = (0, %)'51) 0 (Ago, Aq)?

Parametry Eulera zwigzane z wektorem przyrostu rotacji @+1:

(g0, @)™V = (g0, 0)¥ 0 (Ago, Aq)®

Ekstrakcja materialnego wektora przyrostu rotacji z kwaternionu:

(qO’ q)(z‘-i-l) — @(iJrl)

Materialna predkos¢ katowa:

i+1 i i i
W’E’L+1) W(+1+ ﬁh (@ (i+1) @( )

e Macierz rotacji:
1 1
(anX)S+1) = RSH)

Przestrzenny moment pedu:
) =Ry IWITY
5. Podstawiamy ¢ =i + 1 i przechodzimy do kroku 2.

Testy numeryczne wykazuja, ze najlepsze rezultaty otrzymujemy dla § =
v=1.
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Jawny algorytm A4

Jawna (ang. explicit) postaé¢ algorytmu A3 uzyskujemy dla G = 0, patrz [31], i
oznaczamy jako A4. Roéwnania dla algorytmu A4 przedstawiono w Tabeli 4.4.

Wektor przyrostu rotacji obliczono jak w algorytmach Newmarka, np. z rownania
3 w Tabeli 4.1 dla algorytmu Al, lecz przyjmujac § = 0. Widzimy, ze jest to
predyktor obliczony dla wartosci w chwili ¢,. Wektor predkosci katowej W,
obliczamy z catkowego réwnania ruchu.

Tabela 4.4: Rownania dla algorytmu A/

Dane w chwili ¢,: R,, € SO(3), W,, € R3, A, € R3.
1. Materialny wektor przyrostu rotacji:
©@=hrW,+ LA,
2. Aktualizacja rotacji:
R,.1 =R, exp (6)
3. Materialny wektor predkosci katowe;j:
W1 =J"lexp (—0) (JW, +hRm, 1 ).
4. Materialny wektor przyspieszenia katowego:

Anii =2 (Woi =W ) + (1= 1) A, gdzie v € (0,1].

Algorytm A4 przez swoja konstrukcje zachowuje przestrzenny wektor momentu
pedu, w przypadku zerowego momentu zewnetrznego, podobnie jak algorytm A3. .
Wynika to z zastosowania réwnania 3, bedacego réwnaniem ruchu w postaci catko-
wej. Algorytm ten nie zachowuje energii kinetycznej ruchu obrotowego, co zostato
zilustrowane w przyktadzie numerycznym zamieszczonym w Rozdz.5.

Symulacje numeryczne pokazuja, ze, podobnie jak w przypadku jawnego algo-
rytmu A3, najlepsze rezultaty otrzymywane sg dla v = 1.



Rozdziatl 5

Przyktady numeryczne z dynamiki
ciata sztywnego

Ponizej prezentujemy przyktady numeryczne rozwiazane za pomocg algorytméw Al,
A2 i A3 dla rotacyjnych stopni swobody, opisanych w Rozdz.4.2. Szczegdlnag uwage
zwrocono na wtasnosci konserwujace badanych algorytméw oraz na ich zwigzek z
doktadnoscig wynikow.

5.1 Niestabilna rotacja wokét osi o posrednim mo-
mencie bezwtadnosci

Wiadomo, ze rotacja bryty sztywnej jest stabilna jedynie wokét osi o najwickszym
i najmniejszym momencie bezwladnosci. W ponizszym przyktadzie ciato sztywne
jest wprowadzane w ruch obrotowy najpierw wokot osi o posrednim momencie bez-
wladnosci, a nastepnie ruch poddany jest lekkiemu zaburzeniu, poprzez zadziatanie
momentem sity dziatajacym wzdhuz osi o najwickszym momencie bezwtadnosci. Na-
stepnie ciato porusza si¢ swobodnie, bez oddziatywania zewnetrznych momentow.
Jak wiadomo, od tej chwili zaré6wno energia kinetyczna jak i wektor momentu pedu
powinny by¢ state (zachowane).
Przyjete wartosci wielkosci fizycznych podane sg ponizej. Moment zewnetrzny:

(]161 0<t<tz
m — 0262 t2<t<t2+h s
0 t>t,+h

gdzie C; i1 () sa pewnymi stalymi, natomiast e; i e; sa wersorami nierucho-
mego uktadu odniesienia. Przyjete wartosci statych C; i (3 oraz pozostatych
wielkosci wynosza

0
10
0

t,+h=2 =20, hCy=02 J=

S O Ot
_ o O
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Przyjeto nastepujace warunki poczatkowe:

Obliczenia zostaly wykonane przy uzyciu trzech algorytmoéw niejawnych Al, A2 i
A3 oraz algorytmu jawnego A4.

Dla matej dtugosci kroku, tzn. h = 0.01 dla algorytméw Al, A2 i A3 oraz h =
0.001 dla algorytmu A4, uzyskano podobne rezultaty, ktore pokazano na Rys.5.1.
Widzimy, ze podczas ruchu swobodnego, tzn. dla t > 2, energia kinetyczna, nor-
ma momentu pedu i unormowany przestrzenny moment pedu sg zachowane przez
wszystkie algorytmy.

Dla wigkszych wartosci dtugosci kroku pojawiaja sie réznice w rozwigzaniach. Dla
algorytmow niejawnych A1, A21 A3i h=0.1 wykresy pokazano na Rys.5.2, 5.3 i
5.4. Dla algorytmu jawnego A4i h = 0.01 wyniki pokazano na Rys.5.5. Wyraznie
widoczne sa nastepujace wtasciwosci zachowawcze poszcezegdlnych algorytmow:

1. energia kinetyczna jest zachowywana przez algorytmy A2 i A3,
2. norma momentu pedu jest zachowywana przez algorytmy A2, A3 i A4,
3. moment pedu jest zachowywany tylko przez algorytmy A3 i A4.

Wektory rotacji x i materialnej predkosci katowej W otrzymane dla algorytmu
A3z (= % iy =1, iprzy dwoch dtugosciach kroku: h = 0.011 h = 0.1, pokazano
na Rys.5.6. Widzimy wyraznie, ze przy wickszej dtugosci kroku, algorytm A3 moze
dawa¢ bardzo niedokladne rozwigzania, pomimo jego wtasnosci zachowawczych i
bardzo dobrej zbieznosci.

Dla lepszego zobrazowania charakteru ruchu zachodzacego w tym przyktadzie, na
Rys.5.7 pokazano kolejne potozenia samolotu podlegajacego identycznemu ruchowi
jak analizowane ciato sztywne.
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Rysunek 5.7: Kolejne fazy ruchu ciata sztywnego od t =0 do t = 3.78.
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5.2 Ciezki symetryczny podparty bak

5.2.1 Opis ruchu bgka symetrycznego

Bagkiem symetrycznym nazywamy bryte o symetrii osiowej, obracajaca sie dookota
swojej osi symetrii, przy czym os ta moze by¢ swobodna lub unieruchomiona w
jednym punkcie. Szczegbétows analize ruchu baka przedstawiono w pracy [12].

Zajmiemy sie teraz opisem ruchu baka symetrycznego w polu grawitacyjnym.
Zaktadamy, ze bak o masie M obraca sie wokét swojej osi symetrii. Oznaczmy baze
nieruchomego uktadu wspoétrzednych przez {e;}, a baze ruchomego uktadu wspo6t-
rzednych przez {t;} (i =1,2,3). Zakladamy, ze wersor ts jest skierowany wzdtuz
osi symetrii baka, oraz, ze bak jest podparty w punkcie bedacym poczatkiem obu
uktadow wspotrzednych, patrz Rys.5.8. Moment sity grawitacji wzgledem punktu
podparcia wynosi woéwczas

m(t) = —Mg r(t) x e, (5.1)

gdzie r =1[t3 jest wektorem potozenia srodka masy baka, [ jest odlegtoscig srod-
ka masy od punktu podparcia, ¢ jest przyspieszeniem grawitacyjnym. Moment ten
jest skierowany prostopadle do osi baka t3 ido osi ez bazy odniesienia. Wyko-
rzystujac zwiazek miedzy wektorami ruchomego i nieruchomego uktadu odniesienia,
patrz wzér (3.5), mamy t3 = R(t)es, 1 mozemy wzor (5.1) zapisaé nastepujaco

m(t) = —Mgl [R(t) e3] X es. (5.2)

Mg

2

v
(¢

Rysunek 5.8: Cigzki symetryczny podparty bak w polu grawitacyjnym.

W lokalnym (ruchomym) uktadzie odniesienia zwiazanym ze $rodkiem masy, wzoér
powyzszy opisuje moment sity reakcji podtoza wzgledem srodka masy.
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Bak, ktorego os symetrii jest odchylona od pionu, wirujacy w polu grawitacyj-
nym, na skutek dziatania niezerowego momentu pary sit: silty grawitacji wzgledem
punktu podparcia i sity reakcji podtoza wzgledem srodka masy, wykonuje dwa ro-
dzaje ruchow: precesje i nutacje.

1. Precesja polega na obracaniu si¢ osi symetrii baka, ze stata predkoscia katowa
dookota osi pionowej ej3.

2. Nutacja — na obracaniu si¢ osi symetrii baka dookota linii weztow tak, ze kat
0 zmienia sie w pewnym przedziale 6 € [0y, 0s].

Dla bgka szybkiego, to znaczy takiego, ktérego energia kinetyczna jest znacznie wiek-
sza od energii potencjalnej, w pracy [12] Rozdz.5.7, podano nastepujace przyblizone
wzory na czestotliwosé precesji i nutacji,
M gl J: 33

Wy = Talls Wp = 7 Wi, (5.3)
gdzie Jy; i Js3 sa sktadowymi materialnego tensora bezwladnosci baka J (z symetrii
baka wzgledem osi t3 wynika, ze Ji; = Jao), a W3 jest wspoéhrzedna 3 wektora
materialnej predkosci katowej W.

Poniewaz moment sity m jest podczas trwania ruchu caty czas prostopadty do osi
e3 nieruchomego uktadu wspoétrzednych, zatem zgodnie z drugg zasada dynamiki
Newtona ruchu obrotowego wzgledem srodka masy ciala (3.38), tzn. & = m,
sktadowa 3 przestrzennego wektora momentu pedu 7 bedzie przez caty czas trwania
ruchu stata.

Zauwazmy, ze w tym przyktadzie bak nie wiruje swobodnie, a wiec jego energia
kinetyczna i moment pedu nie maja by¢ zachowane. Jednak, mozemy uzy¢ tego
przyktadu do poréwnania rozwigzan dla dtuzszych krokéw czasowych, odnoszac je
do rozwiazania odniesienia otrzymanego dla bardzo krétkich krokéw czasowych, i
identycznego dla wszystkich algorytméw.

5.2.2 Wyniki obliczen numerycznych

Wartosci danych przyjete w obliczeniach sa nastepujace:

(=]
I
o O ot
o ot O
—_ o O
I
DO
=
o~~~
I
=

gdzie J, M i [ sa odpowiednio tensorem bezwtadnosci baka, masa baka i od-
legtoscia srodka masy baka od punktu podparcia. Przyjeto nastepujace warunki
poczatkowe:

x(0) = (0.3,0,0),  W(0) = (0,0,50),  A(0) = (0,0,0).
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Obliczenia zostaly wykonane przy uzyciu algorytméw Al, A2 i A3, dla kilku
dtugosci krokow czasowych h. Otrzymane wyniki mozemy podsumowaé¢ w naste-

pujaco.

1. Dla kroku A = 0.001 otrzymujemy takie same rezultaty dla wszystkich algo-
rytméw, dlatego na Rys.5.9 przedstawiono wykresy tylko dla algorytmu A3.

2. Roéznice pojawiaja sie dopiero przy wiekszych dtugosciach kroku h. Dla h =
0.021i h=0.04 przedstawiono wykresy dla wszystkich trzech algorytmow,

(a) dla algorytmu Al: na Rys.5.10 1 5.11,
(b) dla algorytmu A2: na Rys.5.12 1 5.13,
(c) dla algorytmu A3: na Rys.5.14 i 5.15.

3. Wyniki dla algorytméw Al i A3 i dla kroku A = 0.02 poréwnano na Rys.5.16,
przy czym rozwiazania odniesienia, oznaczone jako ”"Ref.”, stanowia wyniki

dla h = 0.001.

Widzimy, ze dla h = 0.02 oba algorytmy sa niedoktadne, lecz w roznym stopniu
i w r6zny sposob. Poréwnujac np. norme katowego momentu pedu |[|7r||, trudno
jest okredli¢ ktory algorytm jest lepszy. Jednak poréwnujac = /||7||, widzimy,
ze algorytm A3 jest wyraznie bardziej doktadny. Algorytm A3 jest takze blizszy
rozwigzaniu odniesienia jezeli poréwnamy potozenie srodka masy, patrz takze

[30).

4. Kolejne fazy ruchu baka w czasie od ¢ = 0 do t = 10 pokazano na Rys.5.17.
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5.3 Podsumowanie

1. W przyktadzie 5.1, dla ruchu swobodnego i dtuzszych krokow czasowych, wy-
raznie widoczne sa wlasciwosci zachowawcze poszcezegélnych algorytmow. Re-
zultaty obliczen numerycznych w petlni potwierdzaja teoretyczne wtasnosci
zachowawcze poszczegblnych algorytmow.

2. Jak wynika z obu przyktadéw numerycznych, 5.1 i 5.2, dla matych krokdéw
czasowych wszystkie algorytmy zachowuja duzg doktadno$é¢ obliczen i daja
poprawne rezultaty. Réznice ujawniajg si¢ dopiero dla dtuzszych krokow cza-
sowych. W tym przypadku algorytm zachowujacy energie i moment pedu A3
daje wyniki bardziej zblizone do rozwiazania doktadnego niz pozostate algo-
rytmy, przy czym dokladnosé ta jest wicksza w przyktadzie, w ktéorym na
ciato nie dziatajg sity zewnetrzne. Zawsze musimy wykonaé obliczenia takze z
krotkim krokiem czasowym by okreglié doktadnos$é rozwiazania, patrz [30].

3. Moment pedu 7 = RJW jest funkcjg zarowno R jaki W, podobnie
jak 7 /||w|. Zauwazmy, Ze norma momentu pedu zalezy tylko od predkosci
katowej W, gdyz w-m = (JW) - (JW). Poniewaz ||7||, podobnie jak
energia kinetyczna, Ej = $W - (JW), charakteryzuje wylacznie predkosé
katowa W, dlatego nieuzasadnione jest prezentowanie wykreséw dla obu
tych wielkosci.
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Podsumowanie

Zdaniem autora, w rozprawie otrzymano nastepujace oryginalne rezultaty:

1.

Wyprowadzono postaci réwnania generujacego rotacje dla poszczegolnych pa-
rametryzacji grupy SO(3), w szczegdlnosci dla parametréw Eulera i Cayleya,
podane w dodatku A.1.1 1 A.1.2. Postaci tych rownan zostaty podane bez do-
wodu w pracy [33], podczas gdy w rozprawie potwierdzono ich postaé i podano
explicite ich skomplikowane wyprowadzenia.

. Podano dowdd, ze réwnanie generujace rotacje dla parametryzacji kanonicznej

jest rozwigzywane doktadnie przy pomocy metod punktu srodkowego i zmody-
fikowanej metody trapezow, dodatek A.2. Wynik ten otrzymano dla tensora
skosnie-symetrycznego €2 stalego w czasie, i zostal on potwierdzony przez
wyniki obliczenn numerycznych.

Przygotowano programy numeryczne i wykonano obliczenia dla rownania ge-
nerujacego rotacje w postaci wyprowadzonej dla analizowanych rodzajéw pa-
rametryzacji rotacji. Porobwnano bledy rozwiazania przy zastosowaniu réznych
parametryzacji i r6znych schematow numerycznych, wyniki zamieszczono w
Rozdz.2.5, co pozwala na wstepna ocen¢ przydatnosci poszczegolnych rodza-
joOw parametryzacji.

Zestawiono réwnania dynamiki dla ruchu obrotowego ciata sztywnego, w po-
staci odpowiedniej dla dowolnych nieograniczonych rotacji, w Rozdz.3. Dla
skoniczonych rotacji sa to rownania teoretycznie trudne ze wzgledu na dwa
typy opisu problemu, materialny i przestrzenny, i zwigzane z tym lewo- i pra-
wostronne sktadanie rotacji.

Opracowano algorytmy nalezace do rodziny metod jedno-krokowych, dwa wy-
wodzgce sie z metody Newmarka, algorytmy Al i A2, oraz jeden z metody
wazonych residuéw, algorytm A3, patrz Rozdz.4.2. W szczegdlnosci, wypro-
wadzono wzory na operatory styczne dla powyzszych algorytmow. Nastepuja-
ce wyprowadzenia i postaci operatoréw stycznych sg oryginalnym rezultatem
roZprawy:
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(a) Dla algorytméw Al i A2 podano postaci i wyprowadzenia operatoréw
K i K, (ten drugi dla momentu zewnetrznego zaleznego od rotacji)
w Dodatku A.5.11 A.5.2.

(b) Dla algorytmu A3, podano wyprowadzenie operatora K w Dodat-
ku A.5.3, (postaé tego operatora podano bez dowodu w pracy [31]). Po-
nadto, w rozprawie podano zaréwno postac¢ jak i wyprowadzenie opera-
tora K,,.

Wymagalo to uprzedniego wyprowadzenia wzoréw na operatory T(©) i
T~ (0), co uczyniono na podstawie pracy [8], i podano w Dodatku A 4.

6. Zaimplementowano algorytmy Al, A2 i A3 dla dynamiki ciata sztywnego, i
przeprowadzono obliczenia porownawcze dla dwoch silnie nieliniowych zagad-
nien: (a) dla ruchu z niestabilna rotacja wokét osi o posrednim momencie
bezwtadnosci, i (b) dla momentu zewnetrznego wywolanego polem grawita-
cyjnym, tzn. zalezacego od potozenia srodka masy. Wyniki tych testow po-
twierdzaja poprawnos¢ wyprowadzonych operatoréw stycznych i teoretyczne
wtasnosci badanych algorytmaéw.
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Dodatek A

Wyprowadzenia, dowody,
twierdzenia

A.1 Wyprowadzenie postaci rO6wnania generujg-

cego rotacje dla wybranych parametryzacji

A.1.1 Parametry Eulera

Ponizej wyprowadzone zostanie rownanie generujace rotacje dla parametréw FEulera
(2.92). Zapiszmy macierz rotacji wyrazona przez parametry Eulera, wzér (2.68),

zapisujac wyrazy na gtownej przekatnej w nieco innej postaci

TG — 0 G- 0 G+ O
R=2| ¢192 + qogs % — ¢ —q3 ?2613 — Qo1
Ngs — otz @@+ don 35— G — 6

(A1)

Skorzystalismy przy tym z wiasnoéci 32, ¢> = 1. Obliczmy teraz pochodng po

czasie,

G192 + @142 — Gog3 — Gogs3
=2q1q1 — 2q3G3
G2q3 + 4243 + Goq1 + o

. —2q2q2 — 24343
R=2]| ¢1¢2 + q1G2 + Goq3 + qogs3
G193 + q193 — Gog2 — qoGe

Zapiszmy nastepnie iloczyn 2R w notacji wskaznikowej
WaT21 — Wal's1,

—W3T11 + WiTs1,
Wal'1p — W1Ta1,

W3T22 — Wal'32,
—W3T12 + W1T32,
Wal'12 — W1T22,

QR =

193 + q143 + Goq2 + qog
1293 + G243 — Goq1 — Qo1
—2¢1q1 — 2G2¢2

(A.2)

W3T93 — Wal'33
—W3T13 +w1irs3 |,
Wal'13 — W1T23

(A.3)

gdzie r;; to odpowiednie wyrazy R ze wzoru (A.1). Poréwnujac wyrazy na gtéwnej
przekatnej powyzszej macierzy z obliczonymi we wzorze (A.2) pochodnymi, otrzy-
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mujemy uktad réwnan na zmienne ¢y, ¢o 1 g3

0 ¢ g G w2(q193 — G092) — w3(q1q2 + qog3)
211 0 @3 G | = | —wi(qqs + qq1) +ws(q1g2 — qogs) | - (A4)
@1 @ 0 43 w1(92q3 — qoq1) — wal(q143 + Qoq2)

Wyznacznik macierzy powyzszego uktadu jest rowny 16q;q2q3. Jezeli zatozymy, ze
¢ #0, g2 #0, g3 # 0, wowczas rozwigzujac powyzszy uktad réownan otrzymamy

G = %(—wl% + w3qa — waqs),
o = 3(—waqo —wsqi + wigs), (A.5)
@3 = 3(—wsqo+woq — wig2).

Rozpatrujac trzy przypadki, gdy jedna zmienna ¢; = 0, a pozostate dwie zmienne sg
rozne od 0, oraz trzy przypadki gdy jedna zmienna ¢; # 0, a pozostate dwie zmienne
sa réwne 0, mozemy udowodnié, ze rozwiazanie (A.5) réwniez spelnia otrzymany
uktad rownan.

Aby obliczy¢ ¢ rozwazmy ponownie wyraz 17 macierzy rotacji we wzorze (2.68),

T = 26]3 + 26]% -1, r11 = 4qoqo + 4q1¢1. (A.6)

Poréwnujemy pochodna 717 z odpowiednim wyrazem iloczynu (A.3), gdzie w miejsce
T91 1 731 wstawiamy odpowiednie wyrazenia ze wzoru (2.68), otrzymujemy

2(qodo + ¢1G1) = wa(qoq2 — ¢1q3) + ws(q1G2 + qogs)- (A7)

Podstawiajac za ¢ wyrazenie ze wzoru (A.5) oraz wykonujac odpowiednie prze-
ksztatcenia otrzymamy

. 1
doGo = §(w1€10€11 + Wago g2 + W3qoqs)- (A.8)
Jezeli qg # 0 wowczas
. 1
o = 5(%611 + wags + wsqs). (A.9)

Jezeli gy = 0 woéwcezas rownanie (A.8) jest rOwnaniem tozsamosciowym i powyzsze
rozwigzanie réwniez je spetnia.

Pochodne wyrazone wzorami (A.9) i (A.5) zostaly obliczone z poréwnania wy-
razéw na gtéwnych przekatnych macierzy R i QR i dlatego musimy sprawdzi¢ czy
spetniaja réwniez pozostate réwnania w réwnaniu macierzowym R = QR. Mamy

T2 = 2(¢192 + @142 — dogs — qods) = WB(QS - C]f + qi - q§) — 2wa(qoq1 + q293)

1
= 2w3(§ - C]f - q§) — 2wa(qoq1 + q2q3) = Warae — Warse

= (OR)12,
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i3 = 2(¢1g3 + qids + doqz + qode) = wo(—G5 + @& + @5 — @3) — 2w3(qq — G2q3)

1
= _2“)2(5 - Q% - qg) + 2w3(q2q3 — Qoq1) = —warss + wsTa3

= (QR)3,

o1 = 2(41ga + q1d2 + Gogs + qods) = ws(—q5 — ¢ + @5 + ¢3) — 2wi(goq2 — 143)

1
= —2w3(§ - C]f - q§) — 2w1(gog2 — q1q3) = —wsr11 + wWiT3

= (QR)a,

Tos = 2(¢293 + ¢2g3s — dog1 — Qodh) = wl(qS - C]f - qi + q§) — 2w3(qoq2 + q193)

1
= 2w1(§ - C]f - qg) - 2W3(QOQ2 + CJ1CI3) = W1T33 — W3ri3

= (QR)237

s = 2(Gigs + 1ds — Gode — Gode) = wa(qp + ¢ — @ — @) — 2wi(qogs + q142)

1
= 2‘*)2(5 - qg - q§) — 2w1(qogs + q1q3) = war11 — wWiT

= (QR)s,

32 = 2(Gags + qads + doqu + qod1) = wi(—@ + @& — @& + @3) — 2wa(qogs — Q1 q2)

1
= —2001(5 — ¢ — @) + 2wa(q1q2 — Gog3) = —wiT22 + WaT1g

= (QR)gg

Ostatecznie ze wzoréow (A.9) i (A.5) otrzymujemy réwnanie genrujace rotacje dla
parametrow Eulera w postaci (2.92).

A.1.2 Parametryzacja Cayleya

Ponizej wyprowadzone zostanie rownanie genrujace rotacje w postaci dla parame-
tryzacji Cayleya (2.94). Zapisujemy wzor na zaleznosé odwrotna dla parametryzacji
Cayleya (2.78) w postaci

= ol = (1+ )R+ R?, (A.10)

1+«

gdzie a = trR. Rézniczkujemy zalezno$é¢ (A.10) stronami i po przeksztalceniach
otrzymujemy:
< &
Yo rar

I-R)+ [~(1+a)R+RR +RR].

1+«
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Podstawiamy zalezno$¢ R = QR i po przeksztalceniach otrzymujemy

¢_W(I—R2)—

Obliczamy poszczegdlne wielkosci po prawej stronie réwnania (A.11), aby uzyskac
zaleznos¢ jedynie od .

- (QR*+ ROR). (A.11)

1.
2 ~  ~2 2 3 —t?
=trR =1t = t t
a= r{ 1+t2<¢+¢>} 1+12 <r¢+“’b) 142
(A.12)
SkorzystaliSmy przy tym ze wzoru (2.78) na parametryzacje Cayleya, oraz z
zaleznosci t? = —%tr{pz.
2.
2 11—t - 8 ~2
R [1 ( )} —T1+44 ,
+1 b+ Harer Yt arep Y
po wykorzystaniu zaleznosci 17)3 =29 i @4 = —t21~p2.
3.
ROR = Q+ (
B 1 + 2 + 2
1—|—t2¢ ¢+1+t2¢ ¢)
po podstawieniu za R wzoru (2.78) i uproszczeniu.
4.

— (uR) = u(®) = u(@R) = {1+ = (9+97) ]}

Korzystajac z zaleznosci tr(Q{p) =—Q-i tr(QzZ?Q) =Q- 17)2 = 0, otrzymu-
Jemy
9 _
=—0 . A.13
1+t v (A-13)

Ponadto obliczmy

o (1+3)(Q-9)
1+ (1+a)? 8 '

l+a= (A.14)

Oznaczmy dla utatwienia poszczegélne sktadniki prawej strony réwnania (A.11)
zmiennymi

b= (R, %= - (OR*+ ROR).

P
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Podstawiajac (A.12)-(A.14) do powyzszych zaleznosci, otrzymamy

0 Q{b ~ ~2
P = 21+ ) {(1 —tH)p — 29" |, (A.15)
~ 2 2 2
Y, = 1Zt Q+2(tl+ 7 Qi + (5? )mp + - ( P+ )
T pe (¢Q¢—¢Q¢ ~ PP+ P ﬂzb). (A.16)

Podstawiajac {bl i 'l,~b2 z powrotem do wzoru (A.11) i przeksztalcajac otrzymujemy

2 _

i B Q{b ~ ~9
b = m[a—#)qp—wh “0+ 2 (09409 - 90+ ')
+ (900 - 909" - 9'0d + 9'ag’). (A17)

Poniewaz {b jest tensorem skosnie-symetrycznym, wigc jego pochodna {b rowniez.
Zachodzi zatem zwiazek ’I,Nb = %({b — 'l,NbT) Wykorzystujac te zalezno$¢ w rownaniu
(A.17) otrzymamy

b = 72(11_;;) (Q{b) it Q+% (Q{MQ{&Z —{bQJr{bQQ)
M + 12 @Q{b - 7’2291}2) '

Rozbijamy nastepnie powyzsze réwnanie na dwie czesci,

1—t ~ - 1 ~2 ~2

1—¢2
2(1 +12) wikp + 1+t2¢ 2

Vi = g (@B)B G (00 vn) 4

by = 5 (990 - G0+ 2 - 9).

Rozpisujac czlon '(Z 4 brzy uzyciu notacji wskaznikowej, otrzymamy ze jest on rowny
0. Stad otrzymamy ostatecznie

§ =L (409 - g0+ 3 - 9),

co jest postacia rownania ruchu obrotowego bryty sztywnej (2.86) dla parametryzacji
Cayleya.
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A.2 Dowdbd dokladnego rozwigzywania réwnania
generujgcego rotacje dla parametryzacji ka-
nonicznej

Udowodnimy, ze réwnanie generujace rotacje dla parametryzacji kanonicznej (2.93)
jest rozwiazywane dokladnie przy pomocy metod: punktu $rodkowego (2.118) oraz
zmodyfikowanej metody trapezéw (2.127). Zapiszmy réownanie (2.93) w postaci

. 1
S=0- (S-S0 +1 (s’ +Qs® — 2808) (A.18)

gdzie 2 jest ustalona macierza skosnie symetryczng, a v jest funkcjg skalarng S.
Prawa strone réwnania (A.18) oznaczmy przez f(S). Zauwazmy, ze zachodzi wow-
czas

fla2) = Q, dlaa € R, (A.19)

w szczegblnosci £(0) = €.
Warto$¢ macierzy skosnie symetrycznej S dla chwili czasu ¢, = nh oznaczmy
przez S,.

Metoda punktu srodkowego. Przepiszmy réwnanie (2.118) w postaci
h
Dla wartosci poczatkowej Sy = 0, po pierwszym kroku mamy
h h h
S;1 =So+hf| Sy + §f(SO) = hf §f(0) = hf 59 = hQ. (A.20)

Nastepnie metodg indukcji matematycznej udowadniamy:
Zaktadamy: S,, = nhf2.

Teza: S,11 = (n+ 1)hS2.

Dowod:

h h
S,i1 = S, +nhf <Sn + §f(Sn)> = nhQ) + hf <nhﬂ + §f(nhﬂ)>

h h
= nh§) + hf <nhﬂ + 59) = nhQ + hf <(nh + 5)9)
— nhQ+ A= (n+ 1A (A.21)
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Zmodyfikowana metoda trapezéw. Przepiszmy réwnanie (2.127) w postaci

h
Sui1=Su+5 [£(S0) + £(Sni)]

Dla Sy = 0, po pierwszym kroku mamy:

S = So+ b [f(S0) + £(Sy + Afi(S))]
_ g[g T E(hQ)] = g (Q+ Q) = hed. (A.22)

Nastepnie korzystamy z zasady indukcji matematycznej.
Zaktadamy: S,, = nhf2.
Teza: S, 11 = (n+ 1)hQ2.
Dowdd:
h

iyt = Sut [£(S,) + £(Sn + hE(S,))] = nhQ + g[f(nhﬂ) + f(nhS2 + hf(nhQ) )]

= nhQ+ g[ﬂ +f(nhQ + hQ)| = nh$2 + g[ﬂ +£((n+1)h Q)]

h
= nhQ+ 2 (Q+ Q) = nhQ + 2 = (n+ 1A (A.23)

Zatem udowodniliSémy dla obu metod, ze macierz S(t,) = S,, = nh€2. Stad, na
podstawie wzoru (2.74), odpowiadajaca jej macierz rotacji ma postaé

sin o — Ccoso

(nh€2) + !

o o2

gdzie o = \/—3tr(nhQ)? = nhy/—1tr(2)2.

Rozwiazanie dokladne wyjsciowego réwnania (2.86), dla chwili czasu t,, = nh, na
podstawie wzoru (2.87), ma postaé

R(t,) =1+ (nh§2)?, (A.24)

sin o (nhﬂ) . 1 —02050
o o

Ror(tn) = I+ (nh§2)?, (A.25)
gdzie 0 ma taka sama postac¢ jak we wzorze (A.24). Ze wzordow (A.24) i (A.25)
wynika, ze macierz rotacji uzyskana z numerycznego rozwiazania réwnania (A.18),
dla chwili czasu t,, = nh, jest doktadnie taka sama jak rozwiazanie doktadne tego
rownania w tej samej chwili czasu. Podkreslamy, ze wynik ten uzyskano dla €2 statego
W czasie.
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A.3 Twierdzenie o postaci rozwigzania liniowe-
go macierzowego réwnania rézniczkowego o
wspotczynnikach zmiennych w czasie

Twierdzenie A.3.1 Niech dane bedzie macierzowe réwnanie rozZniczkowe, jedno-
rodne, pierwszego rzedu, o wspotczynnikach zmiennych w czasie

X(t) = A(t)X(t), (A.26)

gdzie X 1 A sq funkcjami macierzowymi o wartosciach nalezgcych do R™™, zmiennej
rzeczywiste], z warunkiem poczgtkowym

X (ty) = Xo. (A.27)

Jezeli A jest funkcjq ciggla, wowczas rozwigzanie zagadnienia poczgtkowego (A.26),
(A.27) jest postaci:

gdzie:
t t T
®(t,t) =1, + [ A(D)dr+ [ A7) / A(n)dndr + ... (A.29)

to to to

Macierz ® nazywamy macierzq podstawowq (fundamentalng, tranzycyjng) rGwnania
(A.26).

Dowdd powyzszego twierdzenia podajemy za Kaczorek [18] str. 365. Rozwiazanie
zagadnienia (A.26), (A.27) znajdujemy stosujac metode kolejnych przyblizen. Cal-
kujac stronami réwnanie (A.26) w granicach od ¢y do ¢, oraz uwzgledniajac warunek
poczatkowy (A.27) otrzymujemy:

t
X(t)=Xo+ | A(7)X(1)dT.
to
Za przyblizenie zerowe rozwiazania X (t) przyjmujemy wartosé¢ poczatkowa Xg. Ko-
lejne przyblizenia rozwiazania X(t) otrzymujemy ze wzoru:
t

Xir1(t) =Xo+ [ A(7)Xk(7)dT.

to
Dla £ = 0 mamy:
t

X, (1) = Xo + [ A(r)Xodr = {In + tA(T)dT] X,.

to to

t t T
Xi(t) = Xo+ [ A()Xydr=Xo+ | A(7) [In + A(Tl)d7'1:| Xodr

to to to

= {In + tA(T)dT + tA(T) /TA(Tl)dTldT} Xo.

to to to
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Kontynuujac te procedure dla k — oo, otrzymujemy rozwiazanie (A.28). Mozna po-
kazaé, ze szereg (A.29) jest jednostajnie zbiezny dla t nalezacego do (ograniczonego
lub nieograniczonego) przedzialu, w ktérym A jest funkcja ciagla.

Zauwazmy, ze zachodzi wlasnos¢:

B(t,tg) = A(t) B(t,t0). (A.30)
Istotnie:
. d t t T
D(t,t)) = g {In + \ A(r)dr + \ A(T) /to A(m)dndr

t

+ [ A(7) /t: A(m) /t: A(7p)drodmdr + }

to

t t T

— A(t) + A(t)/ A(r)dr + A(t)/ A(T)/ A(m)dndr + ...
to to to

Zmieniono przy tym, po zrézniczkowaniu, nazwy zmiennych niemych. Po wytaczeniu

A(t) lewostronnie przed nawias, otrzymamy wzor (A.30). Jezeli przyjmiemy teraz

rozwiazanie rownania zdefiniowane wzorem (A.28), woéwczas ze wzoru (A.30) mamy:

X(t) = (t, t0)Xo = A()®(t,t0)Xo = A(t)X(t),

oraz
X(to) = ®(to, t)Xo = 1, Xo = Xo.

Stad funkcja (A.28) jest rozwiazaniem zagadnienia (A.26), (A.27).

A.4 Operatory TiT!

Ponizej zdefiniowano i wyprowadzono wzory na operatory styczne T i T~! dla pa-
rametryzacji kanonicznej. Operatory te tacza przyrosty wektoréow rotacji w réznych
ptaszczyznach stycznych i sg wykorzystywane we wzorze na operator K.

A.4.1 Operator T

Rozwazmy przyrost rotacji od potozenia wyznaczonego przez macierz rotacji R,, do
potozenia wyznaczonego przez macierz rotacji R,,;1. Przypusémy, ze przyrost ten
jest realizowany przez prawostronne ztozenie z macierza rotacji o pseudowektorze
rotacji ®. Mamy woéwczas zaleznos¢:

R.:1 =R, exp(O), (A.31)

przy czym N
R,O € TRHSO@)’

tzn. nalezy do przestrzeni stycznej do SO(3) w R,,. Rozwazmy teraz pewne zabu-
rzenie rotacji R, 1. Te zaburzong rotacje mozna opisa¢ na dwa sposoby. Pierwszy
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sposob polega na ztozeniu prawostronnym z macierzg wyznaczona przez pseudowek-
tor rotacji eAO: -
R ., =Rn1exp(eABO 1), (A.32)

przy tym -
R, 1140, 11) € TR, ,SO(3).

Dolny indeks n+ 1 przy wektorze A® dodano dla podkreslenia, ze wektor ten nalezy
do przestrzeni stycznej do grupy SO(3) w punkcie R, .

Drugi sposob polega na dodaniu do wektora © wektora przyrostu rotacji e A® ),
nalezacego do tej samej przestrzeni stycznej, tzn. TRRSO(3):

R;,, = R, cxp(®.), (A.33)

gdzie
O, =0+ e’iA@(n). (A34)

Podobnie jak poprzednio dolny indeks n przy wektorze A® oznacza, ze wektor ten
nalezy do przestrzeni stycznej T SO(3).

Wyprowadzimy teraz zwigzek laczacy wektory A@®,) i A®,4). Poréwnujac
wzory (A.32) i (A.33) mamy:

exp(0.) = exp(O) exp(sAA(:)(nH)). (A.35)

Korzystajac ze zwiazku

exp(@) ! = exp(—0), (A.36)
otrzymujemy z rownosci (A.35)

exp(&‘@(nﬂ)) = exp(—0) exp(O,). (A.37)

Zdefiniujmy poét-tangensowy pseudowektor rotacji

= _ te(l©]/2)
-5 © (A.38)

Korzystajac ze wzoru (2.85) na sktadanie pseudowektoréw rotacji, otrzymujemy z

(A.37)
—_— 1
A@ n =
€ (n+1) 110-0.

Nastepnie rézniczkujemy obustronnie réwnosé (A.39) ze wzgledu na e i podstawiamy
¢ = 0. Rézniczkujac lewa strone otrzymujemy

6.-9-0.x90], (A.39)

d

AB (1)

eAO (1) = 5

e=0

(A.40)




Dodatek A. Wyprowadzenia, dowody, twierdzenia 129

Roézniczkujemy nastepnie prawa strone rownosci (A.39) wzgledem e. (Rézniczkowa-
nie wzgledem tej zmiennej bedziemy oznaczali w ponizszym wyprowadzeniu symbo-
lem /):

1 . . L /
[ 55 (@5—6—@€x®)]
_ < —— s ) (0.-8-9.x8)+ <1+ﬁ> (6.-5-0.x8)
0.0 o 1 =
_ _m (6.-©-©.x98)+ <1+T-@a> (©. + 8 x©.)A4l)
Podstawiajac € = 0 w powyzszym wzorze, oraz zauwazajac ze % o ©.=D6 ABO ),
otrzymujemy a
_ODOAOw (5_5_8xB) + — - [DBAG,, +B x (DB AO
(1+[o]") } e oo e (reasn)]
_ (I+©x1)DOAO,). (A42)
1+[e]
Ze wzorow (A.40) i (A.42) mamy
AOuay _ 1 ;(1+© x1)DOAO,). (A.43)
SRR ]

Nastepnie obliczamy pochodng kierunkowsg DO A®O )

_ 2
peAO, - L B -4 (M @E> . (A.44)
T de —o de|__, |O||
Mamy
=\ tg(/[©-| /2)>' tg(1O: /2) o
®e.) = |——] 0.+ ——7—0_
(6) ( 1Ol 1©.]|
1O [©] A tg([|©cl /2)
— tg([|©:[[ /2) [|©]| ©. + A®,
<2cos2<u@gu /2) X o]~
(A.45)
Korzystajac ze wzoru
D x| = (A.46)

dla dowolnego wektora x, oraz wykorzystumc wzor na pochodng funkcji ztozonej
mamy

1e.| _H@—l—é‘A@n)H Hgizign)ﬂ AO . (A.47)
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Stad,
d

d 040,
de

1O = (A.48)
18|

e=0
Podstawiajac e = 0 w (A.45) oraz korzystajac z (A.48) mamy

d| = © AO,  tg(|©]/2) ) 1 tg(]|©] /2)
- .= — O AQ, O+ ABOg,).
de|,_, <2cos2<u@u/z> 9] AR 9] ")
Wprowadzajac oznaczenie € = ﬁ mamy:
d| = e-AO,  tg(|©]/2) ) tg(]|©] /2)
— e, = — e-AO,) |e+ ———AO,,
de|__, <2cos2<r|®|| /2) e ") 9] ")
(e®e) AO, tg(||©] /2) tg(©] /2)
— - (e®e) AB(,y + —— AB,.
2 cos2([|©][ /2) ) ") Gl ")

Po wylaczeniu A®,) przed nawias ostatecznie otrzymujemy

tg(1©]] /2)
e

D® AB, = [ I-e®e)+ e® e] AB(,y. (A.49)

2cos?([|©] /2)

Podstawiamy nastepnie wzér (A.49) do réwnania (A.43) oraz korzystamy z definicji
pseudowektora rotacji (A.38). Otrzymujemy

2
MOy = Toamensg (L E(IO1/2 e xT)
w(101/2) g, e
l el @It aaner/ ¢ @ ¢ ACm- (450

Otrzymalidmy zaleznos¢ liniowa miedzy wektorami A@®, 1) i A@®,). Operator re-
alizujacy te zalezno$é oznaczmy symbolem T. Mamy

) 2 w1 /2) L
T®) = 1+tg2<|r@n/2>l o me®e) ool Pt
(0]l /2)

tg* (10l /2)
el 2cos?(||©] /2)

ex(I-e®e)+ ex(e@e)]. (A.51)

Zauwazmy, ze:

S

m, (A.52)

ex(I-e®e)=exI—-ex(eRe)=¢e=
gdyzexI=¢ orazex (e®e) = (e xe) ®e = 0. Ze wzoréw (A.51) oraz (A.52)
otrzymujemy

T(O®)=al+fexe+0O, (A.53)
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gdzie, po przyjeciu oznaczenia © = ||© ||, mamy
B 2tg(©/2) _ 2sin(©/2)cos(©/2)  sin(O)
- O1+tg%2(0/2)] © e’ (A.54)
B 2 1 . 2tg(9/2) _ ., sin(©)
b = 5202 2e02(0)2) O+ t2@y2] 1 e o W)
B 2tg%(0/2)  tg(0/2) o sin(©/2) 2sin(©/2) cos(©/2)
7T o1 tg20/2)] 6 YT cos(0)2) oz

przy tym skorzystano ze zwigzku miedzy funkcjami tg, sin i cos oraz wzoru na
jedynke trygonometryczna. Z (A.53) i (A.54) — (A.56) ostatecznie otrzymujemy

(@) sin ) L (sin(©]/2)\ =
T®) =6 ”(1‘ ] >e®e+5< CIE )9' (A.57)

Ze wzoréw (A.50) i (A.57) mamy zaleznosé
AB 1) = T(O) ABy). (A.58)

Zatem operator liniowy T pozwala wyrazi¢ zwiazek pomiedzy wektorem przyrostu
rotacji nalezacym do przestrzeni stycznej do tensora rotacji R,, a wektorem przy-
rostu rotacji nalezacym do przestrzeni stycznej do tensora R, .

A.4.2 Operator T !

Wyprowadzimy teraz zwiazek odwrotny do (A.58), tzn. przeprowadzajacy wektor
ABO (1) W ABy,). Z réwnania (A.35) mamy

exp(0,) = exp(O) exp(s@<n+1)),

gdzie ®, = © + cAOy,). Po zastosowaniu wzoru (2.85) na sktadanie péttangenso-
wych pseudowektoréw rotacji, otrzymujemy z powyzszej rOwnosci
— 1
O, = —
‘ 1-0. 5A@(n+1)

(@ + 5A9(n+1) — O x €A®(n+1) ) , (A59)

Zrézniczkujmy nastepnie powyzsza rownosé obustronnie wzgledem e a nastepnie
podstawmy e = 0. Pochodna lewej strony dla € = 0 jest postaci

d

—| ©.=DOAO,. A.
I (n) (A.60)

e=0
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Zrézniczkujemy teraz prawg strone rownosci (A.59). Podobnie jak poprzednio po-
chodng wzgledem e bedziemy oznaczaé znakiem '. Otrzymujemy

1 S
— (O + A1) — O X A,
[1 _O. gA@(nJrl) ( +e (n+1) X € ( +1))]
1 gy —_—
<1_®'€®(n+1)> ( +e€ X e (+1))+
1 I /
R R= Ty ((A®4in) —© x ((AO41) |, (A61)
gdzie
J— — N/
< 1 >/ _ o - (8@(n+1)) (A 62)
1-©- 5@(n+1) (1 - 0. 6A@(n+1))2
Ze wzoru (A.40) mamy
d ABO (1)
- A — A.
dg 6:05 @(n+1) 2 ( 63)
Stad i ze wzoru (A.62)
d < _ 1 ) _ © - AB( ) (A.64)
de| _o\1 -0 A0 2
Podstawiajac e = 0 do (A.61) i korzystajac z (A.64) otrzymujemy
0 AB(,4) o AOpy1) B x (Ag(n+1)>
2 2 2
1, — — —
=3 (020311 O+ AB(1) — O x AO 1) )
— AGO
:(1+@®@—@x1)%. (A.65)
Ze wzoréw (A.60) i (A.65) mamy
_ S ABy,
D@A@(n):(1+®®®—®xl)%. (A.66)

7 réwnania (A.49) wynika, ze pochodng ©(©) mozna przedstawié w postaci

te(©11/2) | 1  tg(llel] /2) >e®e_ (A.67)

DO = ) ( 2 cos2(][@] /2) 9]

Aby w réwnaniu (A.66) uzyska¢ po lewej stronie A®,), musimy znalez¢ tensor
odwrotny do (A.67). Postuzymy sie tu wlasnoscia (patrz Cardona, Gerardin [8] wzoér

(43))
(al+fe®e) ' =mI+fiexe, (A.68)
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gdzie

W przypadku pochodnej (A.67) mamy

1ol
7 A.69
(O] /2 (4.69)
= 2cos?(||®]| /2 —ﬂ A.70
B = 20081811 /2) - i (A.70)
i stad
el [ 2 1ol ]
DO =— — 1 2 ol/2) - — . ATl
(08) = elym L | 2e1e1/2) - g7y | e @ (AT
Wracajac do zwigzku (A.66) mamy
A9(n+1).

A8 = (DB) (I+60©®-©xI) (A.72)

2
Otrzymali$my ponownie zaleznos¢ liniowa miedzy wektorami A® ) i A®,41). Ope-
rator realizujacy te zaleznosé jest, na mocy (A.58), operatorem odwrotnym do T.
Mamy zatem

- 1 o] 1e] 5468
T1(®):—{7I+ 2c08°(]©] /2) = — -~ |le®e p (I +ORO -0 x1).
2 | tg(ll©]/2) tg(l©]] /2) ( )
Oznaczajac © = ||®| i mnozac w powyzszym wzorze przez siebie wyrazenia w

nawiasach mamy

THO) = it edter) - ileves L 500
+ lCOSQ(@/m - %1 (e ®)ex®- %@x I
- lCOSQ<6/2>_%] (ewe)(®xT). (A.73)
. 2 (ece)(@x1)—ew(ex®)=0, (A.74)
- -89 g _ 0/ (A.75)

S)
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Wracajac do (A.73) i wykorzystujac (A.74) oraz (A.75) mamy

T '(©) tg((a@/?Q) I+ { cos*(0/2) — tg((a@/?Q) +(0/2) tg(0/2)
) 0/2 _ 0o =
+ [Cos (©/2) — tg(@//Z)] (e ®) tg(®/2) }e@e— W@.

(A.76)

Przeksztalcajac wyrazenie w nawiasie klamrowym, korzystajac z definicji (A.38)
operatora (.) i zastepujac © = ||®|| otrzymamy:

- el /2 1ef/2 15
T1(®):”71+<1—7 exe—-0. (A.T7)
tg(1©]/2) tg(l©]/2) 2
Ostatecznie ze wzoréow (A.72) i (A.77) mamy:
AO) =T 'AO, ). (A.78)

Operator liniowy T~! pozwala zatem wyrazi¢ zwiazek pomiedzy wektorem przyro-
stu rotacji nalezacym do przestrzeni stycznej do tensora rotacji R,,.1, opisujacego
koncowe potozenie ciata, a wektorem przyrostu rotacji nalezagcym do przestrzeni
stycznej do tensora R,,, opisujacego poczatkowe potozenie ciata.
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A.5 Operatory styczne dla algorytmoéow Al, A2 i
A3

Ponizej wyprowadzimy wzory na pochodne funkcji residuéw dla algorytmoéw opisy-
wanych w Rozdz.4, rozwazajac dwa przypadki wektora momentu zewnetrznego:

1. niezalezny od potozenia ciata opisanego przez tensor rotacji R, czyli od wektora
przyrostu rotacji ®, oraz

2. zalezny od potozenia ciata, a wiec i od wektora przyrostu rotacji @, dla
obciazenia z przyktadu dla wirujacego baka z Rozdz.5.2.

Pochodne funkcji residuéw wyznaczaja operatory styczne K i1 K, dla metody
Newtona.

A.5.1 Algorytm Al

Ponizej wyprowadzona zostanie posta¢ operatora stycznego dla algorytmu A1, omo-
wionego w Rozdz. 4.2.1. Rozwazmy, postac¢ residuum w funkcji nieznanego wektora
O,

r(©) =JA, 1+ W, x W,y —RL, m, . (A.79)

Aby znalez¢ miejsce zerowe powyzszej funkcji metoda Newtona, musimy znac jej
pochodng K(®) = Dr(©). W tym celu obliczmy pochodna kierunkowa funkcji
r(®) w kierunku dowolnego wektora A®

Moment niezalezny od ®

Zaktadamy, ze moment sity zewnetrznej m,, 1 nie zalezy od wektora przyrostu rota-
cji ®, w szczegolnosci od potozenia ciata opisanego tensorem rotacji R,,11. Pochodna
kierunkowa funkcji residuum w kierunku pewnego wektora A@®,) ma wéwczas po-
stac¢

d
DI‘(@)A@(n) = — I‘(@—l—é‘A@(n))
de o
d d
= J<_ A5 1>+<_ W5 1) X JWiiy
de —o + de —o +
d d 4
+ Wn+1 X J <% » W;+1> — <% » R;+1> mn+£A80)

Z rownan 314 w Tabeli 4.1 wynika, ze wektory predkosci i przyspieszenia katowego w
chwili ¢,,11, w funkcji wektora @, W,,11(0©) 1 A, 11(0), dla algorytmu A1, wyrazaja
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sie nastepujacymi wzorami

W, = %@ ~W, + (2 - %) W, (A.81)
A = —0—~w,—(L_1)a (A.82)
n+1 — ﬁh2 Bh n 25 n .

przy tym wzor na predkos$¢ katowa jest taki sam jak dla algorytmu A3, tzn. w postaci
(4.71). Pochodne kierunkowe powyzszych wektorow beda wyrazaé sie¢ wzorami

: ML 2-3) W] =3

— i = = — (@ +cAO;)) —W,+ (2= | W, | =5 Ay,

d€ e=0 i d€ e=0 _ﬁh< ( )) ﬁ ﬁh ()
(A.83)

d d ! 1 1 1

— A¢ = — — (@ +cAO ——W, —|——-1]|A, | =— AO,.

de o n+1 de o L BhQ ( t+e (n)) ﬁh n <2ﬁ ) ”] BhQ (n)
(A.84)

Obliczmy teraz pochodna kierunkowa R,,,1(©). Mamy

dii . il = dii _ [Rn exp (@5 + EAfv@(n)) } = dijs _ [Rn exp (6) exp (6&@(”“)) }
= Rucxp (O) % exp (eAO(1)) (A.85)
e=0

Obliczmy pochodna w zerze funkcji postaci exp (5 6) Mamy

~ d sin(e®) ~ 1 —cos(eO) ~2
d_6 _OeXp(6®) = d_{-j _O[I—f‘ @ ®+T®
= [cos(s@) O+ w e’ ] -0, (A.86)
e=0

przy tym skorzystano ze wzoru (2.87) na reprezentacje ekspotencjalng tensora rota-
cji. Korzystajac z powyzszego wyniku, wzér (A.85) przyjmuje postac:

d

de

RZJrl = Rn €exXp (6) Aé(n+1) = Rn+1A6(n+1). (A87)

e=0

Podstawiajac (A.83),(A.84) i (A.87) do wzoru na pochodng kierunkowa residuum
(A.80) otrzymujemy

1 Y gl
WJA@W + @Ag(n) X JWy 1 + @WnJrl X JAO®

+ E(:)(n—i-l) RZ;+1 mn+1. (A88>

D I'(@) A@(n)
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Zauwazmy, ze

AG(n+1 Rn+1mn+1 = A9(n+1) X (R£+1mn+1) = - (Rgﬂmnﬂ) X A®(n+1)
= — (R}, 1m0 1)AO ). (A.89)
Podstawiajac powyzsze do (A.88) i dokonujac pewnych przeksztalceri mamy

1
Dr(©)A0,) = ( JA® ) — T TW,p1 X AO ) + AWy X JAG(H))

- (RZJrlanrl)A@(n-&-l)

1
= ( J- /YJWnJrl + ’ywn-l—lj) Ae(n - (RZJrlmn—l—l)A@(n—s—l)-

Bh
(A.90)
Wykorzystujac (A.78), tzn.
A®p) =T 1 (©) A1),
z powyzszej zaleznosci otrzymujemy
Dr(®) AB,) = K(0) AB(,1), (A.91)

gdzie szukana pochodna funkcji residuum (A.79), czyli operator styczny, jest postaci

1
K(©) = (J wwmﬂwnﬂj) (@)~ (RL, m,).  (A92)

3h

Moment zalezny od © dla wirujacego baka

W przyktadzie z wirujacym bakiem, Rozdz.5.2, moment sity jest zalezny od poto-
zenia ciata, a zatem i od wektora ©®. Stad jego pochodna nie znika i nalezy ja
uwzgledni¢ przy obliczaniu pochodnej residuum. Mamy

d
DI‘(@)A@(n) = d_6 I‘(@—f—éA@(n))
e=0
T d €
= K((-))A@(nJrl)_R’n—i—l % m,./, (A93>
e=0

gdzie K jest pochodng funkeji residuum (A.79) dla momentu sity m,, 1 niezaleznego
od ©, dang wzorem (A.92).
Zapiszemy moment sity dany dla wirujacego baka wzorem (5.1) nastepujaco,

m, ., = —Mgl (R, .e3) X e3 =—Mgl [Rn exp (a@) 83} X es. (A.94)
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Obliczmy pochodng kierunkowa m,,,, dla dowolnej wartosci o € [0; 1]. Wzdr ten
zostanie wykorzystany pozniej dla algorytméw A2 i A3.

d d —~ —
e . m;,, = —Mgl e . {Rn exp (a@ + €aA@(n)) eg} X es3
= —Mgygl |R, i exp (a@ + 5045@01)) es3| X es
de|__,

= —Mygl [Rn exp (a@) dii

exp (5@&(:)(n+1)) 83‘| x e{A.95)

e=0
Ze wzoru (A.86) mamy

d

£

exp (Ea@(nﬂ)) = aﬂa(nﬂ). (A.96)

e=0
Z powyzszego i z (A.95) mamy

d

e B m;. ., = —Mgl {Rn exp (a@) (ozAAé(nH)) eg} X €3
= Mgles x [Rn exp (046) (aAA(:)(nH)) 83}
= Mglaes RnJraﬂa(nH)eg. (A.97)
Podobnie jak w (A.89) mamy
A\(:)(er) €3 = —/ég A@(er). (A.98)
Stad wracajac do (A.97) otrzymujemy
d
% meJra = —Mgl 0] /éan+a/é-3/A@(n+1) = Kma((-))A@(TH»l)a (A99>
e=0
gdzie
K, (®) = —Mgl aesR,, €3, (A.100)

jest pochodna momentu sity m,,, w punkcie ®. W rozpatrywanym przypadku,
dla a =1,
d

— m ;=K1 (0)AB 1, (A.101)
de|._,
gdzie
K, 1(®)=—-Mgles R, 11 €. (A.102)
Wracajac do (A.93) mamy
Dr(©)A6,) = {K(Q) - RLlel(@) } AB (1) (A.103)

Ostatecznie pochodna funkcji residuum (A.79) dla problemu wirujacego baka i al-
gorytmu Al ma postaé

K5(0) = K(©) — RY,,K,.1(O), (A.104)
gdzie K i K,,,; dane sa odpowiednio wzorami (A.92) i (A.102).
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A.5.2 Algorytm A2

Postaé¢ operatora stycznego dla algorytmu A2, oméwionego w Rozdz.4.2.1, wypro-
wadzimy analogicznie jak dla algorytmu A1l. Residuum, ktérego miejsca zerowego
szukamy, dla algorytmu A2, w funkcji nieznanego wektora @, ma postaé

r(©) =JA, 1, + Wiy x JW, ., — Rl m,, (A.105)
gdzie
Rn+v = Rn eXp (76) ) Wn+~/ = (1_7)Wn+7wn+1a AnJr’y = (1_7)An+7An+17

patrz wzor 1 w Tabeli 4.2. Podobnie jak dla algorytmu Al, w celu znalezienia po-
chodnej K(®) = Dr(®), obliczamy pochodna kierunkowsa funkeji r(®) w kierunku
dowolnego wektora A® ).

Moment niezalezny od ®

Zaktadamy, Ze moment sily zewnetrznej m,, ., nie zalezy od wektora przyrostu rota-
cji ©, w szczegdlnosei od polozenia ciata (tensora rotacji R). Pochodna kierunkowa
funkcji residuum w kierunku dowolnego wektora A®,,) ma wowczas postaé

d
DI‘(@)A@(n) = d_ I‘(@—l—gA@(n))
85:0
d e d €
e= g e= y .
+ Vvﬁ+ﬁ X J <5E-€()VV2+V> —’<Zé;601{2+7> Inn4$"106>

Obliczmy pochodne kierunkowe W, (©), A,+(®) i R,+,(0). Mamy

a4 w2 4 (1= )W, + W5, | = 4w~ 2 he

de - n+y de - Y n T VWi _7d€ o n+1_6h (n)s
(A.107)

d . d . d c gl

e e N (e L A e P e )
(A.108)

przy tym skorzystalismy ze wzoréw (A.83) i (A.84) na pochodne kierunkowe W,,,1(9)
1A,1(0).

Pochodng kierunkowa R,,;,(©) mozemy obliczy¢ analogicznie jak pochodna
R, 1(©) dla algorytmu Al (wzory (A.85) — (A.87)). Mamy

d d
R; =

I~ n-+-y Eg

de

e=0 e=

= R,exp (76) dils exp (57&9(%1)) .

e=0

{Rn exp (76 + 57@(71)) } = dilg‘ {Rn exp (’y@) exp (57@(n+1)) }
0 e=0

(A.109)
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Na mocy wzoru (A.86) mamy

de exp (6’7@(n+1)) = 7@(n+1)-

e=0

Z powyzszego i (A.109) mamy:
d

RE
de

n+y ~
e=0

=R, eXp(’yé)Aé(nH) = ’anﬂA,@(nH). (A.110)

Podstawiajac (A.107),(A.108) i (A.110) do wzoru na pochodna kierunkowg residuum
(A.106) otrzymujemy

Dr(©) A®, l 1| IO + Bh O X TW,, o, + %WW x JA®
+ AO R m, ., 1 : (A.111)
Podobnie jak w (A.89) mamy
A®p iy RY, m,,, = (RZ:HTHH)A@(W). (A.112)

Wracajac do (A.111) i dokonujac pewnych przeksztalcen otrzymujemy

1
Dr(©) A0, = [ ﬁh( JA® ) — 1 IW,p, X AOpy +7 W,y XJAG)(n))

- <R£+V mn+w)A9<n+1) ]

1 1 . __ —_ N —
= 7 [% (EJ - VJWn—I—W + ’ywn-i-'y J) A®(n) - (RZ;—FW mn—l—w)A@(nJrl) ] .
(A.113)
Wykorzystujac (A.78), z powyzszej zaleznosci otrzymujemy
D I‘(@) A@(n) = K(@) A®(n+1), (A.114>

gdzie pochodna funkeji residuum (A.105) jest postaci

K(©) = 1 ( J— wwmﬂwnﬂ@ (@)—(Rgﬂmnﬂ)]. (A.115)

|
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Moment zalezny od © dla wirujacego baka

W przyktadzie z wirujacym bakiem, Rozdz.5.2, musimy w pochodnej kierunkowe;j
residuum uwzgledni¢ rowniez pochodng momentu sity, ktory zalezy od wektora © i
ktérego pochodna nie znika, podobnie jak dla algorytmu Al. Mamy

d

Dr(©)A8 -

I‘(@ + EA@(R))
0
d

= K(©)AO 1 - R}, <d—€

m’ ) . (A.116)

n—+y
e=0

gdzie K jest pochodna funkeji residuum (A.105) obliczong dla momentu sity m,, .,
niezaleznego od ©, dang wzorem(A.115). Moment m,, . dziatajacy na wirujacego
baka jest, zgodnie ze wzorem (5.1), réwny

mg i, = —Mgl (R,Hveg) X e3 (A117>
a jego pochodna kierunkowa, zgodnie ze wzorem (A.99), jest postaci

d

| i, =Ko (©) A8, (A.118)

n4y
e=0

gdzie pochodna momentu m,,, w punkcie ® dana jest wzorem
K,.,(©®)=—-Mglvye;R, - e€5. (A.119)
Podstawiajac (A.118) do (A.116) mamy

Dr(©)A8,) = [K(©) - R}, K,,(©) | AO ). (A.120)

n—4y T

Ostatecznie pochodna funkeji residuum (A.105) dla problemu wirujacego baka i
algorytmu A2 ma postaé

Kp(©®)=K(®) - R

n—+y

K.\ (9©), (A.121)

gdzie K i K,,, dane sa odpowiednio wzorami (A.115) i (A.119).

A.5.3 Algorytm A3

Pochodng funkcji residuum r(®) dla algorytmu A3, oméwionego w Rozdz.4.2.2,
obliczamy analogicznie jak dla algorytméw Al i A2, tzn. obliczajac pochodna kie-
runkows tej funkcji, ktéra w tym przypadku ma postacé

r(©) =R, 1JWop1 — RJIW, — hm,, ., (A.122)

w kierunku dowolnego wektora A® ).
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Moment sily niezalezny od ©

Zaktadamy, ze moment sity zewnetrznej m,, , nie zalezy od wektora przyrostu rota-
cji O, w szczegblnosci od potozenia ciala (tensora rotacji R). Pochodna kierunkowa
funkcji residuum w kierunku dowolnego wektora A®,,) ma wowczas postac

d
— © AO
I » I‘( +¢e (n))

_ (4
— \de .

d
W, R,
. n+1> J 1+ Rud <d€

D I‘(@)A@(n) =

We +1> (A.123)

e=0

Pochodne kierunkowe R, ,1(©) i W,,;1(0) zostaly obliczone juz wczesniej dla al-
gorytmu Al. Z (A.87) mamy

d

| Rin= R, 1AO, ). (A.124)

e=0

Analogicznie jak w (A.83), pochodna kierunkowa W, 1(®) jest postaci

a
de

We, | = d‘ [ﬁh<@+€A® )—Wn+<2—5>w*]—ﬁhA@(n
(A.125)

gdzie skorzystano ze wzoru (4.71) na postaé predkosci katowej w chwili ¢, dla
algorytmu A3. Podstawiajac (A.124) i (A.125) do wzoru na pochodna kierunkowa
residuum (A.123) mamy

e=0

D I'(@) A@(n) = RnJrlE(:)nJrlJWnJrl + RTL+1J <BhA® n))
= n+1 (A@(n+1 an+1 ‘I— BhJA@ ) (A126>

Podobnie jak w (A.89) mamy
AOL IW, 11 = —IW,, 1 ABp . (A.127)
Wykorzystujac (A.127) i (A.78), mamy
Dr(©) AB,) = K(®) AB,11), (A.128)

gdzie pochodna funkcji residuum (A.122) jest postaci

% IJITH(®)—IW, ., | . (A.129)

Identyczna postaé¢ operatora K otrzymano w [31], réwnanie (A12), jednak bez po-
dania wyprowadzenia.

K(@) - R?’H—l
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Moment zalezny od © dla wirujacego baka

W przyktadzie z wirujacym bakiem, Rozdz. 5.2), analogicznie jak dla algorytméw
Al i A2, przy obliczaniu pochodnej kierunkowej residuum uwzgledniamy réwniez
pochodng momentu sity, ktory zalezy od wektora ©. Mamy

d
D I‘(@)A@(n) = % I‘(@ + SAQ(n)) (A.130)
e=0
d
= K(@)A@(n+l) —h % meJra. (A.131>

e=0

gdzie K jest pochodna funkcji residuum (A.122) obliczona dla momentu m,,, nie-
zaleznego od ©, dang wzorem (A.129). Moment m,,, dzialajacy na wirujacego
baka jest, zgodnie ze wzorem (5.1), réwny

m,., = —Mgl (R, .€3) X €3. (A.132)
Jego pochodna kierunkowa, na podstawie wzoru (A.99), réwna jest

d

N me_a = Kma(g) AG(nJrl)a (A133>
de|._,
gdzie
Ko (©) = — Mgl a 83R48, (A.134)

jest pochodna momentu sity m,,, w punkcie ®. Wracajac do (A.130) mamy
D I‘(@)A@(n) = [K(@) - tha((-)) ] A(-)(n-i-l)- (A135>

Ostatecznie pochodna funkeji residuum (A.122) dla problemu wirujacego baka i
algorytmu A3 ma postaé

K5(0) = K(©) — hK,u(0), (A.136)

gdzie K i K,,, dane sa odpowiednio wzorami (A.129) i (A.134). Warto zauwazy¢,
ze w pracy [31] nie podano postaci operatora K,,,, a wiec jego postaé i jego wypro-
wadzenie sg oryginalnym wynikiem rozprawy.



