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Streszczenie

Rozprawa dotyczy 9-weztowych elementéw powtokowych bazujacych na kinematyce
Reissnera, odksztatceniu Greena i funkcjonale energii potencjalnej. Uwzgledniono
duze (nieograniczone) rotacje powtoki. Opracowane elementy posiadaja nastepujace
cechy:

1. Uwzgledniono rotacje wokoét wektora normalnego do powierzchni $rodkowe;j
powtoki, wiec elementy maja 6 stopni swobody w kazdym wezle, 3 przemiesz-
czenia i 3 obroty. Rotacja normalna zostala wprowadzona za pomoca réwna-
nia wiezOw na rotacje, natozonemu na funkcjonal energii potencjalnej metoda
funkcji kary.

2. Opracowano metode dwustopniowej aproksymacji, aby uniknaé¢ zakleszczania
od $cinania poprzecznego i zakleszczania membranowego. Technike te zasto-
sowano do pola odksztatcen (ang. Assumed Strain (AS) method ) lub do pola
gradientu przemieszczenia (ang. Assumed Displacement Gradient (ADG) me-
thod). W tym drugim przypadku, modyfikowane jest réwniez réwnanie wiezéw
na rotacje.

3. Zaproponowano modyfikacje metody dwustopniowej aproksymacji polegajaca
na tagcznym traktowaniu probkowania i catkowania numerycznego. Prowadzi to
do zastapienia 6 punktéw probkowania przez 2 linie probkowania, i poprawia
efektywnos¢ elementow. Dwustopniowa aproksymacja zastosowana zostata do
sktadowych w ortonormalnej bazie w srodku elementu, co odréznia opracowa-
ny element od elementow z rodziny MITC, w ktérych uzywane sg sktadowe
kowariantne.

4. Zreinterpretowano technike selektywnego zredukowanego catkowania (ang. Se-
lective Reduced Integration (SRI)), ktére zostato zastosowane nie tylko do
sktadnikow energii odksztalcenia odpowiedzialnych za zakleszczanie, lecz takze
do tych wywotujacych przesztywnienie. Wyselekcjonowano reguty catkowania
dla poszczegdlnych czesci energii odksztalcenia dla powtoki, otrzymujac ele-
ment o bardzo dobrej doktadnosci i efektywnosci.

Opracowane zostaty cztery 9-weztowe elementy powlokowe, ktére poddano szeregowi
testow weryfikujacych brak zakleszczania, niewrazliwos¢ na znieksztalcenia siatki i
dobra doktadnos¢ dla rzadkich siatek elementow. Wyniki zostaty poréwnane z rezul-
tatami dla elementéw MITC9 (ADINA) oraz S9R5 (ABAQUS), oraz z rezultatami
z literatury.
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Summary

The thesis concerns 9-node quadrilateral shell elements derived for the Reissner’s
kinematics. They are based on the Green strain and the potential energy, and are
applicable to large (unrestricted) rotations. The characteristic features of the deve-
loped elements are as follows:

1. Drilling rotation is included via the drill rotation constraint imposed by the
penalty method. Hence, the elements have 6 dofs per node, i.e. 3 displacements and
3 rotational parameters, including drilling rotation.

2. Transverse shear and membrane locking are avoided using the two-level appro-
ximation applied either to the strain (Assumed Strain method) or to the displace-
ment gradient (Assumed Displacement Gradient method). The latter method affects
also the drilling rotation constraint.

3. A modification of the two-level approximation method is proposed, consisting
in treating the sampling and the numerical integration together, which results in 6
sampling points being replaced by two sampling lines. The two-level approximation
is applied to components in the ortho-normal basis at the element center, which
differs the developed elements from the MITC family of elements, which uses the
covariant strain components.

4. Selective reduced integration (SRI) approach is revised. The total functional
is split into several parts, and a suitable integration rule is found for each part,
yielding an efficient element which shows very good mesh convergence.

Four 9-node shell elements are developed and subjected to a range of benchmark
tests, to establish the sensitivity to mesh distortion, the coarse mesh accuracy, and
to confirm the lack of locking. Obtained results are compared with results obtained

by the MITC9 element of ADINA, the S9IR5 element of ABAQUS, and with other
published results.
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Podstawowe oznaczenia i skroty

{ix} globalny kartezjanski uktad wspotrzednych, k = 1,2,3

{ax} lokalna baza ortonormalna w konfiguracji aktualnej, k = 1,2, 3
{g.} lokalna baza naturalna w konfiguracji odniesienia, k =1,2,3
{tr} lokalna baza ortonormalna w konfiguracji odniesienia, k = 1,2, 3
t3 wektor normalny do powierzchni srodkowej w konfiguracji odniesienia
G gradient przemieszczenia

F gradient deformacji

C prawy tensor deformacji Cauchy-Greena

E tensor odksztatcenia Greena

E=¢& n=¢ wspoélrzedne naturalne, styczne do powierzchni érodkowe;

¢ wspolrzedna normalna do powierzchni srodkowej

I3 wektor wspotrzednych izoparametrycznych

R; funkcje ksztattu zwigzane z punktami prébkowania, i = A, B,C, D, E, F
€ tensor odksztatcenia membranowego powtoki

K tensor odksztalcenia zgieciowego powtloki

X funkcja deformacji

C przestrzen konfiguracyjna

Cout rozszerzona przestrzen konfiguracyjna

R3 Euklidesowa przestrzen trojwymiarowa

SO(3) specjalna ortogonalna grupa obrotéw

B ciato odksztalcalne

Q ortogonalny tensor obrotu

Fy funkcjonat 2 polowy

Fop funkcjonat sit zewnetrznych

Fyrin funkcjonal zwigzany z rownaniem wiezéw na rotacje

T, mnoznik Lagrange’a

4% energia odksztatcenia

w energia odksztatcenia na jednostke objetosci

0 parametr regularyzacyjny

S 2-gi tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa

P naprezenie nominalne, 1-szy tensor Pioli-Kirchhoffa

h grubos¢ powtloki
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macierz transformacji do uktadu {t;}
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modut Younga

modut Kirchhoffa
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gestos¢ masy w konfiguracji odniesienia

wektor sit masowych

wektor normalny do powierzchni srodkowej powtoki
powierzchnia $rodkowa powtloki

objetos¢ ciata

cze$¢ brzegu ciata z warunkami na funkcje deformacji
cz¢s¢ brzegu ciata z warunkami na naprezenie
macierz jednostkowa

tensor przesuniecia (ang. shifter)

wyznacznik tensora przesuniecia

operator styczny dla zdyskretyzowanej postaci tensora odksztalcenia
wektor niewiadomych z wszystkich weztow
operator styczny dla rotacyjnego rownania wiezow
zewnetrzne sity powtokowe

zewnetrzne momenty powtokowe

wektor sit wewnetrznych

wektor sit rezydualnych

wektor obciazen zewnetrznych

macierz sztywnosci

funkcjonat energii dopetniajacej

czton staly i liniowy rozwiniecia po grubosci powtoki,
wielkosci dotyczace powtoki (scatkowane po grubosci powtoki)
wielkos¢ w wezle [
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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Wprowadzenie

Konstrukcje powtokowe zawdzieczaja swoja popularnosé temu, ze sa w stanie prze-
nies¢ bardzo duze obcigzenie gdy pracuja w stanie btonowym, mimo, ze ich grubosé
jest duzo mniejsza niz pozostate wymiary. Dzieki krzywiznie moga pracowaé w stanie
btonowym nawet dla obcigzen przyltozonych prostopadle do ich powierzchni. Kon-
strukcje powlokowe moga by¢ projektowane jako bardzo cienkie i smukte, o matej
masie, co ma zasadnicze znaczenie w przypadku wielu zastosowan np. w konstruk-
cjach lotniczych.

Do modelowania powtok najczesciej stosuje sie metode elementéw skonczonych
(MES). Najbardziej popularne sg elementy powlokowe 4-weztowe, ktore aproksymu-
ja geometrie, przemieszczenia i parametry rotacyjne bi-liniowymi funkcjami ksztal-
tu. Bardziej zlozone sa elementy o ksztatcie czworoboku z 9 weztami, ktore wy-
korzystuja funkcje bi-kwadratowe i w wielu przypadkach dajg wieksza doktadnosé
rozwiazan, szczegoOlnie dla rzadkich siatek elementow. W niniejszej rozprawie opraco-
wane zostang elementy powtokowe nalezace do klasy izoparametrycznych elementow
9-weztowych.

Zakleszczanie w elementach powlokowych. Podstawowy 9-weztowy izopara-
metryczny element powlokowy wykazuje zakleszczanie rozwiazania (ang. locking)
przy zginaniu, co powoduje, ze przemieszczenia i rotacje konstrukeji sg zbyt mate,
tak jak gdyby sztywnos¢ elementu zostata znacznie zwickszona. To negatywne zjawi-
sko jest spowodowane aproksymacjami odksztatcen poprzecznych oraz btonowych,
patrz np. [Bathe, Brezzi, Fortin, 1989] i [Bathe, Dvorkin, 1985].

Analogiczny problem wystepuje dla belek 3-wezlowych, patrz np.
[Stolarski, Belytschko, 1982], dlatego mozna analizowa¢ pomocniczy problem
zginania 3-weztowej ptaskiej belki.

(i) W przypadku odksztatcen $cinajacych poprzecznych analizuje sie prosty (nie-
zakrzywiony) element belkowy, patrz np. [Huang, Hinton, 1984, i z warunku, ze
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aproksymowane odksztalcenie powinno by¢ rowne odksztalceniu analitycznemu dla
liniowego rozkladu momentu zginajacego, otrzymuje sie £ = +1/ V3. Sa to tzw.
punkty Barlowa.

(ii) W przypadku odksztalcenn btonowych rozwazany jest zakrzywiony element
belkowy, patrz np. [Park, 1980], i z warunku, ze odksztalcenia powinny sie zerowaé
przy czystym zginaniu, otrzymuje sie te same punkty co dla odksztatcen $cinajacych
poprzecznych. Jednak wynik ten jest przyblizony i wazny tylko dla elementéw o
malej krzywiznie.

Wyznaczone w powyzszy sposoéb punkty Barlowa sg uzywane takze w elemen-
tach powtokowych 9-weztowych; istnieje kilka sposob6w ich wykorzystania i sg one
dyskutowane w niniejszej rozprawie.

Nastepny problem zwiazany z 9-weztowymi izoparametrycznymi elementami po-
wlokowymi to zbyt sztywne zachowanie sie tych elementow przy zginaniu w ptasz-
czyznie, co spowodowane jest aproksymacjami odksztatcenia $cinajacego e15. Pod-
stawowg obserwacje stanowi to, ze wartosci €15 w punktach Gaussa dla sche-
matu catkowania 3 X 3 punkty sa mniej doktadne niz w czterech punktach
(&,n) = (£1/v/3,£1/4/3). Obserwacja ta stanowi podstawe do rozwijania metod
zapobiegajacych nadmiernej sztywnosci; kilka z nich jest wymienionych ponizej, a
niektore sa opisane szczegdtowo w dalszej czedci rozprawy.

Metody zapobiegajace zakleszczaniu. W celu unikniecia zakleszczania zapro-
ponowanych zostato w literaturze kilka metod, ktére mozna scharakteryzowa¢ na-

stepujaco:

1. Jednolite zredukowane catkowanie (ang. Uniform Reduced Integration
(URI)) potaczone ze stabilizacja. Metoda ta zostala zaproponowana w
[Zienkiewicz, Taylor, Too, 1971], ale daje ona osobliwa macierz sztywnosci
i wymaga stabilizacji. Metody stabilizacji macierzy sztywnosci byty przed-
miotem wielu prac, np. [Belytschko, Ong, Liu, 1985], [Park, Stanley, 1980],
[Belytschko, Wong, Stolarski, 1989].  Warto zauwazy¢, ze stosowane w tym
wypadku catkowanie (2 x 2 punkty Gaussa) czlonu energii odksztalcenia
dla €12 nie powoduje powstawania zerowych wartosci wtasnych, patrz
[Belytschko, Liu, Ong, 1987].

2. Selektywne zredukowane catkowanie (ang. Selective Reduced Integration
(SRI)), zostalo zaproponowane w [Hughes, Cohen, Haroun, 1978]. Standar-
dowe uzycie tej metody, tzn. jednolicie zredukowane catkowanie (URI) czto-
néw membranowych i pelne catkowanie cztonéw zgieciowych, nie jest efek-
tywne. Ponadto, pojawia sie wtedy dodatkowa zerowa wartos¢ wtasna, patrz
[Huang, 1988].

W  literaturze wskazywano takze na inng wade tej metody, a mia-
nowicie staba zbieznos$¢ przy zageszczaniu siatki. Elementy typu SRI
w niektérych testach zbiegaly stabo, np. dla $ciskanej poétsfery (patrz
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[Belytschko, Wong, Stolarski, 1989] str.405) i dla Sciskanego cylindra (patrz
[Jang, Pinsky, 1987] str.2407).

Metoda selektywnego zredukowanego catkowania opracowana w niniejszej roz-
prawie wykorzystuje punkty Gaussa pokrywajace sie z punktami w ktérych
odksztatcenia sg doktadne i nie ma wad wskazywanych w powyzszych pra-
cach.

Inne ograniczenie metody SRI stanowi fakt, ze energia odksztalcenia powtoki
moze zostaé¢ rozprzezona na cze$¢ membranows i zgieciowa tylko wtedy gdy
wlasnodci materiatowe sag state po grubosci lub symetryczne wzgledem po-
wierzchni $rodkowej. To wyklucza uzycie elementéw typu SRI np. do plastycz-
nosci, bo wtedy materiat nie ma powyzszej symetrii, a poza tym najczesciej
uzywa sie¢ wielu punktow catkowania po grubosci powtloki.

3. Metoda zalozonych odksztalcen (ang. Assumed Strain (AS)) w polaczeniu z
koncepcja dwustopniowej aproksymacji. Podstawa tej koncepcji jest probko-
wanie (ang. sampling) sktadowych odksztatcenia w wybranych punktach, a
nastepnie ekstrapolacja tych wartosci na calty element.

Metoda AS byta rozwijana dla plyt i powlok w wielu publikacjach, ta-
kich jak np.. [MacNeal, 1978], [Hughes, Tezduyar, 1981],[MacNeal, 1982],
[Dvorkin, Bathe, 1984], [Huang, Hinton, 1984], [Bathe, Dvorkin, 1985],
[Bathe, Dvorkin, 1986], [Huang, Hinton, 1986], [Park, Stanley, 1986],
[Jang, Pinsky, 1987], [Bucalem, Bathe, 1993] 1 wielu innych. Zostala takze
opisana w dwoch ksiazkach, [Huang, 1988] and [Chapelle, Bathe, 2003]. Rézne
wersje tej metody zostaly opracowane dla:

(a) odksztalcen $cinajacych poprzecznych w 2-weztowych belkach i 4-
weztowych elementach ptytowych i powlokowych,

(b) odksztalcenn membranowych i $cinajacych poprzecznych w 3-weztowych
belkach i 9-weztowych elementach ptytowych i powtokowych.

W literaturze spotyka sie rézne warianty tej metody rézniace sie sktadowymi
odksztatcenia ktoére sg probkowane, lokalizacja punktow probkowania, oraz
funkcjami aproksymujacymi odksztatcenia.

W niniejszej rozprawie metoda AS zostala opracowana dla 9-weztowego ele-
mentu powtokowego z rotacja normalna, tzn. z 6-cioma stopniami swobody w
wezle.
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1.2 Cel rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest opracowanie zagadnien teoretycznych i numerycznych
zwigzanych z 9-weztowymi nieliniowymi powtokowymi elementami skonczonymi, ba-
zujacymi na kinematyce Reissnera oraz na tensorze odksztatcenia Greena. Klasyczne
prace poswiecone elementom 9-weztowym zostaly rozszerzone w nastepujacy sposob:

1. Klasyczne sformutowania elementéw 9-weztowych ograniczone sa do dwu-
parametrowych reprezentacji rotacji, ktore muszg by¢ zdefiniowane w bazie
lokalnej, a nastepnie przetransformowane do uktadu odniesienia.

W rozprawie zdefiniowana zostalta rozszerzona przestrzen konfiguracyjna, co
umozliwia wtaczenie do sformutowania obrotu wokot wektora normalnego do
powierzchni powloki (ang. drilling rotation). W efekcie uzyskuje sie 3 rotacyjne
parametry w kazdym wezle elementu skonczonego, a wektor rotacji moze by¢
zdefiniowany bezposrednio w uktadzie odniesienia.

Umozliwia to stosowanie opracowanych elementéw do modelowania powtok z
niegtadka powierzchnia $rodkowa, np. z narozami, i naturalne taczenie ich z
trojwymiarowymi elementami belkowymi posiadajacym 6 stopni swobody w
wezle.

Sformutowanie opracowane w rozprawie uwzglednia duze (nieograniczone) ro-
tacje powtoki.

2. Standardowe 9-weztowe elementy powlokowe, wyprowadzone dla bi-
kwadratowych wielomianéow Lagrange’a, charakteryzuja si¢ bardzo mata do-
ktadnoscia, co spowodowane jest przez tzw. zakleszczanie, wystepujace dla
powtok cienkich i zakrzywionych. Dlatego w rozprawie opracowano metody
eliminujace zakleszczanie od Scinania poprzecznego i zakleszczanie membrano-
we, takie jak:

(a) metode dwustopniowej aproksymacji odksztalcen (ang. Assumed Stra-

in (AS)). Warto zauwazy¢, ze w klasycznym sformulowaniu, np.
[Huang, 1988], metoda ta byta stosowana do liniowych powtok, podczas
gdy w rozprawie zostata opracowana dla nieliniowych powtok, bazujacych
na tensorze odksztalcenia Greena i z uwzglednieniem duzych (nieograni-
czonych) rotacji.
Zaproponowano szereg modyfikacji tej metody, zmierzajacych do popra-
wienia jej doktadnodci i efektywnosci, m.in. zastosowano ja nie tylko do
pola odksztatcen lecz takze do pola gradientu deformacji. W tym drugim
przypadku modyfikowane jest rowniez réwnanie wiezOw na rotacje.

(b) metode selektywnego zredukowanego catkowania (ang. Selective Reduced
Integration (SRI)), ktéra zostata zastosowana nie tylko do sktadnikow
energii odksztatcenia odpowiedzialnych za zakleszczanie, lecz takze do
innych cztonéw wywotujacych przesztywnienie elementu.



1.3. ZAWARTOSC ROZPRAWY 8

Opracowane sformutowanie tej metody nie ma wad opisywanych w lite-
raturze i charakteryzuje sie bardzo dobra efektywnoscig.

3. Wtasnosci opracowanych elementéw powtokowych zostaly okreslone na pod-
stawie szeregu rygorystycznych testéw numerycznych, zaréwno liniowych jak
i nieliniowych, i poréwnane z wynikami podanymi w literaturze oraz rezulta-
tami otrzymanymi za pomoca elementéw z profesjonalnych programéw MES,
takich jak ADINA i ABAQUS. Niektore z tych testow sa bardzo zaawanso-
wane i nie mozna ich przeprowadzi¢ za pomoca elementéw z profesjonalnych
programéw MES.

Rozprawa nalezy do dziedziny metod komputerowych w mechanice, do kierunku ba-
dan zwiazanego z rozwojem metod aproksymacyjnych, ktorego celem jest rozwijanie
elementow skonczonych o duzej doktadnosci i efektywnosci, wolnych od zakleszcza-
nia i niewrazliwych na dystorsje ksztattu.

1.3 Zawartos¢ rozprawy

Rozprawa sktada sie z 7 rozdziatow, uwzgledniajac Wstep i Podsumowanie, oraz
jednego Dodatku.

Rozdzial 2 przedstawia podstawowe réwnania powtlok.

Podrozdziat 2.1 omawia podstawowe roéwnania trojwymiarowego kontinuum w
zmodyfikowanej wersji uwzgledniajacej rotacje. Podstawa sformulowania jest roz-
szerzona przestrzen konfiguracyjna, zawierajaca funkcje deformacji i rotacje, ograni-
czone za pomoca réwnania wiezé6w na rotacje. To ostatnie réwnanie jest réwnowazne
polarnemu rozktadowi gradientu deformacji, jednak ma postaé¢ bardziej dogodng w
zastosowaniach numerycznych. Przytoczono niektére argumenty dotyczace réwno-
waznosci obu form réwnania wiezow, a nastepnie, podano réwnania réwnowagi i
warunki brzegowe w postaci dla 2-go tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa.

Poniewaz w metodzie elementéw skonczonych (MES) wykorzystuje sie réwna-
nia wariacyjne lub odpowiadajace im funkcjonaty, zdefiniowano funkcjonaty energii
odksztalcenia, obcigzen zewnetrznych, a takze funkcjonat dla réwnania wiezéw na
rotacje. Ten ostatni funkcjonat zregularyzowano ze wzgledu na mnoznik Lagran-
ge’a, otrzymujac funkcjonal dwupolowy, ktéry jest nastepnie wykorzystywany do
wyprowadzenia réwnan dla powtok.

W podrozdziale 2.2 zdefiniowano kinematyke powtloki. Podrozdzial rozpoczy-
na sie od zdefiniowania baz lokalnych (naturalnej i ortonormalnej) na powierzchni
srodkowej powtloki dla konfiguracji odniesienia, oraz hipotezy Reissnera. Poniewaz
sformutowanie zawiera takze rotacje, okreslono sposob aproksymowania rotacji po
grubosci powtoki i podano wzér na tensor rotacji dla parametryzacji za pomoca
kanonicznego pseudo-wektora obrotu. Okreslono sktadowe gradientu przemieszcze-
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nia w ortonormalnej bazie w $rodku elementu, a nastepnie sktadowe kowariantne
tensora odksztatcenia Greena.

Podrozdzial 2.3 poswigcony jest rownaniom konstytutywnym dla powtoki. Zdefi-
niowano funkcje energii odksztatcenia dla tréjwymiarowego materiatu izotropowego
typu Saint Venanta-Kirchhoffa (SVK) i podano jej posta¢ dla liniowego rozktadu
tensora odksztalcenia po grubosci powloki, wynikajacego z hipotezy Reissnera. Na-
stepnie zdefiniowano tensory sit i momentéw przekrojowych dla powtoki i podano
rownania konstytutywne dla powtoki z materialu SVK.

Poniewaz dla hipotezy Reissnera otrzymuje sie odksztalcenie w kierunku nor-
malnym do powierzchni $rodkowej powtoki rowne zeru, co jest rezultatem fizycz-
nie nieprawdziwym, odksztalcenie to jest dla zagadnien sprezystych wyliczane z
warunku, ze naprezenie normalne w powtoce jest réwne zeru. Nastepnie podano
wyprowadzenie wspétezynnika korekcyjnego k = 5/6 dla $cinania poprzecznego,
uwzgledniajacego parabolicznos¢ naprezen Scinajacych w kierunku normalnym do
powtoki.

Rozdzial 3 przedstawia podstawowe zagadnienia zwigzane z zastosowaniem me-
tody elementéw skonczonych (MES) do powlok. Opisy maja charakter ogdlny i de-
finiujg szerszy kontekst rozprawy; sa takze niezbedne do zrozumienia niektérych
analiz numerycznych opisanych w Rozdz.6.

W podrozdziale 3.1 oméwiono modyfikacje dwupolowego funkcjonatu dla tréj-
wymiarowego kontinuum, przeprowadzone w celu uzyskania odpowiadajacego funk-
cjonatu dla powtok. Omoéwiono redukeje rownania wiezéw na rotacje do jednego ska-
larnego rownania, zawierajacego sktadows wektora rotacji normalnej do powierzchni
srodkowej powtoki.

Podrozdziat 3.2 omawia wyprowadzenie réwnan rownowagi w postaci catkowej,
charakterystycznej dla MES. Omoéwiono postaci poszczegdlnych cztonéw funkcjonatu
powtokowego Fhy, uzywane w MES, wyprowadzono réwnania réwnowagi w postaci
catkowej, oraz zdefiniowano operator styczny, wykorzystywany w metodzie Newtona
i metodzie dlugosci tuku. Podane wyprowadzenia byty niezbedne w implementacji
9-weztowych elementéw opracowanych w rozprawie.

W podrozdziale 3.3 opisano mozliwosci zastosowania obliczen symbolicznych do
wyprowadzenia operatora stycznego i wektora residuum dla elementu powltokowego.
Podano szereg ogdlnych informacji dotyczacych obliczen symbolicznych, przytoczono
przyktad rézniczkowania za pomoca metody "w przoéd” i "wstecz”.

Podrozdzial 3.4 opisuje zastosowane metody rozwigzywania uktadéw réwnan nie-
liniowych: metode Newtona i metode dtugosci tuku (kontynuacji). Rozdzial ten ma
charakter uzupehiajacy, poniewaz w rozprawie wykorzystano wersje tych metod
zaimplementowane w programie metody elementow skonczonych FEAP.
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Rozdzial 4 omawia cechy podstawowego izoparametrycznego 9-weztowego ele-
mentu powlokowego z punktu widzenia MES.

W podrozdziale 4.1 podano postaci funkcji ksztattu, oméwiono numeracje weztow
i zdefiniowano wektor stopni swobody (niewiadomych) dla elementu.

W podrozdziale 4.2 omoéwiono catkowanie funkcjonatu Fy dla powtoki, w roz-
biciu na catkowanie analityczne po grubosci powloki i catkowanie numeryczne po
powierzchni srodkowej. Podano szczegdty catkowania analitycznego energii odksztal-
cenia powtoki, prowadzacego do rozprzezonej postaci energii powtoki, z oddzielnymi
cztonami dla odksztatcen powtokowych e i1 k.

Podrozdziat 4.3 opisuje dobdér wartosci parametru regularyzacyjnego -+, zwia-
zanego z cztonem funkcjonatu dla rownania wiezé6w na rotacje normalng. Opisano
sposob przeprowadzenia weryfikacji zakresu dopuszczalnych wartosci parametru i
podano wyselekcjonowang wartos¢ parametru. Trzy przyktadowe rysunki uwidacz-
niaja wpltyw parametru na warto$¢ przemieszczen dla wybranych przyktadéw testo-
wych, liniowych i nieliniowych.

Podrozdzial 4.4 charakteryzuje konsekwencje poczatkowych znieksztalcen ele-
mentu, rozumianych w sensie odstepstwa poczatkowego ksztaltu elementu od ksztal-
tu kwadratowego, z regularnie rozmieszczonymi weztami.

Pokazano, ze znieksztatcenia tego typu moga prowadzi¢ do zmiany orientacji bazy
lokalnej, tzn. zmiany zwrotu wektorow stycznych i najezenia wektora normalnego.
W szczegdlnosci wart uwagi jest prosty jednowymiarowy przyktad, ktory pokazuje,
ze duza zmiana potozenia wezta srodkowego prowadzi do zmiany zwrotu wektora
bazy naturalnej. Przyktad ten jest oryginalnym rezultatem rozprawy.

W' podrozdziale 4.5 oméwiono zagadnienie wlasne dla dwuwymiarowego 9-
weztowego elementu. Podano wartosci wlasne i wykresy wektoréw wtasnych dla kwa-
dratowego elementu z regularnie rozmieszczonymi weztami. Zidentyfikowano ruch
sztywny elementu, zwigzany z wektorami wtasnymi dla zerowych wartosci wtasnych.

Rozdzial 5 omawia metody eliminujace zakleszczanie 9-weztowego elementu po-
wlokowego, szczegdlnie wazne dla powlok cienkich i zakrzywionych. Jest to zasad-
niczy rozdzial pracy.

W podrozdziale 5.1 podano og6lna charakterystyke zakleszczania elementéw po-
wlokowych, wyrdzniajac zakleszczanie membranowe i zakleszczanie od Scinania po-
przecznego. Poniewaz zjawisko zakleszczania wystepuje takze dla elementéow belko-
wych typu Timoszenki, wiec te, jako mniej skomplikowane, wykorzystano w rozwa-
zaniach analitycznych.

Dla obu typow zakleszczania 3-weztowego elementu belkowego, wyznaczono, z
odpowiedniego réwnania kwadratowego, potozenie punktéw, w ktorych wartosci
aproksymowanego odksztalcenia $cinajacego lub membranowego sa réwne warto-
Sciom analitycznym. Sa to dwa punkty &4 p = £1/ V3. Rozwazania dla elemen-
tow belkowych zakonczono omoéwieniem dwédch sposobow unikania zakleszezania:
2-punktowego (zredukowanego) catkowania oraz dwustopniowej aproksymacji od-
ksztalcen. Scharakteryzowano konsekwencje wynikajace z analiz 3-weztowego ele-
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mentu belkowego dla 9-weztowego elementu powtokowego.

W podrozdziale 5.2 oméwiono metode dwustopniowej aproksymacji odksztal-
cen dla elementéw powltokowych. Najpierw scharakteryzowano metode ANS dla ele-
mentow 4-weztowych dla odksztatcen $cinajacych poprzecznych, a nastepnie dla 9-
weztowego elementu powtokowego. Dokonano przegladu wariantéw dwustopniowych
aproksymacji odksztatcen dla elementéw powtokowych 9-weztowych opisanych w li-
teraturze.

Nastepnie scharakteryzowano element 9-AS, ktory zostat opracowany w rozpra-
wie. Opisano szereg modyfikacji metody dwustopniowej aproksymacji odksztatcen
(AS), ktore stanowia oryginalne elementy rozprawy, takie jak: (i) taczne traktowanie
probkowania i catkowania numerycznego, co pozwala zastapi¢ 6 punktéow prébko-
wania przez 2 linie probkowania, (ii) zastosowanie dwustopniowej aproksymacji do
sktadowych w ortonormalnej bazie w srodku elementu, co odréznia opracowane ele-
menty od elementéw z rodziny MITC.

W podrozdziale 5.3 opisano zastosowanie metody dwustopniowej aproksymacji
do pola gradientu przemieszczenia, ktére zostato zaimplementowane w elemencie
9-ADG. W tym ostatnim przypadku, na skutek uzycia metody, modyfikowane jest
rowniez réwnanie wiezéw na rotacje normalna. Zdefiniowano zastosowane schematy
aproksymacji dla poszczegdlnych sktadowych czesci statej i liniowej gradientu prze-
mieszczenia. Opracowanie i przetestowanie tej wersji metody stanowi oryginalny
elementy rozprawy.

W podrozdziale 5.4 scharakteryzowano metode selektywnego zredukowanego cat-
kowania i opisano element powtokowy 9-SRI. Zaproponowano, by metode SRI zasto-
sowa¢ do cztonow energii nie wywotujacych zakleszczania lecz nadmierng sztywnosé
i wyselekcjonowano schematy catkowania dla poszczegdlnych cztonéw energii powto-
ki. Schematy catkowania dobrano tak, by zachowana byta odpowiednia ilo$¢ nieze-
rowych wartosci wlasnych elementu i nie byta potrzebna dodatkowa stabilizacja.
Opracowanie tej kwestii stanowi oryginalny element rozprawy.

Rozdzial 6 zawiera testy numeryczne weryfikujace wtasnosci opracowanych w roz-
prawie elementéw 9-weztowych. Podrozdzialy 6.1-6.15 zawieraja szczegdlowe opisy
testow i otrzymanych rezultatéw, oraz poréwnania z wynikami referencyjnymi.

Podsumowanie testow umieszczono w Rozdz. 6.16, ktéry zawiera: (1) og6lna cha-
rakterystyke przeprowadzonych testow, (2) syntetyczna ocene elementéw wlasnych
przeprowadzona na podstawie testow liniowych, oraz (3) uwagi ogélne dotyczace
doktadnosci i przydatnosci poszczegdlnych elementow wiasnych.

Rozdzial 7 zawiera podsumowanie oryginalnych rezultatéow rozprawy.

Dodatek A zawiera krotkie oméwienie parametryzacji tensora rotacji za pomoca
kanonicznego pseudo-wektora obrotu.



Rozdziat 2

Podstawowe réwnania powlok

2.1 Tréjwymiarowe kontinuum z rotacjami

2.1.1 Rozszerzona przestrzen konfiguracyjna

Klasyczna przestrzen konfiguracyjna definiowana jest nastepujaco: C = {x: B —
R3}, gdzie x jest funkcja deformacji zdefiniowang na konfiguracji odniesienia ciata
B. W niniejszej pracy rozwazana jest rozszerzona przestrzen konfiguracyjna, zdefi-
niowana za pomocg funkcji deformacji x oraz rotacji Q € SO(3). Rotacje moga
by¢ traktowane na dwa sposoby: (1) pozostawaé nieograniczone, jak np. w kontinu-
um Cosserat, lub (2) by¢ ograniczone przez rozktad polarny gradientu deformacji
F, lub przez rownanie wiezé6w na rotacje

skew(Q'F) = 0, (2.1)

gdzie F = Vx. Wrykorzystujac réwnanie (2.1) mozna zdefiniowaé rozszerzona
przestrzen konfiguracji w nastepujacy sposob:

Cart ={(x, Q) : B— R*xS0(3) | xeC} (2.2)

Nalezy zwroci¢é uwage, ze funkcja deformacji x nalezy do klasycznej przestrzeni
konfiguracyjnej C, tzn. jest identyczna jak dla klasycznego nie-polarnego kontinu-
um Cauchy’ego. W niniejszej pracy uzywana jest rozszerzona przestrzen konfiguracji
zdefiniowana w réwnaniu (2.2).

2.1.2 Roéwnanie wiezé6w na rotacje

Aby wprowadzi¢ rotacje do sformutowania 3-wymiarowego problemu, wykorzysty-
wane jest réwnanie wiezéw na rotacje (2.1), ktére mozna wyprowadzi¢ z rozkla-
du polarnego gradientu deformacji. Z twierdzenia o rozktadzie biegunowym (po-
larnym) dowolnego tensora nieosobliwego drugiego rzedu (patrz [Ogden, 1984],
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[Ostrowska-Maciejewska, 1994]) wynika, ze gradient deformacji F mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ w postaci

F = RU, (2.3)

gdzie U = (F'F)/? to prawy tensor rozciagniecia, a R = FU™' € SO(3)
jest tensorem rotacji. Podstawowe znaczenie maja wtasnosci tych tensoréw. Prawy
tensor rozciggniecia U jest symetryczny i dodatnio okreslony, natomiast R jest
tensorem ortogonalnym. Wykorzystujac ortogonalnoéé tensora R, tzn. RTR =
RR” =1, réwnanie (2.3) mozna zapisa¢ w postaci

R’F =U. (2.4)

Rozktadajac lewa strone tego rownania na czes¢ symetryczna i skosnie-symetryczng
otrzymuje sie,

sym(R”'F) + skew(R”'F) = U. (2.5)
Biorac pod uwage symetrie tensora U, z réwnania (2.5) wynika, ze
skew(R”F) = 0. (2.6)
Kwestie rownowaznosci rozktadu polarnego F i réwnania wiezow na rotacje poru-
szono np. w pracy [Wisniewski, Turska, 2002].

Jesli wprowadza sie rotacje jako zmienne niezalezne, wtedy nalezy, zamiast R =
FU !, uzyé¢ nowy tensor Q € SO(3). Prowadzi to do réwnania wiezéw na rotacje
skew(Q”F) = 0, ktére dotacza sie do réwnan réwnowagi.

Opis wykorzystania rownania wiezow na rotacje w celu wzbogacenia kine-
matyki powloki mozna znalezé np. w pracach [Wisniewski, Turska, 2000] oraz
[Wisniewski, Turska, 2001].

2.1.3 Roéwnania réwnowagi i warunki brzegowe

Lokalne rownania réwnowagi oraz warunki brzegowe dla trojwymiarowego kontinu-
um maja nastepujaca postac:

1. Zasada zachowania pedu:
DivP + prb = 0, (2.7)

gdzie P to naprezenie nominalne (jego transpozycja to 1-szy tensor Pioli
Kirchhoffa), pgr jest gestoscia masy w konfiguracji odniesienia, a b to sity
masowe dziatajace na ciato.

2. Zasada zachowania momentu pedu:
FxP=0 lub skew(PF?)=0, (2.8)

dla detF > 0. Pierwsze jest rownaniem wektorowym, a drugie tensorowym.
Ich réwnowazno$¢ wynika z relacji 3(F x P) x I = {(FP" — PF”).
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3. Warunki brzegowe:
X=X na 0B, (2.9)

Pn=p na 0B,, (2.10)

gdzie 0B, oraz 0B, oznaczaja rozlaczne czesci obszaru granicznego, na
ktorych zostaly odpowiednio okreslone warunki brzegowe kinematyczne i sta-
tyczne. Wektor normalny do powierzchni zostat oznaczony jako n, natomiast
p to obciazenie zewnetrzne dziatajace na powierzchnie.

Roéwnania réwnowagi mozna zapisa¢ w zaleznosci od 2-go tensora naprezenia Pioli-
Kirchhoffa S, ktéry jest zwiazany z naprezeniem nominalnym nastepujaca zalez-
noscig

P =FS. (2.11)

Tensor naprezenia S jest symetryczny i sprzezony z miarg odksztatcenia Greena
E, co zostanie wykorzystane przy konstrukcji funkcjonatu energii odksztalcenia.

Wykorzystujac réwnanie (2.11)) oraz réwnanie wiezéw na rotacje (3.1), rbwnania
rownowagi wraz z warunkami brzegowymi tworza nastepujacy uktad réwnan

Div(FS) + prb = 0,
skew(FSF”) = 0,
skew(Q'F) = 0, (2.12)

X=X na 0B,

FSn=p na 0B,.

2.1.4 Funkcjonatl energii potencjalnej zawierajacy rotacje

W metodzie elementéw skonczonych (MES) wykorzystuje sie réownania wa-
riacyjne, lub odpowiadajace im funkcjonaly, patrz np. [Bonet, Wood, 1997],
[Simo, Hughes, 1989, [Zienkiewicz, Taylor, 2005]. W tym celu przeksztatca sie réw-
nania (2.12)) do postaci wariacyjnej, a nastepnie dedukuje sie posta¢ funkcjonatu, dla
ktorego réwnania wariacyjne stanowia réwnania Eulera-Lagrange’a. W ten sposob
otrzymano podany ponizej tréj-polowy funkcjonat zawierajacy rotacje.

Dla zagadnien sprezystosci funkcjonat ma forme catkowa na konfiguracji od-
niesienia (poczatkowej) badz konfiguracji aktualnej. Sformutowanie zagadnienia dla
konfiguracji odniesienia ma tg zalete, ze obszar catkowania nie zmienia sie podczas
procesu deformacji.

Funkcjonal energii odksztatcenia przyjeto w postaci zaleznej od prawego tensora
deformacji Cauchy-Greena, C = F’F,

W:éW@WMM (2.13)
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co zapewnia mu materialng obiektywnos$¢. W niniejszej pracy stosowana jest energia
odksztatcenia dla materiatu liniowego izotropowego sprezystego typu Saint Venanta-
Kirchhoffa, patrz Rozdz.2.3.1.

Sily masowe oraz statyczne warunki brzegowe okreslone réwnaniem (2.10) sa
uwzglednione w potencjale obcigzenia zewnetrznego

F, = —/ pr-de—/ b xdA. (2.14)
B OBs

Réwnanie wiezéw na rotacje (2.1) jest uwzglednione za pomoca mnoznika La-
grange’a T,, nastepujaco

Fro = / T, - skew(QTF)dV, (2.15)
B

gdzie T, jest tensorem skosnie-symetrycznym.

W efekcie, z rownan (2.12), otrzymuje si¢ tréj-polowy funkcjonal
(6, Q, T,) = / WETF) + T, - skew(QF)| dV + Foor.  (2.16)
B

Regularyzujac powyzszy funkcjonal wzgledem T, uzyskujemy funkcjonal dwu-
polowy

B @ = [ [WETF) + 1T, Ta| 4V + Fua (2.17)

gdzie v € (0,00) jest parametrem regularyzacyjnym. Podobne wyprowadzenie
podano np. w pracach [Hughes, Brezzi, 1989] i [Simo, Fox, Hughes, 1992].

2.2 Kinematyka i odksztalcenia powloki

2.2.1 Baza odniesienia i bazy lokalne

Globalng kartezjanska baze odniesienia oznaczono jako {iz}, k=1,2,3.

Wektor potozenia powierzchni srodkowej powtoki jest parametryzowany przez
wspéhrzedne naturalne &,n € [—1,+1], tzn. y,(£,n). Dla konfiguracji poczatko-
wej, uzywane sa dwie bazy lokalne zdefiniowane na powierzchni $rodkowej powtoki:

1. Lokalna baza naturalna {g,} zdefiniowana jest nastepujaco,

g1 = Yoe 82 = Yo 83 = 81 X 82, (2.18)

patrz Rys/2.1a. W ogélnym przypadku, wektory g, i g, niesa do siebie pro-
stopadte i nie sg jednostkowe. Tworza one ptaszczyzne styczng do powierzchni
srodkowej, a wektor g; jest wektorem normalnym do tej ptaszczyzny.

Naturalna baza lokalna jest konstruowana w punktach catkowania Gaussa oraz
w §rodku elementu, wyznaczonym przez (£,7,¢) = (0,0,0).
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Rysunek 2.1: a) Baza naturalna {g,}. b) Konstrukcja bazy ortonormalnej {ts}.

2. Lokalna baza ortonormalna {t;} zdefiniowana jest nastepujaco

1. - 1 )
t1=—=(ti —t2), to=—2(ti+t),  t3 =g (2.19)

V2 V2

gdzie wektory pomocnicze sg zdefiniowane nastepujaco

;8T8

=22ty =ty X by, (2.20)
181 + &l

Znormalizowane wektory bazy naturalnej oznaczono jako g, = g./|lgll-

Wzajemne potozenie wektoréw stycznych baz lokalnych (naturalnej i ortonor-
malnej) zostalo pokazano na Rys!2. 1b. Wektory g, 1 t; oraz g, i to
sg rownoodlegte, a kat miedzy nimi oznaczono jako a.

Lokalna baza ortonormalna tej postaci byta uzywana np. w pracach
[Hughes, 1987] i [Huang, 1988].

2.2.2 Hipoteza Reissnera

Za pomocg hipotezy Reissnera sformutowanie 3-wymiarowe jest redukowane do
dwb6ch wymiarow, i wtedy wszystkie wielkosci kinematyczne zdefiniowane sg na po-
wierzchni srodkowej powtloki.

Konfiguracja poczatkowa (odniesienia) powloki parametryzowana jest poprzez
£ ={*2C/h}, a=1,2 gdzie £* € [-1,+1] to wspéhzedne naturalne para-
metryzujace powierzchnie srodkowa, natomiast ¢ € [—h/2,4+h/2] to wspéhrzedna
uzywana w kierunku normalnym do tej powierzchni, gdzie h oznacza grubosé
powtoki.

Potozenie dowolnego punktu powloki w konfiguracji odniesienia (nieodksztatco-
nej) jest wyrazone nastepujaco

y(€%¢) = ¥o(€") + Cts(£7), (2.21)
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Rysunek 2.2: Ortonormalne bazy lokalne w konfiguracji poczatkowej i aktualne;j.

gdzie y, to polozenie powierzchni odniesienia, a t3 jest wektorem normalnym
do tej powierzchni. Dla konfiguracji aktualnej, wektor potozenia definiowany jest za
pomoca hipotezy Reissnera,

X(£%,¢) = Xo(£7) + ¢ Qo(&") ts(£7), (2.22)

gdzie x to potozenie powierzchni srodkowej po deformacji, a Q, € SO(3) to
tensor rotacji, staly po grubosci powtoki.

Fizycznie oznacza to, ze prosta linia prostopadta do powierzchni srodkowej, po
deformacji zostaje rowniez prosta, ale juz nie prostopadta do tej powierzchni, tylko
obrécona zgodnie z Qy(£%).

Hipoteza tej postaci prowadzi do réwnan uwzgledniajacych odksztatcenia $ci-
najace poprzeczne, natomiast nie uwzglednia odksztatcen w kierunku normalnym.
Odksztalcenia w kierunku normalnym uwzglednia sie w zagadnieniach dla materiatu
sprezystego poprzez zatozenie ptaskiego stanu naprezenia, patrz rozdziat 2.3.3]

2.2.3 Aproksymacja rotacji

Dwupolowy funkcjonat Fy(x, Q) wyrazony réwn.(3.3) zawiera tensor rotacji Q,
i dlatego nalezy okresli¢ rzad jego aproksymacji po grubosci powtoki.

W niniejszej pracy przyjeto zalozenie, ze rotacja jest stata po ¢, tzn. Q(£%,() ~
Q,(&%), gdzie Qy(£¥) jest rotacja na powierzchni odniesienia. Aproksymacja ro-
tacji w funkcjonale Fy(x, Q) jest taka sama jak w hipotezie Reissnera okreslonej
réwnaniem (2.22).
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Oznaczymy przez ¢ kanoniczny pseudo-wektor rotacji. Tensor rotacji Q,
jest parametryzowany za pomoca ¢ w nastepujacy sposob,

sinw ~ 1 —cosw ~

Q) =T+ 2+ =g v=lol =y 6>0 (22

gdzie ¢ = pxIe TS O(3), tzn. tensor skosnie-symetryczny sprzezony z wektorem
rotacji nalezy do przestrzeni stycznej do SO(3) w Q, = I. Wyprowadzenie
postaci tensora rotacji dla wektora kanonicznego umieszczono w Dodatku [Al

2.2.4 Gradient przemieszczenia i gradient deformacji

W rozdziale tym przyjeto, ze wszystkie wielkosci pisane pogrubionym drukiem, ozna-
czaja tablice sktadowych wektoréw lub tensoréw w bazie odniesienia {ig}.

Przemieszczenie dowolnego punktu powloki jest réznica wektorow potozenia
okreslonych wzorami (2.22)) i (2.21), wigec mozna zapisaé

u(¢) = x(¢) —y(¢) = ug + ((as — t3), (2.24)

gdzie wektory sktadowych sg zdefiniowane nastepujaco

Uy T1 hn
u=1+< Uy ¢, X=4¢ Ty ¢, V=< vy ;. (2.25)
Us T3 Ys

Gradient przemieszczenia moze zosta¢ wyrazony w nastepujacy sposob,
ou Ou (0Jy -
Vu= —=—-| == , 2.26
dy 09 <3£> (2:20)

gdzie &= {1,626}, 1 & =2(/h e [-1,+1]. Poza tym, gradient przemieszcze-
nia wzgledem wspoirzednych naturalnych,

oul  oul  dul

ou o, o o
aﬁ = [u’gl |u7£2 |u7£3] = g% g% g% s (227)

o oud Qud
9T 9T 9E’

i Jakobian przeksztatcenia miedzy wspotrzednymi globalnymi a naturalnymi,

oyt oyl oyl

_ Oy b2 0 o3
J:afé:[g1|g2|g3]: a% 3%2 6%3 : (2.28)

oy 9yt oy?
T 9T DE3
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Gradient przemieszczenia w lokalnej bazie ortonormalnej {t} uzyskuje sie z
gradientu przemieszczenia w bazie odniesienia {iy} za pomoca transformacji

(Vu)r, = R} Vu Ry, (2.29)

gdzie macierz rotacji Ry = [t |t |t3]. Mozna takze zdefiniowaé gradient prze-
mieszczenia w bazie lokalnej w srodku elementu,

(Vu)z. = RZ, Vu Ry, (2.30)

gdzie Rg. = Ry, = [t |t5|t5] to macierz rotacji w $rodku elementu. W oblicze-
niach jest uzywany (Vu)r., co sprawia, ze elementy spetniaja tzw. 'patch testy’ z
Rozdz.6.2.

Uwaga. Réwnanie (2.30) jest transformacja Vu do bazy lokalnej {t;} w srodku
elementu. Warto zauwazy¢, ze np. w pracy [Huang, Hinton, 1986] uzywa sie r6znych
baz dla réznych sktadowych odksztalcenia (patrz str.90). Dla odksztatcen membra-
nowych interpolacje przeprowadzane sg w ortogonalnej bazie lokalnej, podczas gdy
odksztalcenia poprzeczne interpolowane sa w naturalnej bazie lokalnej, a nastepnie
transformowane do bazy ortonormalnej. W niniejszej pracy wszystkie interpolacje
wykonywane sa w ortonormalnej bazie w srodku elementu.

Gradient deformacji moze zosta¢ wyrazony w nastepujacy sposob,

L Ox  ox 31

“oy e (2.31)

gdzie Jakobian J zostal zdefiniowany w réwn.(2.28)).

2.2.5 Tensor odksztalcenia Greena dla powloki

W procesie deformacji ciata B, zdefiniowanej za pomoca funkcji deformacji x =
Xx(y), dowolny element liniowy (wektor) dy jest odwzorowywany na element
liniowy dx. Zmiane dlugosci tego elementu definiuje sie nastepujaco

(ds)? = dy - dy — dx - dx, (2.32)

gdzie dx oznacza ten sam element liniowy (wektor) w konfiguracji aktualnej.
Wykorzystujac gradient deformacji, dx = F dy, powyzszy warunek mozna zapisaé
jako
(ds)* = dy - (F'F — FTF)dy. (2.33)
gdzie F = F| (=0 to gradient odksztalcenia dla zerowej funkeji deformacji, tzn. dla
x =y. Wykorzystujac powyzsze réwnanie mozna zdefiniowaé tensor odksztatcenia
Greena ]
E = 5(FTF ~FTF). (2.34)
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Jest on symetryczny i sprzezony z 2-gim tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa S
poprzez energie odksztatcenia. Tensor odksztalcenia Greena jest rowniez nazywany
tensorem odksztatcenia Lagrange’a.

Wykorzystujac postaé gradientu deformacji (2.31) otrzymuje sie

4T ox]" ox ayl" ay\ ._ - ox]" ox\ .
2E = J (Lilaﬁ_Lkliﬁ)Jl_J (L%]é%)JI—L (2.35)

gdzie wykorzystano definicje Jakobianu, dy/0§ = J. Dla 0x/0€ = [x ¢ | X g2 | X ],
otrzymuje sie symetryczng macierz w nastepujacej postaci

T T T
Ox T Ox X,7§1X7£1 X751X,£2 X’£1X7£3
- _— = X'2oX g1l XX g2 XX g3
O€| & T | S A s

T
X’£3X7€l X7£3X’£2 X,§3X’§3

Odksztalcenie Greena w bazie lokalnej w $rodku elementu otrzymujemy za po-
moca transformacji

, ox]" o .
2E. = 2R% E Ry, = (J7'Ro.)” (laﬂ aif) (J'Ro.) — L, (2.36)

gdzie Ryg. = Ry|, = [t{[t5|t5] to macierz rotacji w Srodku elementu.

Zwykle, dla powtok, tensor Greena jest aproksymowany liniowo po (,
E(() = e+ (k, (2.37)
gdzie powlokowe tensory odksztalcenia sg zdefiniowane nastepujaco

. dE(Q)

e = E(O)_. i
=0

Czlony wyzszego rzedu sa zwykle pomijane w pierwszym przyblizeniu energii
odksztatcenia powtoki, patrz np. [Pietraszkiewicz, 1979], [Pietraszkiewicz, 1984],
[Pietraszkiewicz, 1989].

Uproszczona postaé¢ sktadowych odksztalcenia Greena dla powloki nie-
zakrzywionej. Dla kinematyki Reissnera nalezy uwzgledni¢, ze x(£3) = xq +
&(h/2)az, wigc powyzsze wyrazenia sg do$¢ skomplikowane. Dlatego nie podano
ich pelnej formy, pomimo, ze jest ona uzywana w obliczeniach numerycznych.
Duzo prostsza postaé niz te wykorzystywang w obliczeniach numerycznych moz-

na otrzymac dla zalozenia, ze powloka jest lokalnie ptaska (niezakrzywiona). Wtedy,
np. kowariantne sktadowe tensorow odksztatcenia dla powtoki sa nastepujace:
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1. odksztatcenia blonowe, e.5 =g, - (€8p),
2811 = X0 - Xog — 81781, 2622 = Xogy - Xopm — 82 82
2619 =X ¢ - X0 — 81 * 8o (2.38)
2. odksztalcenia gietno-skretne, kap =g, - (K 85),
2K11 = Xo¢ - A3, 2Ky = Xo 4 - A3y (2.39)
2R19 = Ka1 = Xo¢ - A3 + Xoy - A3 ¢
3. odksztalcenia Scinajace poprzeczne, e,3 =g, - (€83),

2613 = 2531 = X0, - as, 2623 = 2832 = Xom * as, (240)

4. odksztalcenia poprzeczne normalne,
€33 =83 (€83) =0, Kas = g3 (kg;3) =0, (2.41)

gdzie g, (k=1,2,3) sa zdefiniowane w (2.18)).

2.3 Zwiazki konstytutywne dla powtoki

2.3.1 Energia odksztalcenia dla powtloki

Dla materiatu izotropowego typu Saint Venanta-Kirchhoffa, funkcja energii odksztal-
cenia ma nastepujaca forme

W(E) = i) (ttE)* + G tr(E?), (2.42)
gdzie state Lamé’go moga by¢ wyrazone za pomocg modutu Younga FE i wspot-
czynnika Poissona v nastepujaco

Ev FE
A= 1+ v)(1—2v)’ ¢= 21 +v) (2.43)

Nalezy podkresli¢, ze W(E) to praca wykonana przez naprezenie S podczas de-
formacji z konfiguracji poczatkowej do aktualnej; praca ta jest niezalezna od drogi
deformacji. Materiat sprezysty, dla ktorego istnieje funkcja energii odksztalcenia na-
zywany jest materiatem hipersprezystym badZ sprezystym w sensie Greena, patrz
np. [Ogden, 2003], [Fung, 1989, [Green, Adkins,1970].

Dla kinematyki Reissnera okreslonej réwn.(2.22)), tensor odksztalcenia Greena
moze by¢ przyblizony nastepujaco: E(() ~ e + (k. Calkujac analitycznie energie
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odksztatcenia (2.42) po grubosci powloki, w sposéb zdefiniowany w Rozdz/4.2.1]
otrzymuje sie energie odksztalcenia dla powtoki w nastepujacej addytywnej formie

Wan = Wo + W1, (2.44)

gdzie
h3
W[) =h W<€), W1 = E W(I‘L), (245)
oznaczajg energie zwigzang ze stanem blonowym i $cinaniem poprzecznym, oraz
energie zwigzana ze stanem zgieciowym i skreceniem.

Z postacia energii odksztalcenia okreslong wzorem (2.42)) wiaza sie nastepujace
ograniczenia:

e zaktada sie, ze konfiguracja poczatkowa jest konfiguracja naturalna, tzn. nie-
zdeformowana, bez naprezen wstepnych;

e postac energii SVK jest odpowiednia tylko dla matych odksztalcen. Nie wy-
klucza to jednak duzych przemieszczen i rotacji powtoki.

2.3.2 Roéwnania konstytutywne dla powlok

Roéwnania rownowagi z Rozdz.[2.1.3 musza zosta¢ uzupetnione o tzw. rownania kon-
stytutywne. Charakteryzuja one materiat definiujac relacje miedzy naprezeniami a
odksztatceniami. Najwazniejsza zasadg stosowang przy formutowaniu réwnan kon-
stytutywnych jest zasada materialnej obiektywnosci, tzn. musza by¢ one niezmien-
nicze dla zmian uktadu odniesienia, patrz np. [Hill, 1978].

Praca wirtualna nominalnego naprezenia P moze zostaé¢ przedstawiona jako
P . 6F = 1S 4C, (2.46)

gdzie S to 2-gi tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa , a C = F'F to prawy tensor
deformacji Cauchy-Greena. Poniewaz %50 = 0E, to z réwnania (2.40) wynika,
ze tensor odksztatcenia Greena E = %(C —1I) jest sprzezony z S. Przyjmujac,
gestos¢ energii odksztalcenia na jednostke niezdeformowanej objetosci, W, jako
funkcje C, spelnia sie warunek obiektywnosci. Wariacja energii odksztatcenia jest
rowna

SW(C) = 9cW(C) - 6C = 0pW(E) - 6E. (2.47)
Z réwnania W = S-0E uzyskuje sie prawo konstytutywne zwane prawem Hooke’a
S = 0gW(E) = AMr(E)I + 2GE. (2.48)

Roéwnanie to jest liniowe ze wzgledu na E, stad tez rozwazane zagadnienie nalezy
do lintowej sprezystosci, a materiat typu Saint Venanta-Kirchhoffa okreslany jest
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jako liniowy. W liniowej teorii sprezystosci dla matych odksztatcen zaleznosé miedzy

naprezeniami a odksztalceniami moze zostaé wyrazona takze za pomocg tensora
sztywnosci (sprezystosci)

4 0S8  O*W(E)

~OE  OE? 7

ktory jest tensorem czwartego rzedu. Wtedy zwiazek konstytutywny ma postaé

(2.49)

S=CE. (2.50)

Uwaga. Wtasnosci tensora sztywnosci (4] byly badane szczegbétowo np. w pracy
[Truesdell, Noll, 1965]. Okreslono, ze dla materialu anizotropowego liczba niezalez-
nych statych wynosi 21. Dla materiatu symetrycznego wzgledem powierzchni srod-
kowej liczba ta zmniejsza sie do 13, a dla materiatéw ortotropowych do 9. Natomiast
dla materiatow izotropowych, tensor sztywnodci zalezny jest tylko od dwéch statych
materiatlowych okreslonych réwn.(2.43) i przyjmuje postaé

Cijki = X0ij0p + G (0051 + 6:01), (2.51)
gdzie ¢;; to delta Kroneckera.

Dla powtoki, energia odksztatcenia sktada si¢ z energii W,, zwiazanej z stanem
blonowym i Scinaniem poprzecznym, oraz W, tzn. z energii zwigzanej ze stanem
zgieciowym i skreceniem, patrz réwn.(2.45). Tensory sit i momentéw przekrojowych
definiuje sie w nastepujacy sposéb

+2 +4
N = [Us@Oud, M= [T uQ)d, (2.52)

s

gdzie p(¢) =detZ((), a Z(() to tensor przeniesienia, patrz [Wisniewski, 1997],
str.46. (Zwykle przyjmuje sie¢ w obliczeniach numerycznych, ze p(¢) ~1.) Wtedy
rownania konstytutywne dla sit i momentéw przekrojowych, zdefiniowane sg analo-
gicznie jak w rown.(2.48),

3
N = IO.W, = h [A(tre)I + 2Ge], M =0W, = T2 A(tre)I + 2GK]. (2.53)

2.3.3 Warunek zerowego naprezenia normalnego

Z hipotezy kinematycznej Reissnera, rown.(2.22)), otrzymuje sie, ze odksztalcenie w
kierunku normalnym do powierzchni sSrodkowej powtoki jest rowne zeru, patrz réwn.
(2.41). Poniewaz jest to rezultat fizycznie nieprawdziwy, odksztalcenie normalne dla
zagadnien sprezystych jest zwykle wyliczane z pomocniczego warunku, ze naprezenie
normalne jest rowne zeru.
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Dla sprezystego, izotropowego materiatu w statej temperaturze, prawo Hooke’a
zgodnie z réwnaniem (2.48) ma postaé

S = Atr(E)I + 2GE. (2.54)

Dla sktadowej normalnej S w lokalnej bazie {t;} otrzymamy nastepujace réw-
nanie konstytutywne

533 = /\(EH + E22 + E33) + 2GE33. (255)

Korzystajac z warunku zerowego naprezenia normalnego, Ss3 = 0, mozna wyliczy¢
odksztatcenia w kierunku normalnym ts,

Faw— —
BTN 26

(Ev1 + Eg). (2.56)

Dla powtok stosuje si¢ dwa warunki: zerowania sie sktadowych normalnych sit
i zerowania sie momentow przekrojowych. Wykorzystujac réwnania konstytutywne
dla powtoki, réwn.(2.53)), zapisuje sie warunki

N33 =0, M3z =0, (2.57)

z ktorych otrzymuje sie sktadowe normalne odksztatcen membranowych i zgiecio-
wych

€33 (€11 + €92), K33 = (K11 + K22). (2.58)

o =A -2
A+ 2G A+ 2G
Powyzsze sktadowe odksztatcenia wykorzystuje sie do modyfikacji energii odksztal-
cenia powtloki, réwn.(2.45).

Uwaga. Gdy jeden wymiar ciata jest zdecydowanie mniejszy niz dwa pozostale,
wtedy zwykle stosuje sie warunki ptaskiego stanu naprezenia (PSN), ktore dotycza
nie tylko naprezenia normalnego Ss3, ale takze naprezen Scinajacych poprzecznych,
S31 1S3, dla ktorych takze przyjmuje sie, ze sa rowne zeru. Dla powtok typu
Reissnera wykorzystywany jest tylko warunek dla naprezenia normalnego Sss,
podczas gdy naprezenia Scinajace poprzeczne pozostaja niezerowe.

2.3.4 Wspolczynnik korekcyjny dla scinania poprzecznego

Wartosé wspotezynnika korekeyjnego dla $cinania poprzecznego k okresla sie na
wiele sposob6w, ktorych przeglad mozna znalezé np. w [Wozniak (ed), 2001]. Po-
nizej przedstawiono wyprowadzenie wspotczynnika £ dla zalozenia, ze rozktad
naprezen membranowych po grubosci powtoki jest liniowy.

Rozktad naprezen $cinajacych po grubosci powtoki mozna wyznaczy¢ z trojwy-
miarowych réwnan réwnowagi, zapisanych w ortonormalnej bazie lokalnej,

Sip1 + S2p2 + S35 =0, (2.59)
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Sizq + Saz2 + Ssz3 =0, (2.60)

gdzie B =1,2 odpowiadaja wspotrzednym S°? zwigzanym z wektorami bazowymi
tg, a 3 odpowiada wspotrzednej ¢ € [—h/2,+h/2]. Zalozono, ze sity masowe sa
ZETOWE.

Zaktadamy, ze naprezenia membranowe sg liniowg funkcja wspotrzednej po gru-
bosci ¢,
Sas(Q) = 805+ (Sag,  a,B=1,2. (2.61)

Wstawiajac powyzsza postaé naprezen do pierwszego z réwnan réwnowagi (2.59) i
catkujac po (, otrzymuje sie naprezenia Scinajace w postaci

2
S39(Q) = A= (S0 — S5l (2.62)

Do okreslenia statej catkowania A, wykorzysta¢ mozna warunki brzegowe na gérnej
i dolnej powierzchni ograniczajacej powloke, Sss(£2) = 0. Uwzgledniajac jeden z
tych warunkow, wylicza sie stata A, i otrzymuje

1 [ h? h? —9
Sy =1 (4 - 42) Shoa="0 (1= Sl (263)

gdzie ¢ =2¢/h € [-1,1].

Mozna zauwazy¢, ze rozktad naprezen Scinajacych po grubosci powtoki jest pa-
raboliczny. Z drugiej strony, dla kinematyki Reissnera odksztatcenia $cinajace po-
przeczne sg liniowe po (, a wiec nie odpowiadaja one parabolicznemu rozktadowi
naprezen scinajacych. Jednakze mozna uwzgledni¢ paraboliczno$é¢ naprezen scinaja-
cych, wprowadzajac wspotczynnik korekcyjny k.

Dla rozktadu naprezen $cinajacych poprzecznych z réwn.(2.63) otrzymuje sie
nastepujace sity i momenty przekrojowe

5 h?
Nw—/t S3p(¢)dC Esig,a, (2.64)
4
Mys = [ S3s(Q)dc =0, (2.65)

Wyliczajac  Shz, 2z rown.(2.71), mozna wyrazi¢ naprezenia Scinajace (2.63) w
zaleznosci od sit poprzecznych
— 3 =2
835(0) = 55 (1= C) Nas. (2.66)
Dla materiatu liniowo sprezystego (SVK), gestosé energii komplementarnej wyraza
sie nastepujaco,
1+v

14

5E (S11 + Saa + 533)27 (2.67)
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gdzie uwzgledniona jest symetria sktadowych naprezenia. Rozwazany bedzie czton
zalezacy wytacznie od naprezen $cinajacych poprzecznych,

1
=50 S35, p=1,2. (2.68)

1+v

38 - 2
WP = 5T 2535
Wykorzystujac réwn.(2.66), otrzymuje sie powtokowy odpowiednik energii W35,

+5 h o[+ ~ - 61

N30 = O B e 2.69
c _% Wc (C) C 2 /4 Wc (C) C 5h2G 38 ( )

Wtedy z odwrotnego réwnania konstytutywnego dla powloki wynika nastepujaca

relacja,

0¥ 61
263 = —— = —— N, 2.70
TNy sha (270)
z ktorej oblicza si¢
N3g = §Lh5 = §(2G)h5 (2.71)
621 +r) 6 3 '
Zauwazmy, ze W wyrazeniu tym wystepuje wspotczynnik %. Tak wiec, dla powtok

sprezystych, rownanie konstytutywne, definiujgce zalezno$é miedzy przekrojows sita
tngca N3 a odksztalceniem $cinajacym poprzecznym €35, zapisuje si¢ nastepu-
Jaco

Ngﬁ =k (QG)h €38, (2.72)

gdzie k = % to wspotczynnik korekcyjny dla Scinania poprzecznego, uwzgledniajacy

paraboliczno$¢ naprezen scinajacych po (.

Otrzymana powyzej wartos¢ wspotezynnika korekcyjnego jest najczesciej
stosowana w literaturze, patrz np. [Zienkiewicz, Taylor, 2005], [Huang, 1988|,
[Hughes, 1987] i [Belytschko, Liu, Moran, 2000]. Mozna takze wyprowadzi¢ wspol-
czynnik korekcyjny dla réwnania konstytucyjnego dla momentu Msg, jednak jest
on rzadko stosowany, poniewaz w elementach powtokowych najczesciej pomija sie
energie od k33, jako wielkos¢ drugiego rzedu.

Energia odksztatcen $cinajacych poprzecznych z uwzglednieniem wspotczynnika
k ma nastepujaca postac,

1 1
WiP = S Nspess = ok (2G)heds. (2.73)



Rozdziat 3

Metoda elementéw skonczonych
dla powtok

3.1 Funkcjonal dla powlok zawierajgcy rotacje
normalnag

Funkcjonat dla tréjwymiarowego kontinuum z réwnania (2.17) zostal w niniejszej
pracy zmodyfikowany dla powlok w nastepujacy sposéb:

1. uzyto hipoteze kinematyczng Reissnera, zdefiniowana w Rozdz.2.2.

2. roOwnanie wiezOw na rotacje zredukowano do jednego réwnania skalarnego, w
ktorym wystepuje sktadowa wektora rotacji normalna do powierzchni srodko-
wej powtoki. To uproszczenie omoéwiono szczegdtowo ponizej.

Rozwazmy skladowe réwnania wiezéw na rotacje (2.1) w lokalnej ortonormalnej
bazie {t;}, patrz réwn.(2.19) oraz Rysi2.2. Sktadowe a3 (a = 1,2) tego
réwnania sa zwykle pomijane, ale sktadowe (-)12 1 (-)21 dla (=0 prowadza
do réwnania wiezéw dla rotacji normalnej w nastepujacej postaci

Xp,1 Az — X2 -a; =0, (3.1)

gdzie a, = Qut, sa wektorami obréconej bazy ortonormalnej {a;}, co pokazano
na Rys2.2. Oznaczajac Cy = Xg1 - Qs — X2 - @, mozna zapisa¢ réwnanie (3.1)
jako Cy =0, a funkcje kary jako

Fopin = / %skew(QOTFO)-skew(QOTFo)dV% / %c}; dv. (3.2)
B B

Zregularyzowany funkcjonat (2.17) zapiszemy dla powloki w postaci

F(x, Q) = /

[W(FTF) + gcg] AV + Foy. (3.3)
B

Wartos¢ parametru regularyzujacego v ustalana jest na podstawie testow nume-
rycznych, patrz Rozdz/4.3.
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3.2 Roéwnania ré6wnowagi MES i operator styczny

Niech dowolny funkcjonal odnoszacy sie do powtoki bedzie zdefiniowany nastepuja-

co,
h
3

o= [,70) e, (3.4)

2

gdzie () jest wielkoscia odnoszaca si¢ do ciala tréjwymiarowego (3D), nato-
miast (-)g, jest wielkodcia dwuwymiarowa odnoszaca sie do powierzchni odnie-
sienia (Srodkowej). Ponadto, u = detZ, gdzie Z jest tensorem przesuniecia,
patrz réown.(2.52).

Ponizej, najpierw zostang zdefiniowane powlokowe odpowiedniki wszystkich
sktadnikéw funkcjonatu  F,  okreslonego w réwn.(3.3) w sposéb podany w
réwn.(3.4), a nastepnie zostanie obliczona ich wariacja,

5F2sh = 6Wsh + 5(Fdrill)sh - 5(Fext)sha (35)

gdzie funkcjonat wynikajacy z rownania wiezOw na rotacje jest okreslony w
réwn. (3.2).

Ponizej rozpatrywane sa oddzielnie poszczegdlne cztony réown. (3.5).

(i) Praca wirtualna 2-go tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa dla ciata tréjwymia-
rowego okreslona jest jako oW = [, 0E-S dV, gdzie odksztatcenie Greena E i
2-gi tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa S sg sprzezong para. Dla powtoki, zgodnie
z zatozeniami kinematycznymi, odksztatcenie jest wielomianowsg funkcjg wspotrzed-
nej wzdtuz grubosci powtoki ¢, czyli E = E({). Wiec naprezenie jest réwniez
funkcja ¢, czyli S =S(().

Separujac caltkowanie po gruboéci powtoki od catkowania po powierzchni odnie-
sienia A, otrzymuje sie,

SW = /A W A, (3.6)

gdzie praca wirtualna naprezenia w powtoce wynosi

W= [ GB(Q) - S(C) pac. (3.7)

h

2

2

Wykorzystujac operator styczny dla odksztalcenia B = 0E/0q, mozna zapisaé:

SB(C) = BQ) da, oW =da- [ BTC) S(C) . (3.8)

>

(ii) Wariacja funkcjonatu zwiazanego z obrotem wokét normalnej, wynikajacego z

rOwnania wiezOw na rotacje jest postaci

+4
O(Farin)sh = Fain pd¢ = h%éC’fI = h(vCyq) 6q - by, (3.9)

VI

gdzie operator styczny wynosi by = 90Cy/0q.
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(iii) Praca wirtualna obciazenia zewnetrznego na dolna i gérna powierzchnie po-
wloki wynosi

5(Fext)sh = 5(1 : { II;)I } ) (310)

gdzie p 1 m to zewnetrzne sity i momenty typu powlokowego.

Zapisujac powyzsze wariacje funkcjonatéw wg réwnania (3.5) w jedna calosdé,

otrzymuje sie postaé¢ catkowa (staba) réwnania réwnowagi

a- [ [BTSJrh(yCd)bd —{ P H dA =0, (3.11)

W réwnaniu tym mozna wprowadzi¢ wektory uzywane w MES,

[, B @ st ncobs Jaa ®F wa, [P )
A A

gdzie f jest wektorem sil wewnetrznych uwzgledniajacym réwnanie wiezow na
rotacje normalng, a p jest wektorem obcigzen zewnetrznych typu powlokowego.
Wtedy, wektor residuum r dla catego elementu jest zdefiniowany nastepujaco

r =f(q) — p. (3.13)

Wykorzystujac powyzsze wektory, warunek stacjonarnosci dFyg, = 0 zapiszemy

w postaci
0q-r=0. (3.14)

Sa to réwnania réwnowagi zapisane w postaci catkowej (stabej). Oznaczajac,
G(q) = dq -r, i po przeprowadzeniu linearyzacji G w q = q, otrzymuje
sie

G(q) = G(q) + DG(q) - Aq, (3.15)
gdzie DG(q)-Aq to pochodna kierunkowa G w kierunku Aq. Wtedy réwnanie
G(q) =0, przyjmuje nastepujaca postaé,

G(q) + DG(q) - Aq =0, (3.16)

gdzie operator styczny K : dq’KAq = DG(q)-Aq. Réwnanie powyzsze jest wy-
korzystywane do sformutowania metody Newtona. Proces znajdowania stacjonarno-
Sci funkcjonatéw jest zwiazany z wezesnymi pracami [Rayleigh, 1870] i [Ritz, 1908].

Mozna zauwazyé, ze zdyskretyzownay i scatkowany funkcjonal (3.3) jest wie-
lomianem algebraicznym stopni swobody ¢; (i = 1,...,N). Warunek stacjonar-
nosci tego wielomianu wzgledem wektora stopni swobody (niewiadomych) q =
{¢1,...,qn} prowadzi do ukladu réwnan,

0Fa4p
OF, o0
r=—2r_0 . t=o (3.17)
aq 0Fasp

9N
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Operator styczny K wyznaczony jest przez druga pochodna

ory ory
0? Foan dq1 T Oqn
K== 2= (3.18)
q orn orn
opn 7 Oqn

i jest to macierz symetryczna, tzn. K = K7,

Wyrazenia algebraiczne potrzebne do obliczenia wektora r imacierzy K moga
by¢ otrzymane za pomoca np. rézniczkowania symbolicznego opisanego w Rozdz.3.3.
Nastepnie, sa one catkowane numerycznie za pomocg np. metody Gaussa dla kaz-
dego elementu z osobna i agregowane dla wszystkich elementéw, w celu utworzenia
globalnego wektora residuum i macierzy sztywnosci. Nieliniowy uktad réwnan jest
rozwigzywany metodami oméwionymi w Rozdz.3.4.

3.3 Obliczenia symboliczne w MES

W ciggu ostatnich lat nastapil wzrost zainteresowania uzyciem przeksztatcen sym-
bolicznych do wyprowadzania i analizy elementéw skonczonych. Stato sie to moz-
liwe dzieki systemom symbolicznych algebraicznych przeksztalcen, takim jak np.
Mathematica ([Wolfram, 1991], [Mathematical), AceGen ([Korelc, 2002],[AceGen]),
Finger ([Wang, 1986]) i Sinapse ([Kant, 1993]). Dzigki nim mozna wyprowadzié
macierze i wektory dla elementu wykorzystujac funkcje utatwiajace przeksztatcenia
algebraiczne i rézniczkowanie. Wynik tych operacji jest nastepnie optymalizowany
i ttumaczony na jezyk programowania w ktéorym napisane sa pozostate procedury
numeryczne dla metody elementéw skonczonych, wiec moze by¢ z nimi bezposrednio
taczony.

Aby otrzymac wielkosci takie jak gradienty czy hesjany, wymagane sa skompliko-
wane numeryczne przeksztalcenia oraz rézniczkowanie. Dzieki obliczeniom symbo-
licznym, w tym automatycznemu rézniczkowaniu, otrzymaé¢ mozna pochodne algo-
rytmoéw, patrz np. w pracy [Griewank, 1989]. Procedura automatycznego rézniczko-
wania zostata zaimplementowana np. w systemie AceGen, ktory zostat wykorzystany
W niniejszej pracy.

Automatyczne rézniczkowanie polega na wygenerowaniu wyrazen na pochodne
funkcji ztozonych przy wykorzystaniu formut na pochodne funkcji prostych. Tworzo-
ny jest wektor nowych pomocniczych zmiennych, ktore sa zdefiniowane w ten sposob,
aby sukcesywnie upraszczaé¢ dane wyrazenie na pochodng funkcji. Tak skonstruowa-
na funkcja, dzieki dodatkowym zmiennym, moze by¢ rézniczkowana symbolicznie (ze
wzgledu na pomocnicze funkcje) np. w srodowisku programistycznym Mathematica.

Automatyczne rézniczkowanie moze zostaé¢ przeprowadzone na dwa sposoby: ”w
prz6éd” oraz "wstecz” (ang. forward and backward). Najprosciej ilustruje to przyktad
zaczerpniety z programu AceGen, ktory pokazuje rozniczkowanie na dwa sposoby
funkcji ztozonej, f3(qi, f1(4), fo(@, f1(¢:))), zaleznej od zmiennych ¢;, i=1,..,n.
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Roézniczkowanie ”w przoéd” funkcji  f3 prowadzi do nastepujacych wyrazen:

9 .
Ulzfl(qi)a %: 8{;1-’ Z:17"'7n
ve = fa(gi, v1), %’f = gﬁf + gﬁ ?92 v=1..m (3.19)

P P afs afs
v3 = f3(qi,v1,v2), aiquaqucj"#afﬁaz +aTszazfa

1=1,...,n.

Zmienne wvq,v9,v3 sg dodatkowymi funkcjami tworzonymi podczas procesu.
Roézniczkowanie "wstecz” wyglada dla tego przyktadu nastepujaco,

v3 = f3(qi,v1,v2), T3 = g%z =1,

vy = fa(qi, v1), Uy = 2752 = 21{21)3’

(3.20)
v = fl(Qz’)7 = g%il" = gﬁ’“ﬁi + 3f2’02,
a Ovs af3,U +8fQU _i_@flvl’ Z:L,n

9q;

7

Roézniczkowanie ”"wstecz” daje efektywniejsze algorytmy dla duzych n, ale jest

bardziej czasochtonne.

Podejscie symboliczne znacznie utatwia sformutowanie elementu skonczonego,
i to nie tylko z powodu wysokiej efektywnos$ci automatycznie wygenerowanego i
zoptymalizowanego kodu, ale takze z punktu widzenia przejrzystosci zastosowanych
w opisie formul, ktére sa zapisywane bardziej zwiezle niz w tradycyjnych jezykach,
takich jak np. Fortran.

3.4 Metody rozwigzania ré6wnan nieliniowych

W poprzednich rozdziatach zdyskretyzowano réwnania rownowagi powtoki, co do-
prowadzito do uktadu réwnan algebraicznych postaci

r(q) =0. (3.21)

Nieliniowo$ci w réwnaniu (3.21) moga mieé¢ zrédlo w prawie konstytutywnym, badz
tez mie¢ charakter geometryczny.

W tym pierwszym przypadku méwi si¢ o nieliniowosci fizycznej, czyli braku li-
niowej proporcjonalnosci pomiedzy naprezeniami S a odksztalceniami E. Z
tym typem nieliniowosci mamy do czynienia np. dla materialow sprezystych gumo-
podobnych (niescisliwych) i w zagadnieniach plastycznosci. Uzyty w niniejszej pracy
sprezysty material typu Saint Venanta-Kirchhoffa jest liniowy, patrz réwnanie kon-
stytutywne (2.48)).
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W przypadku nieliniowosci geometrycznej, wystepuje brak proporcjonalnosci po-
miedzy odksztalceniami E a zmiennymi kinematycznymi (przemieszczeniami i
parametrami rotacyjnymi) q. Duze przemieszczenia i duze rotacje powtok wyma-
gaja uwzglednienia tego typu nieliniowosci. Umozliwia to np. tensor odksztatcenia
Greena, réwn.(2.34), ktéry jest wykorzystywany w niniejszej pracy.

Ponizej oméwiono dwie metody rozwiazywania rownan nieliniowych: (1) metode
Newtona, i (2) metode dtugosci tuku, ktorej elementem sktadowym jest metoda
Newtona.

3.4.1 Metoda Newtona

Dla rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych MES dla zagadnien nieliniowych
najczesciej stosowana jest metoda Newtona, ktorej zbieznosé jest kwadratowa. Na-
zywana jest ona rowniez metoda Newtona-Raphsona, historyczne korzenie metody
méwiono np. w pracy [Bicanic, Johnson, 1979]. Metoda ta jest stosowana takze w
niniejszej pracy.

Niech 1 oznacza numer iteracji. Aby rozwiaza¢ rown.(3.21) na-
lezy je zlinearyzowaé, czyli obliczyé pochodna kierunkowa (patrz np.
[Dennis, Schnabel, 1983],[Marsden, Hughes, 1983])

r't ot 4 a—rAqi =r'+ K'Aq’' =0, (3.22)
dq
gdzie
, ot of
K'=K(q') = = — 3.23
)= =0 (323

to operator styczny (macierz sztywnosci). W zaleznosci od zagadnienia mechanicz-
nego i stosowanych algorytmow, moze by¢ ona symetryczna lub niesymetryczna. Dla
opisywanych w niniejszej pracy zagadnien i stosowanych metod obliczeniowych K
jest symetryczna. W przypadku niesymetrycznosci, czasami stosowana jest syme-
tryzacja, patrz np. [Simo, 1992], ale, w ogblnym przypadku, metoda ta nie powinna
by¢ stosowana.

W metodzie Newtona stosuje sie nastepujacy proces iteracyjny, polegajacy na
znalezieniu kolejnych przyrostow Aq,

K'Aq' = -1, qd=q '+ Aq". (3.24)

Jako pierwsze przyblizenie stosuje sie najczesciej zero lub rozwigzanie otrzymane dla
poprzedniego przyrostu obciazenia. Iteracje kontynuowane sa do uzyskania zbiezno-
Sci w odpowiedniej normie, zgodnie z przyjeta tolerancja. Dla normy energetycznej
stosuje si¢ np. warunek

Aq -1t <1071, (3.25)
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Dla zadania liniowego wykonywana jest tylko jedna iteracja. Y.aczne rozwigzanie
otrzymuje si¢ obliczajac q = Y1, Aq’. Graficzne przedstawienie kolejnych iteracji
dla jednego kroku metody Newtona dla jednej zmiennej pokazano na Rys.3.1. Aby
uzyskaé petng krzywsa obciazenie-przemieszczenie, nalezy metode Newtona stosowaé
sukcesywnie zwickszajac obcigzenie.

Rysunek 3.1: Metoda Newtona dla jednej zmiennej. Zbiezno$¢ iteracji w jednym
kroku.

3.4.2 Metoda dtugosci tuku

W wielu zadaniach nieliniowych zachodzi potrzeba $ledzenia $ciezki rownowagi takze
po przekroczeniu punktu granicznego, co wymaga ujemnego przyrostu obcigzenia.
Mozna to zaobserwowa¢ w rozwiazaniach zadan testowych, np. w Rozdz. (6.9, [6.11,,
6.14, Tub [6.15]

Aby wuzyska¢ rozwigzania w tych przypadkach stosuje sie metody kon-
tynuacyjne. Istnieje obszerna literatura z tego =zakresu, skupiajaca sie na
poszczegbdlnych aspektach tych metod, patrz np. [Riks, 1970], |[Riks, 1972],
[Wempner, 1971], [Bergan, Horrigmoe, Krakeland, Soreide, 1978], [Crisfield, 1980],
[Ramm, 1981], [Waszczyszyn, 1981], [Allgower, Georg, 1990]. W metodach kontynu-
acyjnych steruje sie: przemieszczeniami, mnoznikiem obcigzenia, badz tez dtugoscia
tuku.

W niniejszej pracy do rozwiazania szeregu zadan testowych uzyto metody dtu-
gosci tuku (ang. arc-length method) z uaktualniana plaszczyzna normalna (ang.
updated normal plane). Zostata ona rozwinieta w pracach [Riks, 1970], [Riks, 1972],
[Wempner, 1971] i [Ramm, 1981].

Rozwazmy przestrzen rozwigzan rozszerzong o jedna zmienng f, zwana mnoz-
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nikiem obciazenia. W przestrzeni {q,u} réwnanie (3.14) przyjmuje postaé

r(q, ) = f(q) — up = 0. (3.26)

Podobnie, jak dla metody Newtona, mozna zlinearyzowa¢ to rownanie otrzymujac

r'tt =1 ?;(: Aq' — ZI; Apt = 0. (3.27)
Po oznaczeniu ; .
Ki— g’;, p= —‘22, (3.28)
mozna rownanie zlinearyzowane przepisa¢ w postaci
K'Aq' — pAp' = —1'. (3.29)

Niewiadomymi sa Aq’ i Ap', wiec réwn.(3.29) musi zostaé¢ uzupelnione o jedno
réwnanie skalarne laczace Aq' oraz Ay,

qt - Aq+ ptApip? =12 dla i=1
: (3.30)
qt-Aq + ptApip? =0 dla i > 1

gdzie [ to dlugosé tuku, p*? = p-p. Dlaiteracji i =1 zostaje okreslony parametr
dtugosci tuku, i jest to faza predykcji, natomiast dla ¢ > 1 ograniczeniem jest
warunek prostopadtosci i jest to faza korekcji. Jako pierwsze przyblizenie stosuje sie
q®=0 i u’=0, akolejne uzyskuje sie iterujac

d=q'+Ad, q=XYZ"Ad,
| (3.31)
pt= Tt At =0 At

Wprowadzajac oznaczenie AqP = (K')™'p oraz Aq" = (K)"'r’ mozna, dla fazy
korekeji, zapisaé rozwigzanie réwnania (3.29) jako

Aq' = ApAgP + Aq', (3.32)
Wstawiajac to wyrazenie do réwnania (3.30) otrzymuje sie

1 T

) q .Aq
Apt = — : 3.33
: q' - Ag? +p*put (3:33)

[lustracje graficzng dla jednego kroku metody diugosci tuku z uaktualniang ptasz-
czyzna normalng przedstawia Rys.3.2.

Wielkos¢ mnoznika obciazenia oraz przyrost zmiennych niezaleznych kontrolo-
wane sg przez parametr dtugosci tuku (. Zmienia si¢ on w kazdym kroku metody
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Rysunek 3.2: Jeden krok metody dtugosci tuku dla zmiennych {q, u}.

Newtona podczas Sledzenia Sciezki rownowagi. Warto$¢ poczatkowa dla pierwszego

kroku (n = 1) powinna zostaé¢ ustalona przez uzytkownika bezposrednio, lub za

pomocg mnoznika obcigzenia, zgodnie z réwnaniem
I

VAP - AgP +1

Dla nastepnych krokéow (n > 0) dlugosé tuku [, modyfikowana jest na podstawie

szybkosci zbieznosci w poprzednim kroku

p ==+ (3.34)

Afireg = 1|24 Ay, (3.35)

n

gdzie i, Oznacza pozadang liczb¢ iteracji w jednym kroku.

W niektorych zadaniach moga pojawic sie trudnosci z obliczeniem dtugosci tuku
i dobrym uwarunkowaniem réwnan. Przyczyng jest zroéznicowanie rzedow wielkosci
zmiennych niezaleznych q (przesunie¢, obrotéw, czy ich pochodnych). Aby pomysl-
nie zaimplementowa¢ metode dlugosci tuku niezbedne jest skalowanie przestrzeni
rozwigzan, aby {q, u} byly wielkoSciami tego samego rzedu. Skalowanie takie moz-
na przeprowadzi¢ na wiele sposobéw, patrz np. prace |[Chroscielewski, Nolte 1985],
[Schweizerhof, 1989]. W metodzie dlugosci tuku zaimplementowanej np. w progra-
mie Abaqus [ABAQUS| wprowadza sie nastepujace przeskalowane zmienne:

q p

_ D = 3.36
maxlg] P (3.36)

4 p-p)/*
gdzie max|q;| oznacza maksymalng warto$¢ bezwzgledna wszystkich sktadowych

wektora q.



Rozdziat 4

Charakterystyka podstawowego
9-wezlowego elementu
powlokowego

4.1 Funkcje ksztaltu i wektor niewiadomych

Element powlokowy 9-weztowy ma na ptaszczyznie wspoétrzednych naturalnych,
&, n € [—1,+1], wezly rozmieszczone i ponumerowane tak jak pokazano na Rys/4.1.

n
4 7 3
8 9 6
g
1 5 2

Rysunek 4.1: Potozenie i numeracja weztéw elementu 9-weztowego.

Wszystkie pola wystepujace w funkcjonale Fygy,, tzn. pole potozenia, przemiesz-
czen i parametrow rotacyjnych, interpolowane sg za pomocg wielomianéow Lagran-
ge’a, ktore maja taka wlasnosé, ze przyjmuja wartos¢ 1 w wezle [ okreslonym
wspohrzednymi  (&;,7;), a w pozostalych weztach przyjmuja wartosé 0. W przy-
padku jednowymiarowym, wielomian stopnia n tworzy si¢ dla i-tego wezta wg

e (6= &)(E = €)(E — & 1)(E — Es1) (€ — &)
(&G —&)(& = &) (& = &) (& — &) (& — &)

(&) = (4.1)
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Dla przypadku dwuwymiarowego uzywana jest kombinacja dwoch wielomianéw dla
przypadkéw jednowymiarowych

Ni(&,n) =€) 17" (n). (4.2)

Dla elementu 9-weztowego otrzymuje sie nastepujace bi-kwadratowe wielomiany:

Ni(&m) =3 =W* —n),  Na(&n) = 1(E+ 0> —n),
N3(&,m) = 1+ +n),  Na(&n) = 1(E =) (n* +n),
Ns(&m) =5 +m)(1—¢€Y),  Ne(&n) =5+ —n?), (4.3)
No(&m) =3+ =&Y,  Ns(&n) =52 -801—1n?),

Ny = (1-&)(1 =7

Funkcje ksztaltu N; odpowiadajg odpowiednio weztom [ =1,...,9, ponumero-
wanym jak na Rys/4.1. Przyktadowa aproksymacj¢ tymi funkcjami pokazano na
pogladowym Rys.4.2.

Rysunek 4.2: Przyktadowa interpolacja funkcjami Lagrange’a na elemencie 9-
weztowym.

Opracowany element 9-weztowy jest izoparametryczny, tzn. identyczne funkcje
ksztaltu uzywane sg do aproksymacji sktadowych wektora potozenia poczatkowego
i niewiadomych, czyli sktadowych wektora przemieszczenia i wektora rotacji,

yo(&n) = ZNz(ﬁ,n) Yor:  Wo(€,n) = ZNI(E,n) uor,  @(E,m) => Ni(&n) ;.
B B = (4.4)

Wektor stopni swobody (niewiadomych) dla elementu. Rozwazamy skla-
dowe wektora przemieszczen i wektora rotacji w bazie odniesienia {i;}. Skladowe
we wszystkich weztach elementu 9-weztowego mozna zapisa¢ w postaci jednego wek-
tora,

- Uor _
q—{ py } I=1,..09, (4.5)
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gdzie wektor przemieszczenn ug; = {u,v,w}; i wektor rotacji ¢; = {o1, 1, P3}1-
Stad 9-weztowy element ma 9 x 6 = 54 wartosci weztowe (stopnie swobody lub
niewiadome).

4.2 Calkowanie funkcjonalu F;

W opracowanych elementach 9-weztowych zastosowano analityczne catkowanie po
grubosci powloki oraz numeryczne catkowanie po powierzchni srodkowej. Funkcjonat
F, z réwnania (3.3)) jest catkowany wg nastepujacego schematu,

4
P = / FodC dA = / Fou dA, (4.6)
A A

h

2

—_———
analitycznie

numerycznie

4h
gdzie FQsh = f,; F2 dC
2

4.2.1 Catkowanie analityczne po grubosci powloki

Zasadniczg czes¢ funkcjonatu Fy stanowi gestos$¢ energii odksztatcenia W, 1 jej
calkowanie analityczne zostanie omowione ponize;j.

Rozwazamy gestos¢ energii odksztatcenia dla liniowego izotropowego sprezystego
materialu SVK,
W(E) = X (tE)* + G tr(E?), (4.7)
i obliczamy analitycznie jej catke po grubosci powtoki. Poniewaz przyjeto, ze od-
ksztalcenie powloki E(¢) ~ e+ (k, wiec
(trE)? = (tre)? + 2¢(tre) (tre) + C(tre)?,  trE? = tre? + 2(tr(ek) + (*tre?,
i energie (4.7) mozna zapisa¢ w postaci
W(E) = W(e) + (W' (e, k) + CW(k), (4.8)
gdzie
W(e) = 1 (tre)* + G tr(e?), W(k) = $X (trk)® + G tr(k?),
Wr(e, k) = \(tre)(trk) + Gtr(ek).
Catkujac energie odksztalcenia (4.8) po grubosci powtoki otrzymuje sie

h

Wi, = /_ "EW(E) dC = hW(e) + ’SW(,@), (4.9)

[Ny

poniewaz poszczegolne catki

h

t3 +5 h3
[ wedc=mwe), [ W = W),

SIS
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2

[ oviemac=wiem) [ cac =0

[N

Tak wiec, catkujac analitycznie energie po grubosci powtoki otrzymuje sie energie
odksztatcenia powtoki w postaci rozprzezonej, t.j. jako sume energii odksztatcenia
dla tensorow odksztalcenia zerowego i pierwszego stopnia, wynikajacych z liniowego
rozwinigcia E.

4.2.2 Catkowanie numeryczne po powierzchni srodkowej

Funkcjonal Fy, jest catkowany numerycznie po powierzchni srodkowej powtoki
za pomocy kwadratury Gaussa-Legendre’a.

Catkowanie numeryczne zwiazane jest z wyborem okreslonej liczby punktéow w
ograniczonym, unormowanym obszarze catkowania, obliczeniem wartosci podcatko-
wej funkcji w tych punktach oraz wykonaniem sumowania z wykorzystaniem war-
tosci wagowych. Podstawowym problemem w catkowaniu numerycznym jest do-
bor punktéow catkowania oraz wag dla okreslonych funkcji aproksymujacych tak,
aby zapewni¢ minimalny btad. Szczegbty teoretyczne mozna znalezé np. w pracy
[Stroud, Secrest 1966].

Jedna z klasycznych i najbardziej efektywnych metod catkowania numerycznego
jest kwadratura Gaussa-Legendre’a. Daje ona doktadne rozwigzania jesli funkcjami
aproksymujacymi sa wielomiany nie przekraczajace rzedu 2n—1. Dla funkcji jednej
zmiennej ma ona postac

1= [ feyae =3 re)w,

=1

gdzie n, &, w; oznaczaja ilo$¢ punktow catkowania, ich potozenie i wagi.

Tabela 4.1: Kwadratura Gaussa-Legendre’a dla funkcji jednej zmienne;j.

Liczba punktéw n | Wspdtrzedne +&; | Wagi w;
1 0 2
T
2 7 ;
3 0 5
\/E 5
5 9

W przypadku powtoki, po analitycznym scatkowaniu energii po grubosci powtoki,
jest ona funkcja dwoch zmiennych, i stosowane jest nastepujace sumowanie

n m nGP
F, = /AFQSh(S,?’]) dA = ZZF2sh(£i777j) wiw; = Z (FQSh)GP wep,

i=1j=1 GP=1
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gdzie:

G P - punkty catkowania Gaussa, oznaczone jak na Rys.4.3,
nGP - liczba punktéw Gaussa,

(Fosn)gp - wartosé funkeji w punkcie catkowania,

wgp = w;w; - waga w punkcie Gaussa, obliczana jako iloczyn odpowiednich wag z
Tabeli 4.1.

X - punkty Gaussa (GP)

Rysunek 4.3: Polozenie punktow catkowania Gaussa w elemencie 9-weztowym.
b=,/3/5.

Na Rys.4.3 pokazany zostat schemat catkowania dla Lagrange’owskiego
elementu  9-wezlowego. Przyjmuje sie, patrz np. [Hughes, 1987] lub
[Zienkiewicz, Taylor, 1989, ze rzad catkowania powinien wynosi¢ n dla elementéw
n-weztowych jednowymiarowych, oraz n x n dla elementéw powierzchniowych,
czworobocznych o ilosci weztéw n x n. Stad dla elementu 9-wezlowego uzywa sie
9 punktéw catkowania, ktorych potozenie i wagi okresla odpowiednia kombinacja
wartosci z Tab4.1ldla n = 3. Catkowanie 3 x 3 dla elementu 9-weztowego nazy-
wane jest catkowaniem pelnym. Standardowa (3 x 3-punkty) kwadratura Gaussa
stosowana jest do catkowania macierzy sztywnosci oraz wektora sit wewnetrznych.
Przy takim rzedzie calkowania macierz sztywnosci ma odpowiednig liczbe zerowych
wartosci wtasnych, patrz Rozdz.5.4.

Mozna zauwazy¢, ze dzieki zastosowaniu catkowania analitycznego po grubosci
powloki, liczba punktéw Gaussa jest zredukowana, co poprawia efektywnos$é elemen-
tu.
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4.3 Dobor wartosci parametru regularyzujgcego

W Rozdz 2l zdefiniowano dla powtoki dwu-polowy funkcjonat (3.3)),
F(x, Q) = /B [W(FTF) + %Cg AV + F.u, (4.10)

ktory zawiera parametr regularyzujacy . Wartos¢ tego parametru ma wplyw
na doktadnos¢ rotacji normalnej, ktora jest zwiazana z przemieszczeniami tylko za
pomocg rownania Cy; = 0. Zbyt mata warto$¢ -~ moze prowadzi¢ do zbyt
malych rotacji, natomiast zbyt duza, do przesztywnienia elementu w zagadnieniach,
w ktorych wystepuje deformacja Scinajaca w plaszczyznie stycznej elementu.

W pracy [Hughes, Brezzi, 1989], przeprowadzono zaawansowana analize teore-
tyczna i zaproponowano v = (G, tzn. by warto$¢ parametru byta réwna modutowi
Scinania Kirchhoffa. Jednak analiza ta nie uwzglednia wtasnosci funkceji aproksyma-
cyjnych i dwustopniowych aproksymacji odksztatcen.

W niniejszej pracy, warto$¢ -~ jest ustalana na podstawie testow numerycznych,
przy czym badany byl zakres wartoéci ~ € [1071%; 10'%]. Obliczenia przeprowadzo-
no dla wiekszosci przyktadéw z Rozdz.0), i we wszystkich testach otrzymano podobne
rezultaty. Na podstawie testow numerycznych ustalono, ze optymalna wartosé¢ to

v =2G x 107°. (4.11)

Na Rys.4.4, 4.5/ 1 4.6, przedstawiono kilka reprezentatywnych rezultatéw obliczen
numerycznych.

1. Rys/4.4 wykonano dla skreconego wspornika z Rozdz.6.13, dla dwoch rodza-
jow obcigzenia. Widaé, ze wyselekcjonowana wartos¢ v daje do$¢ doktadne
wyniki niezaleznie od rodzaju obciazenia.

2. Rys/4.5l wykonano dla poétsfery z otworem z Rozdz.6.12. Mozna z niego od-
czytaé, ze parametr 7y moze mie¢ wieksza wartos¢, jesli uzyje sie do obliczen
gestszej siatki elementow skonczonych.

3. Na Rys./4.6l umieszczono wyniki analiz nieliniowych dla pétsfery z otworem z
Rozdz.6.12.  Wynika z nich, podobnie jak z Rys.4.4'i Rys/4.5, ze zbyt duza
wartos¢ 7y powoduje tzw. przesztywnienie polsfery, tzn. przemieszczenia sg
zbyt mate. Poza tym, dla skrajnych wartosci parametru, metoda Newtona jest
rozbiezna i nie mozena otrzymac rozwigzania dla ustalonych wartosci przyrostu
obciazenia.
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Rysunek 4.4: Zalezno$é¢ przemieszezen od parametru v dla 2 typow obcigzenia.
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Rysunek 4.5: Zalezno$¢ przemieszcezen od parametru v dla dwoch siatek.

log('gamma’)



4.4. KONSEKWENCJE ZNIEKSZTAECEN ELEMENTU W KONFIGURACJI

POCZATKOWEJ 43
200 | T T B
brak rozw 1o 10 g —*— |
160 L) e
140 + 15 +j il
120 ,bf@k,f@?W,,,(lQ ,,,,,,, 1 ,,,,,,,,,,,,,,,,, g i
@ 100f S
: : e :
O A N S
o
40 ‘ 5 A ‘
20
0 1 2 3 4
u

Rysunek 4.6: Zalezno$¢ przemieszezen od parametru v dla testu nieliniowego.

4.4 Konsekwencje znieksztalcen elementu w kon-
figuracji poczatkowej

Stosujac elementy izoparametryczne nalezy wzia¢ pod uwage ograniczenia dotyczace
rozmieszczenia weztow elementu dla konfiguracji poczatkowej powtoki. Ogranicze-
nia te wynikaja ze sformutowania izoparametrycznego, sposobu definiowania baz
lokalnych i schematu catkowania.

Optymalny jest kwadratowy ksztatt elementu 9-wezlowego, przy czym wezty
krawedziowe, o numerach 5, 6, 7 i 8, powinny leze¢ w potowie odlegtosci pomiedzy
weztami naroznymi, a wezel centralny nr 9 powinien znajdowac si¢ w potowie od-
legtosci pomiedzy weztami 5-7 i 6-8. Ksztalt optymalny na ptaszczyznie fizycznej
powinien by¢ podobny do tego na ptaszczyznie wspotrzednych naturalnych, pokaza-
nego na Rys/4. 1l

W praktyce, czesto stosuje si¢ znieksztatcone elementy, dlatego wazne jest by
okresli¢ dopuszczalny zakres znieksztatcen. Ponizej rozwazane sg konsekwencje od-
stepstw od powyzej scharakteryzowanego regularnego poczatkowego ksztattu ele-
mentu.

(Warto zauwazy¢, ze podobne zagadnienie wystepuje dla konfiguracji zdefor-
mowanych w przypadku duzych odksztalcen, jednak nie jest ono w tym rozdziale
omawiane.)
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Przypadek jednowymiarowy. Przeprowadzana jest analiza jednowymiarowego
3-weztowego elementu pokazanego na Rys/4.7. Zaktadamy, ze wezet 3 nie znajduje
sie w $rodku elementu, lecz jego potozenie jest okreslone przez wspélrzedng s
mierzong od $rodka elementu. Badamy przy jakim stosunku a/b nastepuje zamiana
znaku sktadowej poziomej wektora bazy naturalnej g .

/\y
1 —>X 2
@ @ @ >
g1 |g=0 e=1 &
< S -
Y h 2

Rysunek 4.7: Element 3-wezlowy. Pozycja wezta 3 jest okreslona przez s.

Potozenie weztéow w uktadzie umieszczonym w $rodku elementu jest nastepujace,
Yo ={—L/2, s, L/2}, gdzie s jest wartoscia wspotrzednej = wezta srodkowego.
Potozenie dowolnego punktu elementu o wspétrzednej £ to yo = Ny, = s+ % —
s&?, dla wektora funkcji ksztaltu N = 1{€(€ —1), 2(1—-¢?), £(£+1)}. Skladowa
wektora bazy naturalnej wynosi g1 = yo ¢ = % — 2s¢ 1 moze ona zmienia¢ znak w
zaleznosci od potozenia wezta 3, czyli od s.

Np.dla s =—-2/3 i L =2, otrzymuje si¢ wartosci funkcji ¢;(¢), € € [—1,+1],
pokazane na Rys/4.8. Wida¢, ze w tym przypadku wartosci g¢g; sa ujemne dla
¢ < —3/4, i wtedy zmienia sie zwrot wektora bazy naturalnej g;.

g1

Rysunek 4.8: Wykres g¢;(¢) dlas=-2/31 L =2.

Mozna sprawdzi¢ warto$¢ ¢; dla niektérych punktow wybranych schematow
catkowania Gaussa:

e dla punktu schematu tréj-punktowego i np. & = —/2 otrzymuje sie ¢, =

5
0.2302,
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e dla punktu schematu dwu-punktowego, ¢ = — % otrzymuje sie ¢, =

—0.0327, czyli zmienia sie zwrot wektora bazy naturalnej g;.

Potozenie wezta srodkowego, w ktorym nastepuje zmiana znaku ¢y, wynika z
warunku

L
4¢°
Zamiast s mozna uzy¢ parametrow a = % +s i b= % — s oraz ilorazu a/b,

ktory jest niezalezny od dtugosci elementu L. Dla obliczonej powyzej wartosci s
Wynosi on

g1 =0 = s (4.12)

L
g:z—l—sz%—l—l. (4.13)

b 5-s5 26-1
Wykres rozwigzania nieréwnosci ¢;(§,s) > 0 dla L =2 pokazano na Rysl1.9,
gdzie na osi poziomej zaznaczono s, a na osi pionowej &. Wykres przedstawia
zakres przesuniecia wezta srodkowego dla ktorego nie nastepuje zmiana zwrotu wek-
tora g,. Ponadto, zaznaczono potozenie punktéw catkowania dla 2- i 3-punktowego
schematu Gaussa. Wida¢, ze dla zredukowanego 2-punktowego catkowania wezet

srodkowy ma szerszy zakres dozwolonych potozen.

|
NI~

o
[\

-1

Rysunek 4.9: Wykres rozwiazania nieréwnosci ¢;(€,s) >0 dla L = 2.

Przypadek dwuwymiarowy, powltoka. Przypadek dwuwymiarowy jest ztoze-
niem dwoéch przypadkéw jednowymiarowych omoéwionych powyzej. Dodatkowym
efektem znieksztalcenia elementu jest to, ze najezenie wektoréw normalnych ts

niekoniecznie jest zgodne. Najezenie jest zgodne wtedy, gdy wszystkie wektory nor-
malne lokalnych baz orto-normalnych w punktach Gaussa sg zwrécone w te sama
strone wzgledem powierzchni odniesienia (sSrodkowej) dla danego elementu,.

Wraz ze wzrostem przesunie¢ weztéw doktadnoséé obliczen moze si¢ pogarszac, a
w przypadku gdy najezenie wektorow normalnych t3 nie jest zgodne, wtedy roz-
wiazan nie mozna uzna¢ za wiarygodne. Sytuacje te dobrze obrazuja Testy 6.2.2A



4.4. KONSEKWENCJE ZNIEKSZTAECEN ELEMENTU W KONFIGURACJI
POCZATKOWEJ 46

oraz 0.2.2B. Wskazuja one, ze element 9 (standardowe sformutowanie) daje zte wy-
niki dla duzych przesunie¢ weztéw (w powyzszych testach przesuwa sie wezet nr 9).
Przyczyng jest zmiana orientacji bazy lokalnej dla duzych przesunie¢ weztow, tzn.
nastepuje zmiana kierunku wektora t3. Ma to swoje podloze w dwoch mechani-
zmach:

1. wektory bazy naturalnej zmieniaja zwroty (Rys/4.10),

2. kat rozwarcia pomiedzy wektorami bazy naturalnej przekracza 180° (Rys/4.11).

t= t=qg t=
O 2 gQ 0,8 2 gZ 0,8 2 gZ
0 0. 0.
0.4 B 0.4 B 0.4 B
0 t1=1 0. t1=1 0 t1=1
T -0.5 0.5 1 -T -0.5 0.5 7 -T -0.5 0.5
n=1 n=2 n=3
t:g t=_ t:
0.4 27 0. = 0. =
0. 0. 0.
_ 0.4 0.4 0.4
t1=g1 O . t1=g1 O t1=g1 O .
. 0.5 1 0% 0.5 1 -™—0.0 0.5 "1
n=4 n=5 n=6

Rysunek 4.10: Bazy lokalne w punkcie Gaussa nr 4 dla wzrastajacego n. Test 6.2.2A.

Przypadek pierwszy uwidacznia si¢ w Tescie 0.2.2] Przesunieciu w poziomie ulega
wezel nr 9 i dla parametru przesunigcia n = 4 otrzymuje sie btedny wynik. Na
Rys/4.10 przedstawione zostaty wektory bazy naturalnej g,,g,, oraz wektory bazy
ortonormalnej t;,to w punkcie Gaussa nr 4 (£ = —\/g, n =20, =0, patrz
Rozdz/1.2).

Wektory te zmieniajg sie dla zwiekszajacego sie n, tak jak opisano w Te-
Scie[6.2.2A. Bazy te pokrywaja sie ze sobg dla n =1,2,3. Dla wartosci n =4,5,6
wektory g, i t; roOwniez sie¢ pokrywaja, ale maja przeciwny zwrot. Dlatego tg,
jako iloczyn wektorowy t; 1 te (patrz Rozdz.Z.2Z.1) réwniez zmienia kierunek,
i w konsekwencji rozwigzanie jest nieprawidlowe. Aby zbadaé¢ doktadnie w jakim
zakresie polozenia wezta 9 nastepuje opisana zmiana kierunku wektora ts; nalezy
przeprowadzi¢ analize analogiczng do tej dla przypadku jednowymiarowego.

Drugi mechanizm, ktéry powoduje niezgodne najezenie wektoréw ts, moze
zostaé przeanalizowany na przyktadzie Testu 5.2.2B. W tym przypadku przesunigcie
wezta nr 9 nastepuje po przekatnej elementu. Sprawdzane jest zachowanie sie¢ baz
lokalnych w punkcie Gaussa nr 4, przedstawione na Rys.Z.11] Mozna zauwazy¢, ze
dla n =4, rozwarcie wektoréw bazy naturalnej wynosi ponad 180°, co powoduje
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n=1 n=2 n=3

-

<0.70.60.50.40.30.20 JA

g4

n=4 n=5 n=6

Rysunek 4.11: Bazy lokalne w punkcie Gaussa nr 4 dla wzrastajacego n. Test[6.2.2B.

zmiang¢ orientacji wektoréw t; 1 to, 1 w konsekwencji zmian¢ zwrotu ts jako
ich iloczynu wektorowego.

Powyzsze obserwacje wskazuja, ze wezty elementu 9-weztowego nie powinny by¢
rozmieszczone zbyt nieregularnie, kwestie te podjeto w sposéb bardziej precyzyjny
w testach z Rozdz.6.2.
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4.5 Zagadnienie wtasne dla dwuwymiarowego 9-
weztowego elementu

Majac macierz sztywnosci uzyskang w sposéb opisany w Rozdz/3.2] mozna sformu-
towaé nastepujace zadanie na wartosci i wektory wlasne

Kv' = \'v', i=1,2,3,...,n, (4.14)

gdzie ' to wartosci wlasne, v* to wektory wlasne, a n to liczba stopni swobody
elementu. Jest to uklad réwnan liniowych jednorodnych ze wzgledu na v/,

(K- \T)v' = 0. (4.15)
Réwnania (4.15) maja niezerowe rozwiazania jesli spelniony jest warunek
det(K — \'T) = 0. (4.16)

Wartosci i wektory wlasne tworza pary {A\,v'}, tzn. kazdej warto$ci wlasnej
odpowiada okre$lony wektor wtasny. Wartosci wtasne M\ moga byé¢ podwdjne i
wtedy odpowiadajace wektory wlasne v sg obrécone wzgledem siebie. Przyjmujac
v={vhv? .} oraz X =diag(\’) mozna zapisaé

Kv =vA. (4.17)
Korzystajac z wtasnosci ortogonalnosci v otrzymuje sie
vVIKv = A (4.18)
Wektory wlasne otrzymane z zadania (4.14) to przemieszczenia weztow
v = {us, v}, (4.19)

dla I =1,...,9 oznaczajacego wezty. W celu lepszego przedstawienia graficznego,
wektory wlasne mozna przeskalowac, np.
Ui

)= 4.20
Y max|v?| /5’ (4.20)

gdzie max|v?| oznacza maksymalng warto$¢ bezwzgledna wszystkich sktadowych

v

Do wyznaczenia macierzy sztywnosci postuzono sie 9-wezlowym dwu-
wymiarowym elementem, o dwoch sktadowych wektora przemieszczenia w wezle,
{u,v}. Liczba stopni swobody tego elementu jest réwna 18, a wektory wlasne moz-
na czytelnie przedstawic¢ jako przemieszczenia weztéw na plaszezyznie. (Wyniki testu
na wartosci wlasne dla opracowanych w pracy elementéw powtokowych omoéwiono
w Rozdz[6.1l)
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W celu zbadania wartosci i wektoréw wlasnych macierzy sztywnosci zdefiniowano
jeden element w ksztatcie kwadratu, o boku jednostkowym i grubosci h = 0.1, oraz
E =10 i v =0.3. Niezadano warunkéw brzegowych. Otrzymane wartoéci wtasne
podano w Tabeli [4.2.

Tabela 4.2: Wartosci wtasne 9-weztowego dwuwymiarowego elementu.

048501.63 548501.63 233586.42 216795.78

157904.83 157904.83 112820.51  89421.66

67625.54  67625.54  57929.49  44069.25

27066.90  27066.90  16805.44 0
0 0

Przeskalowane wektory wtasne pokazano na Rys/4d.12. Zostaly one umieszczone
w kolejnosci odpowiadajacej wartosciom wtasnym z Tabeli 4.2,

Kolorem szarym oznaczono pierwotny ksztalt elementu, a czarnym ksztalt ele-
mentu po natozeniu wektoréw whasnych, przeskalowanych zgodnie z wzorem (4.20)).
Wezty schematycznie potaczono liniami prostymi, lecz ich rzeczywisty ksztalt to
krzywe 2-go stopnia, zgodnie z funkcjami ksztaltu z réwn.(4.3). Trzy ostatnie ry-
sunki przedstawiaja ruch sztywny elementu i zwigzane sg z wektorami wtasnymi dla
zerowych wartosci wlasnych.

Podobng graficzna interpretacje wektoréw wtasnych, lecz dotyczaca elementu
4-weztowego, mozna znalezé np. w [Bathe, Wilson 1976] lub [Kleiber, 1989].
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H

Rysunek 4.12: Wektory wlasne 9-weztowego dwuwymiarowego elementu.



Rozdziatl 5

Metody eliminujgce zakleszczanie
9-wezlowego elementu
powlokowego

Standardowy 9-wezlowy element powlokowy charakteryzuje sie bardzo mata do-
ktadnoscia, co spowodowane jest przez tzw. zakleszczanie, wystepujace dla powtok
cienkich i zakrzywionych. Dlatego potrzebne sa dodatkowe techniki poprawiajace
jego wtasnosci.

5.1 Charakterystyka zakleszczania w elementach
powlokowych

Zakleszczanie (ang. locking) to negatywne zjawisko wystepujace dla aproksymacji
niskiego rzedu. Na skutek zakleszczania, przemieszczenia cienkich powtok sa silnie
niedoszacowane, tak jak gdyby sztywnos¢ elementu zostala znacznie zwickszona, co
przedstawiono pogladowo na Rys/5.1. Inna nazwa zakleszczania to ”przesztyw-
nienie”  elementu, lub, np. w [Chroscielewski, Makowski, Pietraszkiewicz, 2004]
(str.381), to "blokada” rozwiazania. Zakleszczanie powlok silnie zalezy od gru-
bosci powtoki, ktora jest tzw. parametrem krytycznym. Zakleszczanie zwicksza sie
przy zmniejszaniu grubosci.

Wyrézni¢ mozna dwa rodzaje zakleszczania elementéw powtokowych:

e zakleszczanie od Scinania poprzecznego (ang. transverse shear locking), wywo-
tane przez aproksymacje odksztatcen Scinajacych poprzecznych, &3, €39, 1
wystepujace w elementach powtokowych ptaskich i zakrzywionych,

e zakleszczanie membranowe (ang. membrane locking), wywolane przez aproksy-
macje odksztatcen btonowych €11, €99, €12, 1 wystepujace tylko w elementach
powtokowych zakrzywionych.
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Rozwigzanie analityczne

—

Rozwigzanie numeryczne

Przemieszczenie

o

0 1/h

Rysunek 5.1: Zakleszczanie rozwigzania numerycznego.

Oba powyzsze typy =zakleszczania wystepuja w elementach powlokowych 9-
weztowych.

Zakleszczanie jest efektem wynikajacym m.in. z wtasnosci zastosowanych funkcji
aproksymujacych, w szczegdlnodci tzw. 'niedopasowania’ aproksymacji poszczegdl-
nych cztonéw energii, natomiast nie ma zwigzku z doktadnoscia reprezentacji nume-
rycznej zmiennych. Istnienie tego efektu mozna wykaza¢ dla prostych przypadkow
za pomocg metod analitycznych, a takze przez poréwnanie rozwigzan numerycznych
z rozwiazaniami analitycznymi.

Warto zauwazy¢, ze efekt zakleszczania od $cinania poprzecznego i zakleszczania
membranowego maleje wraz z zageszczaniem siatki elementéw. Jednak nastepuje to
powoli. Dla rzadkich siatek elementy zakleszczajace si¢ sa bardzo niedoktadne.

5.1.1 Zakleszczanie od Scinania poprzecznego elementu bel-
kowego
Zjawisko zakleszczania wystepuje takze w elementach belkowych, i te, jako mniej

skomplikowane od elementéw powlokowych, sa zwykle wykorzystywane w rozwaza-
niach analitycznych.

Roéownania belki Timoszenki. Skladowe odksztalcenia membranowego, od-
ksztalcenia Scinania poprzecznego i odksztaltcenia zgieciowego dla belki Timoszenki
o liniowej kinematyce sa nastepujace

Egx = Ugz, 25296 =Wy — ¢a Rgg = _¢,xa (51)

gdzie w to przemieszczenie styczne, w to przemieszczenie normalne, a ¢ to kat
rotacji linii sSrodkowej belki. Energie odksztatcenia mozna wyrazi¢ jako sume energii

W= [ DVew) + Wiew) + Wi do. (52
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gdzie

1

1
W(es) = ~EAE> Wi(e.e) = k2GAE2 W (Kga) = S FI k2.  (5.3)

2 Tx?

Ponadto, A = bh to pole (prostokatnego) przekroju belki, I = bh3/12 to
moment bezwtadnosci przekroju, h to wysokos¢, b to szerokosé¢ przekroju belki,
a k=5/6 to wspoétezynnik korekcyjny dla Scinania poprzecznego.

Aproksymacja odksztalcenia $cinajacego w elemencie belkowym. W celu
zidentyfikowania zakleszczania od $cinania poprzecznego rozwaza sie 3-weztowy pro-
sty (niezakrzywiony) element belkowy, patrz Rys/5.2. Dla elementu 3-weztowego,

1 3 " 2
@

]ﬁ =-1 £=0 £ =1

< L >

Rysunek 5.2: Element belkowy 3-weztowy.

przemieszczenie normalne oraz rotacja sg aproksymowane w nastepujacy sposob

3 3
w(é) =Y Ni(§wr,  6(&) =D Ni(§) ¢r, (5.4)
I=1 I=1
gdzie kwadratowe funkcje ksztaltu sg zdefiniowane nastepujaco,

N©=3EE-1), M@= 8D, NE@=1-& (55

Ponadto, (-); oznaczaja wartosci w wezlach, a wspélrzedna naturalna ¢ €
[—1,+1]. Po uwzglednieniu, ze x = (L/2)¢, gdzie L to dtugos¢ belki, otrzymuje

sie B
=00 (%) = (3) e 56

Aproksymowane odksztalcenie $cinajace poprzeczne, obliczone wg réwn.(5.1) z
uwzglednieniem funkcji ksztaltu (5.5), ma nastepujaca postacé

2 1 1
2{5%&9 = Z {(f — 5)1U1 + (f + 5)@02 — (2§)w3]

— [5E€ = 1)1+ 36€ + 1oy + (1 - €65 (5.7)
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W ogdlnym przypadku, aproksymowany rozktad odksztatcenia $cinajacego poprzecz-
nego ¢ME5 powinien by¢ jak najbardziej zblizony do rozktadu obliczonego anali-

tycznie, e2N4  co prowadzi do warunku

zZT ?

MES _
zZT

5 eANA — . (5.8)
Poniewaz w réwn. (5.7)), czesé zalezna od w; jest liniowa funkcja &, a cze$¢ zalezna
od ¢; jest kwadratowg funkcja &, wiec w niektorych przypadkach moga wyste-
powaé problemy ze spelnieniem tego warunku. Ponizej, ta kwestia jest rozwazona

dla kilku zatozonych rozktadéw eAN4 wzdhuz osi belki.

A. Zerowe odksztalcenie Scinajace poprzeczne. Dla bardzo wiotkich (cien-
kich) belek, gdy h/L < 1, a takze dla przypadku czystego zginania belki dwoma

momentami, patrz Rys.5.3, wartos¢ analityczna odksztalcenia poprzecznego jest

stata i réwna zeru, tzn. e2ANV4 = (.

M T_) M
CE - ? T D

Rysunek 5.3: Czyste zginanie prostego elementu 3-weztowego.

Wtedy, warunek (5.8) redukuje sie do
eMES — . (5.9)

W elemencie 2-weztowym, zbudowanym za pomoca liniowych funkcji ksztattu, otrzy-
muje sic eMPS = ( tylko w punkcie srodkowym (£ = 0), natomiast w punktach

¢ = £1/V/3 otrzymuje sie eMFS £ 0, wicc element ten zakleszcza sie, gdy jest
catkowany za pomoca 2 punktéw Gaussa. Natomiast dla elementu 3-weztowego, dla
rozwazanego obcigzenia, zakleszczanie nie wystepuje. Mozna to pokaza¢ w nastepu-

jacy sposob. Dla czystego zginania,
wy = wy = aL/4, w3 = 0, ¢1 = o, $2 = —9, ¢3=0.  (5.10)

gdzie al/4 to analityczna warto$é ugiecia. Mozna ja otrzymaé takze z warunku

OL/ > 2,, do = 0, z ktoérego wynika

/L/2 <2x 1)d _alL (5.11)
ii)% we=foalg T=—" .
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gdzie wykorzystano symetrie €., wzgledem x =0, i parametryzacje ¢ = af =

a (2% — ) Podstawiajac warunki (5.10) do rén.(5.7) otrzymuje sig
2 1 1 L 11 1 2 L
2MES=[ -~ } —{ —Da-= Da| = 2260~ +¢éa =

(5.12)
tzn. odksztalcenie $cinajace jest rowne zeru.

B. Stale niezerowe odksztalcenie Scinajace poprzeczne. Rozwazmy przy-
padek zginania prostej belki sita poprzeczng, patrz Rys.5.4.

Rysunek 5.4: Zginanie prostego elementu 3-weztowego sita poprzeczna P.
W tym przypadku odksztatcenie Scinajace jest niezerowe i state po dtugosci belki,

-P
ANA — (5.13)

“a T I0GA

Aby znalez¢ punkty, w ktérych wartoéci M9 obliczone wg réwn.(5.7) sg réwne
a

zZTr
wartosciom analitycznym e4M4. trzeba rozwiazaé réwnanie (5.8). Jest to réwnanie

kwadratowe ze wzgledu na & i jego pierwiastkami sg &4 = —l—% i &g = —%,

co pokazano na Rys/5.5. Obliczenia wykonano dla: L =6,b=0.2, P =1, h =
1/10, E =107, v = 0.3.

e
cE
SR INET
) N\
Analityczne

Aproksymacja

-1 -0.5 0
£

Rysunek 5.5: Poréwnanie rozktadéow odksztalcen Scinajacych. State odksztatcenie
Scinajace.
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C. Liniowe odksztalcenie Scinajgce poprzeczne. Rozwazmy przypadek zgi-
nania prostej sita poprzeczna roztozona o intensywnosci ¢, patrz Rys.5.0. W tym

[E—

2¢¢Hr¢¢¢¢*¢+++++++

&=-1 3¢=0 £ =1
L

Rysunek 5.6: Zginanie prostego elementu 3-wezlowego sita roztozong q.

przypadku odksztalcenie Scinajace jest niezerowe i zmienia si¢ liniowo po dhugosci

pell (L2 —€)
anva  —q(L/2)(1—¢&
= et (5.14)

Aby znalezé punkty, w ktérych wartosci eMF9  obliczone wg réwn. (5.7) sa réwne

warto$ciom analitycznym e4N4 ) trzeba rozwiaza¢ réwnanie (5.8). Jest to réwna-
nie kwadratowe ze wzgledu na &. Podobnie jak w poprzednim przypadku, jego
pierwiastkami sg &4 = +% i &g = Vs pokazano na Rys/5.7. Obliczenia

wykonano dla: L =6,b=0.2,g=1,h= 1/107 E=10", v =0.3.

€

1 —\é_ 1
0 EVE 3
Analityczne
Aproksymacja
-1 -0.5 0 0.5 1
3

Rysunek 5.7: Porownanie rozktadéw odksztalcen poprzecznych. Liniowe odksztatce-
nie Scinajace poprzeczne.

Podsumowujac przypadek statego i liniowego rozktadu odksztalcefl Scinajacych,
widaé, ze tylko w dwoch punktach &4 = —l—% i {p = —5, wartosci gMES
sa réwne wartosciom analitycznym e2N4. Jezeli do Calkowama energii odksztal-
cenia od $cinania, W(e,,), zastosuje sie 3-punktowy schemat catkowania Gaussa,
bazujacy na punktach, ¢ = i\/3/75 i &=0, towtedy &MF5 jest probko-
wane w punktach, gdzie jego wartosci sa niepoprawne. Jest to jedna z przyczyn
wywohujacych efekt zakleszczania.
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Uwaga na temat analizy w [Huang, 1988/, str.50. Jezeli warunek (5.9) nie jest spet-
niony w kazdym punkcie belki, to mozna zada¢ spetnienia stabszego warunku, by
energia odksztalcenia poprzecznego (5.3) byta réwna zeru, tzn. [ W(eMES) dx = 0.
Mozna zauwazy¢, ze energia odksztatcenia poprzecznego (5.3) jest funkcja kwadra-

towa eMES  Zakladajac, ze rozklad GA jest staly po z, otrzymuje si¢ warunek,

L

/ (eMESY2 g = 0. (5.15)
0

Ten warunek jest dosé skomplikowany, dlatego np. w [Huang, 1988], str.50, rozwa-

zany jest inny catkowy warunek

L
/ eMES g — g, (5.16)
0

Jednak nalezy krytycznie zauwazy¢, ze jest to tylko staba postaé¢ rown.(5.9), lecz nie
jest to warunek wystarczajacy dla spelnienia réwn.(5.15).

Inna wada analizy przeprowadzonej w cytowanej pracy to zatozenie, ze B =
0, ktére wyjasnimy ponizej. Catke (5.10) mozna wyrazi¢ w zmiennej naturalnej i
rozwazaé warunek

/+1 MBS ge — () (5.17)
gg — . .
-1
Dla 3-weztowego elementu, £}/9  jest funkcja kwadratowa, ktéra mozna zapisaé
w postaci
+1
/ (A2 + B+ O)de =0, (5.18)
-1

gdzie A, B,C to stale. Poniewaz, catka ffll £d¢ =0, wiec warto$¢ B moze by¢
dowolna, ale tylko przy obliczaniu powyzszej catki. Wtedy wyrazenie podcatkowe
jest postaci A& + C, i po scalkowaniu otrzymuje sie A = —3C. Jednak nie
mozna zaktada¢ dowolnosci B w réwnaniu AE2 + BE+ C =0, co w cytowanej
pracy uczyniono, by otrzymaé & = +1/ V3.

5.1.2 Zakleszczanie membranowe elementu belkowego

Odksztalcenie membranowe dla zakrzywionej belki. Odksztatcenie btonowe
prostej (niezakrzywionej) belki moze zosta¢ wyrazone za pomoca klasycznej formuty
Marguerre’a [Marguerre, 1939],

s T

1
Eow = TUg + §w2 . (5.19)

Zakrzywienie belki mozna uwzgledni¢ w uproszczony sposoéb wprowadzajac wstep-
ne przemieszczenia belki, wug 1wy, odmierzane od postaci niezdeformowane;j
i niezakrzywionej. Wtedy przemieszczenie catkowite jest wyrazone w nastepujacy
sposob:

u = uy+ u, W= wy + w, (5.20)
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i ze wzoru (5.19), otrzymuje sie

1 1
Exx = Upz + Uz + 511)3’1 + Wo W 4 + §w2x (5.21)
Zakladamy, ze zakrzywienie nie wywoluje wstepnego odksztalcenia, tzn. & =
U + 3w, = 0, 1 pomijamy czlon wyzszego rzedu, fw?. Wtedy odksztalce-
nie membranowe ma postac,

Exz = Uy + Wo W 4. (5.22)

Analogiczng posta¢ mozna otrzymac dla teorii powtok matowyniostych Donnella-
Musztariego-Wtasowa [Donnell, 1934].

Powyzsza posta¢ e,, zostanie ponizej wykorzystana do okreslenia punktow, w
ktorych odksztatcenie membranowe jest prawidtowe. W ogélnym przypadku, aprok-
symowany rozktad odksztalcenia membranowego eME9 wzdhuz elementu powinien
by¢ jak najbardziej zblizony do rozktadu obliczonego analitycznie, e4N4,  co pro-

T
wadzi do warunku

MES _
T

£ eANA — . (5.23)

Tx

Ponizej, rozwazymy ten warunek dla e2N4 =0 wzdtuz osi belki.

Czyste zginanie zakrzywionego elementu 3-wezlowego. Ponizej rozwazany
jest 3-wezlowy zakrzywiony element belkowy obcigzony symetrycznie momentem,
pokazany na Rys.5.8. Analiza tego elementu przeprowadzona jest podobnie jak w
[Huang, 1988], str.84-7, usunieto jednak kilka btedéw utrudniajacych jej zrozumienie
i wyraznie zdefiniowano zatozenia.

Rysunek 5.8: Zginanie zakrzywionego elementu 3-weztowego o dtugosci L.

W analizie tego elementu, wykorzystuje sie nastepujace warunki dla weztéw ele-
mentu:
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1. wstepne ugiecie (zakrzywienie),

Wo1 = —h, Wp2 = —h, Wo3 = O, (524)

2. przemieszczenie pionowe

w1 = Wa, W3 = 0, (525)

3. przemieszczenie poziome

Uy = —Uy, Uz = 0, (526)

gdzie h oznacza wysokosé tuku. (W niniejszej pracy h oznacza grubo$¢ powtoki
badz belki; tutaj uczyniono wyjatek w celu zachowanie zgodno$ci z notacjg uzyta w
pracy [Huang, 198§].)

Dla powyzszych warunkéw otrzymuje sie,

3
wp(€&) = Z N (&) wor = —hé?, wo . = —2&h/c, (5.27)
=1
w(€) =Y Ni(&) wr = wa?, w, = 28ws/c, (5.28)
=1
3
u(&) = Ni(€) ur = usé, U, = us/c, (5.29)
=1

gdzie wspohrzedna x wezta 2 oznaczono jako ¢ = x5, i wykorzystano nastepujace
przyblizenie réwn. (5.0)

(e=(2) (e~ (e (5.30)

ktore jest dopuszczalne tylko dla belek malowyniostych. Wprowadzajac powyzsze
relacje do rown.(5.22) otrzymuje sie

2

iz 2

£ (5.31)

Poniewaz, dla przypadku czystego zginania belki dwoma momentami, wartos¢ anali-
tyczna odksztatcenia membranowego jest réwna zeru, tzn. eV = 0, wiec warunek
(5.23) przyjmuje postaé

Uye — dhwy€? = 0. (5.32)

7 tego rownania wylicza sie

E=d4= |———2. (5.33)
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Powyzsze wyrazenie mozna uproscié¢ zaktadajac, ze:

1. deformacja przeksztatca tuk kotowy o promieniu R, kacie sSrodkowym 6
i wysokosci h, w tuk kotowy o promieniu R/, kacie srodkowym 6" i
wysokosci A/,

2. 0 =~ 0+ Af, gdzie przyrost kata A6 jest maly,

3. dlugosé belki L w przyblizeniu nie ulega zmianie,

L=RO~R¢, — R ~R0/I. (5.34)

Relacje te wykorzystuje sie obliczajac przemieszczenia wezta 2,
uy = R'sinf’ — Rsin 6, wy = R'(1 —cos®') — R(1 — cosb), (5.35)

i ich rozwiniecie liniowe wzgledem A6,

ug = AGR(cos — sinf/0), wy ~ AGR[sinf — (1 — cos ) /6] (5.36)
Tak wiec,
uy  Bcost —sinb
wy  cosO+Osinh —1’ (5.37)
a ponadto,
c Rsin6 sin ¢
- = = : 5.38
h  R(1—cosf) (1—cosb) (5.38)
W efekcie, rown. (5.33) przyjmuje postaé
1 sin 0 (0 cos @ — sin )
0)==+=,|— 5.39
§@) 24 (1 —cosf) (cosf +fsinf — 1)’ (5:39)

ktora zalezy tylko od kata 6. Wykres funkcji &(f) pokazano na Rys/5.9. W
przypadku granicznym belki prostej (niezakrzywionej), tzn. gdy 6 — 0, otrzymuje
sie

) 1
Rozktad odksztatcenia blonowego wzdtuz osi elementu pokazuje Rys/5.10.  Obli-
czenia wykonano dla: 0 =1° L =6,b=0.2, M =1, h=1/10, E =107, v = 0.3.
Widag¢, ze poprawna wartos¢ odksztatcenia membranowego ¢,, otrzymuje sie tylko

w dwoch punktach: £4 = —% iép= +%.
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0.675
0. 65
0. 625
0.6
0.575
0.55
0.525

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 Kat [rad]

Rysunek 5.9: Wykres £(6) dla czystego zginania zakrzywionego elementu 3-
weztowego. Linia pozioma to & = 1/4/3.

Rysunek 5.10: Rozktad odksztatcenia btonowego dla zakrzywionego elementu 3-
weztowego.
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5.1.3 Techniki eliminujgce zakleszczanie w elementach bel-
kowych

W podrozdziatach 5.1.11115.1.2] zilustrowano efekty zakleszczania w 3-weztowych ele-
mentach belkowych i okreslono wspotrzedne dwoch punktow, w ktorych odksztatce-
nia $cinajace i membranowe majg prawidtowe wartosci. Aby uniknaé efektu zaklesz-
czania, zaréwno membranowego jak i od Scinania poprzecznego, mozna zastosowac
dwa sposoby postepowania:

e catkowaé¢ numeryczne tak, aby punkty Gaussa pokrywaly sie z punktami £ =
i%, co odpowiada zredukowanemu 2-punktowemu catkowaniu,

e aproksymowaé odksztatcenie nowymi funkcjami, dobranymi z wykorzystaniem
wartosci w punktach & = :I:% i stosowa¢ standardowe 3-punktowe catkowa-
nie.

Oba sposoby pokazano schematycznie na Rys.5.11, dla przypadku gdy analityczne
odksztalcenie (Scinajace poprzeczne lub btonowe) jest réwne zeru. Nalezy zwrocié
uwage, ze powyzsze sposoby nie sg rownowazne, co wynika z faktu, ze energia jest
kwadratowa funkcja odksztalcenia, patrz (5.3).

Problem: €
Odksztatcenie powinno +1
by¢ zerowe, a jest O - punkty §=V—§ ,dla
funkcja kwadratowg * * ktorych odksztatcenie
\ _/ jest poprawne
% - punkty Gaussa

-1 -0.5 0 0.5 1

g
/ rozwigzania: \
€ €
%* O * 0 * ~
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
g g
liniowa aproksymacja odksztatcenia zredukowane catkowanie

Rysunek 5.11: Eliminacja efektu zakleszczania dla 3-weztowego elementu belkowego.
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5.1.4 Zakleszczanie elementu powlokowego 9-weztowego

Odksztalcenia $cinajace poprzeczne powloki. Postaci aproksymowanego od-
ksztalcenia Scinajacego poprzecznego dla 9-wezlowego elementu powlokowego sa
analogiczne do réwnania (5.7) dla belki, wiec moga wywolywaé zakleszczanie te-
go elementu.

7 tego wzgledu, postepowanie dla poszczegdlnych sktadowych odksztatcenia Sci-
najacego poprzecznego powinno odpowiada¢ temu dla belki 3-weztowe;j.

Odksztalcenia membranowe zakrzywionej powtoki. Rozwazamy zakrzywio-
na lecz matowyniostyg powtoke. Dla najprostszego wariantu teorii powtok Marguer-
re’a [Marguerre, 1939] lub Donnella-Musztariego-Wtasowa [Donnell, 1934], sktado-
we tensora odksztatcenia membranowego sa nastepujace

1, 1,

Exx = Uy + §w,x, Eyy =Vy + W

5 2y =T, +Ty+wW,w,.  (5.41)

Sktadowe ¢e,, i ¢, sa analogiczne do réwn.(5.19) dla zakrzywionych belek, dla-
tego mozna postapi¢ analogicznie, uwzgledniajac zakrzywienie powtoki za pomocsa
wstepnych przemieszczen, wug, vg i wy, odmierzanych od postaci niezakrzywionej
w nastepujacy sposob:

U = ug + u, U =11+, W = wy + w. (5.42)

Zaktadajac, ze nie ma wstepnych odksztatcenn wywotanych przez zakrzywienie, tzn.
0

el =+ 3wi, =0 i &), =+ 3w}, =0, oraz pomijajac czlony wyiszego
rzedu, %w%ﬂ i %wzy, otrzymuje sie

Exp = Ugp + Wo W 4, Eyy = Uy + Wo W, (5.43)

Te postaci odksztalcenia sa analogiczne do réown.(5.22) dla zakrzywionej belki,
wigc moga wywotywac zakleszczanie elementu 9-weztowego bazujacego na funkcjach
ksztattu (4.3).

Z tego wzgledu, postepowanie dla poszczegdlnych sktadowych odksztalcenia
membranowego w elemencie 9-weztowym powinno odpowiada¢ temu dla belki 3-
weztowej.

Dla odksztatcen scinajacych w plaszezyznie, po wprowadzeniu (5.42)), otrzymuje
sie
264y =TUoy + Uy + oy + U,y + (Wop +W,) (Wo,y +Wy), (5.44)
gdzie

(wo’x T w,x)(@(],y + wﬂ/) = wo,xwo,y + @o,x@,y + @,xwo,y + w,xw,y.
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Zaktadajac, ze nie ma wstepnego odksztatcenia wywotanego przez zakrzywienie,
tzn. 252y = Upz + Upy + WoWo, = 0 1 pomijajgc czlton wyzszego rzedu, w,w,,
otrzymuje sie

260y =Uy + Uy + W W,y + W,Wo (5.45)

Postawi¢ mozna pytanie czy ta sktadowa odksztatcenia moze wywotywaé zaklesz-
czanie membranowe. Trudno znalez¢ odpowiedz na to pytanie w sposob analityczny,
jednak testy numeryczne wykazuja, ze gdy postepujemy tak jak w przypadku odpo-
wiedzi twierdzacej, to wplywa to bardzo korzystnie na doktadnos$é elementu.

5.2 Dwustopniowa aproksymacja odksztalcen

Jednym ze sposobow eliminacji zakleszczania w elementach powtokowych jest dwu-
stopniowa aproksymacja odksztalcen, nazywana réwniez metods zatozonych od-
ksztalcen (ang. Assumed Strain (AS) method).

Pierwszy stopien to aproksymacja odksztalcen dla przemieszczen i rotacji wy-
razonych za pomoca funkcji ksztattu, natomiast drugi stopien to aproksymacja od-
ksztalcen na podstawie ich wartosci obliczonych w wybranych punktach.

Potozenie punktow probkowania dobiera sie tak, by uzyskaé¢ pozadane wartosci
odksztatcenia dla pewnych stanéw deformacji, tzn. spetni¢ warunki

MES ANA __ MES ANA __

analogicznie jak dla elementu belkowego 3-weztowego w Rozdz/5.1.11115.1.2.

Element 4-wezlowy. Metoda ta zostata po raz pierwszy zastosowana do elimi-
nacji zakleszczania od Scinania poprzecznego w elemencie ptytowym 4-weztowym,
a nastepnie, byla stopniowo rozwijana w szeregu prac, m.in. [MacNeal, 1978|,
[Hughes, Tezduyar, 1981], [MacNeal, 1982], a jej obecnie najczesciej wykorzystywa-
na wersja przedstawiona zostata w pracy [Dvorkin, Bathe, 1984]. Odksztatcenia $ci-
najace poprzeczne sa w tej metodzie modyfikowane (prébkowane i aproksymowane)
w naturalnym uktadzie wspétrzednych, stad nazwa metoda ANS (ang. Assumed
Natural Strain method). Dopiero pdzniej opracowano te metode dla elementéw 9-
weztowych, ptytowych i powlokowych.

Metoda ANS polega na tym, ze najpierw obliczane sg wartosci odksztatcen w
okre§lonych punktach, nazywanych punktami prébkowania (ang. sampling points),
odpowiednio rozmieszczonych w elemencie. Nastepnie, konstruuje sie funkcje aprok-
symujaca odksztatcenia wykorzystujac te wartosci. Wartosci pierwotnego pola od-
ksztalcen sg w tych punktach réwne wartosciom nowego pola odksztatcen poprzecz-
nych.

Oznaczmy punkty probkowania przez i =1,...,n, gdzie n to liczba punktéow,
wartoéci wspoOtrzednych naturalnych przez  (&;,7;), a wartosci odksztatcenia w
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M
o 3
| B
0 T
®a 2

@ - punkty prébkowania

Rysunek 5.12: Punkty probkowania i nowy rozkltad odksztatcen dla elementu 4-
weztowego.

tych punktach przez 5& = g¢c(&,mi).  Wykorzystujac wartosci odksztatcenia w
punktach prébkowania, pole odksztatcen mozna aproksymowaé nastepujaco:

gﬁ((ga 77) - Z R’L(S’ 77) Eé(a (547)
i=1
gdzie R;(&,n) to funkcje aproksymujace, ktére powinny byé¢ dobrane tak, by w
punktach prébkowania spetnione byty warunki

Eec(&ismi) = 52@ 1=1,...,n, (5.48)

gdzie n to liczba punktéw probkowania. Dla sktadowej e, postepowanie jest
analogiczne.

W celu wyznaczenia potozenia punktow probkowania dla elementu powtokowego
4-weztowego, przeprowadza sie, w sposob analogiczny jak dla elementu belkowego
3-weztowego w Rozdz.b.1.111 b.1.2] analize dla elementu belkowego 2-weztowego.
Potozenie punktow probkowania pokazano na Rys.b.12] Np. dla odksztatcenia Sci-
najacego poprzecznego ¢c¢c wykorzystywane sg 2 punkty, A i C, na linii £ = 0.
W efekcie odksztatcenie to aproksymowane jest nastepujaco

Zec(n) = Ra(n) egc + Re(n) e, (5.49)

gdzie Ra(n) =3(1—n) i Rec(n) =i(1+mn) to funkcje liniowe w kierunku 1.

Mozna zauwazy¢, ze aproksymacja tej sktadowej odksztatcenia jest stata po &.

Element 9-weztowy. Metode ANS dla 9-wezlowego elementu powtokowego
wyprowadza sie wykorzystujac rezultaty dla elementu belkowego 3-weztowego
z Rozdz/5.1.1] i H.1.2, w sposéb analogiczny jak dla elementu 4-weztowego,
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jednak inna jest ilo$¢ i potozenie punktéw prébkowania oraz postaci funkeji
aproksymujacych. Rozwiniecie metody dwustopniowej aproksymacji odksztatcen
dla elementéw 9-weztowych, plytowych i powlokowych, przedstawiono w pracy
[Huang, Hinton, 1984].

Dla odksztalcenia $cinajacego poprzecznego wyrazonego formutg
264, = (2/L§)w’§ + Qsm (5'50)

aproksymacje cztonéw ¢, i wre, dlastandardowych funkeji ksztattu dla elementu
9-weztowego, sg nastepujace:

¢77 = ¢n(1a§7777€77752>§2777772a 6772752772)’ Wre = w’€(17£7 777677’ 77275772)‘ (551)

Zaktada sie, ze nowe pole odksztatcen opisane jest analogicznym wielomianem jak
wre, tzn.

Eec = Eec(1,6,m,6n, %, 1), (5.52)

ktory jest liniowy po € i kwadratowy po 7. Potrzeba 6 punktow probkowania
do jednoznacznego okreslenia wspotczynnikow dla tych cztondéw, i jezeli np. punkty
te umieszczone zostang tak jak pokazano na Rysl5.13, to otrzymamy nastepujace
funkcje aproksymujace

Ra(&m) = (1= 5)(n* —n), Rg(&,n) i(1+§)(n2 n),
Re(€,n) = (14 2)(n* + 1), Rp(&,n) = (1= %)(n* +1), (5.53)
Rp(&n) =51+ 5)(1—n?), Rp(&,n) = 5(1—5)(1—n?),

gdzie a =1/v/3. Aproksymowane odksztalcenie écinajace poprzeczne dla kierunku
¢ ma postac

Eec(&,m) = Racly + Rpef, + Reeg, + Rpef, + Rpef, + Rrefy. (5.54)

Wykres Ra(&,n) pokazano na Rys/5.13. Aproksymowane odksztalcenie poprzecz-

| AN
4 oD 7 &
o a > a »
8» ——————— ‘E —————— 7'5}7 —————— OF ————— 43 —————— »
3
% 5 % >

@ - punkty probkowania

Rysunek 5.13: Punkty probkowania i wykres funkcji aproksymujacej Ra4(&,7).
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ne &, dla kierunku 7 ma analogiczng forme jak &¢; wystarczy w formule (5.54)
zamieni¢ wspotrzedne, £ — n oraz n — &.

Powyzsze przyktady dwustopniowej aproksymacji odksztatcen przedstawiono w
pracach [Dvorkin, Bathe, 1984] i [Huang, Hinton, 1984]. Dotycza one tylko odksztal-
cen $cinajacych poprzecznych i aproksymacja odksztatcen dokonywana jest w na-
turalnym uktadzie wspotrzednych. Sg to jedne z pierwszych prac dotyczacych dwu-
stopniowych aproksymacji; pézniej metoda zostala uzyta do modyfikacji odksztatcen
btonowych, zastosowano interpolacje w lokalnym uktadzie kartezjanskim, a takze
testowano rézne punkty prébkowania. Przeglad podstawowych wariantow przedsta-
wiony zostal w nastepnym rozdziale.

5.2.1 Warianty dwustopniowych aproksymacji odksztalcen

Ponizej omowiono warianty dwustopniowych aproksymacji odksztatcen dla elemen-
tow powlokowych 9-weztowych.

AN AN AT
¢ b e D iC
o - A pe9p .D ‘F ‘C .‘0‘403 ,,,,,,,
O o] < |
F E y
Te o | » Y > .
5 . &, 3
o)
o Yo ol - | o I ‘%,
o o A E B 1
a) b) c)

Rysunek 5.14: Potozenie punktow probkowania.
Zredukowana liczba punktéw: a) w kierunku &, b) w kierunku 7, c¢) w dwoch kierunkach.

Uzywajac dwustopniowych aproksymacji zawsze zaktada si¢ potozenie punktow
probkowania i wyznacza postaci funkcji aproksymujacych. Jednak w metodzie tej
jest pewna dowolnos¢, dlatego opracowano rézne jej warianty. Na Rys.5.14 pokazano
trzy zestawy punktow probkowania, ktére sa najczesciej stosowane. Sa one powia-
zane z funkcjami interpolujacymi w sposéb zdefiniowany ponizej. (Dla wszystkich
przedstawionych formut a = 1/4/3.)

1. Dlasktadowych odksztalcenia €,o 1 €34, (@ =1,2) stosuje sie punkty prob-
kowania pokazane na Rys!5.14 a) i b) oraz uzywa sie zestawu funkcji interpo-
lujacych zaproponowanych w [Huang, Hinton, 1984], [Huang, Hinton, 19806],
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- dla zredukowanej liczby punktéw w kierunku &, Rys/5.14 a),

Ra(€n)=31=5) (D> =1,  Ra&n) =30+ [(D*—1],
Re(&m) =11+5) [ +1].  RoEn)=301-5(D*+7], (555
Re(&m) =31+ [1- (12,  Rel&n)=30-51- (7]

Zestaw ten stosowany jest do odksztatcen e1; 1 e&3;.

- dla zredukowanej liczby punktéw w kierunku 7, Rys/5.14/b),

Ra(€n) =306 5.  RBe&m=:0+2[(5)° 3|
Re(&n) =10+ 2[5 +5,  Rol&n)=30-5 (G2 +5|, (5.56)
Rp(&n) =31+ D [1-(5)?,  Re&n)=301-11-(()?]

Zestaw ten stosowany jest do odksztatcen €99 1 €3s.

Dla kierunkéw w ktorych liczba punktow nie jest redukowana, moga one zostac
umiejscowione na dwa sposoby: na krawedzi elementu dla b = 1 lub w

srodku dla b = 4/3/5, patrz [Huang, Hinton, 1986]. Odpowiednia wartosé
b powinna zosta¢ uzyta takze w funkcjach interpolujacych dla tego punktu.

W cytowanej pracy autorzy preferujg potozenie punktow na krawedzi, ponie-
waz: (i) zapewnia to ciaglosé odksztatcen $cinajacych pomiedzy sasiadujacy-
mi elementami, (str.53), oraz (ii) jest spelniony tzw. 'patch test’ na Scinanie,
patrz uwaga na str.90 i test na str.59. Druga wartos¢ (b= /3/5) uzywana
jest w pracy [Bucalem, Bathe, 1993], a takze w niniejszej pracy, z uwagi na
to, ze wtedy jedna ze wspotrzednych naturalnych dla tych punktow jest taka
sama jak dla punktéw catkowania Gaussa.

2. Dla odksztalcenia $cinajacego e15 stosowane sg trzy rézne podejscia:

(a) W [Park, Stanley, 1986] oraz [Huang, Hinton, 1986] zastosowano 6-
punktowy schemat aproksymacji zgodny z (5.55) 1 (5.56) stosowany jest
do poszczegdlnych czesci e19.

(b) W [Jang, Pinsky, 1987 takze bazuje si¢ na punktach probkowania poka-
zanych na Rys/5.14/a) i b), lecz uzywa inne funkcje aproksymujace:

- dla zredukowanej liczby punktéw w kierunku ¢, Rys!5.14 a),

(5 77) %(1 %)(é_3)7 (5 7]) %( +§)<%_g)v
Ro(€n)=50+5G+1),  RpEn) =301 §><é+%), (5.57)
Rp(&,n) =31+ %)%, Rp(&,m) = 3(1—%)2.

Zestaw ten stosowany jest do odksztalceni &5,.
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- dla zredukowanej liczby punktéw w kierunku 7, Rys/5.14/b),

Ra(€m) =5(1=D(g—5).  RBs(&n) =350+2(F~5),
Re(én) =51+ D(g+3).  RoEn) =30-DG+3), (5.58)
RE(gan) :%(1_’_2)%7 RF(S:U) :%(1_2)2

Zestaw ten stosowany jest do odksztalcen €7,.

(¢) W [Bucalem, Bathe, 1993] stosuje sie zredukowang liczbe punktéw prob-
kowania w obu kierunkach, patrz Rys/5.14/ ¢), 1 uzywane sa nastepujace
funkcje aproksymujace:

Ragm) =H1-9(1-2),  Rulen) =d1+H0-2, oo
Re(em =10+ 50+, Roem=ta-Ha+h. @

Uzycie czterech punktéow probkowania jest wygodniejsze w przypadku
odksztalcen nieliniowych.

NN

Dla wszystkich powyzszych schematow, sktadowa tensora odksztatcenia e, do
ktorej stosuje si¢ dwustopniowa aproksymacje, jest wyrazona w nastepujacy sposob:

E&m) =D Ri&m) &, (5.60)

gdzie i = A,B,C,D,E,F dla schematéow z 6 punktami probkowania, oraz i =
A, B,C,D dla schematéw z 4 punktami probkowania, zgodnie z Rys/5.14.

5.2.2 Element powlokowy 9-AS

Dwustopniowe schematy pokazane na Rys.5.14a i b wykorzystuja tacznie 12 punktow
probkowania, co oznacza znaczny wzrost liczby dodatkowych obliczen, w porow-
naniu ze standardowym sformutowaniem elementu 9-weztowego. Dlatego w pracy
[Panasz, Wisniewski, 2007] zaproponowano modyfikacje tego schematu. Jezeli roz-
wazy sie probkowanie i catkowanie numeryczne jako elementy ze sobg zwigzane
poprzez wartos¢ b = \/%, to mozna uprosci¢ calyg procedure dwustopniowej
aproksymacji, co zostato przedstawione ponizej.

Sktadowe tensora odksztalcenia Greena w bazie lokalnej {t;} w Srodku elemen-
tu otrzymujemy przez transformacje sktadowych tego tensora w bazie odniesienia
{ir}, patrz wzor (2.30).

Rozwazmy odksztalcenie Scinajace poprzeczne e13, ktore probkujemy w zredu-
kowanej liczbie punktéw w kierunku &, patrz Rys.5.15a, i aproksymujemy za pomo-
ca funkcji (5.55). Na Rysl5.15a zaznaczono takze punkty catkowania dla schematu
catkowania 3 x 3 Gaussa.
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Rysunek 5.15: Polozenie: a) punktéw probkowania, b) linii probkowania.

Widzimy, ze gdy b = \/%, wtedy punkty probkowania i punkty catkowania
leza na tych samych trzech liniach: n = —b, n=0 i n = +b. Dlatego punkty
catkowania probkuja odksztatcenie €13 dla wlasciwych wartosci wspotrzednej n,
i nie ma potrzeby modyfikacji tego odksztalcenia w kierunku 7.

W konsekwencji, wystarczajace jest zastosowanie dwustopniowej aproksymacji
tylko w kierunku & W ten sposob, zamiast 6-punktowej formuty z réownania
(5.60), mozna uzy¢ znacznie prostszej, liniowej aproksymacji tylko w kierunku &,

1 1
Eel&m) =5 (1 - 2) flema + 5 (1 + j) Elecia (5.61)

gdzie wprowadzono oznaczenie € =¢ej3 i a =1/ V3. Zwiazek ten wprowadza dwie
linie prébkowania zamiast punktéw probkowania, co zostato pokazane na Rys.5.15b,
gdzie linia L1 jest polozonaw & = —a, alinia L2 w & = a. Analogiczna
formuta moze zosta¢ uzyta dla odksztalcen poprzecznych e = eq3,

N 1 i 1 n

677(5777) - 5 (1 - a) 8'17:—& + 5 <1 + a) €|n:+a7 (562)
ze zredukowang liczbg punktow probkowania w kierunku 7, patrz Rysih.14b i
réwn. (5.56)).

Roéwnania (5.61) 1 (5.62) stosuje sie rowniez dla odksztalcen membranowych
€11 1 €99 w bazie lokalnej {t;} w Srodku elementu. W stosunku do odksztatcen
scinajacych w plaszczyznie stycznej elementu €15 1 skrecajacych k19, reduk-
cja stopnia wielomianu aproksymujacego nastepuje w dwoch kierunkach. Uzywa sie
wtedy punkty prébkowania pokazane na Ryslh.14c razem z funkcjami aproksymu-
jacymi wg réwn.(5.59).
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Uwaga. Zaproponowane funkcje aproksymacyjne, (5.61) i (5.62), moga by¢ za-
stosowane tylko wtedy, gdy potozenie punktow prébkowania okreslone jest przez
b= \/%, tzn. leza one na tych samych liniach co punkty Gaussa. Wykonane te-
sty, takie jak np. te omoéwione w Rozdz. 6.2.2/116.2.3 pokazuja, ze elementy w ktérych
zastosowano b = \/% sg bardziej odporne na wstepne znieksztatcenie ksztattu
niz elementy w ktérych zastosowano b= 1.

Zaproponowane formy dwustopniowych aproksymacji zostaly zaimplementowane
w elemencie powlokowym oznaczonym jako 9-AS ischarakteryzowanym w Tab.5.1.
Do catkowania tego elementu uzywa sie¢ schematu 3 x 3 punkty Gaussa.

Tabela 5.1: Metoda AS dla elementu powlokowego 9-AS.

Sktadowa odksztatcenia | Schemat aproksymacji
€11, €13 I“éWIl.(F).G])
€929, €93 réwn(562)
12 rown. (5.59), Rys/h.14c
K12 rown. (5.59), Rys/h.14c

5.2.3 Poréwnanie metody AS i ANS dla odksztatcen Scina-
jacych poprzecznych
Ponizej poréwnane zostang dwa sposoby traktowania odksztatcen Scinajacych po-

przecznych w ramach metody dwustopniowych aproksymacji:

1. W elemencie wtasnym 9-AS zastosowano metode AS do sktadowych odksztal-
cen Scinajacych poprzecznych w lokalnym ortonormalnym uktadzie {ti} w
srodku elementu. Sktadowe te sg aproksymowane w kazdym kierunku oddziel-
nie.

2. Metoda ANS, zaproponowana w [Dvorkin, Bathe, 1984] dla elementu 4-
weztowego, moze takze by¢ zastosowana w elementach 9-weztowych.

W metodzie ANS, sktadowe odksztalcen $cinajgcych poprzecznych aproksy-
mowane sg nastepujaco:

—1
Gl g gy ¢ (5.63)
€32 t1-8, t2-8 e 7 '

_ 1%
2 0¢

gdzie

g%t -ag, & as, (5.64)
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to sktadowe kontrawariantne w bazie {g;}, ktore sa aproksymowane w kaz-
dym kierunku oddzielnie, np. ¢ w kierunku 7 wg wzoru

E5(n) = Ra(n) €% + Re(n) €&, (5.65)
ktéry jest podobny do wzoru (5.49).

W celu poréwnania metody AS i ANS zaimplementowano je w elemencie 9-
wezlowym i przeprowadzono przyktadowe obliczenia dla cylindra z przeponami,
patrz Rozdz.6.11. Jest to jeden z tych przyktadéw, w ktorych silnie uwidacznia sie¢
zakleszczanie od $cinania poprzecznego. W testowanych elementach modyfikowano
wytacznie odksztalcenia $cinajace poprzeczne, stad oznaczenie elementow zawiera-
jace litere (p), 1 sprawdzano zbieznos¢ rozwiazania wraz z zageszczaniem siatki.

vx10°

T | iref, - |
o 3 3 9 —e—
02 9-ANS(p) —=— -
: | |9-Asl(p) Teil

0 L I
0 2 4 6 8 10 12 14

liczba elem. wzdluz jednego boku

Rysunek 5.16: Cylinder z przeponami. Zbiezno$é elementéw: 9, 9-ANS(p), 9-AS(p).

Wiyniki obliczenn numerycznych pokazano na Rys.5.16.  Widaé, ze elementy 9-
ANS(p) oraz 9-AS(p) daja doktadniejsze rezultaty niz standardowy element 9. Sto-
sujac do odksztatcen $cinajacych poprzecznych metode ANS uzyskuje sie troche
lepsza zbieznos¢ dla rzadkiej siatki niz dla metody AS, ale réznica ta maleje wraz z
zageszcezaniem siatki. Charakterystycznym efektem jest brak monotonicznosci roz-
wigzania dla elementu 9-ANS(p), co uwidacznia si¢ dla 4, 5 lub 6 elementéw wzdtuz
jednej krawedzi.

Nalezy zauwazy¢, ze w rozwiazaniach pokazanych na Rys.5. 16 widoczne jest za-
kleszczanie membranowe, ktore nie bylo eliminowane w testowych elementach 9-
ANS(p) oraz 9-AS(p). Dla obu testowych elementéw zbieznosé jest relatywnie wol-
na, ale i tak szybsza niz dla elementu 9.
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5.3 Dwustopniowa aproksymacja gradientu prze-
mieszczenia

Jednym ze sposobdéw eliminacji zakleszczania w elementach powtokowych jest dwu-
stopniowa aproksymacja zastosowana do gradientu przemieszczenia Vu. Ozna-
czamy te metode jako metode ADG (ang. Assumed Displacement Gradient (ADG)

method). W metodzie tej probkowane i aproksymowane sa sktadowe Vu w lokalnej
kartezjanskiej bazie {t;} w $rodku elementu.

Wektor przemieszczenia punktu powloki wyrazony jest nastepujaco

u(¢) = x(¢) = y(¢) = up + ((az — t3), (5.66)

a gradient przemieszczenia w lokalnej bazie {tp} w $rodku elementu (patrz
réwn. (2.30)) moze zostaé rozdzielony na czesé stata oraz liniowa po ¢,

G(() =Gy + (G, (5.67)

gdzie GD = Rg; VUD ROC 1 Gl = R(j;c V(ag — t3) ROc-

Niech ¢ oznacza odpowiednig sktadowa Gy lub G;. Dwustopniows aprok-
symacje stosuje sie w analogiczny sposob jak dla odksztalcen, tzn.

1 1
e =5 (1) slea 5 (145) dlcrar (5.68)

lub ] ]
anem =5 (1= 1) gl + 5 (14 0) gl (569

w zaleznosci od sktadowej. Powyzsze wzory sa analogiczne do réwnan (5.61) i (5.62)
dla odksztatcen.

5.3.1 Element powlokowy 9-ADG

Zaproponowana forma dwustopniowych aproksymacji gradientu przemieszczenia zo-
stata zaimplementowana w elemencie powtokowym oznaczonym jako 9-ADG i scha-
rakteryzowanym w Tab. 5.2. Do catkowania tego elementu uzywa sie 3 x 3 punkty
Gaussa.

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze powyzsza modyfikacja gradientu przemieszczenia
wplywa réwniez na rotacyjne réwnanie wiezéw, skew(QiFy) = 0, ktore zalezy
od Fg =1+ Gy, ina odpowiadajacy mu funkcjonal Fy.y, réwn.(3.2). Z
uwagi na to, ze Vu jest niesymetryczny, metoda ADG musi by¢ zastosowana
do wigkszej liczby sktadowych niz metoda AS,; ktora jest stosowana do sktadowych
symetrycznego tensora odksztatcenia.
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Tabela 5.2: Metoda ADG dla elementu powtokowego 9-ADG.

Czes¢ | Sktadowa | Schemat aproksymacji
Go | 11, 13, 31 | réwn.(5.68)
22, 23, 32 | rown.(5.69

(5.69)
12, 21 rown. (5.59), Rys/5.14c
G 12, 21 réwn. (5.59), Rys/h.14c

5.4 Selektywne zredukowane catkowanie

Jednym ze sposobéw eliminacji zakleszczania w elementach powtokowych jest me-
toda selektywnego zredukowanego catkowania (ang. Selective Reduced Integration
(SRI)), zaproponowana w pracy [Hughes, Cohen, Haroun, 197§].

Metoda SRI opracowana w niniejszej rozprawie wykorzystuje punkty Gaussa po-
krywajace si¢ z punktami w ktorych odksztatcenia sg doktadne. Rzedy catkowania
poszczegdlnych cztonéw energii w metodzie SRI sg tak dobierane, by nie byta po-
trzebna dodatkowa stabilizacja, co odréznia ja od metody jednolicie zredukowanego
catkowania (ang. Uniformly Reduced Integration (URI)). Zaleta metody SRI jest
to, ze wzrasta szybko$é¢ obliczen dzigki eliminacji dwustopniowych aproksymacji i
zmniejszeniu liczby punktow Gaussa.

5.4.1 Element powlokowy 9-SRI

W tym rozdziale omoéwiono sformutowanie elementu powtokowego 9-weztowego ba-
zujacego na metodzie selektywnego zredukowanego catkowania (SRI).

Zaktada sie, ze wlasnosci materiatu powtoki sa symetryczne wzgledem powierzch-
ni srodkowej po grubosci powtoki. Zatozenie to obejmuje takze najbardziej istotny
dla zastosowan przypadek gdy wtasnosci materiatowe sg state po grubosci powtoki.

Dla tego zalozenia, energia odksztatcenia powtloki, po scatkowaniu po grubosci
elementu, dekomponuje si¢ na sume dwoch czesci

Wsh = WO + Wla (570)

gdzie Wy 1 W, sa zdefiniowane w réwnaniu (2.45) i uwzgledniaja odksztalce-
nia normalne (2.58), obliczone z warunkéw zerowych sit i momentéw normalnych.
Dzigki temu mozna stosowaé¢ rézne schematy catkowania dla poszczegdlnych cze-
sci energii odksztatcenia powtoki. Powyzsze czesci sa sumag nastepujacych cztonéw
zwigzanych z odksztalceniami

_ 2 2 2 2 2
Wo = Wol(el1, €39, 11622, €125 €315 €32), (5.71)

Wi :Wl(/{%p ﬁgg, K11K22, ’%2): (5'72)
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gdzie
2\ _ 2 2\ _ h? 2
Wo(et) = haiety, Wi(k1;) = 131K,

W0(532) = hqe%Q, Wl(“%2) = %01“%27

h3
Wo(en1€a2) = heaeni€an, Wi(kiikaz) = 12 C2K11R22,

(5.73)
3
Wi (ely) = heseta, Wi (K1,) = T5¢3is,
Wo(e3,) = %hci'»g%lv Wi(k3) =0,
W0(5§2) = %hci’ﬁ%w Wl(“?n) =0,
a wspotczynniki konstytutywne: ¢ = ZC;(J;\;GG), Ccy = /\QJFGQ)&; i c3=2G.

Druga pochodna zdyskretyzowanej energii potencjalnej wzgledem wektora
zmiennych w weztach elementu, prowadzi do nastepujacych macierzy sztywnosci

Ko = K(Si) + K(ggQ) + K(e11622) + K<5%2) + K(5§1) + K(5§2), (5.74)
K = K(r1;) + K(k3,) + K(r11622) + K(k7,). (5.75)

Dodatkowo otrzymuje si¢ macierz Kg.;;(C3), wynikajaca z réwnania (3.2). Dla
kazdej z tych macierzy traktowanej z osobna, moze zosta¢ dobrany odpowiedni sche-
mat catkowania Gaussa.

Punkty catkowania w schematach 2 x 3-punkty, 3 x 2-punkty i 2 x 2-punkty sa
zgodne z punktami probkowania zaznaczonymi na Rys/5.14. Wagi przy catkowaniu
mozna obliczy¢ na podstawie Tabeli 4.1.

Uwaga. W pracy [Huang, Hinton, 1986], zredukowane catkowanie zostalo zastoso-
wane tylko do sktadnikow energii odksztatcenia odpowiedzialnych za zakleszczanie,
lecz, jak wykazaly testy wtasne, mozna zastosowaé zredukowane catkowanie takze
do innych komponentéw. W ogoélnosci, metoda SRI nie moze by¢ traktowana jako
catkowicie rownowazna technice AS.

Metoda SRI zwicksza doktadnosé elementu poprzez likwidacje zakleszczania oraz
zwieksza szybkos¢ obliczen dzieki zmniejszeniu liczby punktow Gaussa. Nalezy jed-
nak postepowaé ostroznie, bowiem nadmierna redukcja rzedu catkowania prowadzi
do dodatkowych niepozadanych zerowych warto$ci wtasnych macierzy sztywnosci.
W elemencie powtokowym powinno by¢ nie wigcej niz 6 zerowych wartosci wtasnych,
zwigzanych z ruchem sztywnym elementu. Kazda dodatkowa warto$¢ zerowa moze,
chociaz nie musi, spowodowaé pojawienie sic mechanizméw, i zmniejszy¢ stabilnosé
elementu.

Roézne schematy catkowania sprawdzono wykorzystujac test na wartosci wtasne
opisany w Rozdz.6.1 . Testowano kilka elementéw z selektywnym zredukowanym
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catkowaniem, w celu sprawdzenia wpltywu zredukowanego catkowania réznych kom-
ponentow sztywnosci na liczbe zerowych wartosci wtasnych. Rezultaty podano w
Tab.5.3. Mozna zauwazy¢, ze

1. Element 9-URI to element poddany jednolicie zredukowanemu catkowaniu,
ktory wymaga stabilizacji poniewaz ma 12 dodatkowych zerowych wartosci
wtasnych.

2. Poréwnujac elementy 9-SRI(1) i 9-URI widzimy, ze zredukowane 2 x 2-punkty
catkowanie C%, czyli cztonu dla rotacji normalnej, wprowadza 5 dodatkowych
zerowych wartosci wlasnych.

3. Elementy 9-SRI(2) i 9-SRI(3) mozna uzna¢ za klasyczne elemen-
ty SRI, w ktorych jednolicie podcatkowana jest sztywno$¢ zwigza-
na ze $cinaniem poprzecznym i ewentualnie sztywno$¢ membrano-
wa, patrz |Parish, 1979], [Huang, 1988|, [Belytschko, Wong, Stolarski, 1989,
[Kreja, Shmidt, Reddy, 1997]. Elementy te wymagaja dodatkowej stabilizacji.

4. Element ktory ostatecznie wyselekcjonowano, oznaczony jako 9-SRI, nie wyma-
ga stabilizacji. W Tabeli 5.4/ podano schematy catkowania odpowiednich czesci
macierzy sztywnosci dla tego elementu. Zredukowane 2 x 2-punkty catkowanie
zostato zastosowane do kilku cztonéw energii i nie powoduje to pojawienia sie
dodatkowych zerowych wartosci wlasnych macierzy sztywnosci elementu.

Tabela 5.3: Liczba zerowych wartosci wtasnych dla réznych schematow catkowania.

Element Schemat calkowania komponentu macierzy sztywnosci dla Liczba zerowych
€31, €39 | €11, €32y E11€22, €19 | K11, K3gs Kilka2, Kig | C3 | wartoSci wlasnych

9 3x3 3x3 3x3 3x3 6-+0

9-URI 2x2 2x2 2x2 2x2 6-+12

9-SRI(1) 2x2 2 x 2 2x2 3x3 6-+7

9-SRI(2) 2x2 2x2 3 x3 3 x3 6+4

9-SRI(3) | 2x2 3x3 3x3 3x3 6-+1

9-SRI jak w Tablh.4 6-+0

Tabela 5.4: Schemat selektywnego catkowania elementu powlokowego 9-SRI.

Reguta catowania | Komponent macierzy K dla

2 2 2
3 x3 K11, Kag, K11K22, Cd
2 2
2x3 5%1, 531
3% 2 €59, €59

2 2
2% 2 €12, €11€22, Kia




Rozdzial 6

Testy numeryczne

W tym rozdziale opisane sg testy numeryczne, ktére przeprowadzono w celu wery-
fikacji wlasnosci opracowanych w rozprawie 9-weztowych elementéw powtokowych.

Cztery opracowane w rozprawie elementy powtokowe zostaty scharakteryzowane
w Tabeli 6.1. Elementy te sa analitycznie catkowane po grubosci, a catkowanie po
powierzchni srodkowej scharakteryzowane zostato w Tabeli 6.1, gdzie FI oznacza
pelne catkowanie (3 x 3-punkty Gaussa). Szczegdty dotyczace catkowania omdéwiono
w Rozdzl/4.2l

Tabela 6.1: Charakterystyka opracowanych elementow powtokowych.
Elementy 9-wezlowe z 6 stopniami swobody w wezle.

Element | Charakterystyka | Catkowanie w warstwie | Opisany w
9 standardowy FI Rozdz /4

9-ADG ADG FI Rozdz/5.3
9-AS AS FI Rozdz/5.2
9-SRI SRI Tabela 5.4 Rozdz/5.4

W przypadku oceny doktadnosci elementow, nie sg uwzgledniane wyniki dla stan-
dardowego elementu oznaczonego jako 9 - zostaly one umieszczone jedynie w celach
poréwnawczych.

Poza tym, w celach poréwnawczych uzywany jest 4-weztowy element powtoko-
wy, z gradientem przemieszczenia wzbogaconym przez 4 dodatkowe mody, oznaczony
jako 4-EADG4, (ang. Enhanced Assumed Displacement Gradient). Dla tego elemen-
tu uzywane sg siatki o takiej samej liczbie weztéw jak dla elementéw 9-weztowych.
Oznacza to, ze na kazdy element 9-weztowy przypadaja 4 elementy 4-weztowe.

Elementy wlasne zostaly zaprogramowane przy uzyciu programu AceGen,
opracowanego przez J. Korelca, patrz [AceGen], [Korelc, 2002], i przetesto-
wane w programie FEAP opracowanym przez R.L. Taylora, patrz [FEAP],
[Zienkiewicz, Taylor, 1989].
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Rezultaty poréwnawcze zostaly uzyskane na drodze obliczen wtasnych przepro-
wadzonych za pomoca profesjonalnych programéw MES [ADINA] i [ABAQUS]|. Re-
zultaty te zostaly uzyskane za pomocg elementéw opisanych w Tabli 6.2, gdzie URI
oznacza jednolite zredukowane catkowanie.

Tabela 6.2: Referencyjne 9-weztowe elementy powtokowe z 5 stopniami w wezle.

Element | Charakterystyka | Catkowanie w warstwie Ref.

MITC9 AS FI [ADINA]

S9R5 przem./napr. SRI [ABAQUS]

v =1 URI+stabilizacja [Belytschko, Wong, Stolarski, 1989]

6.1 Test na wartosci wlasne

Test na wartosci wlasne macierzy sztywnosci jest podstawowym testem, sprawdzaja-
cym, czy w elemencie nie wystepuja niepozadane mody deformacji tzw. mechanizmy.
Test ten zostat opisany w Rozdz/4.5 dla elementu 9-weztowego dwuwymiarowego.

Rysunek 6.1: Ksztalty elementéw uzytych w analizie wartosci wlasnych.

Wartosci wlasne wyliczane sg dla pojedynczego elementu bez warunkéw brzego-
wych, przy czym zastosowano dwa ksztalty elementu, patrz Rysl6.1. Pierwszy, to
kwadrat o regularnym potozeniu weztow i dhugosci boku rownej 1. Drugi otrzymano
przez przesuniecie jednego wezta naroznego kwadratu o wektor (0.5,0.5) w plasz-
czyznie elementu, a inne wezly sa przesunigte proporcjonalnie. Wszystkie krawedzie
pozostaja proste, a wezty krawedziowe sg réwno oddalone od naroznych. Dane ma-
teriatowe sg nastepujace: E = 10°, v = 0.3, grubo$¢ powloki h = 0.1. Wartosci
wlasne dla elementu powlokowego 9-AS o ksztalcie kwadratu zamieszczono w Ta-
beli 6.3l

Liczba zerowych wartos$ci wlasnych macierzy sztywnosci powinna by¢ réwna licz-
bie stopni swobody zwigzanych z ruchem sztywnym. W przypadku rozwijanych w
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0.5261E+06
0.1524E+06
0.5793E+05
0.2655E+05
0.1928E+-04
0.1784E+03
0.4397E+02
0.2346E+02
0

0.5261E+06
0.1026E+06
0.5549E+05
0.2405E+05
0.1928E+04
0.1754E+03
0.4397E+02
0.1367E+02
0

0.2238E+06
0.8953E+05
0.5549E+05
0.2121E+05
0.7507E4-03
0.6067E+02
0.4066E+02
0.8488E-+01
0

0.2168E+06
0.8815E+05
0.4366E+05
0.2121E+05
0.3368E4-03
0.6067E+02
0.3436E+02
0.4117E+01
0

0.2146E+06
0.7143E+05
0.2809E+05
0.1690E+05
0.3368E+03
0.5637E+02
0.2823E+02
0.4117E+01
0

0.1524E+06
0.7143E+05
0.2655E+05
0.2700E+04
0.1864E+03
0.4740E+02
0.2823E+02
0.2338E+01
0

Tabela 6.3: Wartosci wtasne elementu powtokowego 9-AS o ksztalcie kwadratu.

tej pracy elementéw powtokowych oznacza to 6 zerowych wartosci wtasnych: 3 zwia-
zane z przemieszczeniami i 3 zwigzane z obrotami jak ciato sztywne. Jesli wystepuje
wiecej zerowych wartosci wlasnych niz 6 to uznaje sie, ze wynik testu na wartosci
wlasne jest negatywny i macierz sztywnosci jest niewystarczajacego rzedu (ang. rank
deficient).

Wszystkie opracowane elementy, tzn. 9, 9-ADG, 9-AS oraz 9-SRI, posiadaja do-
ktadnie 6 zerowych wartosci wtasnych.

6.2 Testy bazowe (ang. ’patch tests’)

Schemat przeprowadzania tych testow jest nastepujacy. Dla prostej geometrii zakta-
da si¢ postaci przemieszczen i rotacji tak by odksztalcenia w calym obszarze byty
stale. Zadaje sie warunki brzegowe na brzegu siatki, i oblicza przemieszczenia i ro-
tacje w wewnetrznych weztach siatki. Nastepnie sg one poréwnywane z warto$ciami
obliczonymi dla zatozonych przemieszczen i rotacji.

Testy te sa dos$¢ proste, lecz dzigki nim mozna sprawdzi¢ czy element zachowuje
sie prawidlowo. Sa one wykonywane zaraz po tescie na warto$ci wtasne, lecz przed
wszystkimi innymi testami.

6.2.1 Piecioelementowy ’patch test’

Piecioelementowa siatka elementéw skonczonych pokazana na Rysl0.2] zostata zapro-
ponowana w [Robinson, Blackham, 1979]. Siatka sktada sie z pieciu elementéw o
nieregularnych ksztattach, a wezty srodkowe i krawedziowe w kazdym z elementow sg
rowno oddalone od weztdow naroznych. Ten test zostat wlaczony do katalogu testow
sprawdzajacych doktadnosé elementéow opracowanego w [MacNeal, Harder, 1985].
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8 11 7
19 18 1
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Rysunek 6.2: 5-cio elementowy "patch test’. £ = 1.0 x 105, v = 0.25, h = 0.001.

Tabela 6.4: 5-elementowy 'patch test’. Wspotrzedne wewnetrznych weztow i referen-
cyjne wartosci przemieszczen i rotacji.

Wspoélrzedne wewnetrznych weztéw | Wart. ref. testu membranowego Wart. ref. testu zgieciowego
wezel  x y u s w o2 Dy
1 0.04 0.02 5.0000E-05 4.0000E-05 1.4000E-06  4.0000E-05  -5.0000E-05
2 0.18 0.03 1.9500E-04 1.2000E-04 1.9350E-05 1.2000E-04  -1.9500E-04
3 0.16 0.08 2.0000E-04 1.6000E-04 2.2400E-05  1.6000E-04 -2.0000E-04
4 0.08 0.08 1.2000E-04 1.2000E-04 9.6000E-06  1.2000E-04  -1.2000E-04
13 0.02 0.06 2.5000E-05 2.0000E-05 3.5000E-07  2.0000E-05 -2.5000E-05
14 0.115 0.0125 1.2125E-04 7.0000E-05 7.4094E-06  7.0000E-05 -1.2125E-04
15 0.21 0.015 2.1750E-04 1.2000E-04 2.3737E-05  1.2000E-04 -2.1750E-04
16  0.205 0.0575 2.3375E-04 1.6000E-04 2.8559E-05  1.6000E-04 -2.3375E-04
17 0.2 0.1 2.5000E-04 2.0000E-04 3.5000E-05  2.0000E-04 -2.5000E-04
18 0.12 0.1 1.7000E-04 1.6000E-04 1.8200E-05  1.6000E-04 -1.7000E-04
19 0.04 0.1 9.0000E-05 1.2000E-04 7.8000E-06  1.2000E-04  -9.0000E-05
20 0.3 0.055 5.7500E-05 7.0000E-05 2.7875E-06  7.0000E-05 -5.7500E-05
21 0.11 0.25 1.2250E-04 8.0000E-05 7.7375E-06  8.0000E-05 -1.2250E-04
22 0.17 0.055 1.9750E-04 1.4000E-04 2.0637E-05  1.4000E-04 -1.9750E-04
23 0.12 0.08 1.6000E-04 1.4000E-04 1.5200E-05  1.4000E-04 -1.6000E-04
24 0.06 0.05 8.5000E-05 8.0000E-05 4.5500E-06  8.0000E-05  -8.5000E-05
25 0.115 0.0525 1.4125E-04 1.1000E-04 1.1009E-05 1.1000E-04 -1.4125E-04
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Test membranowy. Sprawdzana jest zdolnos¢ elementéw do reprezentowania
stalego odksztatcenia membranowego. Przyjmowane sa nastepujace przemieszcze-
nia i rotacje:

u=0.001(z + 3y), ¢, =0,

v=0.001(3z +y), ¢,=0, (6.1)

w =0, ¢, =0.

Wartosci przemieszczen w,v,w sa zadane dla wszystkich wezléw na krawedziach,
natomiast rotacje ¢, ¢y, ¢, pozostaja nieograniczone. Za pomocg elementéow skon-
czonych wyliczane sg wartosci przemieszczen dla wszystkich wewnetrznych weztow,
i powinny one by¢ réwne wartosciom wyliczonym wg formul (6.1) i podanym w
Tab.6.4.

Test zgieciowy. Sprawdzana jest zdolno$é elementu do reprezentowania statego
odksztatcenia zgieciowego i skrecajacego. Przyjmowane sg nastepujace przemiesz-
czenia i rotacje:

u =0, ¢, = 0.0005(x + 2y),
v =0, ¢y = —0.0005(2z + v), (6.2)
w = 0.0005(z2 + zy + y?), ¢, =0.

Wartosci przemieszczen wu,v,w i obrotéw ¢,, ¢, sa zadane dla zewnetrznych
weztow, natomiast rotacja normalna, ¢,, pozostaje nieograniczona dla wszystkich
weztow. Elementy przechodza test zgieciowy wtedy, gdy wyliczone niewiadome w
weztach zgodne sa z wartosciami uzyskanymi wg formut (6.2) i podanymi w Tabl6.4.

Wszystkie elementy 9-weztowe rozwijane w tej pracy przechodza pozytywnie
powyzsze testy czesci btonowej i zgieciowe;j.

Uwaga. Warto zauwazy¢, ze warto$¢ ¢, =0 w tedcie membranowym wynika ze
zlinearyzowanego réwnania wiezéw na rotacje, z ktérego mozemy wyliczy¢ rotacje
normalna,

¢.(x,y) = %(uxy - uy,x) =0, (6.3)

dla w, i wu, wgréwn.(0.I). Rotacja normalna ¢, moze zostaé zadana w
weztach brzegowych na kilka sposobéw. Np. w pracy [Wisniewski, Turska, 2000] test
ten zostal przeprowadzony przy uzyciu 3 réznych warunkéw brzegowych:

1. rotacja normalna zostata ograniczona dla wszystkich weztéw na brzegach,
2. rotacja normalna zostata ograniczona dla jednego wezta na brzegu,
3. rotacja normalna pozostata nieograniczona dla wszystkich weztéw na brzegach.

Trzecia forma jest najbardziej wymagajaca i dlatego zostata tutaj zastosowana.
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6.2.2 Jednoelementowy ’patch test’ - wyplyw przesuniecia
wezlow
A. Przesuniecie poziome wezla srodkowego

W tym przypadku uzyty zostat jeden element 9-weztowy. Warunki brzegowe i pozo-
state dane sa takie jak w tescie 5-elementowym z Rozdz.6.2.1.

Nieregularno$é¢ w potozeniu weztéw uzyskiwana jest poprzez przesuniecie srodko-
wego wezta o nr 9 wzdtuz poziomej linii do pozycji 9, tak jak pokazano na Rys.0.3.
Przesuniecie to powoduje, ze linia taczaca wezty 7-9’-5 staje sie parabola. Wielkosé
przesuniecia wynosi Ax = 0.02 n, gdzie n jest parametrem przyjmujacym
wartosci od 0 do 6.

Rysunek 6.3: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie poziome wezta 9.

Przemieszczenia i rotacje zdefiniowano wg wzoréw (6.1) i (6.2). Wyniki dla testu
membranowego i zgieciowego zostaty umieszczone w Tabeli 0.5, gdzie 'p’ oznacza,
ze element przeszedt test pozytywnie, tzn. przemieszczenia w wezle 9’ sa zgodne z
analitycznymi, podczas gdy -’ oznacza wynik btedny. ’'N’ oznacza, ze otrzymanie
rozwigzania nie byto mozliwe i program zatrzymat sie.

Ponadto, przemieszczenia otrzymane dla wzrastajgcego parametru n za pomo-
cg testowanych elementéw pokazano na Rys.6.4.

Tabela 6.5: Jednoelementowy "patch test’. Przesuniecie poziome wezta 9.
Wyniki testu membranowego/zgieciowego.

Element n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==6
9 p/p p/- p/- Db/ -/- -/- -/-
9-ADG p/p  p/- p/- D/ -/- -/- -/-
9-AS p/p  p/- p/- p/- -/- -/- -/-
9-SRI p/p b/ p/- p/- p/- p/- -/-
MITC9 p/p -/- -/- N/N N/N N/N N/N
S9R5 p/p v/~ p/- p/- P~ Pl D
4-EADG4 | p/p  p/p  p/P  P/P P/P P/P N/N
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Rysunek 6.4: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie poziome wezta 9.
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Wszystkie testowane elementy przechodza ten test dla wezta nr 9 potozonego
w $rodku, tzn. dla n = 0.

przedstawia si¢ nastepujaco:

Dla wezta przesunietego, kiedy n > 0,

sytuacja

1. Test btonowy, az do n = 3, przechodza wszystkie testowane elementy. Dla
n = 4 nastepuje zmiana orientacji bazy lokalnej w elemencie (przy pelnym
catkowaniu) i nie mozna uzyskaé prawidlowego rozwiazania. Wyjatkiem jest
element 9-SRI, dla ktorego zredukowane catkowanie na tym kierunku spowo-
dowato, ze mozliwe jest wigksze przesunigcie wezta, patrz Rozdz.4.4.

2. Bardziej wymagajacy jest test zgieciowy, ktéorego dla n > 0 nie przechodzi
zaden z testowanych elementéow. Jednakze z Rys.6.4 wida¢, ze btad dla n < 3

jest maty. Podobne zachowanie sie elementu 9-weztowego

[Belytschko, Wong, Stolarski, 1989].

vy — 1 opisano w

Elementy poréwnawcze, MITC9 i S9RH, zostaly uzyte w tym tescie z 5 stopnia-
mi swobody w wezle, gdyz rotacja normalna moze zosta¢ uaktywniona dopiero po
przypisaniu jej odpowiedniego warunku brzegowego. To bytoby jednak sprzeczne z
zalozeniami tego testu; patrz uwagi dotyczace réwn.(6.3).

B. Przesuniecie wezla srodkowego po przekatnej

Warunki brzegowe sa identyczne jak w tescie poprzedzajacym, a przesuniecie wezta
9 jest zadawane w sposéb pokazany na Rys.0.5. W stosunku do poprzedniego testu
dochodzi dodatkowo przesuniecie wzdtuz osi OY, Ay = 0.01 n.

4

1

7 3

o A,=n*0.01 ©
N A=n"0.02

5 2

Rysunek 6.5: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie wezta 9 po przekatne;j.
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Wyniki testu zostaly przedstawione w Tabeli 6.0/ oraz na Rys.06.0. Otrzymane
rezultaty sa podobne do tych z Rozdz.6.2.2/ i mozna je podsumowac¢ nastepujaco:

1. Dla n =4 katy pomiedzy liniami izoparametrycznymi elementu sg zbyt duze
i nie mozna uzyska¢ rozwiazania.

2. Element 9-SRI nie daje lepszych wynikow w tym tescie niz inne elementy
wtasne.

3. Elementy 9-ADG, 9-AS i 9-SRI daja pozytywne wyniki w teScie membrano-
wym w podobnym stopniu co S9R5 i w duzo lepszym niz MITC9.

Tabela 6.6: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie wezta 9 po przekatnej.
Wyniki testu membranowego/zgieciowego.

Element n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==06
9 p/p Dp/- p/- p/- -/- -/- -/-
9-ADG p/p  Dp/- p/- p/- -/- -/- -/-
9-AS p/p  p/- p/- p/- -/- -/- -/-
9-SRI p/p  p/- p/- p/- -/- -/- -/-
MITC9 p/p /- -/~ N/N N/N N/N N/N
S9R5 p/p  p/~ p/~ P~ -/ -/- -/-
4-EADG4 | p/p  p/p pP/P P/P /P -/p NN
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Rysunek 6.6: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie wezta 9 po przekatne;j.
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C. Przesuniecie pionowe dwéch wezlow

W tym tescie przesunieciu ulegaja dwa wezty, srodkowy o numerze 9 i krawedziowy o
numerze 6. Zmiana potozenia tych weztéw ma charakter proporcjonalny, tzn. wezty
8,916 lezg na jednej linii, patrz Rys.0.7.

4 7
9
,‘8//”’/////(19 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rysunek 6.7: Jednoelementowy "patch test’. Przesunigcie pionowe dwdch weztow.

Tabela 6.7: Jednoelementowy "patch test’. Przesuniecie pionowe dwoch weztow.
Wyniki testu membranowego /zgieciowego.

Element n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==6
9 p/p p/ p/~ p/- D -/- -/-
9-ADG p/p p/- p/- p/- D/ -/- -/-
9-AS p/p  p/- p/- p/- p/- -/- -/-
9-SRI p/p  p/- p/- p/- p/- -/- -/-
MITC9 p/p /- -/~ N/N N/N N/N N/N
S9R5 p/p p/- p/~ p/- NN N/N N/N
4-EADG4 | p/p  p/- p/p P/~ p/P P/ NN

Analizujac wyniki z Tabeli 6.7 oraz z Rys. 6.8 mozna stwierdzi¢, ze, w przypad-
ku testu membranowego, elementy sprawdzaja si¢ dla duzego zakresu przesunigcia
weztow, bo az do n = 4.

Dla testu zgieciowego sytuacja przedstawia sie podobnie jak w poprzednich te-
stach, tzn. prawidtowa wartos¢ rozwigzania uzyskiwana jest tylko dla n =0, adla
n > 0 zauwazalny jest niewielki btad.
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test membranowy

0.00017 Z
analitycznie ——
9 —o—
i 9-ADG —<—
0.000165 9AS
9-SRl —=&—
MITC9 —+—
3¢ 0.00016 SORS —>—
0.000155
0.00015 =
6
test zgieciowy
1.9e-05 T T T T T
1.8e-05 4 analitycznie ——
P S
1.7e-05 9-ADG —<—

1.6e-05

1.5e-05
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Rysunek 6.8: Jednoelementowy 'patch test’. Przesuniecie pionowe dwoch weztow.

9-AS —o—
9-SRl —&—
MITCO —+—
S9R5 —x—
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6.2.3 ’Patch test’ wyzszego rzedu

Na Rys!/0.9/ pokazana zostata siatka sktadajaca sie z dwoch czworobocznych elemen-
tow. Linia graniczna pomiedzy elementami wyznaczona jest przez wezty 5-9-7. Kat
nachylenia tej linii definiowany jest parametrem d. Dla d =0 elementy sa prosto-
katne, a zwigkszajac d zwigkszamy znieksztalcenie elementéw. Nalezy zaznaczy¢, ze
wezty krawedziowe sa umieszczone zawsze w rownej odlegtosci od weztéw naroznych.
Zginanie w ptaszczyznie jest wymuszone poprzez pare przeciwnie skierowanych sit.

Test ten zostal zaproponowany w [Zienkiewicz, Taylor, 1989], jako sprawdzian
cztonow wyzszego rzedu w elementach bi-kwadratowych. Ewentualny btad moze
wskazywaé na niewlasciwy rzad wielomianéow aproksymujacych odksztatcenia, tak
jak to sie dzieje w przypadku elementéw z jednolicie zredukowanym catkowaniem.

Wymniki zostaly umieszczone w Tabl0.8, gdzie dla d =1 nachylenie linii 5-9-7
wynosi 45°, a elementy sa trapezami.

Jak wida¢, wszystkie wtasne elementy 9-weztowe daja doktadne wyniki, nato-
miast elementy poréwnawcze majg problemy przy siatce nieregularnej. Element
S9R5 daje btedny rezultat nawet dla d = 0, co prawdopodobnie spowodowane
jest zredukowanym catkowaniem. Wida¢, ze w przypadku elementu wltasnego 9-SRI,
selektywne zredukowane catkowanie nie pogarsza rozwiazania.

4 13 7 12

= P
.8 14 9 15 6
2 ;\l>£iy o o
Al o 10 5 11 2 B> P
= - ﬂ.
10 ;

Rysunek 6.9: Dwuelementowy test. £ = 10%, v = 0.3, h =10, P = 5.

Tabela 6.8: Dwuelementowy test. Pionowe przemieszczenie w wezle 2.

Element d=0 d=1
9 0.75225 | 0.75225
9-ADG 0.75225 | 0.75225
9-AS 0.75225 | 0.75225
9-SRI 0.75225 | 0.75225
MITC9 0.75225 | 0.74568
S9R5 0.72770 | 0.74040
4-EADG4 0.75225 | 0.73550
Wartosé doktadna 0.75225
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6.3 Prosty wspornik

Test ten zaproponowano w [MacNeal, Harder, 1985]. Wspornik jest utwierdzony na
jednym koncu, a na drugim obciazony w rézny sposob. Geometria i dane umieszczone
zostaly na Rys.6.10. Siatka MES sktada sie tylko z 6-ciu elementéw o nastepujacych
ksztalttach: prostokatnym, trapezowym i rownolegtobocznym.

Oprécz typéw obciazenia zaproponowanych w [MacNeal, Harder, 1985], dodat-
kowo zbadane zostanie zginanie jednostkowym momentem wzdtuz osi y, dla ktérego
warto$¢ poréwnawcza obliczona jest wg wzoru,

M,L
¢y_ EJ’

(6.4)

patrz np. [Warren, 1989).

Wyniki obliczen zostaly umieszczone w Tabeli 6.9 Wynika z nich, ze ksztalt
elementu nie ma zbyt duzego wptywu w przypadku elementow 9-weztowych, w od-
roznieniu od elementéw 4-weztowych. Pomimo niewielkich réznic w wynikach, widaé
ze najgorzej wypada element 9, czyli ten w ktérym nie zastosowano zadnej z metod
eliminujacych zakleszczanie (ADG, AS, SRI). W przypadku skrecania przez pare sit,
wyniki wszystkich elementéw sa okoto 6% nizsze niz warto$é poréwnawcza podana
w pracy [MacNeal, Harder, 1985].

\Y

prostokatne
R
— ] [ [ [ [
trapezowe /\45 ° 45 /9\
|
réwnolegtoboczne 45° 3\
O. A
\ |

Rysunek 6.10: Prosty wspornik. £ = 1.0 x 10", v = 0.3, h = 0.1.
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Tabela 6.9: Prosty wspornik. Wyniki dla 3 siatek i 4 przypadkéw obciazen.

Elementy \ prostokatne \ trapezy \ réwnolegloboki

Scinanie w plaszczyinie (u, x 10)

9 1.0703 1.0606 1.0617
9-ADG 1.0748 1.0715 1.0749
9-AS 1.0748 1.0715 1.0749
9-SRI 1.0748 1.0715 1.0746
MITC9 1.0748 1.0646 1.0746
S9R5 0.9344 0.9261 0.9854
4-EADG4 1.0737 0.7803 1.0146
Ref. 1.0810
Scinanie poprzeczne (u, x 10)
9 4.2719 4.2329 4.2397
9-ADG 4.2958 4.2812 4.2929
9-AS 4.2958 4.2812 4.2929
9-SRI 4.2958 4.2812 4.2929
MITC9 4.2955 4.2823 4.2930
S9R5 4.3100 4.3110 4.3110
4-EADG4 4.2850 4.2886 4.2886
Ref. 4.3210
skrecanie przez pare sil (¢, x 100)
9 3.0176 3.0209 2.9836
9-ADG 3.0307 3.0360 3.0229
9-AS 3.0307 3.0334 3.0229
9-SRI 3.0277 3.0342 3.0212
MITC9 2.9128 2.9130 2.9033
S9R5 3.0400 3.0400 3.0300
4-EADG4 3.0313 3.0345 2.9150
Ref. 3.2080
zginanie momentem (¢, x 100)

9 3.5927 3.5927 3.4612
9-ADG 3.5929 3.5930 3.5344
9-AS 3.5929 3.5930 3.5344
9-SRI 3.5929 3.5930 3.5340
MITC9 3.5930 3.5928 3.5178
S9R5 3.5995 3.5994 3.6000
4-EADG4 3.5919 3.5927 3.5923
Ref. 3.6000




6.4. ZAKRZYWIONY WSPORNIK 92

6.4 Zakrzywiony wspornik

Zakrzywiony wspornik to jeden z testow z katalogu testéw zaproponowanego w
[MacNeal, Harder, 1985]. Geometria i dane materialowe pokazano na Rys!G.11.
Wspornik jest utwierdzony na jednym koncu, natomiast na drugim obcigzony jest
roztozona jednostkowa sita, w ptaszczyznie lub poprzeczna. Obliczenia przeprowa-
dzono dla dwoéch siatek, 1 x 61 1 x 24 elementy.

Wyniki obliczen liniowych przedstawiono w Tabeli (6.10. Dla silty P, uzyskane
wyniki przewyzszajg wartos¢ referencyjna, co moze wskazywacé¢ na jej niewlasciwag
wielko$é. Dla tego obciazenia wtasne elementy 9-wezlowe wykazuja wieksza sztyw-
no$¢ niz element MITCY9, a mniejsza niz element S9R5. Odwrotna sytuacja jest
przy obciazeniu sita P,, kiedy to element MITC9 jest wyraznie sztywniejszy niz

pozostate.
/1

~O
<0

N\

Rysunek 6.11: Zakrzywiony wspornik. £ = 1.0 x 107, v = 0.25,h = 0.1.
Promien wewnetrzny 4.12; promien zewnetrzny 4.32.

Tabela 6.10: Zakrzywiony wspornik. Przemieszczenie w punkcie A.

Obciazenie P, P,
Przemieszczenie —v x 102 w x 10
Siatka 1x6 1x24 ] 1x6 1x24
9 7.7246 8.8435 | 4.8448 4.8917
9-ADG 8.8236 8.8495 | 4.8847 4.8944
9-AS 8.8236 8.8495 | 4.8847 4.8944
9-SRI 8.8240 8.8495 | 4.8848 4.8944
MITC9 8.9852 9.0041 | 4.8045 4.8131
S9R5 7.3666 8.8476 | 4.8940 4.8940
4-EADG4 8.7355 8.8465 | 4.8776  4.8939
Ref. 8.734 5.022
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6.5 Wycinek powloki cylindrycznej

Utwierdzony wycinek powtoki cylindryczne] w ksztalcie zakrzywionego prosto-
katnego paska obciazony jest momentem zginajacym, patrz Rys.6.12. Szerokosé
paska wynosi b = 0.025, promien krzywizny R = 0.1. Dane materialowe
sg nastepujace: £ = 2 x 10°, v = 0. Siatka elementéw sklada sie z 6-
ciu regularnych lub nieregularnych elementéw. Test ten przeprowadzono np. w
[Koschnick, Bischoff, Camprubi, Bletziger, 2005].

Rysunek 6.12: Wycinek powtoki cylindrycznej. Regularna i nieregularna siatka.

Obciazenie przyjeto w postaci M, = (R/h)_g, tzn. jako funkcje R/h, i
analizy przeprowadzano zmieniajac grubosé powtoki. Jako rozwiazania poréwnawcze
wykorzystano rozwiazania dla zakrzywionej belki, patrz np. [Warren, 1989],
MR o M, R?

=g UTWT gy
Rotacja ¢, 1 przemieszczenie v sg monitorowane w punkcie A, patrz Rysl6.12.

(6.5)

W tedcie tym badany jest wplyw grubosci powloki na efekt zakleszczania mem-
branowego, oraz efekt nieregularnosci siatki. Poniewaz moment zginajacy pozostaje
w niezmienionym stosunku do grubosci, wiec poprawne rozwiazanie powinno by¢
state dla zmieniajacego si¢ h. Jesli element si¢ zakleszcza to rotacja wraz ze wzro-
stem parametru R/h bedzie dazy¢ do zera.

Rotacje ¢, otrzymana z obliczen numerycznych pokazano na Rysl6.13 i16.14,
dla siatki regularnej i nieregularne;j.

Dla siatki regularnej rozwigzania wszystkich elementéow wtasnych sa poprawne,
oprocz rozwigzania dla elementu 9, ktory zakleszcza si¢, zgodnie z przewidywaniami.

Natomiast dla siatki nieregularnej, obserwujemy wptyw grubosci na rozwiazanie.
Widaé, ze elementy 9-ADG, 9-AS, 9-SRI oraz 4-EADG4 zachowuja sie lepiej niz
element 9, ale dla R/h > 100 rezultaty obarczone sa duzym bledem.

Dla elementu poréwnawczego MITC9 wyniki mozna uzyska¢ tylko dla
log(R/h) = 1,2 isg one bliskie analitycznym. Najlepiej w tym tescie wypadl element
S9R9, dla ktorego btad jest najmniejszy.

Przemieszczenie v otrzymane dla réznych wartosci h pokazano na Rys.0.15

i6.16, gdzie na osi pionowej uzyto skali logarytmicznej. Konkluzje sa podobne jak
dla rotacji ¢,.
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06 —T—T T T

05 . S e — 4 analitycznie ——
1 1 1 1 1 4-EADG4 —5—

MITC9 ——
S9R5 —x—

9 —o—

9-ADG ——
9-AS —o—
9-SR| —&—

obrot wokol osi z

0.1 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
log(R/h)

Rysunek 6.13: Wycinek powtoki cylindrycznej. Rozwiazania dla siatki regularnej.

0.6 ! ! ! ! !
05 F S o o < analitycznie ——
| | | | | 4-EADG4 —5—
0.4 MITCO —+—
N ' S9R5 —x—
& 9 —o—
S 0.3 9-ADG —~—
= 9-AS —o—
s 02 9-SR| —a—
o
o]
(@]

0.1

0
PR R R T R
0 1 2 3 4 5 6
log(R/h)

Rysunek 6.14: Wycinek powtoki cylindrycznej. Rozwigzania dla siatki nieregularne;j.
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1 P P P AERR - analitycznie —
5 : 1 1 : 4-EADG4 —5—

MITC9 ——
S9R5 —x—

9 ——

9-ADG ——
9-AS —o—
9-SR| —&—

log(-v)

log(R/h)

Rysunek 6.15: Powloka cylindryczna. Przemieszczenie v dla siatki regularne;j.

analitycznie ——
4-EADG4 —5—
MITC9 ——
S9R5 —x—

9 ——

9-ADG —~v—
9-AS —o—
9-SRI —&—

log(-v)

log(R/h)

Rysunek 6.16: Powtoka cylindryczna. Przemieszczenie v dla siatki nieregularnej.
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6.6 Smuktly wspornik

Test ten zaproponowano w celu okreslenia doktadnosci rotacji normalnej, dla defor-
macji w ptaszczyznie elementu. Smukty wspornik jest utwierdzony na jednym koncu,
a na drugim koncu przylozono site P, =1, patrz Rysi6.17. Grubosé¢ powtoki jest
prostopadta do plaszczyzny XO0Y.

A
R

Ya

| zdeformowany

AN

poczatkowy

Rysunek 6.17: Smukly wspornik obcigzony sitg $cinajaca.
E=10° v=03, L=100, b=1, grubo$¢ h=1.

Wspornik modelowany jest jedna warstwa elementow wzdtuz osi  0Y, oraz
100 elementami wzdtuz osi 0X. Elementy sa kwadratowe, dzieki czemu unika
sie niekorzystnego wplywu wydtuzenia ksztattu elementu, a duza liczba elementéw
powinna daé¢ wystarczajacg doktadnosé rozwigzania.

Wyniki obliczen liniowych zamieszczono w Tabelil6.11, gdzie podano przemiesz-
czenia i rotacje normalng dla gérnego wezta na koncu wspornika.

Otrzymane rezultaty sa bardzo doktadne dla wszystkich elementow wtasnych i
referencyjnych. Wida¢, ze elementy wtasne 9, 9-ADG, 9-AS, 9-SRI zachowuja sie
prawie identycznie.

Dla elementu poréwnawczego MITC9, rotacje normalng uzyskano wykorzy-
stujac komende RIGIDNODES. Dla elementu S9R5 rotacje normalng uzyskano
poprzez zadanie warunku ¢, = 0 w punkcie monitorowania ¢,.
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Tabela 6.11: Smukty wspornik. Wyniki dla gérnego wezta.

Element uy x 102 Uy ¢. x 10?
9 -2.9992 | 3.9987 | 5.9986
9-ADG -2.9993 | 3.9989 | 5.9989
9-AS -2.9993 | 3.9989 | 5.9988
9-SRI -2.9993 | 3.9989 | 5.9988
MITC9 -2.9993 | 3.9989 | 5.9988
S9R5 -2.9999 | 4.0000 | 5.9997
4-EADG4 | -2.9994 | 3.9991 | 5.9989
Ref. -3.0000 | 4.0000 | 6.0000

Obliczenia nieliniowe przeprowadzono metodg dtugosci tuku, stosujac przyrost
sity AP =5. Otrzymane krzywe dla gornego wezta na koncu wspornika pokazano
na Rys.6.18. Wida¢, ze krzywe dla elementéw wtasnych pokrywaja sie z referencyj-
nym rozwigzaniem dla elementu belkowego Timoshenki z duzymi rotacjami. Element
referencyjny MITCO jest nieco bardziej sztywny, i otrzymane rotacje sa zbyt mate.

140 oo D T 140 belka ——
120 oo 120 4-EADG4 —=—
100 o 100 MITCE ——
- SR
(L R S S R (N .. 80 9 —o—
A N a
ST PO W N S S 60 9-ADG —v—
T S T 0 40 SAS
R @ 9-SRI —=—
20 f . 20
0 et |
0 02040608 1 121416 0 20 40 60 80 100
z-rot przemieszczenie

Rysunek 6.18: Smukty wspornik. a) Rotacja 1,. b) Przemieszczenie u = u, i v = u,,.
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6.7 Membrana Cooka

Test ten zostal zaproponowany w [Cook, 1976]. Trapezoidalna tarcza jest utwier-
dzona z jednej strony, a z drugiej strony przytozona zostata roztozona jednostkowa
sita $cinajaca w plaszczyznie, tak jak pokazano na Rys/6.19. W tescie tym dominuje
Scinanie w ptaszczyznie i uzyte zostaty skosne trapezoidalne elementy. Do obliczen
liniowych uzyto dwie siatki: 1 x 1 element i 2 X 2 elementy.

— 1
AIP ©
3

Rysunek 6.19: Membrana Cooka. E = 1.0,v = %, h=1.0, P=1.

Tabela 6.12: Membrana Cooka. Pionowe przemieszczenie w punkcie A.

Element 1x1 2 %2
9 19.643 | 23.288
9-ADG 21.798 | 23.576
9-AS 21.799 | 23.576
9-SRI 21.799 | 23.576
MITC9 22.208 | 23.613
S9R5 26.540 | 23.980
4-EADG4 | 21.037 | 23.014
Ref. 23.810

Wymniki obliczen umieszczono w Tabeli 6.12, gdzie podano przemieszczenie pio-
nowe w punkcie A. Wida¢, ze elementy referencyjne, MITC9 oraz SIR5, sa doktad-
niejsze niz elementy wtasne 9-ADG, 9-AS, 9-SRI. Wida¢ takze, iz elementy S9R5
daja bardzo zawyzone rozwigzanie dla rzadkich siatek.

Na Rys/6.20 pokazano przemieszczenie pionowe w punkcie A dla rozwigzan nieli-
niowych, otrzymanych metoda Newtona, dla AP = 0.1. Dla wszystkich elementow,
z wyjatkiem MITC9, uzyskane krzywe sa identyczne. Dla elementu MITC9 mozli-
we byto uzyskanie tylko liniowej zaleznosci przemieszczenia od obcigzenia. Postaé
deformacji dla elementu 9-AS, siatki 8 x 8 i P = 16 pokazano na Rys.6.21.
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4-EADG4 —&—
MITC9 —+—
SOR5 —x—

9-ADG ——
9-AS —o—
9-SR| —&—

0O 2 4 6 8 10 12 14 16

Rysunek 6.20: Membrana Cooka. Pionowe przemieszczenie w punkcie A.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 8 x 8.

A

A
= X

Rysunek 6.21: Membrana Cooka. Elementy 9-AS, deformacja dla P = 16.
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6.8 Hak Raascha

Hak Raascha to prostokatna ptyta o dwoch krzywiznach, z jednej strony utwierdzo-
na, a z drugiej obcigzona liniowo roztozong sitg dziatajaca w plaszczyznie stycznej.
Geometria i dane materialowe podano na Rys.6.22.

Zadanie to rozwiazywal I. Raasch, pracownik BMW w Niemczech, i zauwazyt,

ze element powtokowy z programu ANSYS daje bledne rezultaty; ugiecia sg zbyt
duze, a poza tym wyniki sg rozbiezne przy zageszczaniu siatki.

Rysunek 6.22: Hak Raascha. Geometria i warunki brzegowe.
P=1, FE =3300, v=0.35 h =2.0.

W tescie tym stan deformacji jest ztozony; odpowiada rownoczesnemu skrecaniu,
zginaniu i $cinaniu. Wartos¢ referencyjnego rozwiazania dla tego testu nie zostala
jednoznacznie ustalona w literaturze. Np. w [Knight, 1996] podawana jest wartosé
4.9352, uzyskana hybrydowymi elementami typu ’solid’, w dokumentacji [ABAQUS]|
podano wartosé¢ 5.02, uzyskana dla siatki 20 x 144 x 2 elementéw C3D20R, nato-
miast w pracy [Schoop, Hornig, Wenzel, 2002] otrzymano, na podstawie teorii belek,
wartosé¢ 4.7561.

Wiyniki testow liniowych umieszczono w Tabeli 6.13. Rozwigzania uzyskano dla
roznych siatek, i widac, ze dla gestszych siatek rozwigzania przewyzszajg wartos¢ od-
niesienia. Blad nie jest jednak duzy - nie przekracza 2% dla elementéw 9-weztowych.
Najbardziej podatny okazal sie element 4-weztowy 4-EADGA4.

Na Rys.06.23 umieszczono rozwigzania nieliniowe, otrzymane metoda Newtona,
dla. AP = 5. Dla wiekszosci elementéw krzywe pokrywaja sie; wyjatkiem jest
element 9-ADG, ktory jest zbyt podatny. Elementem 9 uzyskuje sie rozwigzanie
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Tabela 6.13: Hak Raascha. Przemieszczenie w dla punktu A.

Element/siatka 2 x 14 4 x 28 8 X 56

9 4.7454 4.9381 5.0090
9-ADG 4.9182  4.9640 5.0135
9-AS 4.9182  4.9640 5.0135
9-SRI 4.9188 4.9640 5.0135
MITC9 4.8364 4.9163 4.9740
S9R5 4.8350 4.9140 4.9940
4-EADG4 4.9478 5.0802 5.1715
Ref. 4.9352

lekko przesztywnione, co uwidacznia si¢ w matym przesunieciu krzywej rozwigzania
w lewo; podobne rozwiazanie mozna znalezé np. w [Eriksson, 2002].

1000

4-EADG4 —=—

MITC9 ——

9 —o—

9-ADG ——

9-AS —6o—

600 9-SR| —=—

o

400
200
0 :

0O 10 20 30 40 50 60 70 80
u

Rysunek 6.23: Hak Raascha. Pionowe przemieszczenie w punkcie A.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 2 x 14.
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6.9 Panel cylindryczny

Jest to jeden z podstawowych testéw nieliniowych, ktéry byt uzywany w wielu pra-
cach, np. [Ramm, 1981], [Simo, Fox, Rifai, 1990], [Sansour, Bednarczyk, 1995].

Powtoka cylindryczna o matej krzywiznie obciazona jest centralnie sitg skupiona,
patrz Rysl/0.24. Proste brzegi sa podwieszone, tzn. zablokowano przemieszczenia v
i w oraz rotacje ¢, i ¢., a zakrzywione brzegi sg swobodne. Wykorzystano symetrie
(geometrii powloki, warunkéw brzegowych i obciazenia) i modelowana jest tylko
jedna czwarta panelu. Zastosowano siatke 2 x 2-elementy 9-weztowe i 4 x 4-elementy
4-weztowe.

Rysunek 6.24: Panel cylindryczny. £ = 310.275, v = 0.3.

Rozwigzania liniowe zamieszczono w Tabeli (0.14; monitorowane jest przemiesz-
czenie w w kierunku dziatania sity i w punkcie przyltozenia sity. Wida¢, ze elementy
wlasne 9-ADG, 9-AS i 9-SRI, daja identyczne rozwiazanie, ktére jest troche sztyw-
niejsze niz rozwigzania dla elementéw referencyjnych 9-weztowych.

Tabela 6.14: Panel cylindryczny. P = 0.01

Element /siatka | —w x 107
9 0.7248
9-ADG 1.0582
9-AS 1.0582
9-SRI 1.0582
MITC9 1.0664
S9R5 1.0655
4-EADG4 1.0084
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Rozwigzania nieliniowe otrzymano metoda dlugosci tuku, dla poczatkowego
AP = —0.05 x 4. Krzywe pokazane na Rysl0.25 wskazuja, ze element 9 jest lek-
ko przesztywniony co przejawia si¢ przesunieciem krzywej w lewa strone. Pozostate
elementy wlasne 9-weztowe (9-ADG, 9-AS, 9-SRI) oraz elementy referencyjne, daja
takie same rozwigzania.

Dla rzadkich siatek, uwidacznia sie réznica miedzy rozwigzaniami dla elemen-
tow 9- 1 4-weztowych, pomimo takiej samej liczby stopni swobody. Np. krzywa dla
elementu 4-EADG4 jest w poczatkowej i srodkowej fazie przesunieta w lewo, co
wskazuje na lepsza doktadnos¢ elementow 9-weztowych dla rzadkiej siatki.

4-EADG4 —5—
MITC9 ——
S9R5 —x—

9 —o—
9-ADG ——
9-AS —o—
9-SR| —&—

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-W

Rysunek 6.25: Panel cylindryczny. Rozwiazania nieliniowe dla siatki 2 x 2.
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Koncowa postaé deformacji i rozklad przemieszczen w dla elementu 9-AS i
P =2 pokazano na Rys.6.20.

przemieszczenie w

-4.50E+00
-4.12E+00
-3.75E+00
-3.37E+00
-3.00E+00
-2.62E+00
-2.25E+00
-1.87E+00
-1.50E+00
-1.12E+00
-7.49E-01
-3.75E-01
0.00E+00

Rysunek 6.26: Panel cylindryczny. Mapa przemieszczen dla elementu 9-AS i P = 2.
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6.10 Rozciety pierscien kotowy

Ptyta w ksztalcie pierscienia kotowego jest rozcieta wzdtuz promienia, tak jak poka-
zano na Rys.6.27. Jeden z brzegdéw rozciecia utwierdzono, a do drugiego przytozono
liniowo roztozona site skierowana prostopadle do ptyty. Przyktad ten byt analizowa-
ny np. w [Basar, Ding, 1992] i [Buechter, Ramm, 1992]. W obliczeniach zastosowano

siatke 2 x 16 elementéw 9-weztowych.

swobodne utwierdzenie

rozciecie

Rysunek 6.27: Rozciety pierécien kotowy. F = 2.1 x 108, v = 0.0.

Wyniki analiz liniowych zamieszczono w Tabeli 6.15, gdzie podano przemieszcze-
nie pionowe w w punkcie A dla p = 0.01. Wida¢, ze elementy wlasne 9-ADG, 9-AS
i 9-SRI, daja identyczne rozwiazanie, ktore jest troche sztywniejsze niz rozwiazania

dla elementow referencyjnych 9-weztowych.

Tabela 6.15: Rozcigty pierscien kotowy. Rozwiazania liniowe dla p = 0.01.

Element /siatka w

9 0.1065
9-ADG 0.1134
9-AS 0.1134
9-SRI 0.1134
MITC9 0.1135
SIR5 0.1147
4-EADG4 0.1145

Do obliczen nieliniowych zastosowano metode dtugosci tuku i poczatkowa war-
toéé obcigzenia p™f = 0.1. Rezultaty nieliniowej analizy pokazano na Rys/6.28 i

mozna je scharakteryzowaé¢ nastepujaco:

1. Elementy wlasne 9-AS i 9-SRI oraz element poréwnawczy MITC9 maja po-

dobne charakterystyki.

2. Krzywe dla elementu 9 oraz 9-ADG sa przesuniete w lewa strone, co oznacza
ujawnienie sie zjawiska zakleszczania. Oznacza to, ze uzycie dwustopniowych
aproksymacji dla gradientu przemieszczenia w elemencie 9-ADG nie jest w

tym tescie efektywne.
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3. Element porownawczy S9R5 jest najbardziej podatny; uzyskana dla niego krzy-
wa jest najbardziej przesunigta w prawa strone.

/" 4-EADG4 —5—
MITC9 —+—
S9R5 —x—
9 —o—
9-ADG —~—
9-AS —o—
9-SRI —&—

Rysunek 6.29: Rozciety pierécien kotowy. Postaé¢ zdeformowana p = 7.62.
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6.11 Cylinder z przeponami

Cylindryczna powtoka zamknieta dwoma sztywnymi przeponami jest Sciskana przez
dwie przeciwnie skierowane sity, dziatajace w jednej linii. Z uwagi na symetrie po-
wloki, warunkéw brzegowych i obcigzenia, do obliczen zostata uzyta jedynie jedna
6sma powtoki pokazana na Rys.0.30), oczywiscie z uwzglednieniem warunkéw syme-
trii. Dane geometryczne i materiatowe podano w opisie rysunku.

Rysunek 6.30: Cylinder z przeponami. E = 3.0 x 10%,v = 0.3.
h = 3.0, R = 300, L = 300, P = 0.25.

Wymniki testu liniowego zostaty umieszczone w Tab.6.16), gdzie podano pionowe
przemieszczenie v w miejscu przytozenia sity P. Do obliczen uzyto dwéch siatek:
2 x 2 elementy i 5 x 5 elementéw. Poréwnanie rezultatéw wskazuje, ze elementy
wtasne daja lepsze rezultaty niz elementy poréwnawcze. Dla elementu 9 rozwiagzanie
jest silnie przesztywnione; jak wskazano np. w [Belytschko, Wong, Stolarski, 1989,
jest to efektem bardziej zakleszczania poprzecznego niz membranowego.

Uwaga. W pracy [Jang, Pinsky, 1987], Rys.7, rozwiazanie dla elementu typu SRI
zbiega sie bardzo stabo, tak, ze dla siatki z 17 weztami/krawedz btad jest rzedu 20%.
Wynik wlasnego elementu 9-SRI ma btad < 1% dla siatki z 11 weztami/krawedz.
Tak wiec, opinia, ze elementy typu SRI charakteryzuja sie staba zbieznoscia nie
zostata potwierdzona.

Rozwiazania nieliniowe otrzymano metoda dtugosci tuku, dla poczatkowego
AP = 10*. Pionowe przemieszczenie v w miejscu przylozenia sily, w funkcji
sity P pokazano na Rys.6.31. Na krzywych zaznaczono co 10 punkt rozwigzania,
dla wszystkich elementow z wyjatkiem MITC9 i S9R5. Rozwiazania dla elementéw
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Tabela 6.16: Cylinder z przeponami. Przemieszczenie pionowe (x10°) pod sita.

Element/siatka | 2 x 2 5x5
9 0.0918 0.4701
9-ADG 1.4526 1.8192
9-AS 1.4535 1.8194
9-SRI 1.4547 1.8197
MITC9 1.3180 1.7979
S9R5 1.3870  1.8040
N b 1.3449
4-EADG4 1.3855  1.7548
Wart. ref. 1.8249

wtlasnych 9-AS oraz 9-SRI pokrywajg sie i s podobne do rozwigzan dla elementow
poréwnawczych MITC9 i S9R5. Dla elementu 9 rozwiazanie jest silnie przesztyw-

nione.

Dla elementu 4-weztowego 4-EADG4 rozwigzanie jest prawie linia prosta, nato-
miast dla elementéw 9-weztowych uwidacznia si¢ wptyw wyzszych postaci deforma-

cji.
2.5
4-EADGA4
#f  MITCO
2 S9R5
9
9-ADG
9-AS
~ 15
& 9-SRI
—
S |
o1
0.5
0 | | | l l
0 20 40 60 80 100 120

Rysunek 6.31: Cylinder z przeponami. Rozwigzania nieliniowe dla siatki 10 x 10.

Przyktadows posta¢ deformacji oraz mape przemieszczen pokazano na Rys!6.32
i16.33] uzyskano je za pomoca elementu wlasnego 9-AS.
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Rysunek 6.32: Cylinder z przeponami. Deformacja dla 9-AS i P = 2 x 106.

Przemieszczenie v

!;
R = —
RSSO USES SOSS]TS

1.08E+01

Rysunek 6.33: Cylinder z przeponami. Mapa przemieszczen dla 9-AS i P = 2 x 106.
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6.12 Polsfera z otworem

Potstfera z otworem obcigzona jest uktadem sit zrownowazonych, dwiema sitami Sci-
skajacymi wzdtuz osi 0Y i dwiema sitami rozciagajacymi wzdtuz osi 0X, dziatajacymi
w ptaszczyznie XY. Po uwzglednieniu warunkéw symetrii, do obliczen wykorzystano
tylko ¢wiartke powtoki pokazang na Rys.0.34, gdzie umieszczono réwniez wszystkie
dane. Test ten zaproponowano w [MacNeal, Harder, 1985] do testowania elementéw
dla deformacji zgieciowych.

swobodne

Rysunek 6.34: Polsfera z otworem. E = 6.825 x 107, v = 0.3, h = 0.04.

Wyniki obliczen liniowych zamieszczono w Tabeli6.17, gdzie podano przemiesz-
czenie w kierunku sity rozciggajacej dla dwoch siatek 4 x 4 elementy i 8 x 8 ele-
mentéw. Wartosé referencyjna przytoczono za |[MacNeal, Harder, 1985]. Widzimy,
ze elementy wlasne sa bardziej doktadne od elementu porownawczego MITC9.

Tabela 6.17: Polsfera z otworem. Rezultaty liniowe. Przemieszczenie u x 102

Element/siatka | 4 x4  8x8
9 0.2066  2.4160
9-ADG 9.2449  9.3446
9-AS 9.3306  9.3473
9-SRI 9.3250 9.3473
MITC9 8.1762 8.5687
S9R5 9.3365 9.3513
4-EADG4 9.1566 9.3076
Wart. ref. 9.4000
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Wyniki dla elementu 9 $wiadcza o tym, ze silnie manifestuje sie zakleszczanie, i,
jak wykazano w [Belytschko, Wong, Stolarski, 1989], jest to zakleszczanie membra-
nowe. Dlatego ten przyktad dobrze nadaje si¢ do sprawdzania technik eliminujacych
ten typ zakleszczania.

Obliczenia nieliniowe przeprowadzono stosujac metode Newtona i AP = 10.
Krzywe otrzymane dla siatki 8 x 8 elementéw pokazano na Rys.6.35 116.30, gdzie
u 1 v to sktadowe przemieszczenia w kierunku sity rozciagajacej i sity $ciskajace;j.

Krzywe dla elementéw witasnych 9-AS i 9-SRI pokrywaja sie, a dla sktadowej
u sg zblizone do krzywych dla elementow poréownawczych. Dla sktadowej v,
krzywe dla elementéow wlasnych 9-AS i 9-SRI sg zblizone do krzywej dla elementu
poréwnawczego S9R5H, natomiast krzywa dla elementu poréwnawczego MITC9 jest
przesunieta w prawo, czyli element ten jest bardziej podatny. Elementy 9 i 9-ADG
zakleszczaja sie.

Zbieznos¢ metody Newtona zilustrowano na Rysl/0.39 1 6.40, zamieszczajac wy-
kresy liczby iteracji przypadajacych na kazdy krok tej metody w dwéch przypadkach:

1. stosujac roézne wartodci przyrostow sity i siatke 8 x 8 elementéw, Rys/0.39,
2. stosujac rézne siatki i przyrost sity P/ = 10, Rys/6.40.

Wiyniki otrzymano za pomoca elementéw wlasnych 9-AS oraz 9-SRI; sa one iden-
tyczne dla obu tych elementéw. Mozna je podsumowaé nastepujaco:

1. Z Rys.6.39 wynika, iz dla duzych krokéw potrzebna jest wigksza ilos¢ iteracji,
aby uzyskaé¢ zbieznosé. Dla P/ = 30 maksymalna liczba iteracji to 16, a
dla Pr¢/ =1 juz tylko 6.

2. Cecha charakterystyczng tego zadania jest lepsza zbieznos¢ wraz z postepuja-
cymi krokami rozwigzania, co widoczne jest w zmniejszajacej sie liczbie iteracji
w kolejnych krokach.

3. 7Z Rysl6.40 wynika, ze zbiezno$¢ rozwigzania w niewielkim stopniu zalezna
jest od gestosci siatki. Istnieje niewielka tendencja, ze dla rzadszych siatek
zbieznos¢ uzyskuje sie¢ w mniejszej liczbie iteracji.

Posta¢ zdeformowang potsfery pokazano na Rys.0.37, a mape przemieszczen dla
elementu 9-ASi P = 200 pokazano na Rys.6.38.
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Rysunek 6.35: Potsfera z otworem. Przemieszczenie u.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 8 x 8 elementow.

MITC9
S9R5
4-EADGA4
9

9-ADG
9-AS
9-SRI

Rysunek 6.36: Polsfera z otworem. Przemieszczenie v.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 8 x 8 elementow.
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Rysunek 6.37: Potsfera z otworem. Posta¢ deformacji dla P = 200.

Przemieszczenie u

0.00E+00
3.34E-01

6.69E-01

1.00E+00
1.34E+00
1.67E+00
2.01E+00
2.34E+00
2.67E+00
3.01E+00

3.34E+00
l 3.68E+00
4.01E+00

Rysunek 6.38: Potsfera z otworem. Mapa przemieszczen. Element 9-AS, P = 200.
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Rysunek 6.39: Poélsfera z otworem. Liczba iteracji dla wybranych przyrostow sity.
Siatka 8 x 8 elementéw. Elementy 9-AS i 9-SRI.
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Rysunek 6.40: Potsfera z otworem. Liczba iteracji w zaleznosci od siatki. Przyrost
sity P¢/ = 10. Elementy 9-AS i 9-SRIL
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6.13 Skrecony wspornik

Wspornik jest wstepnie skrecony, ale odksztalcenia poczatkowe sa zerowe. Podob-
ne wstepne skrecenie jest charakterystyczne dla geometrii np. Smigta lub topatek
turbiny. Wspornik jest utwierdzony na jednym koncu, a sita przytozona jest w srod-
ku drugiego konca, patrz Rys.6.41, gdzie podano wymiary i dane materialowe. W
tym tescie elementy maja ksztatt hiperboliczno-paraboliczny. W obliczeniach uzyto
siatki 2 x 12-elementéw 9-weztowych.

Test ten zaproponowano w [MacNeal, Harder, 1985], gdzie grubo$é wspornika
wynosita h = 0.32. W innych pracach uzywana jest mniejsza grubos¢, gdyz wtedy
silniej uwidacznia sie zakleszczanie membranowe i test staje sie bardziej wymagajacy.
Np. w [Belytschko, Wong, Stolarski, 1989] uzyto h = 0.0032. W ponizszych testach
uzywane sg dwie grubosci: A =0.0032 i h = 0.032.

Analizowane sa dwa przypadki obcigzenia; sita skupiona skierowana jest wzdtuz
osi 07 lub wzdhuz osi 0Y.

~U

A
AANF

Rysunek 6.41: Skrecony wspornik. F = 2.9 x 107, v = 0.22.
Dtugosé 12.0, szerokos¢ 1.1, kat skrecenia 90°.

Wyniki testow linowych, przeprowadzonych dla h = 0.0032 isit P, =P, =
10=%, podano w Tabeli6.18. Monitorowana jest sktadowa wektora przemieszczenia
w punkcie A przytozenia sity i w kierunku dziatania sity. Wyniki obliczenn mozna
podsumowa¢ nastepujaco:

1. Dla obciazenia poprzecznego, wyniki pokazuja, ze elementy wtasne 9-AS,
9ADG i 9-SRI maja bardzo dobra doktadnosé, lepsza od elemetu pordéwnaw-
czego MITC9.

2. W przypadku sity w ptaszczyznie elementy MITC9 oraz S9IR5 sg doktadniejsze
od elementow wtasnych,

Wyniki dla elementu 9 pokazuja, ze w tym przyktadzie zakleszczania jest bardzo
silne. Element poréwnawczy SOR5 zbiega od géry dla obydwu przypadkow.
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Tabela 6.18: Skrecony wspornik.
Przemieszczenie w punkcie A (x10%) w kierunku sity.

Element/obciazenie | w plaszczyznie (P.) poprzeczne (P,)
9 0.4754 0.1163
9-ADG 5.1823 1.2936
9-AS 5.2283 1.2935
9-SRI 5.2280 1.2934
MITC9 5.2468 1.2920
S9R5 5.2683 1.2958
9-node v — 5.2297 1.3069
4-EADG4 5.1888 1.2861
Wart. ref. 5.2560 1.2940

Analizy nieliniowe przeprowadzono metoda dtugoséci tuku, dla dwéch grubosci
powtoki. Monitorowana jest sktadowa wektora przemieszczenia w punkcie A przy-
tozenia sity i w kierunku dziatania sity. Wyniki podano nastepujaco:

1. dla h =0.032: na Rys.6.42/16.43.
2. dla A =0.0032: na Rys.6.44116.45.
Otrzymane wyniki mozna podsumowacé nastepujaco:

1. Elementy wtasne 9-AS i 9-SRI, oraz element poréwnawczy MITC9, daja pra-
wie identyczne wykresy dla obu grubosci wspornika, co $swiadczy o ich duzej
odpornosci na zakleszczanie.

2. Element referencyjny S9R5 traci zbieznos¢ w obu przypadkach obciazenia.
Dla grubosci h = 0.0032: dla obcigzenia P, przy przemieszczeniu w = 7,
natomiast dla obcigzenia P, przy przemieszczeniu w ~ —4.5.

3. Mechanizm zakleszczania jest silniejszy dla cienszego (i bardziej smuktego)
wspornika, co wida¢ gdy poréwna sie Rys.0.45/ 1 Rys.6.43, oraz rozwigzania
dla elementow 9 oraz 9-ADG.

4. Dla cienszego wspornika, rozwigzania dla wtasnych elementéw 9-weztowych
9-AS i 9-SRI roznig sie od rozwigzania dla elementu 4-weztowego 4-EADG4.

Na Rysl6.46 pokazano przyktadowa mape przemieszczen, otrzymana dla elementu
wlasnego 9-AS, grubosci h = 0.032 i obcigzenia normalnego P, = 200.
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Rysunek 6.42: Skrecony wspornik, h = 0.032. Obciazenie w plaszczyznie wspornika.
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Rozwigzania nieliniowe dla siatki 2 x 12 elementéw.

4-EADGA4
MITC9
S9R5

9

9-ADG
9-AS
9-SRI

Rysunek 6.43: Poétsfera z otworem, h = 0.032. Obciazenie prostopadte do wspornika.

Rozwigzania nieliniowe dla siatki 2 x 12 elementow.
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0.1
4-EADG4 —&=—
MITCO —+—
0.08 S9R5 —x—
9 ——
9-ADG —=—

9-AS —e—
9-SRI —&—

0.06

0.04

0.02

Rysunek 6.44: Skrecony wspornik, A~ = 0.0032. Obciazenie w ptaszczyznie wspornika.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 2 x 12 elementéw.

0.1

4-EADG4 —5—
MITCO9 —+—
S9R5 —x—

9 —o—
9-ADG ——
9-AS —o—
9-SR| —&—

0.08

0.06

0.04

0.02

Rysunek 6.45: Pétsfera z otworem, h = 0.0032. Obciazenie normalne do wspornika.
Rozwigzania nieliniowe dla siatki 2 x 12 elementow.
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Przemieszczenie w

-3.62E+00
-3.32E+00
-3.02E+00
-2.71E+00
-2.41E+00
-2.11E+00
-1.80E+00
-1.50E+00
-1.20E+00
-8.92E-01

-5.88E-01
l -2.85E-01
1.86E-02

Rysunek 6.46: Skrecony wspornik. Mapa przemieszczen.
Rozwigzanie nieliniowe elementem 9-AS. P, = 200. h = 0.032.
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6.14 Wspornik o przekroju ceowym

Wspornik pokazany na Rys.6.47 jest utwierdzony na jednym koncu, a na
drugim obcigzony jednostkowa sita skupiong. Test ten =zaproponowano w
[Chroscielewski, Makowski, Stumpf, 1992], aby zademonstrowa¢ zdolnosé elemen-
tow do modelowania niegtadkich potaczen konstrukeji powtokowych.

Analiza tego wspornika jest dos¢ trudna, poniewaz, ze wzgledu na sprzezenie sta-
nu membranowego ze stanem zgieciowym i skretnym, powstaje pofatdowanie struk-
tury widoczne na Rys.6.49. Do obliczen wykorzystano regularng siatke 5 x 18
elementow, z 5 elementami w kierunku poprzecznym i 18 wzdtuz osi wspornika.
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Rysunek 6.47: Wspornik o przekroju ceowym. E =1 x 107, v = 0.333.

Rozwigzania linowe podano w Tabelil6.19, gdzie w to przemieszczenie pionowe
w punkcie przylozenia sity. Widaé, ze rozwigzania dla elementow wtasnych niewiele
roznig sie od siebie. Rozwiazania uzyskane elementami referencyjnymi S9R5 i MITC9
sa mniej sztywne.

Tabela 6.19: Wspornik o przekroju ceowym. Rozwigzanie liniowe dla P, = —1.
Siatka 5 x 18 elementow.

Element —w x 103
9 1.1543
9-ADG 1.1556
9-AS 1.1556
9-SRI 1.1556
MITC9 1.2839
SI9R5 1.1628
4-EADG4 1.1541
Ref. 1.1544
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Uwaga. Rozwigzanie referencyjne w = —1.1544 x 1073  otrzymano w
[Chroscielewski, Makowski, Pietraszkiewicz, 2004] 16-weztowym elementem CAM
dla pelnego catkowania, «; = 0.01 1isiatki (24 3+ 2) x 9 elementdw.

Obliczenia nieliniowe przeprowadzono metoda dlugosci tuku, dla poczgtkowego
AP = 20. Otrzymane krzywe pokazano na Rys/06.48 gdzie na krzywych zaznaczono
co 5-ty punkt rozwiazania, dla wszystkich elementow z wyjatkiem MITC9. Rezultaty
mozna podsumowaé nastepujaco:

1. Wykresy dla elementéw witasnych 9-AS oraz 9-SRI pokrywaja sie. Mniej do-
ktadne rozwiazanie uzyskano dla elementu 9-ADG, natomiast nie udato sie
ukonczy¢ obliczen (iteracje byly rozbiezne) elementem 9.

2. Element porownawczy S9R5 utracit zbieznoéé dla w =~ —2,7 i daje on rozwig-
zanie zbyt podatne w stosunku do tych podawanych w literaturze, patrz np.
[Chroscielewski, Makowski, Stumpf, 1992], [Betsch, Gruttmann, Stein, 1990].

3. Krzywa dla elementu poréwnawczego MITC9 jest zblizona do krzywych dla
elementow 9-AS i 9-SRI, jednak wykazuje on troche mniejszg sztywnosé.

4. Element 4-weztowy 4-EADG4 jest wyraznie sztywniejszy od elementéw 9-
weztowych 9-AS oraz 9-SRI.

140 4-EADG4 —5—
MITC9 ——
S9R5 —x—

120 9
9-ADG —=—

100 9-AS —o—
9-SR|I —=—

80

o

60

40

20

0 B—1 i i i i i i

O 05 1 15 2 25 3 35 4
-W

Rysunek 6.48: Wspornik o przekroju ceowym. Charakterystyka nieliniowa.
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Rysunek 6.49: Wspornik o przekroju ceowym. Postaé¢ deformacji dla elementu 9-AS
i P=112.

Przemieszczenie w

-6.34E+00
-5.76E+00
-5.17E+00
-4.59E+00
-4.01E+00
-3.42E+00
-2.84E+00
-2.26E+00
-1.67E+00
-1.09E+00
-5.07E-01
7.68E-02
6.60E-01

Rysunek 6.50: Wspornik o przekroju ceowym. Mapa przemieszczen dla elementu
9-ASi P =112.
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6.15 Skrecany pierscien

Pierscien kotowy jest obciazony dwoma momentami skrecajacymi, patrz Rys/0.51.
Analiza przeprowadzana jest dla duzych warto$ci momentéw, wywotujacych bardzo
ztozone postaci deformacji. Test ten zaproponowano w [Goto, et al., 1992] i stanowi
on trudng weryfikacje mozliwosci elementu w zakresie duzych obrotéw i skrecania.

Ciekawsg wtasnoscig pierscienia jest to, ze po obcigzeniu momentem skrecajacym,
redukuje on rozmiar do 1/3 wielkosci poczatkowej, patrz Rysl6.54. Z tego wzgledu,
moze by¢ wykorzystany np. w inzynierii astronautycznej, gdyz bedzie zajmowat mato
miejsca podczas transportu na orbite.

Rysunek 6.51: Skrecany pierscien.

W modelu dyskretnym MES, patrz Rys.6.52, przyjeto, ze pierscien jest utwier-
dzony punktowo z jednej strony, a z drugiej obciazony punktowo momentem skre-
cajacym. Do obliczen uzyto siatki 1 x 124 elementow 9-weztowych.

utwierdzenie

Rysunek 6.52: Skrecany pierécien. E = 2 x 10°, v = 0.3.

Uwaga. Warto podkresli¢, ze dzieki szostemu stopniowi swobody wprowadzonemu
za pomoca réwnana wiezow na rotacje (2.1), mozna przytozy¢ moment normalny
bezposrednio do wezta elementu skoriczonego. Z powodu braku tej mozliwosci nie
uzyskano rozwiazan za pomocg elementow poréwnawczych, MITC9 oraz S9R5. Aby
ominaé¢ to ograniczenie, w niektérych pracach, np. [Rebel, 1998], stosowana jest do-
datkowa sztywna plytka.
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Wyniki analiz liniowych podano w Tabeli 6.20. Wida¢, ze elementy 9 oraz 9-ADG
nie wykazuja zakleszczania i daja wyniki porownywalne do wynikéw dla elementéw
9-AS i 9-SRI. Rozwigzania dla elementéw 9-AS i 9-SRI sg identyczne. Rozwiazanie
uzyskane elementem 4-weztowym 4-EADG4 rézni sie o okoto 9% od rozwigzan dla
elementow 9-weztowych 9-AS i 9-SRI.

Tabela 6.20: Skrecany pierécien. Rozwiazanie liniowe. M, = 10.

Element | Obrét ¢, x 102
9 1.9846
9-ADG 1.9958
9-AS 1.9971
9-SRI 1.9971
4-EADG4 1.8200

Wyniki analiz nieliniowych, przeprowadzonych metoda diugosci tuku dla
AM, = 10, zamieszczono na Rys.0.53, gdzie na krzywych zaznaczono co 15-ty
punkt rozwigzania. Otrzymane krzywe moga by¢ skomentowane nastepujaco:

1. Elementy wlasne 9-AS oraz 9-SRI daja identyczne krzywe, natomiast element
wtasny 9-ADG daje krzywa bardzo od nich odbiegajaca. Krzywa dla elementu
9 jest bliska krzywej dla elementéw 9-AS oraz 9-SRI.

2. Elementy 9-weztowe daja mniej sztywne rezultaty niz 4-weztowy element 4-
EADG4, dla ktérego krzywa jest przesunieta w lewg strone.

3. W pracy [Goto, et al., 1992] nie uzyskano rozwiazan z ujemnym momentem,
natomiast wyniki z Rysl6.53 potwierdzaja rozwiazania z [Rebel, 1998], gdzie,
pod koniec deformacji, moment przyjmuje wartos¢ ujemna.

4. Przemieszczenia styczne w punkcie obcigzenia pozostaja zerowe podczas catego
procesu deformacji, bez stosowania warunkéw brzegowych.

Kolejne stadia deformacji pierscienia, dla catego zakresu wartosci momentu skreca-
jacego, pokazano na Rysl/6.54.
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Rysunek 6.54: Skrecany pierscien. Kolejne stadia deformacji.
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6.16 Podsumowanie testow

Szczegbdtowe omoéwienie zachowania sie opracowanych elementow 9-weztowych i po-
rownania z elementami odniesienia zamieszczono dla kazdego z testéw oddzielnie w
poprzednich rozdziatach. Ponizej zamieszczono charakterystyki i uwagi o charakterze
ogblnym.

Ogoélna charakterystyka przeprowadzonych testéow. l.acznie przeprowadzo-
no 17 testéw numerycznych, wliczajac w to 3 testy bazowe z Rozdz/0.2. Przeprowa-
dzono analizy nastepujacych typow:

1. zagadnienie na wartosci wtasne: 1 test z Rozdz.6.1]
2. testy liniowe: 16 testéw z Rozdz.6.246.15)

3. testy nieliniowe: 10 testéw z Rozdz.6.60-6.15, z zastosowaniem metody New-
tona lub metody dtugosci tuku (kontynuacji).

Zestaw testow sktada sie z:

1. klasycznych testow z katalogu zaproponowanego w [MacNeal, Harder, 1985],
np. test z Rozdz.6.3,16.4,16.7,16.12, 16.13 przy czym niektére z nich uzupetiono
o analize¢ nieliniowsg, oraz

2. nowszych testow wybranych z literatury, przy czym niektére z nich wymagaja
zaawansowanych cech elementow powtokowych, takich jak:

(a) uwzglednianie duzych (nieograniczonych) rotacji, np. test z Rozdz/6.15,

(b) posiadanie rotacji normalnej jako stopnia swobody, przy czym jej wielko$¢
nie moze by¢ ograniczona, np. test z Rozdz.6.0, 6.8, 6.15,

(¢) techniki eliminujace zakleszczanie membranowe i zakleszczania od $cina-
nia poprzecznego, np. test z Rozdz.6.5, 6.11) 16.12, 16.13, 6.14.

Syntetyczna ocena elementéw na podstawie testow liniowych. Aby médc
porownac doktadnosé elementéw w zakresie liniowym utworzono Tabele 6.21] w kto-
rej umieszczono usrednione procentowe btedy dla tych testow liniowych dla ktérych
znana byta warto$¢ odniesienia. Kazdemu testowi przypisano 1 liczbe, usredniajac
otrzymane wczesniej, dla réznych siatek i rodzajow obcigzenia, wyniki. Rezultaty
zawarte w Tabeli [0.21 §wiadcza o réznicach pomiedzy poréwnywanymi elementami;
doktadno$¢ rozwigzan mozna oczywiscie poprawic stosujac gestsze siatki.

Elementy wtasne, 9-AS, 9-SRI oraz 9-ADG, okazaly sie doktadniejsze od ele-
mentéw referencyjnych, MITC9 i S9R5. Roznica nie jest duza, ale w wielu testach
wyraznie zauwazalna.
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Tabela 6.21: Usrednione btedy w testach liniowych (w %) .
Sredni procentowy blad dla elementu
Test (Rozdz.) 91 9-ADG | 9-AS | 9-SRI | MITC9 | S9R5 | 4-EADG4
Prosty wspornik (6.3) 2.7 1.9 1.8 1.9 2.9 4.5 4.8
Zakrzywiony wspornik (6.4) 4.1 1.9 1.9 1.9 3.6 5.2 1.7
Smuktly wspornik (6.6) 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Membrana Cooka (6.7) 9.4 4.7 4.7 4.7 3.8 6.1 7.5
Hak Raascha (6.8) 2.7 0.7 0.7 0.7 1.0 1.2 2.7
Cylinder z przeponami (6.11) | 84.6 10.4 | 10.3 10.3 14.6 12.6 14.0
Pélsfera z otworem ((6.12]) 86.1 1.1 0.6 0.7 10.9 0.6 1.8
Skrecony wspornik (6.13) 91.0 0.7 0.3 0.3 0.2 0.2 0.9
Sumaryczny $redni btad w % | 35.1 2.7 2.5 2.6 4.6 3.8 4.2

Uwagi dotyczace przydatnosci poszczegdlnych elementéw wilasnych.

1. Standardowy element 9 nie ma praktycznego znaczenia, poniewaz jest sil-

nie przesztywniony, na skutek zakleszczania membranowego i od $cinania po-
przecznego. Jest on stosowany wytacznie w celach porownawczych, by zade-
monstrowac skutecznos¢ metod eliminujacych zakleszczanie zastosowanych w
innych elementach.

. Element 9-ADG w zakresie liniowym daje wyniki poréwnywalne do tych dla
elementow 9-AS i 9-SRI. Jednak w kilku nieliniowych testach, np. tych z
Rozdz.6.8, 16.10, 6.12, 16.13, element 9-ADG daje rezultaty odbiegajace od
poprawnych. Jesli uwzgledni¢ bardziej skomplikowana implementacje meto-
dy ADG w poréwnaniu z metoda AS, to wydaje sie, ze stosowanie metody
ADG w obecnej wersji nie jest celowe.

. Element 9-AS jest najdoktadniejszy w testach liniowych, patrz Tabela 6.21] i
bardzo dobrze zachowuje si¢ w testach nieliniowych. Podsumowujac zadania
testowe, mozna stwierdzié¢, ze zastosowana w tym elemencie metoda AS dla
sktadowych odksztatcenia w ortonormalnej bazie w srodku elementu, nie uste-
puje w niczym metodzie opartej na sktadowych kowariantych odksztatcenia,
uzytej w elemencie referencyjnym MITC9.

. Element 9-SRI ma wtasnosci zblizone do wtasnosci elementu 9-AS. Opracowa-
na metoda SRI nie jest calkowicie rownowazna technice AS, jednak element
9-SRI jest efektywny i stabilny i dlatego moze by¢ stosowany do modelowania
powtok sprezystych.

Podsumowujac, elementy 9-AS i 9-SRI zbiegaja monotonicznie wraz z zageszcza-
niem siatki i dajg rozwigzania obarczone matym bledem, mniejszym niz elementy
referencyjne. Poza tym, charakteryzuja sie bardzo dobra doktadnoscig i zbieznodcia
w testach nieliniowych.



Rozdzial 7

Podsumowanie

Zdaniem autora, w rozprawie otrzymano nastepujace oryginalne rezultaty:

1. Opracowano podstawy teoretyczne 9-weztowych nieliniowych elementéw po-
wtokowych bazujacych na kinematyce Reissnera oraz na tensorze odksztatce-
nia Greena. Sformutowanie uwzglednia rotacje wokot wektora normalnego do
powierzchni powtoki i dopuszcza duze (nieograniczone) rotacje.

2. Opracowano metode dwustopniowej aproksymacji odksztatcen (AS), eliminu-
jaca zakleszczanie od $cinania poprzecznego i zakleszczanie membranowe, oraz
zaproponowano szereg jej modyfikacji, polegajacych na:

(a) tacznym traktowaniu prébkowania i catkowania numerycznego. Prowadzi
to do zastapienia 6 punktow prébkowania przez 2 linie probkowania, co
poprawia efektywnos¢ elementow.

(b) zastosowaniu dwustopniowej aproksymacji do sktadowych w ortonormal-
nej bazie w srodku elementu, co poprawia efektywnos¢ i doktadnosé ele-
mentu. Odroznia to opracowane elementy od elementow z rodziny MITC,
w ktorych uzywane sg sktadowe kowariantne odksztatcenia.

(¢) opracowaniu metody dwustopniowej aproksymacji nie tylko w zastosowa-
niu do pola odksztalcen (AS), ale takze do pola gradientu przemieszczenia
(ADG). W tym ostatnim przypadku modyfikowane jest réwniez rownanie
wiezdéw na rotacje.

3. Zaproponowano aby technike selektywnego zredukowanego catkowania (SRI)
zastosowac nie tylko do sktadnikéw energii odksztalcenia odpowiedzialnych
za zakleszczanie, lecz takze do innych cztonéw wywotujacych przesztywnienie.
Wyselekcjonowano odpowiednio niskie reguty catkowania, otrzymujac element
o bardzo dobrej doktadnodci i efektywnosci.

4. Opracowano kwestie poczatkowych znieksztalcen elementu (Rozdz.4.4), ro-
zumianych w sensie odstepstwa poczatkowego ksztaltu elementu od ksztaltu
kwadratowego, z regularnie rozmieszczonymi weztami.
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Pokazano, ze znieksztalcenia tego typu moga prowadzi¢ do zmiany orientacji
bazy lokalnej, w tym najezenia (zwrotu) wektora normalnego ts, co powoduje
problemy z doktadnoscig obliczen. Podano prosty jednowymiarowy przyktad,
ktory pokazuje, ze zmiana potozenia wezta sSrodkowego prowadzi¢ moze do
zmiany zwrotu wektora stycznego bazy naturalne;j.

5. Zaimplementowano 4 oryginalne 9-weztowe elementy powtokowe i, w celu zwe-
ryfikowania ich wtasnosci, poddano je szeregowi rygorystycznych testow linio-
wych i nieliniowych; podsumowanie tych testow zamieszczono w Rozdz./0.10.

Testy te wykazuja, ze elementy oznaczone jako 9-AS i 9-SRI, posiadajg bar-
dzo dobre wtasnosci i w wielu testach wykazuja wyzszo$¢ nad elementami z
profesjonalnych pakietow MES.

Opracowane elementy powlokowe moga by¢ stosowane do modelowania powtok z
niegtadks powierzchnia srodkowa, np. z krawedziami i narozami, oraz by¢ taczone z
tréjwymiarowymi elementami belkowymi, posiadajacym 6 stopni swobody w wezle.
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Dodatek A

Parametryzacja kanoniczna
tensora rotacji

Twierdzenie Eulera. Dla dwoch dowolnych baz ortonormalnych, istnieje wek-
tor, oraz kqt taki, zZe obracajgc jedng z baz wokdl tego wektora o wspomniany kqt,
otrzymamy drugg z nich. Wektor ten jest rownolegly do wektora wlasnego tenso-
ra ortogonalnego przeksztatcajgcego jedng baze na drugg odpowiadajgcego wartosci
wtasnej 1.

Korzystajac z twierdzenia Eulera, mozna analizowac¢ obréot dowolnego wektora
v wokol wektora jednostkowego e o kat w, patrz Rys.A.l.

Rysunek A.1: Obrét wektora v wokdt wektora e.
Potozenie obréconego wektora Qv uzyskuje sie sumujac wektory pomocnicze
Qv =v+PQ+QF, (A1)

gdzie
PQ = (1 — cosw) eq, QP = (sinw)ey. (A.2)
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Ortonormalne wektory bazy e; i e, zdefiniowane sg za pomocsg wektoréw e
oraz v W nastepujacy sposob
exv
1=, €y = e X e;. (A3)
le X v|
Po podstawieniu, réown.(A.1) przyjmuje postaé
Qv = v +sinwe; + (1 — cosw)es. (A.4)

Wprowadzmy skosnie-symetryczny tensor S € SO(3), taki, ze wektor e jest
jego wektorem osiowym, tzn. Se = 0. Dla tensora sko$nie-symetrycznego zachodzi
réwnoéé ST = —S. Moze byé on wyrazony za pomocy wektoréow e i es lezacych
w plaszczyznie prostopadtej do e, co wida¢ na Rys.A.l. Przyjmujac S =e; ®
ey — ey ®eq, iloczyny wektorowe wyrazone formutami (A.3) moga zostaé zapisane
jako,

e X v=Sv, e x (e xv) =S%. (A.5)

Wtedy réwnanie (A.4) zapisuje sie
Qv = v +sinwSv + (1 — cosw)S*v = [I + (sinw)S + (1 — cosw)S?|v.  (A.6)
W ten sposdb otrzymano tensor rotacji w postaci
Q =1+sinwS + (1 — cosw)S>. (A.7)

Tensor ten nalezy do grupy tensoréw ortogonalnych, SO(3), takich, ze Q'Q =1
oraz detQ = +1.

Parametryzacja tr6jparametrowa kanoniczna. Zdefiniujmy kanoniczny pseu-
dowektor rotacji,

¢ =we. (A.8)
Odpowiadajacy mu tensor skosnie-symetryczny to ¢ = ¢ x I, gdzie iloczyn wek-
torowy wektora i tensora zdefiniowano np. w [deBoer, 1982]. W efekcie mamy;,
¢ = wS, w=|o|=1¢ 9=>0, (A.9)
i tensor rotacji (A.7) przyjmuje postaé

sinw ~ 1 —cosw ~

Q(¢p) =1+ ¢+ ——5 9" (A.10)

Ta posta¢ nazywana jest formula Rodriguesa, patrz np. [Argyris, 1982],
[Goldstein, 1980].

Warto zauwazy¢, ze opisana powyzej parametryzacja tensora Q jest jed-
ng z wielu spotykanych w literaturze. Poréwnanie kilku z nich zawarto np. w
pracach [Pietraszkiewicz, 1979], [Pietraszkiewicz, Badur, 1983], [Wisniewski, 1997],
[Sadlowski, 2007]. Oczywista zaleta tej parametryzacji jest uzycie tylko 3 parame-
tréw, bedacych trzema sktadowymi wektora rotacji, ¢ = {¢;, ¢, P53}



