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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Agnieszki Martens
pt.

,Hamiltonowskie i Kwantowe Uklady z Symetriami i Wiezami.
Modele Nieliniowe i ich Zastosowania Fizyczne”

Praca doktorska mgr Martens o objetosci okoto 90 stron, sktadajgca sie z

czterech rozdziatow poswiecona jest problemom zupetnie catkowalnych uktadéw
mechanicznych zaréwno w wersji klasycznej jak i kwantowej, dla ktérych przestrzenig
konfiguracyjna jest grupa Liego. Dobrym przyktadem takiego uktadu jest bak
sztywny. W tym przypadku przestrzenig konfiguracyjna jest grupa obrotéw SO(3). W
przypadkach rozpatrywanych w omawianej pracy jest to najczesciej grupa
przeksztalcen afinicznych badz ogdlniej grupa przeksztatcen liniowych. Poza
niewatpliwg z matematycznego punktu widzenia elegancjg takiego sformutowania,
dodatkowg i wazng motywacjg do podjgcia tego typu badan stanowi fakt, ze
uzyskane rezultaty stanowi¢ moga skonczenie wymiarowe przyblizenia dynamiki ciat
o duzej (nieskonczonej) liczbie stopni swobody opisywanych przez oérodek ciagty. A
to, ze przestrzen konfiguracyjna jest odpowiednio dobrang grupg Liego pozwala
uniknaé powszechnie czynionego zatozenia matych odksztatcen.
Warto tu moze zauwazyé za Arnoldem, Ze idealna niescisliwa hydrodynamika moze
byé rozwazana jako nieskonczenie wymiarowy bak na grupie diffeomorfizmow
zachowujacych objetos¢. Co wigcej Arnold postuluje by takie nieskonczenie
wymiarowe uktady dynamiczne, ktorych przestrzenig konfiguracyjng jest grupa
przyblizaé przez uktady skonczenie wymiarowe takze zdefiniowane na
rozmaitoéciach grupowych. Tak, wiec praca p. Martens wychodzi naprzeciw tym
postulatom.

Omowienie pracy

W rozdziale pierwszym autorka wprowadza i omawia podstawowe pojecia, formutuje
model ciata afinicznie sztywnego. Jest to, wigc ukiad mechaniczny, ktérego
przestrzen konfiguracyjna jest afiniczng lub liniowg grupg przeksztatcen. Zostaty tam
rowniez zebrane niezbedne narzedzia matematyczne uzywane dalej w pracy
dotyczace mechaniki hamiltonowskiej. Przedstawiono metode obliczania zmiennych
dziatania opartg na catkowaniu konturowym w ptaszczyznie zespolonej oraz
omoéwione zostaly podstawy kwantyzacji Bohra-Sommerfelda oraz giéwne idee
kwantyzacji Schrodingerowskiej na rozmaitoéciach Riemanna. . Sciste sformutowanie
kwantowej wersji zagadnienia, oparte na podejéciu Schroedingerowskim bazuje na
przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem wzgledem miary indukowanej



przez tensor metryczny uzyty w wyrazeniu dla klasycznej energii kinetyczne;.
Podobnie, kwantowy operator energii kinetycznej jest wyrazony przez operator
Laplace’a — Beltramiego zbudowany w oparciu o wspomniany tensor metryczny.

Rozdzial drugi podobnie jak rozdziat pierwszy, poswiecony jest zebraniu i
oméwieniu narzedzi matematycznych uzywanych w gtéwnej czgsci pracy. Dotyczy to
zwlaszcza metody wielomianow Sommerfelda. W przypadku ukladow o dobrze
okre$lonej strukturze teorio-grupowej, ze znanymi grupami symetrii, pozwala to na
rozwigzanie zagadnienia wtasnego w jezyku funkcji specjalnych, w tym - funkcji
specjalnych na grupach Liego.

Gtowna czesé pracy zawierajgca nowe wyniki stanowig rozdziaty 3 i 4.

Tak wiec w Rozdziale trzecim autorka zajmuje sie klasyczng i kwantowg mechanikg
bryly sztywnej z dylatacjami, a wiec obiektu, ktérego przestrzen konfiguracyjna daje
sie utozsami¢ z grupg Weyla, tj. iloczynem prostym grupy obrotéw i grupy dylataciji.
Rozpatrzono tez ,spinorowe” rozszerzenie tego modelu, zastepujac grupe obrotow
przez jej grupe nakrywajacg SU(2). Znalezione zostaly zmienne dziatania |
przedyskutowano zagadnienia degeneracii. Szczegblng uwage poswiecono
modelom z potencjatami ,typu Bertranda”, dla ktérych dynamika ruchu obrotowego
jest catkowicie zdegenerowana. Szczegdlowej analizie poddano przypadki
potencjatéw umozliwiajacych $ciste rachunki analityczne, a jednoczes$nie ciekawe z
fizycznego punktu widzenia. Wyznaczono quasi-klasyczne poziomy energetyczne
Bohra-Sommerfelda. W celu wyznaczenia zmiennych dziatania postuzono sig
metodg catkowania zespolonego opracowang przez Maxa Borna. W oparciu o
metode wielomianéw Sommerfelda udato si¢ poda¢ sciste rozwigzanie zagadnienia
kwantowego dla potencjatéw uzytych w zagadnieniu klasycznym i przeanalizowac
degeneracje problemu. Okazato sig, ze jak to czgsto ma miejsce w zagadnieniach o
wysokiej symetrii i jasnej strukturze geometrycznej, wystepuje tu wyrazna
odpowiednio$é miedzy widmem kwantowym a quasi-klasycznym widmem Bohra-
Sommerfelda. W rozdziale tym pofozono szczegdiny nacisk na potencjaty
kombinujace catkowicie zdegenerowane modele Bertranda dla baka kulistego z
odpowiednimi potencjatami sprezystymi dla dylatacii.

W rozdziale czwartym omowiono zagadnienia Zzwigzane Zz dynamikg
dwuwymiarowego ciata afinicznie sztywnego. W tym przypadku przestrzenig
konfiguracyjng jest (GL(2, R). W szczeg6lnosci rozwazane byly modele z
izotropowym tensorem bezwtadnosci oraz izotropowym potencjatem sprezystym (tzn.
zalezacym tylko od niezmiennikéw deformaciji). Okazuje sie, ze istotng role odgrywa
wtedy wybor wiasciwych wspotrzednych uogdlnionych i wygodnie postugiwaé sie
wtedy tzw. ,rozkladem dwubiegunowym®, polegajacym na tym, ze macierz
reprezentujgcg konfiguracje afiniczng przedstawiamy w postaci iloczynu trzech
macierzy: ortogonalnej, diagonalnej i pewnej innej ortogonalnej. Dla ciata o
izotropowym momencie bezwtadnos$ci pozwala to zredukowaé problem klasyczny do
dwéch stopni swobody (niezmiennikéw deformacii). To samo udato sie takze autorce
przeprowadzié na poziomie kwantowym. Wyznaczono rodzing potencjatow
pozwalajacych na klasyczng i kwantowg separacje zmiennych zwigzanych z
deformacjami, ktére jednocze$nie wydajg sie¢ mie¢ szanse na uzycie w realistycznych
modelach drgan sprezystych tak klasycznych jak i kwantowanych. Podobnie jak w
przypadku 3-wymiarowego baka z dylatacjami, znaleziono dla tych potencjatow



zmienne dziatania (réwnanie Hamiltona-Jacobiego jest wtedy separowalne) i
przedyskutowano degeneracje problemu. Wyznaczono réwniez quasi-klasyczne
poziomy energetyczne Bohra-Sommerfelda. W oparciu o metodg wielomianow
Sommerfelda rozwigzano $ciste zagadnienie kwantowe dla potencjatow uzytych w
zagadnieniu klasycznym. Réwniez i tu mamy do czynienia z intrygujacym faktem, ze
poziomy energetyczne mechaniki kwantowej i kwazi-klasyczne poziomy Bohra-
Sommerfelda $cisle ze sobg korespondujg (czyzby byt to skutek wysokiej symetrii
zagadnienia?) Ma tu tez miejsce $cista odpowiednios¢ pomigdzy klasyczng i
kwantowg degeneracjg problemu.

Ocena

Praca poswiecona jest, wiec badaniu skonczenie-wymiarowych modeli
dynamicznych, w ktoérych wystepuje silne sprzezenie pomigdzy obrotowymi i
deformacyjnymi stopniami swobody. Autorka ktadzie szczegolny nacisk na klasyczne
zagadnienia catkowalno$ci i supercatkowalnosci (degeneracji),oraz na ich
Schroedingerowskg kwantyzacje wraz z problemami korespondencji kwantowo-
klasycznej, w tym quasi-klasyczne warunki Bohra-Sommerfelda.

Wyniki tych badan sa interesujace ze wzgledu na zastosowania w mechanice
osrodkéw z mikrostrukturg w skali, w ktérej zaczynaja odgrywac juz role zjawiska
kwantowe, ktére to z kolei maja decydujacy wplyw na makroskopowe wtasnosci
materialu  (przejécie od nano-skali poprzez mezo-skale do makro-skali).
Charakterystyczny splot zjawisk opisywanych makroskopowo, w jgezyku klasycznej
teorii sprezystosci i zjawisk kwantowych ( z ich fundamentalng rolg w procesach
decydujacych o wiasnosciach o$rodka) spowodowat tez, ze w pracy poswieca sie
sporo uwagi analogiom kwantowo-klasycznym i problemom asymptotyki i
korespondenciji.

Obroty, deformacje jednorodne i ich wzajemne oddziatywania sg wiodacymi
modami zachowania ,matych” obiektéw, ktére decyduja o wiasnoSciach materii
skondensowanej na poziomie fundamentalnym, ale jednoczeénie wptywajq
posrednio w istotny sposob na poziom makroskopowy. Tak jest np. w dynamice
krysztatbw molekularnych, ktére w granicy diugofalowej mozna opisywac jako
mikropolarne oérodki Cosseratow, lub mikromorficzne osrodki Eringena.

Nalezy tez podkreslic, ze niezaleznie od wspomnianych zastosowan
przedyskutowane przez mgr Martens modele sg interesujace same w sobie jako
cickawe zagadnienia z zakresu silnie nieliniowej mechaniki analitycznej i jej
skwantowanej wersji. W szczegdlnosci dotyczy to zebranego materiatu na temat
zwiazku miedzy separowalno$cig i degeneracjg na poziomach kwantowym,
klasycznym i quasi-klasycznym (opartym na metodzie WKB i warunkach
kwantowych Bohra - Sommerfelda).

Podsumowujac

Praca doktorska pani mgr Martens charakteryzuje si¢ dobrze i jasno postawionym
zgadnieniem naukowym, ktére autorka rozwigzata uzyskujac nowe i oryginalne
wyniki. Wykazata sie przy tym dobrg znajomoscig mechaniki analitycznej, fizyki, w
tym fizyki kwantowej, wspotczesnej geometrii rézniczkowej oraz teorii grup.



Pani Martens jest autorkg badz wspotautorka 7 prac, ( z czego 6 w czasopismach z
listy filadelfijskiej) zawierajacych omawiane tu wyniki. Oceniajgc pracg oraz
otrzymane wyniki bardzo wysoko stwierdzam, ze praca w petni spetnia wymagania
stawiane pracom doktorskim przez Ustawe o stopniach i tytule naukowym oraz
wnosze o dopuszczenie jej do publicznej obrony.
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