Grzegorz Jurczak

Anizotropia sprezysta krysztatow.
Analiza 1 modelowanie numeryczne metoda elementow
skonczonych

Praca doktorska

wykonana pod kierunkiem dr hab. inz. Pawla Dtuzewskiego

Instytut Podstawowych Probleméw Techniki
Polskiej Akademii Nauk

Warszawa 2005



Spis tresci

6

Wstep

Wprowadzenie

2.1 Klasyczna teoria sprezystosci. . . . . . . .. oL Lo

2.2 Anizotropowa sprezysto$¢ . . . . .. L.

2.3 Symetria materiatu . . . ... oL Lo

2.4 Skoniczone deformacje . . . . . .. ..o

2.5 HipersprezystoS¢ . . . . . . Lo
2.5.1 Funkcja energii odksztalcenia . . . . .. ... 00000
2.5.2  Materiat St. Venanta-Kirchhoffa . . . . . . . . ... ... ... ...
2.5.3 Material Murnaghana . . . . . .. ... oL
2.5.4 Material Ogdena . . . . . .. ... oL

Proponowany model materialu sprezystego dla krysztalow
3.1 Nieliniowa anizotropia hipersprezysta . . . . . . . . . .. . ... ... ...
3.2 Stalesztywnos$ci. . . . . ..

Metoda elementéw skoriczonych
4.1 Podstawy algorytmu MES . . . . . . .. .. oo

4.2 Pochodna f)g—uN .................................

Przyklady numeryczne
5.1 Dyslokacje niedopasowania w heterostrukturze

GaAs/ZnTe/CdTe . . . .. ... o
5.2 Dyslokacja krawedziowa w krysztale miedzi . . . . . . .. . ...
5.3 Dyslokacja 60° w krysztale miedzi . . . . . . . . ... ... ... ... ...
5.4 Okreslanie koncentracji indu w studniach kwantowych In,Ga;_,N/GaN . .
5.5 Dyskusja otrzymanych wynikow . . . . ... o000

Podsumowanie

A Przeliczanie stalych sztywno$ci przy zmianie miary odksztalcenia

13
20
21
22
26
30
34
36
37

40
41
20

56
28
61

62

66
72
79
84
92

96

118



SPIS TRESCI 3
B Wyznaczanie dystorsji Zzrédlowych 124
B.1 Regularna siatka w konfiguracji lagranzowskiej . . . . . . .. .. .. .. .. 124
B.2 Regularna siatka w konfiguracji lokalnie odcigzonej . . . . . .. .. .. .. 126
C Wybbér parametru miary odksztalcenia 128



Rozdzial 1

Wstep

W okresie ostatnich kilkunastu lat jesteSmy $wiadkami niezwyktego przetomu informa-
tycznego i technologicznego dokonujacego sie w zyciu codziennym, nauce i przemysle. W
dniu dzisiejszym nie wyobrazamy juz sobie zycia bez komputeréw, sterownikéw mikro-
procesorowych kontrolujacych dziatanie urzadzen gospodarstwa domowego, przyrzadow
opartych na uktadach pétprzewodnikowych, itp. U Zzrédet nienotowanego dotad w historii
cywilizacji ludzkiej postepu, lezy powszechne wykorzystanie najnowszych zdobyczy tech-
niki i nauki, w tym komputeréw umozliwiajacych przeprowadzenie ztozonych obliczen
i symulacji numerycznych. Wsrod wielu dziedzin nauki i techniki, niezwykle skutecznie
i intensywnie wykorzystujacych nowe mozliwosci jakie niesie ze soba postep techniczny
wskaza¢ mozemy rowniez mechanike ciata statego.

W urzadzeniach technicznych najnowszych generacji powszechnym zaczyna by¢ wyko-
rzystywanie efektéw kwantowych, ktore odgrywajg istotna role gdy wymiary elementow
aktywnych w tych urzadzeniach staja sie coraz to mniejsze i mniejsze, osiagajac wymiary
rzedu nm. Powszechna miniaturyzacja rodzi zapotrzebowanie na nowe modele teoretyczne
opisujace specyficzne efekty, charakterystyczne dla nanometrowych struktur potprzewod-
nikowych, jak np. zmiany energii emisji w naprezonych studniach i kropkach kwantowych
InGaN/GaN. Postep techniczny jaki dokonuje sie w dziedzinie technik wytwarzania hete-
rostruktur polgczony jest jednoczesnie z rozwojem technik badawczych struktury, ktore to
osiggaja dzis rozdzielczosé pojedynczego atomu, np. nowe odmiany mikroskopii elektrono-
wej (EDS, EELS, HAADF). Ciagly rozw6j technologii wytwarzania heterostruktur gene-
ruje zapotrzebowanie na nowe, doktadniejsze modele teoretyczne i narzedzia obliczeniowe
pozwalajace matematycznie ujaé¢ zachowanie sie urzadzen opartych na tego typu struktu-
rach krystalicznych podczas pracy. Zapotrzebowanie przemystu stoi u podstaw znaczacego
postepu naukowego i technologicznego, wtasnie dzieki silnemu wzajemnemu sprzezeniu
zwrotnemu pomiedzy rozwojem technologii wytwarzania nanostruktur o nowych dosko-
nalszych wlasciwosciach fizycznych (ze szczegdlnym uwzglednieniem optoelektroniki), a
wiedza na temat zjawisk zachodzacych w materialach w mikro- i nanoskali. Warunkiem
niezbednym bowiem do opracowania nowych, jak rowniez optymalizacji znanych juz pro-
cesOwW technologicznych wytwarzania i eksploatacji heterostruktur sa interdyscyplinarne
badania podstawowe niezbedne dla zrozumienia mechanizmoéw rzadzacych zachowaniem
sie heterostruktur i ujecia ich w Sciste, matematyczne formuty. Jedynie dzieki takiemu
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komplementarnemu podejsciu mozliwe bedzie zaspokojenie lawinowo rosngcego popytu
na urzadzenia wykorzystujace najnowsze zdobycze techniki. Opis zachowania sie hete-
rostruktur o wymiarach rzedu nanometréow, gdzie istotne jest uwzglednienie wzajemnych
oddziatywan komoérek atomowych, czy nawet pojedynczych atoméw wchodzacych w sktad
struktury stawia bowiem niezwykle wysokie wymagania nowym modelom teoretycznym.
W klasycznym podejsciu, rozwazajac wpltyw mikrostruktury na zachowanie sie makrosko-
powego ciata pod obcigzeniem, swiadomie zaktadamy catkowitg przypadkowosé w rozkta-
dzie orientacji ziarn tworzacych ciato. To zatozenie prowadzi do wnioskdéw, ze ciatlo ma
takie same wlasciwosci bez wzgledu na kierunek obciazenia. Zatozenie izotropii wtasciwo-
Sci fizycznych, doskonale upraszczajace opis matematyczny i sprawdzajace sie w praktyce
inzynierskiej, zawodzi jednak gdy mamy do czynienia np. metalami po obrobce plastycz-
nej, szturmem zdobywajacymi rynek w ostatnich latach kompozytami czy tez bedacymi
przedmiotem zainteresowania niniejszej pracy strukturami krystalicznymi. Struktury kry-
staliczne z bardzo mala gestoscia dyslokacji (10> cm™2) lub wrecz wolne od defektow
(tzw. whiskersy) wraz z rozwojem technik ich wytwarzania sa coraz czesciej wykorzy-
stywane w technice. Ich podstawowg zaleta jest fakt, ze struktury takie zdolne sa do
deformacji sprezystych daleko wykraczajacych poza granice, ktore zwyklismy traktowac
jako male, zob. Crump i Mitchell (1970), Hill (1975). Deformacja krysztalu w ogdlnym
przypadku obciazenia jest niezwykle zlozona ze wzgledu na wyrazna anizotropie wtasciwo-
Sci fizycznych i rézne zachowanie sie krysztatu podczas rozciagania i $ciskania. Powoduje
to powazne trudnosci przy modelowaniu zachowania takiego materialu. Wplyw efektow
zwigzanych ze specyfika budowy krysztalow, np. silny efekt piezoelektryczny, czy tez po-
laryzacja spontaniczna w krysztatach o strukturze heksagonalnej dodatkowo komplikuje
problem. W przypadku modelowania heterostruktur, kiedy zalezy nam na uwzglednieniu
oddziatywan atomowych, czy tez wyznaczeniu konfiguracji atomowej naturalnym wydaje
sie uzycie metod dyskretnych np. statyki i dynamiki molekularnej czy tez obliczenn ab-
initio. Do tego celu wykorzysta¢ mozemy jeden z calego szeregu potencjatow atomowych
(np. Stillingera- Webera, Lenarda-Jonesa, Tersoffa, Barafa, TB-SMA i wiele innych), z kto-
rych kazdy ma specyficzne cechy predestynujace go do uzycia dla Scisle okreslonej grupy
materialow. Odmienne podejscie do opisu oddzialywan atomowych prezentuje metoda
atomu osadzonego (tzw. FAM, MEAM), wspomniane juz metody oparte na pierwszych
zasadach (ab-initio) czy tez metody empiryczne (np. przyblizenie k*p). Mimo postepuja-
cej miniaturyzacji potprzewodnikowych urzadzen elektronicznych na ich strukture ciagle
sktada sie ogromna liczba atomdw, stad cecha charakterystyczng obliczenn molekularnych
tego typu struktur jest ogromne zapotrzebowanie na moc obliczeniowa. Dodatkowo jesli
zwickszymy stopien zlozonosci oddzialywan atomowych, np. poprzez zaltozenie istnienia
niecentralnych oddzialywan atoméw czy zwiekszenie zasiegu tych oddzialywan (tzw. cut
off potencjatu) otrzymamy niezwykle ztozony i czasochtonny problem do rozwigzania. Z
tego tez powodu obliczenia takie napotykaja na naturalne ograniczenie w postaci ilodci
atomoéw mogacych bra¢ jednoczesnie udziat w symulacji. Jednym ze sposob6w na ominiecie
wspomnianego ograniczenia jest wykorzystanie metod mechaniki kontinuum do symulacji
zachowania sie homo- i heterostruktur lub stworzenie rozwigzan hybrydowych laczacych
w sobie doktadnosé symulacji ruchu pojedynczych atoméw metodami dyskretnymi z efek-
tywnoscig metod mechaniki osrodkow ciagtych. W celu geometrycznego powigzania kine-
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matyki, dyskretnej w swej naturze struktury krystalicznej z ciggtym kontinuum konieczne
jest przyjecie uproszczenia, idealizacji struktury krystalicznej, np. hipotezy Cauchy’ego-
Borna, zob. Born i Huang (1956), Ericksen (1984), Tadmor i in. (1996), Ortiz i Philips
(1999), Abeyarante i in. (2001). Matematyczny aparat mechaniki o§rodkow ciaglych uzyty
do modelowania nanostruktur krystalicznych, musi uwzglednia¢ cechy charakterystyczne
krysztatu, jak np. asymetrie pomiedzy procesem rozciggania i Sciskania czy tez anizotropie
wtasciwosci fizycznych. W niniejszej pracy zostal uzyty aparat anizotropowej hipersprezy-
stoSci opartej na uogblnionej mierze odksztalcenia pozwalajacy uwzgledni¢ nieliniowosci
geometryczng i fizykalng krysztatu, jak réwniez anizotropie jego wlasciwosci fizycznych.
Proces wytwarzania nanostruktur (np. heterostruktury epitaksjalne) jest czynnikiem ma-
jacym decydujacy wplyw na wlasciwosci eksploatacyjne urzadzen zbudowanych na ich
bazie. To wlasnie w czasie wzrostu w heterostrukturach powstajg naprezenia residualne,
ktorych obecnosé spowodowana jest gtéwnie niedopasowaniem sieciowym i dezorientacja
sieci krystalograficznej podtoza i hodowanej warstwy. Na poziom naprezen residualnych, a
wiec na jako$¢ hodowanego krysztalu, ma rowniez wptyw wiele innych czynnikéw takich
jak, stopienn zdefektowania podtoza - dyslokacje powielaja sie w hodowanej strukturze,
typ wzrostu - wyspowy (Stranski-Krastanow) czy warstwowy (Frank-van der Merwe),
temperatura wzrostu, obrobka cieplno-mechaniczna heterostruktury i wiele innych. Wy-
korzystujac matematyczny aparat anizotropowej hipersprezysto$ci w metodzie elementow
skoniczonych otrzymujemy nowe, efektywne narzedzie obliczeniowe pozwalajace wyzna-
cza¢ stan odksztalcenia i naprezenia, rozklady pol sprzezonych, np. rozktad potencjatu
elektrostatycznego w krysztatach o symetrii heksagonalnej. Dzieki znajomosci naprezen
residualnych obecnych w heterostrukturach jesteSmy w stanie okresli¢ stopien zdefekto-
wania struktury, opracowac lub tez zweryfikowaé techniki redukcji naprezen residualnych,
np. poprzez dobo6r innych materialéw na podtoze. Dzicki znajomosci rozktadu potencjatu
elektrostatycznego bedacego wynikiem deformacji struktury o symetrii heksagonalnej je-
stedmy w stanie przewidzie¢ zmiany struktury pasmowej w urzadzeniach optoelektronicz-
nych.

Cel pracy. Celem pracy jest opracowanie efektywnego narzedzia obliczeniowego opar-
tego na matematycznym aparacie mechaniki kontinuum przeznaczonego do modelowania
stanu naprezenia i odksztalcenia w zdefektowanych heterostrukturach epitaksjalnych. Aby
poprawnie opisa¢ mechaniczne zachowanie sie materiatu o wymiarach rzedu pojedynczej
komorki elementarnej krysztatu wykorzystany zostal aparat nieliniowej, anizotropowe;j hi-
persprezystosci i metoda elementéw skonczonych. Zaproponowany model matematyczny
opisujacy skonczone deformacje struktury krystalicznej uwzglednia nieliniowo$¢ zaréwno
geometryczna, korzystajac z uogolnionej miary odksztalcenia, jak i nieliniowosé¢ fizykalna
wykorzystujac state sprezystosci wyzszych rzedoéw. Proponowany model zachowania sie
ciala, w przeciwienstwie do innych stosowanych w literaturze modeli np. hiposprezystych,
bilansuje energie na zamknietych cyklach obciazenia. Przy modelowaniu anizotropii krysz-
tatlu postuzono sie anizotropowymi statymi sztywnosci drugiego i trzeciego rzedu ogdlnie
dostepnymi w literaturze.

Zakres pracy. W niniejszej pracy przedstawiono metode rozwigzywania zagadnien
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brzegowych metoda elementow skoniczonych opartg na skonczonych deformacjach nielinio-
wego anizotropowego hipersprezystego osrodka. Przedstawiona w nastepnych rozdziatach
metodyka wyznaczania stanu naprezen residualnych w samonaprezonych nanostrukturach
zilustrowana zostata przyktadami obliczen naprezen niedopasowania w heterostrukturze
polprzewodnikowej GaAs/ZnTe/CdTe oraz studium stanu naprezenia wokot dyslokacji
krawedziowej i dyslokacji Schockleya w krysztale miedzi. Procedura wyznaczania napre-
zen residualnych sktada sie z nastepujacych etapow:

e Analiza danych eksperymentalnych, np. obrazéow wysokorozdzielczego mikroskopu
elektronowego (HRTEM),

e Wybor materiatu referencyjnego dla poszczegolnych sktadnikéw heterostruktury,
e Opis geometrii heterostruktury,
e Dyskretyzacja modelowanego obszaru heterostruktury,

e Identyfikacja skltadu chemicznego, parametréow sieci i stalych materialowych po-
szczegblnych elementow skonczonych,

e Przyjecie odpowiednich warunkéw brzegowych,
e Rozwiazanie tak sformutowanego zadania brzegowego,
e Analiza wynikéw numerycznych.

Prezentowana, zintegrowana metoda obliczen uwzglednia zaréwno nieliniowo$¢ geome-
tryczna, jak i fizycznag poprzez uwzglednie m. in. stalych sprezystosci trzeciego rzedu.
Zakres potencjalnych zastosowan prezentowanej metody nie ogranicza si¢ wylacznie do
p6l mechanicznych, ale moze obejmowaé réwniez pole elektryczne poprzez uwzglednienie
efektu piezoelektrycznego. Podejscie takie pozwala na kompleksowe modelowanie zacho-
wania sie krysztalow i ocene wplywu poszczegolnych efektow.

Zawarto$¢ pracy. Praca sklada sie¢ z 6-ciu rozdzialow i 3-ch dodatkéw. Po krot-
kim wstepie, w rozdziale drugim przedstawiono krétki rys historyczny i wprowadzenie
do teorii sprezystosci wraz z przegladem istniejacych w literaturze modeli materiatu hi-
persprezystego. Rozdziatl trzeci prezentuje proponowany hipersprezysty model zachowa-
nia krysztalu i wyprowadzone zaleznosci opisujace tensor naprezenia Cauchy’ego, przy
czym kinematyka osrodka uwzglednia skoriczone deformacje ciala. W rozdziale czwartym
opisana zostala implementacja numeryczna prezentowanego sformutowania oraz podano
uktad réwnan metody elementéw skoriczonych. W rozdziale pigtym przedstawiono przy-
ktady zastosowania metody, opisano warunki brzegowe wraz z uzasadnieniem przyjecia
ich postaci oraz przedstawiona zostala dyskusja otrzymanych wynikoéw. W podsumowaniu
zawarto wnioski z przeprowadzonej w pracy analizy. Dodatek A zawiera analize wplywu
zmiany wspoOtczynnika miary odksztalcenia "m” przy zmianie miary odksztatcenia na war-
tosci stalych sztywnosci trzeciego rzedu. Dodatek B zawiera metode wyznaczania dystorsji
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sieci koniecznych do poprawnego zdefiniowania problemu naprezen residualnych zdefek-
towanej heterostruktury. Dodatek C zawiera propozycje doboru miary odksztatcenia ze
wzgledu na warunek stalosci wspotczynnika sztywnosci objetosciowej.



Rozdziat 2

Wprowadzenie

W otaczajacym nas Swiecie ciala state stanowia niezwykle liczng i roznorodng pod wzgl-
edem wtasciwosci fizyko-chemicznych grupe materialéw. Poniewaz wiekszosé materiatow
konstrukcyjnych jest ciatami staltymi o budowie krystalicznej, dlatego tez wydaje sie w
pelni uzasadnionym fakt, ze materialom tym poswieca sie ogromng uwage i stanowia one
przedmiot badan wielu naukowcéw na calym §wiecie. Z drugiej strony, poszukiwania no-
wych modeli opisujacych zachowanie sie cial odksztatcalnych w szerokim spektrum skali
wymiarowej (od makro-, poprzez mezo-, do mikro- i nanoskali) stanowig staly bodziec
rozwoju nie tylko mechaniki ale rowniez wielu dziedzin z nig zwigzanych, jak np. mate-
matyki, inzynierii materiatowej, technik badawczych oraz wielu innych.

Pierwszym historycznie modelem opisujacym zachowanie sie ciala poddanego dziataniu
obcigzen zewnetrznych jest model ciala sprezystego. Model ten, jak wszystkie modele me-
chaniki, jest pewnga idealizacja rzeczywistego zachowania sie ciata odksztatcalnego. Wraz
z rozwojem techniki i metod badawczych oczywistym stalo sie, ze w §wiecie panuje wielka
roznorodnos¢ i mniejsze lub wicksze odstepstwa od tego modelu sg na porzadku dziennym.
Mimo to, teoria sprezystosci pozostaje nadal efektywnym narzedziem, za pomoca ktorego
jesteSmy w stanie rozwigza¢ skomplikowane niejednokrotnie problemy, zapewniajac przy
tym akceptowalna zgodnos$¢ wynikoéw z eksperymentem. W przypadku praktyki inzynier-
skiej teoria sprezystosci oparta na matych deformacjach do dzi§ pozostaje podstawowym
narzedziem wykorzystywanym do obliczen konstrukcji mechanicznych.

Cecha charakterystyczng cial odksztalcalnych jest to, ze w pewnym zakresie deformacji,
po ustaniu dzialania obcigzenia, ciala te powracaja do pierwotnego, wolnego od odksztal-
cen i1 naprezen stanu naturalnego. Ciala wykazujace ta ceche w calym zakresie obcigzenia
nazywami sprezystymi w odréznieniu od materiatow plastycznych, dla ktorych odwra-
calny proces odksztalcenia sprezystego zachodzi jedynie w pewnym skonczonym, zwykle
niewielkim zakresie deformacji. I cho¢ dla niektorych rzeczywistych materiatow zakres
sprezysty jest mocno ograniczony, to jednak ze wzgledu na fakt, ze wiekszo$é¢ konstruk-
cji mechanicznych pracuje wylacznie w zakresie sprezystym, to stosowanie powyzszego
modelu jest uzasadnione i mimo daleko posunietej idealizacji dos¢ dobrze sprawdza sie
w praktyce. Pojecie sprezysto$é po raz pierwszy pojawilto sie prawdopodobnie w pracy
Hooke’a (1676) sformulowane za pomoca tacifiskiego anagramu ceiiinosssttuv - popular-
nej wowczas metody prezentacji odkry¢ za pomoca rebusu stownego majacego skloni¢ do
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zastanowienia innych badaczy. Wkrotce Hooke (1678) podaje rozwigzanie wspomnianego
rebusu w postaci stownej:

Ut tensio sic vis,

co ttumaczy sie: sita ciata sprezystego jest proporcjonalna do jego wydtuzenia. Prawo to
dato podstawe matematycznej teorii sprezystosci, ktora stanowi dzisiaj jedng z wazniej-
szych gatezi mechaniki.

Niewiele wezesniej Steno (1669) publikuje rozprawe, w ktorej zawiera szczegbtows analize
przekrojow probek krysztalow kwarcu. Od tejze pracy datuje sie poczatek nauki o budowie
wewnetrznej krysztaléw - krystalografii. Za nastepne kroki milowe krystalografii mozna
uzna¢ prace Haiiy’a (1784) wprowadajacego molécules intégrantes - pierwowzor komorki
elementarnej oraz Bravais’go (1848) definiujgcego podzial komorek krysztatu ze wzgledu
na charakterysztyczne dla nich symetrie. Mechanika cial odksztatcalnych powszechnie
czerpie dzi$ inspiracje i weryfikuje wyniki na podstawie rozwazan krystalograficznych.
Wiedza na temat budowy wewnetrznej cial krystalicznych daje niezwykle cenne wytyczne
przy budowaniu fenomenologicznych teorii opisujacych makroskopowa deformacje ciata
krystalicznego i jest koniecznana do poprawnego opisu specyficznych wtasciwosci fizycz-
nych krysztahu.

Siegajac wstecz odnajdziemy, ze jednym z wielu przyczynkéw do rozwoju mechaniki ciat
odksztatcalnych bytla potrzeba zrozumienia i opanowania zjawisk pekania budowli. Pierw-
szymi probami rozwigzania problemu byty koncepcje Galileusza dotyczace proporcjonal-
nosci obcigzenia do powierzchni przekroju ciata i test rozciagania pretéw opracowany
przez Leonarda da Vinci, cho¢ przed odkryciem Hooke’a konstrukcje pod obcigzeniem
byly traktowane jak ciala idealnie sztywne, np. wspomniane podejscie Galileusza, zob.
Westergaard (1952). Niezaleznie od Hooke’a, opierajac sie na do$wiadczeniach ze zgina-
naniem belek Mariott’e (1680) dochodzi do podobnego wniosku, wyznaczajac przy okazji
potozenie osi neutralnej w zginanej belce. Niedlugo po6zniej pojawia sie pojecie bedace
pierwowzorem naprezenia, wyrazone przez Leibniz’a (1684) w pogladzie, ze w obciazo-
nych cialach istnieje napiecie dzialajace prostopadle do powierzchni ciata. Poglad ten
powtorzony zostal nastepnie przez Bernoulli’ego (1705) proponujacego opis obciazenia
ciala za pomocy sity na jednostke powierzchni i opis deformacji za pomoca rozciggniecia
jednostkowego wlokna materialnego ciala. Coulomb na bazie prac Bernoulli’ego i Euler’a
wyprowadza wzoér na naprezenie w zginanej sprezyscie belce, Parent (1713) wprowadza
pojecie naprezen $cinajacych dla uzupelnienia opisanych juz naprezen normalnych. Euler
(1727) proponuje liniowa zaleznos¢ pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem w postaci:

s =Fe,

gdzie parametr materialowy F zwany jest dzi§ modulem Young’a. W roku 1744 Euler,
badajac deformacje zginanych belek, wprowadza pojecie gestosci energii odksztatcenia,
ktora definiuje jako energie na jednostke dlugosci zginanej belki. Jest ona kwadratowsg
funkcjg krzywizny i uwazana jest przez Eulera za analog energii potencjalnej w uktadach
mechanicznych. W przelomowym dla mechaniki klasycznej wieku XIX nastepuje burz-
liwy rozwoj teorii sprezystosci. Brewster (1816) publikujac wyniki swych prac ktadzie
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podwaliny dla nowej galezi nauki - elastooptyki. Metody tej uzywano, jeszcze do nie-
dawna bardzo powszechnie do wyznaczania rozktadu naprezen w skomplikowanych geo-
metrycznie konstrukcjach inzynierskich, np. w konstrukcjach lotniczych do wykrywania i
eliminowania punktéw spietrzenia naprezen. Dzisiaj, za sprawa szybkiego rozwoju metod
numerycznych wypierana jest z praktyki inzynierskiej ze wzgledu na swoja pracochton-
no$¢ i wysokie koszty. Cauchy wprowadza fundamentalne pojecia naprezenie i odksztal-
cenie zastepujace pierwotng site i wydtuzenie, formutujac jednoczesnie prawo Hooke’a w
znanej do dzi§ formie czyli liniowej zaleznosci miedzy naprezeniami a odksztalceniami.
Wprowadzajac pojecie osrodka ciagtego, bedacego zbiorem punktéow identyfikowanych z
czasteczkami ciala tworzacymi obiekt geometryczny w przestrzeni euklidesowej tworzy
sie podwaliny pod nowa galaz nauki zwana mechanika o$rodka ciagltego. Rozr6znione zo-
stajg moduly odpowiadajace jednoosiowemu rozcigganiu i skrecaniu zdefiniowany zostaje
modul $cisliwosci objetosciowej. Navier (1826), Cauchy (1829) i Poisson (1829), kazdy z
osobna, wyprowadzaja rownania opisujace kinematyke deformacji ciata sprezystego. Nie-
zaleznie od siebie zaktadaja, ze modelowe cialo jest jednorodne pod wzgledem struktury
wewnetrznej, izotropowe pod wzgledem wlasciwosci sprezystych, a przemieszczenia cza-
stek ciata sg na tyle mate, ze mozna przyjac liniowa zalezno$¢ pomiedzy naprezeniem a
odksztalceniem. Poczatkowo, rozwd6j teorii sprezystosci ma na celu opis eteru - medium
zaproponowanego przez Fresnela dla wyja$nienia zjawiska rozchodzenia sie $wiatta. Teo-
ria majaca na celu analityczny opis drgari poprzecznych w sprezystym osrodku zostata
natychmiast zaadoptowana do opisu zjawisk typowych dla praktyki inzynierskiej, takich
jak: zginanie belek, skrecanie pretow, ugiecie plyt, drgania mechaniczne, itp. Navier do
opisu wladciwosci ciat sprezystych uzywa jednej statej, podczas gdy Cauchy i Poisson
uzywaja dwoch statych: modutu Younga i wspoélczynnika, zwanego dzisiaj wspotczynni-
kiem Poissona. Wartos$¢ drugiej, bezwymiarowej statej materialowej szacowana np. przez
Cauchy’ego na podstawie analizy sil czasteczkowych wynosi 1. Green (1839) publikuje
przelomowsa prace, w ktorej wprowadza funkcje wlasciwej energii odksztatcenia bedacej
kwadratowg funkcja odksztalcenia. Dzieki rozwazaniom Greena mozliwe staje sie¢ wyzna-
czenie iloSci niezaleznych stalych sztywnosci dla ogolnego przypadku anizotropii. Liczba
niezaleznych statych sztywywnosci ustalona zostaje na 21, podczas gdy model propono-
wany przez Cauchy’ego oparty na centralnych oddzialywaniach czasteczkowych posiadat
jedynie 15-cie niezaleznych stalych sztywnosci. Lord Kelvin (1855) prowadzac badania
dotyczace sprezystosci na gruncie termodynamiki wykazuje, ze funkcja wtadciwej energii
odksztalcenia musi istnie¢ dla odwracalnego, izotermicznego lub adiabatycznego procesu
deformacji. Lamé i Clapeyron (1833) w pracy poswieconej wydrazonym cylindrom i kulom
dla materiatu izotropowego uzywaja dwoch parametréw materialowych znanych dzisiaj
jako state Lamego. Airy (1862) wprowadza funkcje naprezen definiujaca naprezenia w sta-
nie rownowagi, uogolniong pozniej przez Maxwella. Castigliano (1870) formutuje zatozenia
metody energetycznej wyznaczania stanu naprezenia konstrukeji sprezystych - minimum
energii wewnetrznej. Mohr wprowadza konstrukcje geometryczna graficznie przedstawia-
jaca stan naprezenia w ciele oparta na kotach, ktora pozwala wyznaczy¢ kierunki naprezen
gtownych. Volterra (1907) wprowadza pojecie dyslokacji - pola odksztalceni sprezystych
spowodowanych przemieszczeniami w ciatach, ktore zostaje szybko wykorzystane do wy-
jasnienia réznic pomiedzy eksperymentem a teoretycznymi przewidywaniami wielkosci
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naprezen $cinajacych powodujacych deformacje plastyczna krysztatow. W wieku XX-tym
roSnie zainteresowanie praktycznym zastosowaniem teorii sprezystosci. Rozw6j budownic-
twa i przemystu maszynowego ktadzie nacisk na rozwdéj badan eksperymentalnych. Voigt
(1889) podaje zestawy stalych sprezystych dla réznych materialow. Bridgman bada za-
chowanie sie materialow pod ekstremalnie wysokim ci$nieniem. Zbadana i opisana granica
plastycznosci wprowadza dodatkowe ograniczenie stosowalnosci teorii sprezystos$ci oprocz
istniejacego juz w praktyce inzynierskiej ograniczenia do matych deformacji i ugie¢. Roz-
w6 technik numerycznych pod koniec XX-tego wieku catkowice rewolucjonizuje praktyke
w wielu dyscyplinach wiedzy, w tym réwniez w mechanice osrodka ciggtego. Sposrod wielu
stosowanych technik numerycznych na szczegolne wyréznienie zastuguje metoda elemen-
tow skonczonych, ktorej poczatkow mozna szukaé juz w pierwszej potowie XX-tego wieku.
Zalozenia tej metody sformutowali Hrennikoff (1941) i Courant (1943), a rozwinieta i za-
stosowana praktycznie zostala w latach 50-tych do obliczen struktur lotniczych przez
Turnera, Clougha, Martina i Toppa w Stanach Zjednoczonych oraz Argyrisa i Kelsey’a w
Europie. Metoda elementow skoniczonych jak i inne techniki numeryczne (metoda roéznic
skoriczonych, metoda elementu brzegowego) przyczynita sie do zmian w wielu dziedzinach
praktyki inzynierskiej. Dzis, dzieki narzedziom numerycznym jesteSmy w stanie zmierzy¢
sie z niezwykle skomplikowanymi problemami natury matematycznej pojawiajacymi sie
na skutek stosowania bardziej wyrafinowanych modeli zachowania sie ciata. Dodatkowo,
zastosowanie metod numerycznych do obliczeri powoduje, ze grono beneficjentéw korzy-
stajacych ze zdobyczy nauki i techniki rosnie nie ograniczajac sie, jak to bylo dotad, do
waskiej grupy wysoce wykwalifikowanych specjalistow.

Jednym z mozliwych, nowych zastosowan mechaniki kontinuum jest przezywajaca ostat-
nimi laty rozkwit nanotechnologia. Jej celem jest analiza, projektowanie i rozw6j mikro-
i nanometrycznych homo- i heterostruktur, ktére znajda zastosowanie w komputerach
nowej generacji, urzadzeniach elektronicznych, fotonice, biomechanice, medycynie, astro-
nautyce i wielu innych dziedzinach techniki. Ze wzgledu jednak na znaczny stopien skom-
plikowania, rozwo6j tej dziedziny stanowi nie lada wyzwanie dla calej nauki. Nowe, nie-
zwykle ztozone zjawiska zachodzace w tego typu strukturach wymagaja nowych, bardziej
wyrafinowanych modeli teoretycznych aby poprawnie przewidzie¢ i opisaé ich wtagciwosci.
Dlatego tez mocne podstawy teoretyczne i efektywne narzedzia numeryczne staja sie nie-
odzowne przy projektowaniu tychze urzadzen, bedac jednoczesnie poteznym narzedziem
redukcji kosztow wytwarzania i wdrozenia do produkcji gotowych urzadzen. Biorac pod
uwage dzisiejsze tempo postepu technicznego w tej dziedzinie mozna przewidzie¢, ze ele-
menty aktywne urzadzen elektronicznych jutra beda mialy charakterystyczne rozmiary
rzedu kilku nanometréow, wiec zrozumienie proceséw zachodzacych w tak matych struktu-
rach oprécz tego, ze bedzie kluczowe dla ich wykorzystania, pozwoli jednoczesnie uzyskac
wysoka powtarzalnos$¢ parametrow oraz zapewni dlugi czas pracy tychze urzadzen. De-
fekty struktury powszechnie wystepujace w krysztatach, na skutek ciggtego zmniejszania
sie wymiaréw charakterystycznych urzadzen beda odgrywaty coraz istotniejsza role, mo-
dyfikujac zaréwno mechaniczne jak i optoelektroniczne parametry takich struktur. Mimo
wymagan nanotechnologii, rozw6j odpowiednich metod badania wtasciwosci mechanicz-
nych nanostruktur, celem potwierdzenia lub zanegowania przewidywan teoretycznych, jest
mocno ograniczony do nanoindentacji, zob. Loubet i in. (1986), Wu i in. (1993), Suresh i
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in. (1999) czy dzialania wysokich ci$nien. Dla odmiany dobrze rozwiniete sa metody ba-
dan posrednich, np. pomiar naprezen residualnych za pomoca promieni Roentgena, zob.
James (1980), Segmueller i Murakami (1988) czy przeswietleniowej i dyfrakcyjnej mikro-
skopii elektronowej, np. Kret i in. (2000), Gopal i in. (2001), H¥tch i in. (2003). Konieczne
jest zatem opracowanie nowych metod eksperymentalnego badania mikro- i nanostruk-
tur oraz nowych metod multidyscyplinarnego ich modelowania. Z pomoca przychodzi tu
modelowanie numeryczne, ktore staje sie wiarygodnym i wygodnym uzupekieniem badan
eksperymentalnych. W przypadkach gdy zrozumienie dualnego zachowania si¢ materiatow
(kontynualnego w skali makro i dyskretnego w nanoskali) jest podstawa do multidyscypli-
narnego modelowania krysztalow zastosowanie modelowania numerycznego pozwala kom-
plementarnie analizowa¢ zjawiska zachodzace w obu skalach wymiarow. Sita analitycznych
metod obliczeniowych jest mozliwos¢ redukeji ztozonosci zjawisk (defektow struktury, gra-
nic ziarn) do relatywnie prostych formul taczacych przyczyne ze skutkiem. Pomimo tych
niezaprzeczalnych zalet mechanika kontinuum nadal stabo radzi sobie z opisem takich
zjawisk, jak np: dyslokacje, bifurkacje, nukleacje peknie¢ zmeczeniowych, itp.

2.1 Klasyczna teoria sprezystosci

Ciato idealnie sprezyste to takie, w ktérym stan naprezenia nie zalezy ani od skali czasu,
ani od historii deformacji, a zalezy jedynie od aktualnego stanu odksztalcenia. Podczas
deformacji ciata sprezystego nie zachodzi dyssypacja energii, a praca wykonana przez
obcigzenie zewnetrzne magazynowana jest przez deformujace sie cialo w postaci energii
odksztalcenia. Energia odksztalcenia moze zosta¢ zwrocona do otoczenia poprzez prace
wykonang przez to ciato. Aby opisa¢ zachowanie sie ciata sprezystego przypisujemy mu
nastepujace wlasciwosci:

e cialo sprezyste posiada stan naturalny, wolny od odksztatcent i naprezen, do ktoérego
powraca po ustaniu dzialania obcigzenia;

e odksztalcenia mierzone sg od stanu naturalnego, w ktérym przyjmujemy ze wartosci
naprezenia i odksztatcenia sa réwne zeru;

e zaleznos¢ taczaca naprezenie z odksztatceniem jest lokalna w czasie i przestrzeni.

Ciato sprezyste bedace przedmiotem naszych rozwazan jak i wszystkie osrodki ciagte, pod-
legaja zasadom zachowania. Pomijajac momenty masowe i powierzchniowe dla dowolnego
ciala i dowolnego procesu spetnione sa zwiazki, za Eringenem (1971):

e zasada zachowania masy
d / dv =0 (2.1)
— v = .
dt J,"” ’

e zasada zachowania pedu

d
< d:/fd £, d(Ov), 9.9
dt[Jpvv p v+8v(>(v) (2.2)
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e zasada zachowania momentu pedu
d
a/,oxxvdv:/pxxfdvjL X Xt d(0v), (2.3)
v v ov

e | prawo termodynamiki

d r1 d
&/vipv-vdv—l—&/vadv—

/@pfvdv—l—/avt(n)v d(av)—i—/Jprdv—/avq-u d(0v), (2.4)

e II prawo termodynamiki
d r 1 r
a4 ~q- — [ p—dv >0, :
dt/vpndv+/aqu v d(0v) [JpTdv 0 (2.5)

gdzie p, v, v, £, t,), X, ¥, q, n, r oraz T oznaczaja odpowiednio: gestos¢ masy, wektor
predkosci, wektor normalny do powierzchni, gestos¢ sit masowych, wektor sit powierzch-
niowych, wektor polozenia czastki, gestos¢ energii wewnetrznej, wektor strumienia ciepta,
gestos¢ entropii, wydajno$é¢ zrodel promieniowania i temperature. Operatory 7.7 i 7x”
oznaczaja za$ iloczyn skalarny i wektorowy. Rownania powyzsze prowadza do lokalnych
zasad zachowania i nier6wno$ci Clausiusa-Duchema:

e rOownanie cigglodci

p+pdivv=0, (2.6)
e roéwnania ruchu
dive +pf = pv, o =07, (2.7)
e roéwnanie bilansu energii _
py=0:d-—div q, (2.8)
e nieréwnos¢ Clausiusa - Duhema
pij + div % > 0, (2.9)

gdzie d oznacza symetryczna czes¢ gradientu predkosci:
1
a2 (Vv V). (2.10)

Cztery rownania (2.6)-(2.9) sa uniwersalne dla dowolnego continuum materialnego, w
ktérym tensor naprezenia Cauchy’ego jest symetryczny. Ograniczajac sie do proceséw
odwracalnych mozemy pomina¢ nier6wnos$¢ Clausiusa - Duhema. Przyjmujac dodatkowe
ograniczenia dotyczace rozwazanych procesoéw, np. zatozenie adiabatycznosci procesu mo-
zemy w rownaniu bilansu energii (2.8) pomina¢ czton zwiazany ze strumieniem ciepta q.
W przypadku pominiecia sit masowych i rozwazania proceséw quasistatycznych dodat-
kowo uprodci sie¢ posta¢ rownan ruchu. W takim przypadku mozemy zapisa¢ te rownania
w nowej postaci:
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e roéwnania rownowagi
dive =0, o=0", (2.11)

e réwnanie bilansu energii ‘
pY =0 :d, (2.12)

Rownania rownowagi (2.11) i zasada zachowania masy (2.6) stanowia cztery rownania
skalarne i sg niewystarczajace do petlnego opisu deformujacego sie ciata, ktory wymaga
dziesieciu zmiennych (6 sktadowych naprezenia, 3 wspotrzedne potozenia i gestos¢ masy).
Dodatkowo nie ma w tym opisie informacji o wlasciwosciach deformujacego sie ciata -
nie rozréznimy plynu od ciata stalego, a gumy od stali. Brakujace rownania uzupelniane
sa poprzez prawo konstytutywne, ktore opisuje lokalne wladciwosci ciata i reakcje tegoz
ciala na wymuszenie, taczac naprezenie Cauchy’ego z historig deformacji ciala. Zaleznosé
konstytutywna definiuje naprezenie & w kazdym punkcie ciata, w kazdym momencie czasu
t dla zadanego ruchu ciata. Przyjety model ciata, pomimo zatozonej mniej lub dalej idace;j
idealizacji powinien mozliwie wiernie oddawac¢ zachowanie sie ciala rzeczywistego dlatego

tez konstruowanie prawa konstytutywnego mozna przeprowadzi¢ na rézne sposoby, zob.
Eringen (1967):

e w oparciu o podejscie statystyczne, traktujace ciato jako zbiér molekutl potaczonych
wzajemnymi wiezami oddzialtywan molekularnych, ktére opisywane sg przez prawa
mechaniki newtonowskiej lub relatywistycznej oraz teorie elektromagnetyzmu,

e na podstawie warunkoéw stawianych przez aparat matematyczny materiatowi spre-
zystemu przy wykorzystaniu informacji wynikajacych z rozwiazania problemu po-
czgtkowo - brzegowego,

e na bazie praw termodynamiki, z ktorych wynikaja ograniczenia, a ktore opisywany
proces deformacji musi speliac,

e na podstawie fizyki procesu z wykorzystaniem wtlasciwosci mikroskopowych mate-
rialu 1 badan eksperymentalnych.

Tworzone w ten sposob dodatkowe 6 rownan skalarnych domyka zestaw rownan (2.6)-(2.9).
Bardzo pomocne w tym momencie staja sie badania eksperymentalne pozwalajace sfor-
mutowaé bardziej adekwatne do rzeczywistosci zwiazki konstytutywne lub weryfikujace
poprawnos$¢ juz istniejacych. W ramach matematycznego modelu ciata mozna tez wpro-
wadzi¢ do zaleznosci konstytutywnej dodatkows informacje o wptywie mikrostruktury na
makroskopowe zachowanie sie ciatla. Réwnania konstytutywne oprocz oczywistego wyma-
gania dotyczgcego poprawnego opisu zjawiska muszg spelnia¢ pewne postulaty fizyczne.
Najwazniejsze z nich wynikaja z aksjomatow Nolla (1974):

e zasada oznaczonosci taczaca zachowanie sie czastki ciata (zwykle przez zachowanie
rozumiane jest naprezenie) w chwili ¢ z historig ruchu tego ciata;

e zasada lokalnego dziatania pomijajaca wplyw ruchu pozostatych czastek ciata poto-
zonych w skoriczonej odleglosci na zachowanie sie badanej czastki ciala;



Klasyczna teoria sprezystosci 16

e zasada materialnej obiektywnosci zadajaca aby dwaj niezalezni od siebie obserwa-
torzy tego samego procesu wyciggali te same wnioski o stanie ciata podczas jego
deformacji.

Najczesciej stosowang w mechanice zasada jest ostatnia z wyzej wymienionych, zwana
inaczej zasada materialnej niezaleznosci od uktadu odniesienia. Ro6wnania konstytutywne
niezmiennicze wzgledem zmiany uktadu odniesienia spetniaja powyzszy postulat. Dodat-
kowe matematyczne ograniczenia wynikaja z samego procesu rozwiazywania problemu
brzegowego czy tez poczatkowo - brzegowego. Ograniczenia takie najczesciej maja forme
nierownosci zwigzanych z warunkami istnienia rozwigzania spelniajacego rownania réz-
niczkowe i zadane warunki brzegowe. W przypadku zadania brzegowego, sprezyscie defor-
mujace si¢ ciato poddane dzialaniu sil zewnetrznych i przepisanych przemieszczen spetnia
rownanie rownowagi (2.11) przy czym dopuszczalne sa takie deformacje, ktore zgodne sa
z zasada zachowania masy (2.6), por. Ogden (1984). Aby jednoznacznie rozwiazaé¢ pro-
blem potrzeba dodatkowych informacji opisujacych konfiguracje ciata i jego powierzchni.
Sa to warunki brzegowe, ktore moga by¢ zadane w postaci przemieszczeniowej (warunki
Neumana), naprezeniowej (warunki Dirichleta) lub mieszanej:

U; = UOZ‘ dla v, 045 = UOZ']' dla Owv. (213)

W przypadku zagadnieii poczatkowo-brzegowych, gdzie problem zalezny jest od czasu,
wprowadza sie dodatkowo odpowiednie informacje o predkosciach, np:

i = 1. (2.14)

1

Klasyczna - liniowa teoria sprezystosci opisuje zachowanie sie pewnej klasy materiatow
przy zalozeniu geometrycznej i fizykalnej liniowosci modelu. Zatozenia te ograniczaja sto-
sowalno$¢ modelu jedynie do malych odksztalcen i liniowego prawa konstytutywnego.
Dopuszczalne sa jedynie takie deformacje ciata, ktore w stosunku do jego wymiaréw cha-
rakterystycznych sa mate, przy czym problemem samym w sobie jest wyznaczenie granicy
rozdzielajacej malte deformacje od skoniczonych.
Ze wzgledu na poczynione zatozenie geometrycznej liniowoéci modelu znika réznica po-
miedzy opisem przestrzennym i materialnym a procesy deformacji opisujemy tensorem
matych odksztatcen:
1

5ij = i(um + Ujﬂ‘). (215)
Fizykalna liniowo$¢ modelu oznacza ze zalezno$¢ konstytutywna laczaca naprezenie o z
odksztalceniem g, zgodnie z twierdzeniem o reprezentacji funkcji liniowych, zob. Rychlew-
ski (1969), ma postac:

O =cC:E. (2.16)

Rownowazna jej zalezno$¢ odwrotna wykorzystujaca tensor podatnosci s ma postac:
E=s:0. (2.17)

gdzie c i s sa tensorami czwartego rzedu, odpowiednio statych sztywnosci i podatnosci
speliajacymi odpowiednie warunki narzucane na ich sktadowe, zob. np. Teodosiu (1982).
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Rownanie (2.16) nazywane jest uogélnionym prawem Hooke’a, ktore w zapisie indeksowym
przyjmuje postac:

Oi5 = Cijkl €ki; (2.18)
W praktyce czesto wykorzystujemy symetrie tensorow naprezenia i odksztatcenia, stosu-

jac zapis skrocony, np. konwencje Voigta (1910) upraszczajac tym samym posta¢ prawa
Hooke’a (2.18). Mozemy zapisaé je wtedy jako liniowa szesciowymiarowa transformacje:

0; = Cij &j, (219)
lub w pelnym zapisie macierzowym:
01 C11 Ci12 C13 Ciq4 Ci5 Cip €1
02 C21 Co2 C23 Coq4 Co5 Cop €2
03 | | €31 C32 C(C33 C34 C35 C36 €3 (2 20)
= , .
04 C41 C42 Ca3 Caa Ca5 Cap 2 &4
Os C51 Cs2 C53 Csqa Cs5 Cs6 2 €5
L 06 | | C61 Ce2 C63 Coa Co5 Ce6 | | 2 €6 |

gdzie przejscie od notacji czteroindeksowej do dwuindeksowej odbywa sie wg schematu:
11 — 1,22 — 2,33 — 3,23 — 4,13 — 5,12 — 6. Prawo Hooke’a mozemy wyrazic¢
przyjmujac rowniez inne notacje, np. za Mehrabadi i Cowin (1990), Cowin i in. (1999):

[ 01 ] [ Ci1 Ci2 Ci3 \/§ Ci4 \/§ Ci5 \/§ Ci6 11 €1 ]
02 Ca1 C22 Ca3 \/§ Co4 \/§ Ca25 \/§ C26 €2
03 . C31 C32 C33 V2 C34 V2 C35 V2 C36 €3 991
V2o, | V2en V2epn V2 Cqq C45 C46 V2ey (2.21)
V2 o5 V2esi V2es V2es Cs4 Cs5 Cs6 V2 &5
i V2 o | i V2¢c V2co V2 ca Ce5 Ce6 L V2 & |

Roéznica pomiedzy powyzszymi notacjami sprowadza sie do wystepowania wspdlczynnika
V2 przy odpowiednich sktadowych naprezenia, odksztalcenia i stalych sztywnosci. Zapis
w formie indeksowej pozostaje taki sam jak poprzednio (2.19), ale dla zaznaczenia réznic
pomiedzy sktadowymi nowe macierze oznaczmy "~", tj: @ = ¢ €. Symetryczne macierze

~~~~ ! sg reprezentacjami tensoréw drugiego rzedu w sze$ciowymiarowej
przestrzeni i transformuja sie zgodnie z prawami transformacyjnymi:

¢=QeQ", ¥=Qs5Q", (2:22)

podczas gdy tensory ¢ i s = ¢! (2.16) nie posiadajg takich wlasciwosci, zob. Mehrabadi
i Cowin (1990), Cowin i Mehrabadi (1995). Tensor drugiego rzedu Q reprezentuje orto-
gonalng transformacje w szesciowymiarowej przestrzeni i jest bezposrednio zwigzany z
ortogonalnym tensorem w przestrzeni trojwymiarowe;.

Energie zgromadzong przez cialo w dowolnym procesie sprezystej deformacji mozna wy-
razi¢ wzorem, por. rys.(2.1):

Y= /a de. (2.23)
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Po wykorzystaniu zaleznosci pomiedzy naprezeniem a odksztatceniem dla prawa Hooke’a,
zob. (2.16) lub (2.17), energie sprezysta ciala mozemy wyrazi¢ jako kwadratowa funkcje
odksztalcenia lub naprezenia:

1

1

7 faktu symetrii tensoréw o i € i symetrii wyrazenia na energie odksztalcenia (2.24)

l//
dy
| de

-

Rysunek 2.1: Energia odksztalcenia zmagazynowana w procesie deformacji ciala.

wynikaja pewne ograniczenia nakladane na posta¢ tensora statych sztywnosci c. Macierz
reprezentacji tensora c;;,; w dowolnej bazie musi spetnia¢ naste¢pujace warunki symetrii:

Cijkl = Cjikl = Cijik = Chlij- (2.25)

Po uwzglednieniu symetrii tensoré6w naprezenia i odksztatcenia z ogoélnej liczby 81 sktado-
wych anizotropowego tensora czwartego rzedu statych sztywnosci c istotnie rézne pozo-
staje jedynie 36 sktadowych. Ze wzgledu na odwracalnos¢ procesu deformacji sprezystej
liczba ta redukuje sie do jedynie 21 niezaleznych stalych sztywnosci, koniecznych do opisu
pelnej anizotropii materiatu.

W przypadku liniowej teorii sprezystosci bardzo czestym zalozeniem dotyczacym mate-
riatu jest zatozenie izotropii jego wlasciwosci sprezystych. Do opisu wlasciwosci mechanicz-
nych osrodka sprezystego mozna w takim przypadku przyja¢ dwa parametry materialowe
zwane stalymi Lamego, zob. Lamé i Clapeyron (1833):

Cijkt = A0ijOp + p(Oirdj 4 0qi0ji). (2.26)
Prawo Hooke’a przyjmuje wtedy postac:
o = \r(e)I + 2pe. (2.27)

7 powyzszego rOwnania wynika, ze brakowi odksztalceri odpowiadaja zerowe naprezenia
i odwrotnie. Jest wiec to stan naturalny od ktérego mierzone sa odksztatcenia.
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Zamiast stalych Lamego mozna wprowadzi¢ inne stale, np: modut Younga - F i modut
Poissona - v:

L3N+ 2p) A
N oraz v ) (2.28)

oraz modutl $cidliwosci objetosciowej - K 1 modut Scinania - G:
3A+2u) E E

(
K = = - - .
3 ) B TE

(2.29)

Z rozwazan fizycznych wynikaja nastepujace ograniczenia na wprowadzone stale materia-
towe, zob. np. Eringen (1971):

0 < p < oo, —%/,L<)\<oo,
0<E<3pu -l<v<i,
0 < K< oo, 0 <G < oo

Jesli na material narzucimy warunek niescisliwosci otrzymamy, dodatkowe ograniczenia
na state materialowe:

1
V=g, K =00, \=o0, (2.30)
i w takim przypadku zachowanie si¢ materialu mozna opisa¢ jedng statg materiatowa F,

u lub G.
W przypadku matych odksztatcen stuszne jest zalozenie Vu < 1 z ktoérego wynika row-
nowaznosé:

d~e. (2.31)
Wykorzystajmy zaleznosé (2.31) i w lokalnej zasadzie zachowania energii, zob. (2.12) wpro-
wadZzmy zamiast gradientu predkosci €. Otrzymujemy w ten sposéb nowa posta¢ bilansu
energi dla liniowego osrodka sprezystego:

ph=0:&. (2.32)

W teorii sprezystosci zaktada sie, ze gestos¢ energii wewnetrznej ¢ jest analityczna funkcja
sktadowych tensora odksztalcenia €, stad:

d(e) = ajgij. (2.33)
ij

Porownujac ze soba wyrazenia (2.12) i (2.33) otrzymamy, ze dla dowolnego symetrycznego
tensora odksztalcenia €;; spelniona jest rownosc:

o
Oii = p——o-. (2.34)
J 852‘]‘
Jesli osrodek jest jednorodny (p = const), to naprezenia ¢ mozemy opisaé¢ wzorem:
0

i
J 85@' ’
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gdzie wielko$¢ opisywana przez py jest energia odksztalcenia na jednostke objetosci i
stanowi potencjal dla naprezen. Zaktadajac posta¢ funkcji opisujacej energie odksztatcenia
w formie:

= ;(tre)Q + u(tre), (2.36)

po zrozniczkowaniu wzgledem € otrzymamy prawo Hooke’a w formie réwnania (2.27).
Ze wrzgledu na zatozona liniowos¢ geometryczna i fizykalna, zaleznosé konstytutywna dla
procesOw izotermicznych lub adiabatycznych moze byé¢ wyrazona w liniowej sprezystosci
m.in. na nastepujace, réwnowazne sobie sposoby:

Oij = Cijkl €kl,
o 1

v
0"ij = Cijki dp,

04 Cijkl 5ij €kl (237)

gdzie tensor stalych sztywnosci c;;x jest dodatnio okreslony i nieosobliwy. Pochodna oV

moze by¢ dowolng pochodng obiektywna, np. Zaremby-Jaumana (1911), Oldroyda (1950),
Truesdella (1952) i in. Stale sztywnosci ¢;;x; sa niezalezne od stanu naprezenia i odksztal-
cenia, cho¢ w og6lnym przypadku mogg zaleze¢ od temperatury.

2.2 Anizotropowa sprezystos¢

Anizotropowa sprezystos¢ w przypadku maltych odksztatcen byta przedmiotem zainte-
resowania wielu autoréw, zob. np. Green i Adkins (1960), Smith i in. (1963), Spencer
i Rivlin (1962), Spencer i Rivlin (1965), Eringen (1971), Teodosiu (1982), Christensen
(1994), Horgan i Baxter (1996), Ting i Lee (1997), Ting (1999). Bazuja one na funkcji
wielomianowej nieredukowalnych niezmiennikéw tensorowych. Inne podejscie do anizotro-
pii materialu polega na uzyciu koncepcji tensoréw strukturalnych, ktérych idea polega na
opisie anizotropii materialu poprzez izotropowa funkcje tensora odksztalcenia i innych
niezmienniczych tensoréw, ktore odzwierciedlajg symetrie materiatu, zob. np. Boehler
(1987), Betten (1991), Boehler i in. (1994), Zheng (1994), Hackl (1999). Tréjwymiarowe
uogodlnienie liniowej sprezystosci opiera sie zwykle na mozliwoéci dekompozycji tensorow
drugiego rzedu na czesc kulista i dewiatorowa. Na tej podstawie Mehrabadi i Cowin (1990)
oraz Sutcliffe (1992) wyprowadzili tensory definiujace stany wtasne anizotropowych sy-
metrii jak rowniez ich niezmienniki. Sadegh i Cowin (1991) polozyli szczegdlny nacisk na
ortotropie, a dodatkowe warunki narzucane na funkcje energii wewnetrznej dla kilku grup
symetrii s podane w pracy Mehrabadi i in. (1993). Na bazie liniowe] teorii sprezystosci
otrzymano wiele cennych wynikéw teoretycznych. Na szczegdlne podkreslenie zastuguje
tu ptaski stan odksztalcenia i naprezenia dzieki ktérego prostocie udato sie osiagnaé¢ wiele
doskonatych wynikéow. Mimo watpliwosci co do zasadnosci jej stosowania w niektorych
przypadkach modelowania sprezystego zachowania sie krysztatow, stanowi do dzis pod-
stawowe narzedzie uzywane przez fizykéw do kontynualnego modelowania zachowania sie
struktur krystalicznych, zob. Hull (1965), Nabarro (1967), Hirth i Lothe (1982), O’Reilly
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(1989), Yu i in. (1992), Freund (1999), Ting (2000), Hytch i in. (2003). Dzieki teorii spre-
zystosci mozliwe bylo okreslenie, z dos¢ dobra doktadnoscia, pol naprezen i odksztatcen
wokot defektow sieci, energii zdefektowanej struktury, sit oddziatywan miedzy defektami
i innych waznych cech struktur krystalicznych. Sila tego modelu jest jego prostota, lecz
w wielu przypadkach staje sie ona jego stabg strona, gdyz zbyt prosty model daje wyniki
nieadekwatne do rzeczywistego zachowania sie krysztalow. Ograniczenia narzucane przez
model nastreczaja wiele trudno$ci matematycznych np. przy badaniu wtasciwosci rdzeni
dyslokacji czy tez traktowanie krysztalu jako materiatu izotropowego. Zaniedbujac wy-
razng na poziomie nanometrycznym réznice w zachowaniu sie krysztatu przy rozciaganiu
i Sciskaniu model liniowy nie jest w stanie np. przewidzie¢ przyrostu objetosci materiatu
wokot rdzenia dyslokacji krawedziowej, zob. Horodon i Averbach (1961), Hirth i Lothe
(1982), Dtuzewski i in. (2001), Dtuzewski i in. (2004) czy tez pochodzacych od dyslokacji
napie¢ powierzchniowych deformujacych cienkie krysztaty, np. Spaepen (2000), Dtuzewski
iin. (2002a).

2.3 Symetria materialu

Teoria niezmiennikéw odgrywa niezwykle wazna role w wielu dziedzinach matematyki i
fizyki, np. w mechanice cial odksztatcalnych czy mechanice kwantowej. Teoria niezmienni-
kow algebraicznych w XIX wieku byta szybko rozwijajaca sie dziedzing wiedzy i byta ona
przedmiotem wielu prac, np. Grace i Young (1903), Elliot (1913), Weitzenbock (1923),
Weyl (1939). Zastosowanie niezmiennikéw w mechanice ciala odksztalcalnego datuje sie
od prac Reiner (1945), Rivlin (1948a), Rivlin (1948b), Oldroyd (1950), Rivlin (1955),
Green i Adkins (1957), Noll (1958). Smith i Rivlin (1958) wykazali, ze wlasciwa energia
sprezysta ¢ jest niezmiennicza wzgledem obrotow O nalezacych do grupy wlasciwych
ortogonalnych tensoréow, jesli zalezy ona od odksztalcenia ciata poprzez okreslong liczbe
parametrow skalarnych I, I, ..., I, ktore s niezmienne wzgledem obrotu O:

7/):7/}(]17]27-~-a]n)~ (238)

Jesli zalozymy funkcje v w postaci wielomianu zaleznego od sktadowych tensora odksztalt-
cenia Greena E mozemy wowczas rownoznacznie wyrazi¢ ja jako funkcje niezmiennikow
E. zob. Smith i Rivlin (1958), Smith (1962). Otrzymamy w ten sposob rozszerzony zestaw
niezmiennikéw opisujacych energie krysztatu o symetrii, np. kubicznej czy heksagonalnej,
ktore sa typowymi strukturami dla wielu powszechnie spotykanych zwigzkéw chemicznych.
Dla czesto spotykanego w praktyce inzynierskiej przypadku izotropii transwersalnej, za
Ericksenem i Rivlinem (1954), mozemy napisac, ze energia odsztalcenia ciata (preferowana
0§ - x3) zalezy od:

V= (1, Iy, I3, B3, By* 4 F5?), (2.39)
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gdzie:
L =tr E=F) + E, + Ej, (2.40)
I = ;[(tr E)? — tr EQ] — E\Ey + EyEs + B\ By — i(Eﬁ + B+ Eg?),  (2.41)
I; = det E = E\FyF5 + i(E4E5E6 — E\E?2 — ByE5? — E3E62), (2.42)
sg niezmiennikami podstawowymi tensora E, a Ey, E, ..., Fs oznaczaja sktadowe tensora

odksztalcenia w notacji Voigta. Materialy izotropowe w przeciwienstwie do anizotropo-
wych nie posiadaja wyréznonych kierunkéw w stanie nieodksztatconym, dlatego energie
odksztalcenia takich cial mozemy wyrazi¢ jako funkcje jedynie niezmiennikéw podstawo-
wych:

v =(I, I, Iy). (2.43)

2.4 Skonczone deformacje

Pojecie skoniczonych deformacji, nierozerwalnie wigzace sie z nieliniowg sprezystoscia, byto
przedmiotem zainteresowania badaczy juz w XIX w. Spoérod pionierskich teorii dotycza-
cych skoniczonych deformacji zacytowaé¢ mozna prace Fingera (1894), Cosseratow (1896;
1909), Brillouina (1925; 1928), Murnagana (1937). Jednakze wyodrebnione z klasycznej
teorii sprezystosci zostato zupetnie niedawno, gtéwnie na skutek znaczacych osiagnie¢ w
latach 40, 50 i 60-tych XX wieku zwigzanych z pracami teoretycznymi Truesdella (1952),
Doyla i Ericksena (1956), Smitha i Rivlina (1958) podsumowujacymi i krytycznie oce-
niajacymi stan dotychczasowej wiedzy. Wtedy to intensywne badania nad zachowaniem
sie gumy i materiatow polimerowych w zastosowaniach inzynierskich nadaly impet tej
dziedzinie, ktoéra szybko znalazta zastosowanie do analizy deformacji nie tylko gum i ela-
stomerow ale rowniez w ogélnym przypadku materiatow zdolnych do duzych odksztatcen
sprezystych, np. tworzyw sztucznych (polietylen PE, polipropylen PP), tkanek biologicz-
nych i wielu innych. Spos$rod wielu prac poswieconych tej dziedzinie wiedzy mozna tu
wymieni¢ najwazniejsze z nich, takie jak: Green i Zerna (1954, 1968, 1992), Green i Ad-
kins (1960), Truesdell i Noll (1965), Green i Adkins (1970), Wang i Truesdell (1973),
Chadwick (1976), Marsden i Hughes (1988, 1994), Ogden (1984, 1997), Ciarlet (1988),
Antman (1995).

Przyjmijmy do rozwazan dowolny otwarty podzbioér B trojwymiarowej przestrzeni Eu-
klidesowej £3. Punkty lezace w obrebie zbioru B nazywane sg punktami materialnymi.
Przy uzyciu jednoparametrowej rodziny odwzorowan z; : B — &3 mozna okresli¢ prze-
ksztalcenie punktow X € B w punkty x — &3 takie, ze:

x = x(X, ), (2.44)

oraz odworowanie odwrotne:

X = X(x,1), (2.45)
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zob. Truesdell i Toupin (1960). Stopien rozniczkowalnosci funkeji (2.44) i (2.45) jest od-
powiedni dla dalszych przeksztatcen. W przypadku specyfikowania czasu wyroéznimy dwie
konfiguracje zbioru B: poczatkowa (Lagrange’a) dla t = 0, oraz aktualna (Eulera) dla
czasu t, zob. rys. (2.2). Oprocz dwoch wymienionych konfiguracji ciata, na dalszych eta-

Rysunek 2.2: Uklad wspoétrzednych.

pach analizy ruchu ciata wprowadza sie do opisu dodatkowe konfiguracje posrednie, np.
konfiguracje lokalnie odcigzong X, bedaca lokalng konfiguracja beznaprezeniows, zob. rys.
(3.2). Deformacje ciala mozemy opisywaé¢ w oparciu o konfiguracje poczatkows X (opis
Lagrange’a - materialny) lub w oparciu o konfiguracje aktualna x (opis Eulera - prze-
strzenny ). Kazdemu punktowi ciala B przypisany jest wektor wodzacy, ktory w globalnym,
kartezjanskim uktadzie wspotrzednych Z dla punktu X przyjmuje postac:

Rx=R'Z;, I=1,23; (2.46)

gdzie R! oznacza i-ta wspolrzedng punktu X w ukladzie z baza Z;. Dla punktu z wektor
wodzacy ma analogiczna postac:

r,=1"7Z; i=123; (2.47)

gdzie r* oznacza wspolrzedna punktu x w bazie Z;. Po zrézniczkowaniu rownar (2.44) i
(2.45) w odpowiednim ukladzie wspotrzednych otrzymamy gradient deformacji F zdefi-
niowany jako:

0
o %, (2.48)
i jego odwrotnosé:
0X
| e (2.49)

Gradient deformacji mozemy jednoznacznie roztozy¢ w polibazach:

F:Fijei®ej:Fijei®ej:Fijei®ej:Fijei®ej. (2.50)
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Wektor przemieszczenia u, bedacy roznicg wektoréw wodzacych r, i Ry okreslony jest
jako:

u=r, — Ry. (2.51)
Gradient deformacji i jego odwrotnosé moga by¢ wyrazone poprzez odpowiednie gradienty
przemieszczenia w konfiguracji poczatkowej i aktualnej jako:

O(u(X,t) +X)
F = o — GRAD u+1, (2.52)

8(X —u(x, t))
ox

Rezygnujac w ten sposob z ograniczen liniowej teorii sprezystosci, dzieki ktérym wyprowa-
dzono trzy rownowazne sobie formuty (2.37) otrzymamy w efekcie nierébwnowazne zwiazki
konstytutywne, bedace trzema nowymi modelami sprezystego zachowanie sie ciata, za
Truesdell’em zwanymi: sprezystosciq, hipersprezystoscig i hiposprezystosciq.

F'=

=1 — grad u. (2.53)

Definicja 1 Material jest sprezysty (lub tez sprezysty w sensie Cauchy’ego), jesli po-
siada jednorodny i wolny od naprezen stan naturalny. Dodatkowo w otoczeniu tego stanu
zachodzi jednoznaczna zalezno$¢ miedzy tensorem naprezenia Cauchy’ego o a tensorem
deformacji Cauchy’ego c:

o =f(c). (2.54)

Przy ograniczeniu sie tylko do cial izotropowych, zgodnie z twierdzeniem o reprezentacji
funkeji izotropowych, zwiazek (2.54) mozemy przedstawi¢ w formie trojmianu kwadrato-
wego:

o = aol + aic + asc?, (2.55)

gdzie ag, aq, as sa dowolnymi funkcjami skalarnymi, ktorych postaé specyfikuje wlasciwosei
sprezyste ciata. Dla cial anizotropowych naprezenie o zalezy dodatkowo od bazy uktadu
wspotrzednych w stanie naturalnym Gg.

Definicja 2 Material jest hipersprezysty (lub tez sprezysty w sensie Greena), jesli
istnieje dla niego funkcja wlasciwej (na jednostke objetosci) energii odksztalcenia v sta-
nowigca potencjat dla naprezen. Potencjal 1 jest analityczna funkcja tensora odksztalce-
nia € odniesionego do jednorodnego, beznapieciowego stanu naturalnego. W przypadku
procesu deformacji sprezystej na bilans energii sktada sie przyrost energii odksztatcenia
rownowazony praca wykonana przez naprezenia:

p =0 :d, (2.56)
gdzie p jest gestosciag masy w konfiguracji aktualnej, a d jest tensorem predkosci defor-

macji, zob. (2.10).

Definicja 3 Material jest hiposprezysty, jesli skltadowe predkosci naprezen zaleza od
predkosci deformacji:
oV = f(d), (2.57)
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gdzie oV jest dowolng, obiektywna pochodng naprezenia, np. Zaremby-Jaumana, Ol-
droyda, Truesdella, a tensor d jest tensorem predkosci deformacji. Aby materiat hipo-
sprezysty mozna byto traktowac jako sprezysty predkosé zmiany naprezenia powinna by¢
jednorodna liniowg funkcja sktadowych predkosci deformacji, stad:

oV =C:d (2.58)

Tensor czwartego rzedu C moze zaleze¢ od tensora naprezenia ale nie zalezy od predkosci
deformacji d.

Pierwsza z przedstawionych definicji opiera si¢ na podejsciu Cauchy’ego i przyjmuje,
ze stan naturalny, w ktorym wszystkie sktadowe tensoréw naprezenia i odksztalcenia sa
rowne zeru jest stanem roéwnowagi termodynamicznej. Zaktada jednoznaczng zaleznosé
miedzy naprezeniem i odksztalceniem, a po ustaniu dziatania obcigzenia ciatlo wraca do
stanu naturalnego. Druga z podanych definicji opiera sie na podejéciu Greena. W warun-
kach adiabatycznych gdy spelnione jest prawo bilansu (2.56) temperatura T nie pojawia
sie jawnie, ale réwnie dobrze ¢ moze istnie¢ w innych warunkach termodynamicznych i
koniecznym staje sie wtedy wyrazenie jej jako funkcji nie tylko sktadowych odksztatcenia
ale i temperatury 7. Stan odniesienia definiuje sie jako wolny od naprezen przy stalej
temperaturze T} a sktadowe odksztalcenia okresla sie wzgledem tego stanu. W przypadku
odksztalcen skonczonych na funkcje energii ¢) narzuca sie dodatkowe warunki wynika-
jace np. z typu struktury krystalicznej i aksjomatdéw niezmienniczosci. Aby spelnié¢ zasade
obiektywnosci eliminujemy zalezno$é¢ funkcji energii odksztatcenia ¢ od ruchu sztywnego
i obrotu ciata oraz zmiany uktadu wspotrzedych. Funkcja 1 zalezy wiec od potozenia
czastki ciala w stanie naturalnym X, tensora bedacego miara deformacji ciata (np. ten-
sory deformacji Cauchy-Greena C, ¢ lub tensory odksztalcenia Lagrange’a E i Eulera e)
oraz w przypadku anizotropii dodatkowo od bazy lokalnego uktadu wspotrzednych Gg:

77ZJ = wl(Xa GK, C) = ’QDQ(X, G’K, C) = ¢3(X, GK, E) = ¢4(X, GK, e). (259)

Warto zwréci¢ tu uwage na fakt, ze w literaturze tematu opartej na zatozeniach termody-
namicznych termin sprezystosé odnosi sie zwykle do hipersprezystosci, zob. Ogden (1984),
gdyz z punktu widzenia termodynamiki poddaje sie czesto w watpliwo$é poprawnosé i
sens istnienia materialow sprezystych w sensie Cauchy’ego ze wzgledu na dopuszczalng
produkcje i anihilacje energii przez cialo na zamknietych cyklach deformacji. Jest to po-
wodem, dla ktorego materialy hipersprezyste znajduja coraz to szersze zastosowanie, a
pod wzgledem aplikacyjnym wychodza poza ramy tradycyjnie juz przyjetych dziedzin za-
stosowania takich jak gumy i materialy gumopodobne, zob. np. Ortiz i Philips (1999),
Abeyarante i in. (2001), Fu i Ogden (2001), Dtuzewski i in. (2004). Trzecia definicja
oparta jest na koncepcji przyrostéw naprezenia, ktora definiuje material "pamietajacy”
stan, ktory wlasnie minal w przeciwienstwie do innych modeli pamietajacych jedynie
swoOj stan naturalny. Poniewaz pochodna naprezenia po czasie do;;/0t ani tez pochodna
materialna do;;/dt nie sa réwne zeru dla ciata poruszajacego si¢ jako bryla sztywna (w
przeciwiefistwie do dobrze okreslonego tensora predkosci deformacji d;;), nie moga stuzy¢
jako obiektywna miara przyrostu naprezenia. Jest to powdd dla ktorego wprowadza sie



Hipersprezystosc¢ 26

pojecie pochodnej obiektywnej, ktora spetnia warunek niezmienniczoéci wzgledem obro-
tow bryly sztywnej. Istnieje kilka roznych definicji pochodnej obiektywnej naprezenia, zob
np. Jaumann (1911), Oldroyd (1950), Truesdell (1955), Cotter i Rivlin (1955) ale réznice
te nie sa istotne przy formutowaniu prawa konstytutywnego w postaci (2.58). Sprezystos¢,
hiper- i hiposprezystos$¢ nie sa wzajemnie rownowazne sobie jakkolwiek dowodzi sie, ze
izotropowy material hipersprezysty jest szczegélnym przypadkiem materialu sprezystego
w sensie Cauchy’ego, a ten z kolei jest szczegélnym przypadkiem materiatu hiposprezy-
stego, zob. Eringen (1962). Rownania konstytutywne w skoriczonych deformacjach dla
kilku szczegblnych przypadkow anizotropii materiatu mozna znalezé w pracach np. Pip-
kina (1959), Boehlera (1987), Smitha (1994), Elata (1994).

2.5 Hipersprezystosé

Hipersprezyste modele zachowania sie ciat znajduja coraz to wiecej zastosowan praktycz-
nych, np. do modelowania zachowania tkanek miekkich w biomechanice, deformujacych sie
krysztatow. Mechaniczne wlasciwosci cial hipersprezystych opisywane sg poprzez funkcje
wtasciwe]j energii odksztatcenia - potencjatu dla naprezen. Jedng z czesto podkreslanych
w literaturze zalet hipersprezystosci, decydujaca o zastosowaniu tego, a nie innego modelu
jest, np. tatwo$¢ modelowania zjawiska umacniania sie materiatow przy duzych deforma-
cjach poprzez zadanie odpowiedniej postaci potencjatu sprezystego. W przypadku gum
zjawisko umocnienia zwiazane jest Scisle z budowa wewnetrzna tych materialow skta-
dajacych sie z beztadnie utozonych mikrowlokien, ktore zaczynaja stawiaé¢ duzy opor w
momencie osiggniecia przez nie maksymalnego rozciagniecia. Spoérod wielu modeli opisu-
jacych to zjawisko mozna dla przyktadu podaé¢ modele, np. Ogden (1984), Gent (1996),
Horgan i Saccomandi (2002). W przypadku tych materialow, przy konstruowaniu postaci
funkcji energii odksztalcenia wykorzystuje sie zwykle fenomenologiczne podejscie mecha-
niki kontinuum i uzywa sie niezmiennikéw odksztatcenia. Nieco inaczej jest w przypadku
cial o budowie krystalicznej, gdzie zgodnie z rozktadem potencjatu oddziatywan czastecz-
kowych w funkeji odleglosci atomowych, patrz Rys.(2.3), sztywnos¢ materialu zmniejsza
sie przy rozciaganiu na skutek ostabienia sit oddziatywan miedzyatomowych a wzmacnia
na skutek wzrostu sil odpychajacych atomy przy Sciskaniu. Wyraznie widoczna, w tym
przypadku asymetria w zachowaniu sie krysztalu przy $ciskaniu i rozcigganiu powoduje
ze w wielu wypadkach przyjmuje sie zalezno$é¢ konstytutywna materiatu hipersprezystego
oparta na potencjatach atomowych opisujacych oddzialywania miedzyatomowe, zob. Cu-
itino i Ortiz (1992), Ortiz (1996), Tadmor i in. (1996), Zhu i in. (2004). W takich przypad-
kach, funkcja energii odksztalcenia opisujgca stan ciata jest zwykle kwadratowa funkcja
odlegtosci miedzyatomowych:

b =1(r?). (2.60)
Moc naprezeri na jednostke objetosci, dla materialow sprezystych w sensie Cauchy’ego,
moze by¢ wyrazona za pomocy I-szego tensora Pioli-Kirchhoffa T, zob. Ogden (1984):

T:F=f(F):F, (2.61)
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Rysunek 2.3: Zalezno$¢ energii potencjalnej wiazania ¢ w zaleznosci od wzajemne;j
odleglosci r czastek w krysztale. D,, - energia wigzania, r,, - odlegto$é¢ réwnowagowa
wigzania, 1.4, ¥, - skladowe potencjatu: odpychajaca i przyciagajaca.

gdzie f(F) oznacza funkcje tensorowa argumentu tensorowego opisujaca odpowiedz ma-
teriatu sprezystego w sensie Cauchy’ego. W ogodlnosci nie istnieje funkcja ¢ (F) taka, ze
speliony jest warunek:

Y =f(F): F, (2.62)
gdyz wyrazenie f(F) : dF nie jest poprawna rézniczka. W przypadku kiedy istnieje taka
skalarna funkcja ¢ tensora gradientu deformacji F, ze:

. 9u(F)

(0 “OF F, (2.63)

i jesli sktadowe F sa niezalezne dla materiatu bez narzuconych ograniczeri, poréwnujac
(2.62) z (2.63) mozemy zapisaé:
Oy (F)

f(F) = F (2.64)
Potencjal ¢ reprezentuje gestos¢ energii deformacji sprezystej ciala na jednostke objeto-
$ci w ten zwany jest czesto funkcja energii odksztalcenia, por. Ogden (1984). Pochodna
potencjatu sprezystego w opisuje predkosc zmiany energii odksztalcenia lub inaczej moc
naprezen na jednostke objetosci w konfiguracji odniesienia. Catkowita energia sprezysta
zmagazynowana przez cialo wynosi:

[ v av=[vdeFav (2.65)

Jesli dla danego ciala istnieje potencjal sprezysty zwany jest on sprezystym w sensie
Greena lub hipersprezystym. Wtasciwo$ci mechaniczne takiego ciala reprezentowane sg
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poprzez postaé potencjalu sprezystego 1, a I-szy tensor Pioli-Kirchhoffa zwigzany jest z
gradientem deformacji wzorem: O0(F)
Y(F
T = F (2.66)
W przypadku zdefiniowania ¢ na jednostke masy prawa strone wzoru (2.66) nalezy prze-
mnozy¢ przez skalarna gestos¢ pg. Jesli dla materialu hipersprezystego moc naprezen
opisana jest wzorem (2.63), to wynika z tego, ze praca wykonana na drodze deformacji
od konfiguracji startowej By (stan naturalny - gradient deformacji jest rowny Fo = I) do
stanu aktualnego opisanego gradientem deformacji F, jest rowna:
- F
¢(F)—-¢(FO):‘/ WAE) | g (2.67)
F, OF
Zmiana energii jest wiec niezalezna zaréwno od predkosci deformacji, jak réwniez od
Sciezki deformacji pomiedzy konfiguracjami opisanymi poprzez gradient deformacji Fy i
F. Zmiana energii odksztalcenia zalezna jest jedynie od réznicy wartos$ci potencjatu spre-
zystego w stanie naturalnym i aktualnym, analogicznie jak w przypadku klasycznej energii
potencjalnej. Jednoczesnie naprezenie nominalne T i gradient deformacji F skoniugowane
sa ze soba poprzez potencjal sprezysty, zob. (2.66). Moc naprezen moze by¢ zapisana za
pomoca dowolnej pary naprezenia i odksztatcenia skoniugowanych ze sobg, np:

T:F=6":0U, (2.68)

gdzie " oznacza tensor naprezenia skoniugowany z miara odksztalcenia Biota - 1) =
(U —1), zob. (3.5). Mozemy zatem zapisaé, ze:

p=6W:U. (2.69)

Catkujac powyzsze rownanie otrzymamy, ze potencjal sprezysty jest niezalezny od sztyw-
nego obrotu ciata R, a jest funkcja jedynie tensora rozciaggniecia U:

(F) = 4(U). (2.70)

Jesli dla materiatu izotropowego moc naprezen 2/1 nie zalezy od obrotu ciata R, jest wiec
wielkoscig obiektywna spelniajacg warunek:

V(QF) = ¢(F). (2.71)

Warunek obiektywnosci wymaga spelienia roéwnania (2.71) dla wszystkich wlasciwych
tensorow ortogonalnych Q i dowolnie przyjetej wtasciwej deformacji F. W przypadku
gdy F = 11 przy takim wyborze konfiguracji odniesienia, ze odpowiada ona stanowi
naturalnemu otrzymamy, ze:

»(QI) = (I) = ¢, (2.72)
stad opis stanu ciata staje sie niejednoznaczny, gdyz tracimy informacje o obrocie ciata.
Aby unikna¢ tej niejednoznacznosci mozemy uzy¢ lagranzowskich tensoréw odksztatcenia
E:

(™)

(m) _
AN

: (2.73)
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gdzie m oznacza parametr przyjetej miary odksztalcenia, zob. (3.5). Wartos¢ energii spre-
zystej zmagazynowanej przez ciato nie zalezy od wyboru miary odksztalcenia, gdyz:

Y1 (EM) = ¢u(U). (2.74)

Potencjal sprezysty 1 jest funkcja sprzegajaca naprezenie T(™ 7 odksztatceniem €™ i tak
np. I-szy tensor Pioli-Kirchhoffa T jest sprzezony (przez prace) z gradientem deformacji F,
zob. (2.66). Tensory naprezenia Cauchy’ego o i Kirchhoffa 7, opisujace stan naprezenia
w konfiguracji aktualnej i w konfiguracji odniesienia, otrzymamy korzystajac z relacji
wigzacych je z I-szym tensorem Pioli-Kirchhoffa:
W (F) r

T =0 detF = IF F". (2.75)
Zakltadajac postaé¢ funkcji opisujacej energie odksztalcenia 1), jako funkcje tensora od-
ksztatcenia € nalezy zapewnié¢ dostatecznie dobra zgodnos$¢ wynikéw obliczen z ekspery-
mentem dla mozliwie najszerszej gupy materialow i roznych kombinacji obcigzenia. Dla
uproszczenia modelu i ograniczenia zakresu wymaganych do weryfikacji doswiadczalnej
modelu badan dokonuje sie¢ wielu zatozen upraszczajacych, np:

e zaklada sie jednorodnosé materiatu, parametry materiatowe wyznaczane sg na pod-
stawie badan probek jednorodnych, ciata niejednorodne sa opisywane jako kombi-
nacja czesci lokalnie jednorodnych,

e wyznacza sie symetrie materialu, ktora pozwala na ograniczenie liczby niezaleznych
parametrow materiatlowych co zmniejsza pracochtonnos¢ badan eksperymentalnych
potrzebnych do ich wyznaczenia a jednocze$nie upraszcza si¢ opis matematyczny
zachowania ciata,

e wprowadza sie ograniczenia wewnetrzne, np. zatozenie niescisliwosci materiatu, ktore
dodatkowo upraszczaja opis matematyczny ciata.

W przypadku przyjecia zatozenia o jednorodnos$ci materiatu, energia odksztalcenia 1),
ktora w ogolnym przypadku ma postaé¢ (2.59), nie zalezy od wyboru konfiguracji od-
niesienia X. Jesli dodatkowo zatozymy, ze material jest izotropowy, to mozemy pomi-
na¢ zaleznos¢ od bazy wektorowej G . Mozemy zatem zapisa¢, ze energia odksztalcenia
izotropowego, jednorodnego cialta sprezystego zalezy jedynie od lagranzowskiego tensora
odksztalcenia:

Y =1(€). (2.76)

Przyjmujac za miare deformacji ciata rézne tensory odksztalcenia otrzymamy roézne po-
stacie rownania taczacego naprezenie z odksztatceniem:

e postaé Kelvina-Cosseratow otrzymujemy jesli zatozymy, ze energia odksztatcenia
jest analityczna funkcja tensora odksztalcenia Greena E, stad otrzymamy:
dt OBk, dt

(2.77)
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Po wykorzystaniu zaleznosci:

o:d="28E, (2.78)
Po

gdzie S oznacza II tensor Pioli-Kirchhoffa i po podstawieniu (2.77) do bilansu energii
(2.12) otrzymamy:

= 0. (2.79)

<5KL — Po 8¢(E)> 9Bkt

0FKky ot

Ze wzgledu na symetrie wyrazenia w nawiasie i niezaleznosé¢ od predkosci deformacji
otrzymamy zwigzek konstytutywny postaci:

OV(E)
OEkrL’

e posta¢ Boussinesque’a otrzymamy jesli tensor naprezenia Cauchy’ego ¢ wyrazimy
poprzez drugi tensor Pioli-Kirchhoffa S:

P oY (E)
Oij = —FigSkiFjL = pFik o BT

Fy (2.81)
e posta¢ Neumanna-Kirchhoffa otrzymamy gdy przyjmiemy, ze energia odksztalcenia
1 jest analityczng funkcjg gradientu deformacji F':

W( )

—F; 2.82
anK JK ( )

p
0ij = —TLikFjk =
Po

gdzie T oznacza I tensor Pioli-Kirchhoffa;

e posta¢ Hamela otrzymamy dla energii odksztatcenia bedacej funkcjg odwrotnosci
gradientu deformacji F~1:

paw( Jp- ot (2.83)

Uij =

2.5.1 Funkcja energii odksztalcenia

W literaturze mozna znalez¢ wiele specyficznych postaci energii odksztalcenia opraco-
wanych specjalnie w celu opisu zachowania sie danego materiatu. Czesto sa to poten-
cjaly dedykowane okreS§lonemu typowi deformacji i warto tu dodatkowo nadmienié¢, ze
wiekszo$¢ z nich dotyczy materiatu izotropowego. Proby opisu zachowania sie materialow
anizotopowych ograniczane sg zwykle do transwersalnej izotropii z jednym lub dwoma pre-
ferowanymi kierunkami, ktore odpowiadajg czesto spotykanym w praktyce inzynierskiej
kompozytom z wtokien szklanych czy weglowych oraz tkankom bilologicznym. Mozna tu
wymieni¢ dla przyktadu prace Smitha i Rivlina (1958), Greena i Adkinsa (1960,1970),
Spencera (1972,1984), Humpreya (1995) czy tez Ogdena (1997).
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Pierwsze prace, w ktorych przeprowadzono rozwazania nad energia sprezysta deformo-
wanego krysztalu datuja sie na I-sza poltowe XX-tego wieku. Mozna tu podaé¢ dla przy-
ktadu pionierskie prace Borna (1940) oraz Borna i Huanga (1956). Poczatkowo energia
deformujacego sie krysztatu wyznaczana byta przy uzyciu modelu dyskretnego oddziaty-
wan miedzyatomowych. Born zauwazyt, ze anizotropowe krysztaly o strukturze kubicznej
(krysztal monoatomowy - komorka prymitywna) spetniaja dodatkowy warunek, zapropo-
nowany przez Cauchy’ego, dotyczacy symetrii statych sztywnosci:

Cijki = Cikjl- (2.84)

Spetnianie powyzszego warunku redukuje ogoélng iloéé¢ niezaleznych stalych sztywnosci
z 21 do 15. Wiekszos¢ krysztatow wieloatomowych niestety nie wykazuje takiej symetrii,
cho¢ mozna podac kilka wyjatkow np. sole halogenkéw. Wielu badaczy np. Polanyi (1921),
Zwicky (1923), Born i Furth (1940), Girifalco i Weizer (1959), Thurston (1964), Tyson
(1966), Lincoln i in. (1967), Leamy (1967), Milstein (1971), Macmillan i Kelly (1972)
uzywalo potencjatow atomowych (np. Morse’a, Borna-Mayera, Barafa, Tersoffa) czy tez
pseudopotencjatow empirycznych (Lennarda-Jones’a 6-12) do modelowania sprezystego
zachowania sie krysztaléow idealnych pod obcigzeniem. Starano sie w ten sposéb wyzna-
czy¢ teoretyczne wartosci wytrzymalosci na rozcigganie, Sciskanie, wspolczynnik sztyw-
noéci objetosciowej czy tez badano proces przemian fazowych struktury. Z drugiej strony
potencjaly uzywane sa z powodzeniem do modelowania efektow sprezystych zwiazanych
z wystepowaniem w strukturze krystalicznej defektéw budowy krystalicznej, np. defekty
punktowe, zob. Johnson (1964), Doyama i Cotteril (1965); dyslokacje, zob. Cotteril i Doy-
ama (1966), Gehlen i in. (1968) czy tez badania asymetrii wystepujacej przy Sciskaniu i
rozcigganiu krysztalow, zob. Drechsler i Nicholas (1967). Zalety takiego podejscia to:

e modele oddzialywarn atomowych mimo stosunkowo prostego opisu (np. modele od-
dziatywan parowych) pozwalaja do$¢ dokladnie opisa¢ wiele cech charakterystycz-
nych krysztalow;

e mozliwos¢ modelowania duzej liczby atomoéw tworzacych strukture przy zachowa-
niu dobrej dokladnosci (dokltadniejsze w stosunku do potencjaléw molekularnych
metody ab-initio ze wzgledu na trudnosci obliczeniowe sa bezuzyteczne w tym przy-
padku);

e parametry potencjalow sa tak dobierane, aby mozliwie najdoktadniej opisac¢ rzeczy-
wiste zachowanie sie krysztatow;

e mozliwe jest uzyskanie jakoSciowego jak i ilosciowego opisu dowolnych deformacji
struktury.

Rozwdj teorii fenomenologicznych anizotropowego materiatu hipersprezystego jest przed-
miotem badan juz od kilku dekad. Formutowanie zwigzkéw konstytutywnych dla materiatu
izotropowego nierozdzielnie zwigzane jest z teorig niezmiennikéw. W przypadku anizotro-
pii trudnosci natury matematycznej spowodowane sg faktem, ze zwigzek pomiedzy napre-
zeniem a odksztatceniem staje sie relacja zespolonag na skutek réznic w kierunkach gtow-
nych tensora odksztalcenia i naprezenia. Klasyczne podejscie do modelowania ciata hiper-
sprezystego polega na uwzglednieniu w funkcji energii sprezystej tensoréow strukturalnych



Funkcja energii odksztaltcenia 32

(niosacych informacje o symetrii materiatu) poprzez wzbogacony zestaw niezmiennikow
odksztalcenia. Energia odksztalcenia v ciala izotropowego wyrazana jest jako izotropowa
funkcja skalarna argumentu tensorowego U lub V. Energie odksztatcenia mozna réwniez
przedstawié¢ jako funkcje niezmiennikéw tensora rozciagniecia Iy, I oraz I3:

¢<U) = w([h]—?u[?))u (285)
lub réwnowaznie, jako funkcje wartosci wtasnych tegoz tensora Aq, Ao, As:
P(U) = (A1, A2, A3). (2.86)

Zwiazki taczace niezmienniki z warto$ciami wtasnymi maja postac:

[1 - )\1 + )\2 + )\3,
]2 == )\1)\2 -+ )\2)\3 + )\3)\1, (287)
]3 = )\1/\2/\3.

Funkcja opisujaca energie odksztalcenia v spetia wiec, nastepujace warunki symetrii:

¢()‘17)‘27)\3) - 15(/\1,/\3,/\2) = 77Z)<>\37>\17>\2)- (288)

Zmiana orientacji ciata bez zmiany warto$ci wlasnych tensora rozciggniecia nie powinna
powodowa¢ zmiany energii odksztatlcenia. W przypadku sprezystych materialow izotro-
powych jedynym ograniczeniem matematycznym nakladanym na posta¢ funkcji energii
odsztalcenia jest wymog aby energia odksztalcenia ¢ byta symetryczna funkcja warto-
Sci whasnych Aq; Ay, A3. Dodatkowo, nalezy zapewni¢ znikanie potencjatu sprezystego dla
stanu naturalnego reprezentowanego przez \; = Ay = A3 = 1, co w efekcie spowoduje brak
naprezen. Aby speli¢ ten wymog potencjal ¢ musi spelnia¢ nastepujace warunki:
$11,1) =0, oraz 2PLLY o4 (2.89)
o\
Zadanie, by funkcja ) byla nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna wzgledem Iy, I, Iy
mozemy spelni¢ budujac potencjal sprezysty w postaci szeregu potegowego, za Ogdenem
(1984):
Y(I, 1o, I3) = Xepgr (Ih — 3)P (12 — 3)4(I3 — 1), (2.90)

gdzie p,q,r = 0,1,2,... a ¢, Oznacza parametry materialowe. Warunek zerowania sie¢
potencjatu w momencie gdy cialo zajmuje konfiguracje odniesienia (wowczas niezmien-
niki Iy = I, = 3; I3 = 1) jest spelniony poprzez przyjecie w szeregu (2.90) wspolezynnika
cooo = 0. Istnienie stanu beznaprezeniowego zapewnione jest poprzez odpowiedni doboér
pozostatych wspotezynnikow tak aby: cig0 + 2¢910 + coo1 = 0. Dobierajac, odpowiednia do
potrzeb modelowania sprezystego zachowania sie ciat, ilo§¢ wyrazow szeregu i pamietajac,
ze wplyw kolejnych wyrazow szeregu jest mniejszy niz poprzednich mozemy uzyskaé po-
sta¢ potencjalow czesto spotykanych w literaturze, np. Mooney’a- Rivlina, neo-Hookean,
Genta. Znajduja one szerokie zastosowanie w nieliniowej sprezystosci i wielu zastosowa-
niach praktycznych. Przyjmujac stuszno$é zalozenia o niedcisliwosci materiatu (I3 = 1)
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otrzymujemy, ze potencjat sprezysty zalezy jedynie od dwoch niezaleznych niezmiennikow
deformacji. W praktyce (2.90) mozemy zastapi¢ poprzez nastepujace rownanie:

¢<Il, Ig) = Zcpq(ll - 3)])(]2 — 3)(]7 (291)

Pamietajac o wspomnianych powyzej ograniczeniach naktadanych na posta¢ potencjatu
sprezystego, przyjmujac coo = 0 i pomijajac wyrazy wyzszych rzedéw otrzymamy, np.
funkcje energii odksztalcenia dla materialu zwanego neo-Hookean:

77/)(11, ]2) = 2010(11 - 3), (292)
czy tez funkcje energii odksztalcenia materiatu Mooney’a- Rivlina:
¢([1, [2) == 2010(11 — 3) + 001([2 — 3) (293)

Posta¢ funkcji energii odksztatcenia w krysztatach mozna sobie tatwo wyobrazi¢ na przy-
ktadzie krysztatu "jednowymiarowego", w ktorym sity oddzialywan atomowych maja kie-
runek zgodny z kierunkiem rozciagniecia struktury, za Hillem (1975) mozemy zapisa¢:

¥ = f(a®) = f(1+ 2e;50;04), (2.94)

gdzie e;; jest tensorem odksztalcenia Green’a, a oznacza za$ dlugos¢ zdeformowanego
wektora jednostkowego «; w konfiguracji beznaprezeniowej. Zgodne z warunkami (2.89)
funkcja f musi spelnia¢ nastepujace warunki:

P(1) =¢'(1) = 0. (2.95)

Roézniczkujac rownanie (2.94) wzgledem odksztalcenia e;; otrzymamy skoniugowane z od-
ksztalceniem naprezenie i moduty sztywnosci w postaci:

ty =20 (a®) vy, ey = W' (0o o (2.96)

Funkcja wtasciwej energii odksztalcenia 1), opisujaca cialo hipersprezyste posiada pewne
charakterystyczne wlasciwosci wynikajace nie tylko z zalozenia istnienia stanu naturalnego

(1) =0, (2.97)
praw termodynamicznych, zasady obiektywnosci
Y(E)=¢(QEQ") (2.98)
i budowy krystalicznej ciata
Y(EM)=¢(QEQ", QM), (2.99)

gdzie QM oznacza obrot tensora parametrycznego M, ktorego grupa symetrii jest rowna
grupie symetrii materiatu hipersprezystego. Dodatkowo funkcja i) powininna spelniaé¢
roOwniez ograniczenia wynikajace z intuicyjnego rozumienia reakcji ciata sprezystego na
obcigzenie, tj:
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e wzrost skltadowych odksztalcenia powinien powodowaé¢ wzrost zwigzanych z nimi
sktadowych naprezenia,

e ckstremalnym odksztalceniom powinny towarzyszy¢ ekstremalne naprezenia,

e powinno istnie¢ rozwigzanie problemu poczatkowo - brzegowego dla réwnan ruchu,
e mozliwos¢ opisu zjawisk utraty statecznosci, np. wyboczenia,

e przewidywac rozwigzania o charatkterze falowym,

e parametry materialowe powinny byé¢ mozliwe do okreslenia za pomoca nieskompli-
kowanych badan laboratoryjnych,

e wyniki jakosciowe i iloSciowe modelu powinny by¢ zgodne z badaniami doswiadczal-
nymi.

Niektore z powyzszych ograniczen sa tatwe do spetnienia m. in. dzieki doborowi odpowied-
niej miary odksztatcenia sposréd wielu mozliwych tensoréw poprawnie opisujacych od-
ksztalcenie oraz naprezenia z nim skoniugowanego. Wypuklosé funkeji energii sprezystej,
zapewniajaca spelnienie (dla izotropowego materiatu podczas izotermicznej deformacji)
warunku:

o€ >0, (2.100)

ma podstawowe znaczenie w zakresie nieliniowej sprezystosci, zob. Hill (1970). Funkcja
energii sprezystej ¢ wyrazona jako funkcja analityczna tensora rozciagniecia U lub jego
warto$ci wlasnych, ze wzgledu na (2.100) musi by¢ funkcja wypukta. Mimo tego pojawia
sie wiele modeli opisujacych material hipersprezysty za pomoca funkcji energii odksztal-
cenia nie spelniajacej warunku wypuktosci. Przypadki takie analizowal Fosdick i Serrin
(1979). Brak wypuktosci funkeji w sensie Hilla (1970; 1975) jest z drugiej strony ta cecha
funkcji energii odksztalcenia, ktora z powodzeniem mozemy wykorzysta¢ do modelowania,
np. niestabilnosci krysztalow - tworzenia i anihilacji defektow sieci czy przemian fazowych.

2.5.2 Material St. Venanta-Kirchhoffa

Model materialu sprezystego zaproponowanego przez St Venanta (1844) i Kirchhoffa
(1852) jest najprostszym sposrod szerokiej gamy hipersprezystych modeli nieliniowych.
Model materiatu hipersprezystego, nazywany dzisiaj materialem St Venanta-Kirchhoffa
(SVK), jest szeroko stosowany w obliczeniach numerycznych ze wzgledu na nieskom-
plikowana posta¢ funkcji energii odksztatcenia i wymaga znajomosci jedynie dwu statych
materiatowych potrzebnych do opisu zachowania sie cial izotropowych. Funkcja energii od-
ksztalcenia ¢ modelu SVK jest funkcja tensora odksztalcenia Greena. Z warunku (2.98)
i twierdzeni o reprezentacji skalarnej izotropowej funkeji tensorowej, zob. Wang (1969,
1970, 1971) wynika, ze energia odksztalcenia 1) moze by¢ wyrazona jako funkcja trzech
nieredukowalnych, izotropowych niezmiennikéw tensora odksztatcenia Greena:

¥ =Y(E) =9I, Iy, I3). (2.101)
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Przyjmujac odpowiednio regularny potencjat energia odksztatcenia 1) dla materiatu SVK
ma postaé:

¥ = )(E) = ;[A (trE)? + 2p trE?). (2.102)

Rozniczkujac powyzsze rownanie wzgledem odksztalcenia otrzymamy zaleznos¢ konsty-
tutywna w postaci:

1, oY o
Sk == 2.103
KL 2(8EKL+8ELK), ( )
lub w postaci najczesciej spotykanej w literaturze:
S = AtrE)I + 2uE. (2.104)

Do opisu wtasciwosci sprezystych izotropowego materiatu SVK konieczna jest znajomos¢
dwoch stalych Lamego - A i p. Zamiast statych Lamego mozna wykorzysta¢ inne pary
statych, np. (2.28) czy (2.29). Model SVK sprowadza sie do kwadratowej aproksymacji
funkcji energii odksztatcenia wzgledem tensora odksztatcenia Greena E. Wszystkie izotro-
powe modele hipersprezyste wyzszych rzedow w przyblizeniu kwadratowym sprowadzaja
sie wlasnie do materiatu SVK. Zapisujac powyzsze réwnanie z wykorzystaniem izotro-
powego tensora czwartego rzedu stalych sztywnosci ¢ otrzymamy rownowazna do (2.104)
postac

S = ME, . (2.105)

Tensor c¢ jest izotropowym, symetrycznym i dodatnio okreslonym tensorem, zob. Gurtin
(1974), Pericak-Spector i Spector (1995) w postaci:

1 1
c=MeI+2ul =3K( 10D +2u(1 - ;Io]T), (2.106)

gdzie 1 oznacza tensor jednostkowy czwartego rzedu. Aby tensor stalych sztywnosci ¢ ma-
terialu izotropowego byt dodatnio okreslony, zapewniajgc tym samym wypuktoéé¢ funkeji
energii odksztalcenia (2.102) konieczne jest spelnienie nastepujacego warunku:

3K > 3\+2u, 2u>0. (2.107)

Moduty K i p stanowig odpowiednio jednokrotng i pieciokrotng wartos¢ wiasng tensora
c, zob. Rychlewski (1983). Po zastosowaniu zapisu Voigta macierz reprezentacji tensora
statych sztywnosci przyjmuje postaé identyczna z (2.20) dla liniowej teorii sprezystosci. Ze
wzgledu na swoja prostote model SVK jest dzi$§ podstawowym hipersprezystym modelem
nieliniowym. Niestety w przypadku dostatecznie duzych rozciggniec¢ i odpowiednio wybra-
nej wartosci ¥ mozemy otrzymacé niespodziewana, ujemna (!7) zmiane objetosci ciala. Ze
wzgledu na wspomniany niepoprawny opis sprezystych wtasciwosci deformujacego sie ciata
przy znacznej zmianie objetosci, zastosowanie modelu SVK jest ograniczone do umiarko-
wych deformacji lub tez matych deformacji i duzych obrotoéw, zob. Jemioto (2002). Mimo
swoich mankamentow, model SVK dzieki prostocie (do opisu zachowania sie materiatu
wystarcza bowiem jedynie dwie stale materialowe) jest czesto stosowanym modelem hiper-
sprezystym, ale z wyraznym ograniczeniem zakresu jego stosowalnosci do umiarkowanie
duzych deformacji lub skoriczonych obrotéw. Stale materiatowe - state sztywnosci sg iden-
tyczne jak w uogolnionym prawie Hooke’a czyli wyznaczane podczas standartowych prob
wytrzymatosciowych.
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2.5.3 Material Murnaghana

Model izotropowego, hipersprezystego materialu Murnaghana (1951) jest logicznym roz-
winieciem modelu St. Venanta-Kirchhoffa. Model Murnaghana (M) wynika z dokltadniej-
szej aproksymacji funkeji energii odksztalcenia. W rozwinieciu w szereg Taylora wzgledem
tensora odksztalcenia Greena uwzglednione sg wyrazy rzedu 3-go, co daje w efekcie postac
funkcji energii odksztalcenia :

1 1 4
Y =y(B) = R (trE)® + p trE* + au (trE)® 4+ vy trE trE* + 3V trE3,  (2.108)

gdzie v; - nazywane sa stalymi Murnaghana II-go rzedu. Stale Lamego A, p bedace para-
metrami materialowymi w modelu SVK w tym modelu uzywane sa jako state I-go rzedu.
Liczba stalych materialowych opisujaca sprezyste wlasciwosci materiatu M, wynosi 5 (2
+ 3). Zwiazek konstytutywny ma nastepujaca postac:

1
S = K/\ + i trE)tTE + vy trE?| 1+ 2(u + v trE) E + 4v3 E?. (2.109)

Stale materialowe modelu M dla wielu materialow mozna znalezé, np. w pracy Lurie
(1990). W zastosowaniach praktycznych wprowadza sie pewne uproszczenia modelu M
polegajace na pominieciu wyrazéw wyzszych rzedow gradientu przemieszczenia, zob. Kle-
iber (1985). Poniewaz tensor odksztalcenia Greena ma postac:

E = (VU+ VU + VU VU), (2.110)

gdzie operator V oznacza gradient wzgledem konfiguracji lagranzowskiej. Po podstawieniu
do (2.109) i pogrupowaniu wyrazow otrzymamy:

1
S = \trE) I+ 2uE + 3V (tre)? + vy tre?| 142, (tre) € +4vz €2+ O(VU)?, (2.111)

gdzie € oznacza tensor maltych odksztalcenn. Wyznaczenie statych sztywnosci 1I-go rzedu
dla modelu M jest niezwykle klopotliwe a uzyskane wyniki sg trudne do zweryfikowania,
gdyz brak im jednoznacznej interpretacji mechanicznej poza czysto teoretyczng, wynika-
jaca z aproksymacji wielomianowej potencjatu sprezystego. W przypadku metali, gdzie
zakres sprezystej deformacji ciata jest niewielki, zaleznosé konstytutywna (2.111) stoso-
wana jest rowniez do wyznaczania statych sprezystych, zob. Fukuoka i Toda (1977). Model
M jest szeroko stosowany w zlozonych zagadnieniach falowych, jak rowniez stanowi baze
do formutowania modeli wykraczajacych poza teorie hipersprezystosci. Poréwnujac zacho-
wanie sie modeli SVK i M dochodzimy do wniosku, ze w przypadku rozciagnie¢ rzedu
1% wyniki przewidywan obu modeli sa praktycznie identyczne, zob. Jemioto (2002). Przy
rozciggnieciach rzedu 10% sytuacja ulega diametralnej zmianie i przewidywania obu mo-
deli staja sie jakosciowo rozne. Dlatego tez, mimo, ze model M wynika z doktadniejszej
aproksymacji potencjatu sprezystego, ze wzgledu na regularnosé funkcji opisujacej energie
sprezysta modelu SVK (2.102) i trudnosci w poprawnym wyznaczeniu statych materiato-
wych Il-go rzedu dla modelu M sensowne wyniki dla wiekszego zakresu deformacji ciata
otrzymamy dla modelu SVK.
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2.5.4 Material Ogdena

Przedstawione w poprzednich podrozdziatach modele hipersprezyste, ze wzgledu na trud-
nosci w poprawnym okresleniu dopuszczalnego zakresu stosowalnosci (zwlaszcza w przy-
padku materialow mato $cisliwych - v & 0.5) wymagaja indywidualnego podejscia, uwzgled-
niajacego specyfike danego problemu inzynierskiego, rodzaj modelowanego materiatu jak i
samego sformutowania zagadnienia brzegowego. Innym sposobem otrzymania poprawnej
funkcji opisujacej energie odksztalcenia jest zaproponowanie szczegblnej postaci poten-
cjatu sprezystego, np. w formie wielomianowej i sprawdzenie zgodnosci takiego modelu
z eksperymentem. Rivlin w pracy (1948¢) i pozniejszej (1949) zaproponowal nastepujaca
postaé¢ funkcji opisujacej energie odksztalcenia materiatu hipersprezystego:

V=0(L) =Y A (I —3) (L — 3)'(I; — 1)™, (2.112)

gdzie Ay, sg stalymi materialowymi, ktore wyznacza sie aproksymujac wyniki ekspry-
mentalne. Trudnos$¢ w zastosowaniu powyzszego modelu wynika z faktu, ze konsekwentny
wybor kolejnych wyrazow wyzszego rzedu wielomianu (2.112) nie prowadzi do zadowala-
jacej zgodnosci modelu z eksperymentem, co zauwazyt, np. Ogden (1972a; 1972b). Przyj-
mujac w funkeji (2.112) niezerowe state:

1
Ao = p,  Aoo = —g, Asgo = ﬂ(‘l,u +3K), (2.113)
otrzymamy w efekcie funkcje energii sprezystej materialu SVK. Podobnie postepujac,
mozna otrzymac funkcje energii sprezystej materialu M. Inne podejscie zastosowal Bar-
soum, zob. Voyadis i in. (1994), konstruujac potencjal sprezysty w postaci:

= P(L) = Y Biam (L™ L I3 — 3%+0), (2.114)

Parametry By, a, by 1 ¢, wyznaczane sa metodami optymalizacji wynikéw eksperymen-
talnych celem otrzymania dodatnio okreslonej energii odksztatcenia dla dowolnie przyjete;j
deformacji ciala. W poréwnaniu z modelem opisanym poprzez rownanie (2.112) jej zaleta
jest konieczno$é stosowania mniejszej iloSci wyrazow szeregu celem uzyskania tej samej
dokladnosci aproksymacji wynikow doswiadczalnych. Czesto spotykanym w literaturze
potencjatem sprezystym bedacym funkcja wartosci wiasnych tensora wydluzenia a wta-
Sciwie ich logarytmow jest potencjal energii odksztatcenia postaci LN, zob. Bone i Woods
(1997), Bruhns i in. (2000):

Y =1(N) = p|(InA)? + (InXa)? + (InX3)? +/2\(an)2, (2.115)

gdzie J oznacza zmiane objetosci ciata (J = A\ Ay\3), wobec czego mozemy zapisaé, ze
InJ = InA; 4+ InXy + In\s. Parametry A\ i p sg za$ stalymi Lamego identycznymi jak w
klasycznym prawie Hooke’a (2.19). Funkcja ta nie jest poliwypukla dla J > e, gdzie e
jest postawa logarytmu naturalnego, czyli jej zakres stosowania w przypadku deformacji
objetosciowych powinien by¢ ograniczony co najmniej do takich wtasnie deformacji, zob.
Jemioto (2002). Model ten mimo swej prostoty poprawnie opisuje wlasciwosci Scisliwych
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materiatow hipersprezystych w zakresie umiarkowanie duzych odksztatcen (rzedu kilku-
dziesieciu procent), zob. Anand (1979, 1986). Funkcja (2.115) nie jest zgodna z hipoteza
Valandisa i Landela (1967), ktora zaklada ze energia sprezysta jest suma niezaleznych
funkcji wartosci wlasnych tensora rozciagniecia:

Y =P(N) = filh) + fa(A2) + f3(Ag). (2.116)

Jesli zatozymy, ze izotropowy material jest niescisliwy (v = 0.5) to najprostszym modelem
hipersprezystym opisujacym zachowanie sie takiego materialu jest neo-Hookean (INH)
zdefiniowany za pomocg nastepujacej funkeji energii:

Y= %(h —3). (2.117)

W modelu tym, do opisu sprezystych wtasciwo$ci materialu wystarcza jeden parametr
materialowy wyznaczony np. w probie jednoosiowego rozciagania. Ze wzgledu na fakt,
ze warunek v = 0.5 nie jest warunkiem wystarczajacym, aby kazda skoriczona defor-
macja byla deformacja izochoryczna (jedynie dla matych deformacji) wobec czego za-
kres stosowalnosci tego modelu podobnie jak modelu SVK ogranicza sie do stosunkowo
malych deformacji. Dodajac do funkcji energii odksztalcenia (2.117) czlon liniowy wzgle-
dem drugiego niezmiennika I5 otrzymamy model hipersprezystego niescisliwego materiatu
Mooney’a-Rivlina (MR), zob. Mooney (1940), Rivlin (1948c):

= Cho(l; —3) + Co1 (I3 — 3). (2.118)

Modele NH jak i MR jakoSciowo dobrze opisuja proces jedoosiowego Sciskania mate-
riatlu, ale juz dla rozciagniecia zadowalajaca zgodnos$é z eksperymentem zachodzi jedynie
dla stosunkowo matych wydtuzen. Oba modele nie sa w stanie przewidzie¢ typowego np.
dla gumy zjawiska stopniowego umacniania sie materialu dla duzych deformacji, rzedu
kilkuset procent. Blatz i Ko (1962) zaproponowali na podstawie wlasnych badan elasto-
mer6éw funkcje wlasciwej energii odksztalcenia postaci:

¢ = w(]Z) = ;Cb Il + Clt(]ga - 1) - 3:| + ;C(l - b) [12131 + Cll(fga - 1) -3 s (2119)

gdzie I, I, I3 sa podstawowymi niezmiennikami prawego tensora deformacji Cauchy-
Greena (C = FTF), za$ parametry materialowe a, b, c maja wartosci:

bel0,1], c=w. (2.120)

Warto tu zauwazy¢, ze dla v = 0.5 model BK nie opisuje materiatlu niescisliwego. Mo-
del materiatu hipersprezystego Ogdena posiada potencjal sprezysty postaci, zob. Ogden
(1972b):

V=90, J) =3 i’“‘”; [(Alam + Aot 4 )\3“’"> + bl(Jambm - 1)} (2.121)

m m
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Mozna zauwazy¢, ze po przyjeciu jedynie dwoch wyrazow szeregu i przy odpowiednim
doborze paramterow materiatowych a, p:

a; =2, as=—2, pp =pb, ps = pu(l—"0), (2.122)

otrzymamy postaé¢ energii odksztatcenia modelu BK.
W przypadku anizotropii materiatu energia odksztalcenia jest funkcja nie tylko gradientu
deformacji, ale rowniez zalezy od wektora jednostkowego M opisujacego kierunek anizo-
tropii, stad mozemy zapisac, ze:

v =Y(F,M). (2.123)

Aby analitycznie wyrazi¢ postaé energii odksztalcenia dla przypadku transwersalnej izo-
tropii czyli np. dla kompozytu wzomocnionego wtoknem w jednym z kierunkéw, konieczne
jest wyrazenie jej jako funkcji pieciu niezmiennikow:

w :w([17127137[47[5)7 (2124)

gdzie Iy, I5, I3 sa klasycznymi niezmiennikami podstawowymi tensora odksztatcenia Cauchy-
Greena, zas:

I, =M-(CM), I;=M-(C*M) (2.125)

Po dokonaniu odpowiedniego rézniczkowania otrzymamy, ze I-szy tensor Pioli-Kirchhoffa
ma postac:

T = 20, FT + 20y (L1 — C)FT + 2[3¢03F 1+
2,M @ FM + 2¢5(M @ FCM + CM ® FM), (2.126)

gdzie 1; oznacza (0¢/0I;) dla i = 1, ...,5. W przypadku wzmocnienia materiatu wtéknem
w dwoch kierunkach funkcja energii odksztalcenia zalezna bedzie juz od dwoch wektorow
opisujacych kierunki anizotropii i 8-miu niezmiennikéw postaci:

Iy=M'-(CM)), I=M.(CM'), Ig=M-(CM). (2.127)

Niezmiennik I3 opisuje interakcje pomiedzy dwoma wyréznionymi kierunkami deformacji.
Wzor opisujacy naprezenia Pioli-Kirchhoffa ma wowczas postaé:

T = 20, FT + 20y (1L1 — C)FT + 2L5¢03F 1+
2¢M ® FM + 2¢;(M @ FCM + CM @ FM)+
206M' @ FM' + 2¢(M’' @ FCM’' + CM’ @ FM')+
Ys(M' @ FM + M ® FM'). (2.128)
Jak wida¢ wraz ze wzrostem stopnia anizotropii nieproporcjonalnie szybkio ro$nie stopien

skomplikowania wzoréw analitycznych opisujacych funkcje wtasciwej energii odksztatce-
nia.
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Proponowany model materialu
sprezystego dla krysztatow

Zalezno$¢ wiazaca tensor naprezenia z tensorem odksztatcenia, zwana zalezno$cia konsty-
tutywna, stanowi dodatkowe 6 réwnan brakujacych do stworzenia zamknietego uktadu
rownan materialu sprezystego, uzupeliajac rownania (2.11) i (2.12). Dysponujac cala
gama urzadzen stuzgcych pomiarowi wtasciwosci mechanicznych i geometrii probek bada-
nych materialow jesteSmy w stanie doktadnie zbadaé i opisa¢ zachowanie deformowanego
ciata. Dzieki badaniom eksperymentalnym jesteSmy w stanie okresli¢ zachowanie mate-
rialu dla najrézniejszych kombinacji obciazenia w réznych temperaturach, przy réznych
predkosciach deformacji i historii obcigzenia. Testy pretéw o kotowym przekroju z pre-
cyzyjnym pomiarem ich wydhuzenia sg typowe dla metali, polimeréow czy tez ceramiki
technicznej. Dla skaly, gruntow czy betonu pracujgcych zwykle na Sciskanie typowym te-
stem jest Sciskanie probki cylindrycznej wzdtuz osi symetrii. Czesto ze wzgledu na brak
bezposrednich mozliwos$ci pomiaréw wykorzystuje sie pomiary posrednie, ktérych wyniki
dzieki mechanicznej interpretacji pozwalaja wyznaczy¢ niektéore parametry materialowe
wystepujace w rownaniach konstytutywnych, np. pomiar twardosci metali pozwalajacy
oszacowaé wytrzymalo$¢ materiatu, czy tez pomiar predkosci rozchodzenia sie fal ultra-
dzwiekowych, dzieki ktérym obliczamy state sztywnosci. W niektorych, szczegblnych przy-
padkach zalezno$¢ pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem moze by¢ wyznaczona bez-
posrednio z praw rzadzacych mikrostruktura poprzez przejscie ze skali mikro do makro,
np. w materiatach kompozytowych. W skali mikro mozemy traktowa¢ osnowe i witokna
zbrojenia jako osobne materiaty, kazde z nich posiadajace indywidualne cechy opisane
przez zaleznosci konstytutywne. W przypadku makroskopowych ciat krystalicznych pod-
danych deformacji, zaleznosé konstytutywna otrzymywana jest po dokonaniu homogeni-
zacji przypadkowo zorientowanego agregatu polikrystalicznego. Innym przypadkiem jest
guma i elastomery, ktore zbudowane sa na bazie przypadkowo rozmieszczonych taicuchow
molekul. Dla takich materialéw zaleznos¢ konstytutywna moze byé¢ otrzymana stosujac
podejscie termodynamiki statystycznej i traktujac material jako sie¢ wzajemnie skrzy-
zowanych tancuchow czasteczkowych deformujacych sie pod obciazeniem. W przypadku
cial monokrysztalicznych, np. krzem, aluminium, stopy zarowytrzymate na topatki tur-
bin lotniczych, prawa rzadzace zachowaniem komorki elementarnej w mikroskali moga
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by¢ bezposrednio przeniesione do skali makro. Rozwdj metod obliczeniowych dyskretnych
struktur krysztalu, jak np. metoda gestosci funkcjonatu (DFT), metody ab initio czy
potencjaly atomowe pozwalaja analitycznie przewidzie¢ i opisa¢ makroskopowe zachowa-
nie sie ciala krystalicznego przy zachowaniu informacji o pojedynczym atomie. Modelujac
sprezyste zachowanie krysztatu przyjmujemy, ze zwiazki miedzy sktadowymi tensoréow od-
ksztalcenia i naprezenia sa niezalezne od czasu i temperatury. W ten sposob tworzymy
rownanie konstytutywne opisujace model wyidealizowanego w pewnym stopniu krysztatu.

3.1 Nieliniowa anizotropia hipersprezysta

Rozwazmy zaleznos$¢ konstytutywna, definiujacg tensor naprezenia Cauchy’ego, wycho-
dzac z bilansu energii (2.12). Z twierdzenia o rozktadzie polarnym (biegunowym) do-
wolnego, nieosobliwego tensora drugiego rzedu wynika, ze gradient deformacji F mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:

F = RU = VR, (3.1)
gdzie R, U, V oznaczaja odpowiednio tensor obrotu, prawy i lewy tensor rozciagniecia.

Definicja: Pod pojeciem wogdlnionych tensoréw odksztatcen: Lagrange’a - € i Eulera -
€ rozumiemy odpowiednio, dwie izotropowe funkcje tensorowe postaci:

€=f(u) ,®u; oraz € = f(v;) v; vy, (3.2)

gdzie u;, 1, v;, v; oznaczajqg odpowiednio i-tg wartosé i i-ty wektor wtasny prawego ten-
sora rozeiggniecia U oraz i-tg wartosé v i-ly wektor wtasny lewego tensora rozciggniecia
V. Funkcja f(-) oznacza dowolnie wybrang, monotonicznie rosngcq funkcje klasy C spel-
niajgcq nastepujgce warunki:

f@) =0 (3.3)
df (z)
ol = (3.4)

zob. Hill (1968). Warunki te zapewniaja zgodnos¢ z liniowa teoria dla matych deformacji.
Na podstawie tej definicji mozna wprowadzié¢ cala klase tensoréw symetrycznych, ktore
moga by¢ przyjete za tensorowa miare odksztalcen, zob. Doyle i Ericksen (1956), Seth
(1964), Hill (1968), Ogden (1984). Tensory te mozemy zapisa¢ w ogblnej postaci:

3
3

gdzie m jest rzeczywistym parametrem miary odksztatcenia. Przedstawiona rodzina miar
odksztalcenn spetnia warunki (3.2)-(3.4). Dzieki przyjeciu jednej ze zdefiniowanych po-
wyzej miar, jako miary odksztalcenia otrzymujemy prosty zwigzek pomiedzy deformacja

FILEE VA {e —L(vm_1) dla m#0, 55

(nU € =I[nV dla m =0,
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probki a wartosciami wlasnymi tensoréw rozciggniecia U i V. Dodatkowo, dzieki izotro-
powosci funkeji f(+), wektory wlasne tensorow odksztalcenia i rozciagniecia zachowujg
wspotosiowosé. Z punktu widzenia mechaniki continuum, powyzsze miary odksztatcenia
sa poprawne, gdyz daja sie zapisaé tensorowo, stosuja sie do nich prawa transformacji, a
sztywny obrot ciata nie wpltywa na wartosci odksztatcen zaréwno € jak i €. Przedstawiona
definicja miar odksztalcenia, jakkolwiek obejmuje bardzo duzg liczbe miar, w tym tych
najczesciej stosowane Hencky’ego, Greena, Almansiego, Biota, nie wyczerpuje zupelnie
tematu mozliwych miar odksztalcenia. Mozna bowiem zdefiniowaé inne miary spetniajace
odpowiednie warunki dla odksztatcen, np:
1., 1 3
€ = 4U + 2U — 41.

Stopien nieliniowosci geometrycznej materialu zalezy od wyboru konkretnej miary od-
ksztalcenia a wiec w przypadku (3.5) od przyjetego parametru m miary odksztalcenia.
Na etapie analizy teoretycznej nie ma wyraznych powodéw do wyrdznienia jednej z miar,
gdyz zwiazane sg ze soba w sposdb jednoznaczny poprzez tensor rozciggniecia U lub V, a
zakres ich stosowalnosci powinien by¢ rozwazany indywidualnie w zaleznosci od rodzaju
materiatu i typu problemu. Z drugiej strony przyjecie odpowiedniej wartosci parametru
odksztalcenia m moze by¢ pomocne przy uwzglednianiu niuanséw zachowania sie ma-
terialu, np. zmiana objetosci krysztalu w otoczeniu dyslokacji wynikajaca z asymetrii
zachowania sie krysztalu przy Sciskaniu i rozciaganiu, zob. Dluzewski i in. (2004). Na
podstawie (3.5), podstawiajac za parametr m dowolna liczbe caltkowita otrzymamy m.in.
nastepujace miary odksztalcenia:

1
m=-2 — g% 5(1 —U™?) - tensor odksztalcenia Almansiego
m=-1 — g4 (1 —U™") - tensor odksztalcenia Swaingera,

© % 15U - tensor odksztalcenia Hencky’ego

™)

m=0 —

m=1 — gW¥Z (U—1) - tensor odksztalcenia Biota

1
m = — g»& §(U2 — 1) - tensor odksztalcenia Greena

Aby podkreslié roznice miedzy poszczegblnymi miarami odksztatcenia warto sprawdzié
jak zmieniajg sie wartosci odksztalcenia dla wybranych miar odksztatcenia przy tej samej
deformacji ciala, np. podczas testu jednoosiowego rozciagania, gdzie £17 = f(u11). Roznice
te pokazane sa na rys.(3.1) a w tabeli (3.1) znajduja sie wartosci odksztalcen probki (w
%) dla kilku miar odksztalcenia i kilku wydtuzen. Wyraznie widoczne sa roznice wystepu-
jace pomiedzy poszczeg6lnymi miarami odksztalcenia, poglebiajace sie w miare wzrostu
wydtuzenia/skrocenia probki.

Kazdy krysztal sktada sie z atomow oddzialywujacych na siebie sitami elektromagne-
tycznymi, ktore zwane sa wigzaniami taczacymi ze sobg atomy i jony tworzac ciata state.
Analizujac wykres energii potencjalnej wiazania, zob. rys.(2.3) przedstawiajacy rozktad
energii dla wiazania jonowego, dochodzimy do wniosku, ze krysztal powinien inaczej za-
chowywa¢ sie podczas $ciskania a inaczej przy rozcigganiu. Z wykresu tego wynika, ze
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Rysunek 3.1: Odksztalcenie € jako funkcja rozciagniecia probki w dla réznych
parametréow m miary odksztatcenia podczas testu jednoosiowego rozciggania.

owm- | -2 [ 1 ] 0 | 1 ] 2 |
w=05 | -150% | -100% | -69.3% | -50% | -37.5%
w=009 | 11.73% | 11.11% | 10.54% | -10% | -95%
w=11 8.68% | 9.09% | 9.53% | 10% | 10.5%
w=2 || 375% | 50% | 69.3% | 100% | 150%

Tablica 3.1: Warto$é¢ odksztalcenia £1; w zaleznosci od parametru miary odksztatcenia
m i wydhuzenia probki dla jednoosiowego testu rozciagania.

rzeczywiste krysztaly tatwiej poddajg sie rozcigganiu niz Sciskaniu ze wzgledu na osta-
bienie sit wzajemnego oddzialywania atomoéw wraz ze wzrostem odleglosci miedzy nimi
i gwaltowny wzrost sit odpychajacych atomy przy zblizaniu si¢ do siebie. Dlatego tez
poprawnie dobrana miara odksztatcenia powinna mozliwie doktadnie oddac ta ceche de-
formujacego sie krysztatu. W przypadku deformacji matriatu hipersprezystego konieczne
jest zatozenie odpowiedniej postaci funkcji opisujacej energie odksztalcenia . Funkcja
opisujaca ¢ w krysztatach, np. w heterostrukturach potprzewodnikowych zaleze¢ moze od
wielu parametrow termodynamicznych, takich jak np. odksztalcenie, temperatura, pola
elektryczne, magnetyczne, zmienny sktad chemiczny struktury, gestos¢ defektéw struktury
i wielu innych:

v=vyE,T a,z, ..., x,, E,H...), (3.7)

gdzie € oznacza lagranzowski tensor odksztatcenia, T' - temperature, & - tensorowa miare
gestosci defektow, z; - molowe udziaty pierwiastkow w heterostrukturze, E, H - natezenie
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pol elektrycznego i magnetycznego. Wszystkie wielkosci wzgledne (oznaczone = ), odnie-
sione sa do lokalnie odciazonej konfiguracji X. Konfiguracja X, zob. rys.(3.2), pojawia sie
w sposOb naturalny w przypadku heterostruktur, kiedy konieczne jest dokonanie wyboru
referencyjnego obszaru struktury do obliczania odksztatcen sieci krystalicznej. Przyjmujac
multiplikatywna dekompozycje gradientu deformacji otrzymamy:

F = F.F,F,, (3.8)

gdzie tensor F. oznacza sprezysta cze$é¢ deformacji, F.j, - deformacje chemiczng wynika-
jaca ze zmian skladu struktury i F,, - deformacje odpowiadajaca plastycznej (trwalej)
przebudowie krysztalu. Powyzsze tensory deformacji, wyrazone w postaci gradientéw od-
powiednich zmiennych maja posta¢:

ox ou
F=ax =1 " x
ox ou
Fchh_£—1_£7 (39)
9% d(u-q)
oox T T ax

Reprezentacja tensora deformacji chemicznej F;, dla krysztatow, np. o symetrii kubiczne;j

F

konfiguracja

poczatkowa konfiguracja

aktualna

konfiguracja
odciazona

Rysunek 3.2: Schemat wyodrebnionych konfiguracji ciala.

ma postac:

Qref

(3.10)

Qref
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a dla symetrii heksagonalnej, (0§ 7¢” krysztalu zorientowana wzdluz osi X3 globalnego
uktadu wspotrzednych):

4 0
Qref
Fah=| 0 2= 0], (3.11)
0 0 <

Cref

gdzie a i ¢ oznaczaja odpowiednie stale sieciowe krysztalu a index ref oznacza stala
sieciowa odniesienia. Ze wzgledow natury matematycznej przy rozwazaniu fizycznej de-
formacji tego typu struktur uwzgledniamy jedynie te efekty fizyczne, ktére maja znaczacy
wplyw na zachowanie sie struktury w danym przypadku obciagzenia. I tak w przypadku
deformacji ciata jednorodnego mozemy przyjacé, ze energia odksztalcenia zalezy jedynie
od stanu odksztatcenia tegoz ciata i temperatury, dodatkowo przyjecie zatozenia quasista-
tycznosci deformacji skutkuje wytaczeniem temperatury jako parametru termodynamicz-
nego. W przypadku zdefektowanej heterostruktury konieczne jest uwzglednienie zmien-
nosci sktadu chemicznego struktury i gestosci dyslokacji (w ogolnosci defektow) pojawia-
jacych sie zwykle na interfejsie rozgraniczajacym dwa rézne materialy jako parametrow
termodynamicznych. Kiedy cialo znajduje sie pod wplywem pola elektromagnetycznego
konieczne bedzie uwzglednienie tychze pol, zwlaszcza gdy cialo zbudowane jest z kryszta-
léw o symetrii heksagonalnej (wurcyt), ktora charakteryzuje sie wystepowaniem silnego
efektu piezoelektrycznego.

W przypadku quasistatycznej, izotermicznej sprezystej deformacji heterostruktury funkcje
wtasciwej energii odksztatcenia 1) mozemy wyrazi¢ jako funkcje odksztalcenia lagranzow-
skiego:

v =€), (3.12)

stad po wykorzystaniu tej zaleznodci w bilansie energii (2.12) (proces adiabatyczny - brak
zewnetrznych zrodet ciepla) otrzymamy:

pggzézazd. (3.13)

Mozna dowies¢, zob. Hill (1970), ze pochodna materialna tensora odksztalcenia Lagrange’a
€ ma postac: S
€ =A:(R"dR), (3.14)

gdzie, tensor skalujacy A, walencji cztery, roztozony w bazie wektoréw wtasnych u, ten-
sora rozciggniecia U jest reprezentowany przez nastepujace niezerowe sktadowe:

5[¢]U]f/(U[) dla Uy = uy oraz I = J,

Arry = Ay = Ay = % drjurf'(uy) dla uy = uy oraz I # J, (3.15)
uesllu) J)l dla g # u,
I J

gdzie, f'(u) = Lu
u=urs

przedstawil Scheidler (1991), potwierdzone pdzniej przez wielu innych autoréw. Dla loga-

, zob. Ogden (1984). Szczegdtowe wyprowadzenie wzoru (3.15)
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rytmicznej miary odksztatcenia sktadowe tensora A przyjmujg postac:

6[] d1a§]:€J0raZI:J,
A\[J[J = %5]] dla é\[ = é\J oraz [ 7é J, (316)
2er—2) — dla gy # &y,

eéI_éJ —eéJ_éI

Zaleznos¢ (3.14) odnotowal Hill (1970), ale termodynamiczne konsekwencje tej relacji
wplywajgce na naprezenie w materiatach anizotropowych zostaly pominiete poprzez za-
stosowanie rozktadu addytywnego:

d

7 € = R'dR + O(E?), (3.17)
gdzie, O(E?) w przedziale 0.75 < :\\— < 1.25 jest pomijana jako czlon wyzszego rzedu,

zob. Rice (1975), Hill (1978). Podstawiajac pochodna materialng tensora odksztalcenia
Lagrange’a w postaci (3.14) do bilansu energii (3.13) otrzymamy:

Oy

g (p a—g) A (R"dR) -0 :d =0, (3.18)

Powyzsza relacja musi by¢ spetniona dla dowolnie wybranej predkosci deformacji d, stad
naprezenie Cauchy’ego o okreslone jest wzorem:

oc=R(A:)p gg)RT detF~?, (3.19)

gdzie p/p = detF~'. Uzywajac naprezenia ¢ skoniugowanego z tensorem odksztalcenia
Lagrange’a € mozemy powyzsze roOwnanie zapisa¢ w nowej postaci:

o0 =R(A :6)R” detF !, (3.20)
gdzie naprezenie skoniugowane @ jest réwne:

G =p =, (3.21)

&

por. (2.33). Przy konstruowaniu postaci funkeji opisujacej wlasciwa energie sprezysta 1
nalezy uwzgledni¢ warunek dodatniej okreslonosci stawiany na potencjal sprezysty - be-
dacy logiczng konsekwencja zalozenia istnienia stanu naturalnego. Dla dowolnego, r6znego
od zera € spelniona powinna by¢ zatem nieréwnoscé:

W > 0. (3.22)

Dla quasistatycznej, izotermicznej deformacji, dla ktorej wtasciwa energia odksztalcenia
jest funkcja lagranzowskiego tensora odksztalcenia € po przyjeciu zalozenia (3.12) w oko-
licy stanu naturalnego mozemy rozwinaé¢ v w szereg potegowy:

171

~ ~ijkl ~ =~ ]'Ai'mn/\’\/\
Y(E) = 5l € g Sk g C IR B B Bt | (3.23)
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gdzie ¢ kL § C Wkmn oynaczaja stale sztywnosei, odpowiednio drugiego i trzeciego rzedu,
wyznaczone dla danej miary odksztalcenia ™. Uwzgledniajac w rozwazaniach jedynie
pierwszy wyraz rozwiniecia i odrzucajac wyrazy rzedow wyzszych otrzymamy funkcje
wlasciwej energii odksztatcenia ¢ materiatu hipersprezystego w postaci:

b= E:ciE (3.24)

=-—E:C:E. .
2

Przeprowadzajac przepisane w réownaniu (3.21) rézniczkowanie otrzymujemy zaleznosé
konstytutywna taczaca skoniugowane naprezenie z odksztatceniem:

g ) g
69 =p — =¢M g, (3.25)
88@‘

1

Wykorzystujac tensor podatnosci materialu 8 = ¢~ mozemy zapisa¢ zaleznosé¢ odwrotna:

Okl - (326)

Wstawiajac zaleznosé (3.25) do réwnania (3.20) otrzymamy wyrazenie na naprezenia Cau-
chy’ego: .
o =R(A:¢:&)R" detF". (3.27)

Tensor naprezenia Kirchhoffa 7 opisujacy stan naprezenia przeskalowany do konfiguracji
odniesienia jest réwny:

T =0detF =R(A :¢:&)R”. (3.28)

Zalezno$¢ powyzsza, wyrazona za pomocy wielkosci w konfiguracji aktualnej ma postac:

T=A:c:¢€, (3.29)
gdzie:
Aijij = Rz‘IRjJ A\IJIJa (3.30)
Cklmn — RkKRlLRmMRnN 6 KLMN’ (331)
Eij = RiIRjJ €L (3.32)

Zaleznos¢ konstytutywna (3.25) zaktada zalezno$é pomiedzy tensorem naprezenia i od-
ksztatcenia. W tym przypadku mozemy moéwi¢ o zaleznosci liniowej, por. Rychlewski
(1969). Z warunku symetrii tensorow & i € oraz symetrii wyrazenia na energie (3.24)
wynikaja pewne matematyczne ograniczenia narzucone na skltadowe tensora sztywnosci
¢. Macierz reprezentacji tensora ¢ — ¢ “* musi spelnia¢ nastepujace warunki symetrii:

¢ igkl _ ¢ Jikl _ ¢ ijlk ¢ klw’ (333)

Z powyzszych relacji symetrii wynika, ze spo$rod wszystkich - 81 sktadowych tensora
czwartego rzedu € jedynie 21 jest istotnie réznych i tyle wystarczy do opisu catkowitej
anizotropii sprezystej materiatu.
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W przypadku koniecznosci matematycznego ujecia fizykalnej nieliniowosci materiatu hi-
persprezystego, np. po to by uwzgledni¢ zmiane sztywnosci materiatu w trakcie procesu
deformacji uwzgledniamy wyrazy wyzszych rzedow wystepujace w rozwinieciu (3.23). Po
odrzuceniu wyrazow szeregu stopnia wyzszego niz trzeci funkcja 1 materiatu hiperspre-
zystego ma postac:
_ 1 ~ijkl =~ 1 Cn]klmn = 3.34
V= 2—pc Eij 8kl+67p Eij €kl Emn- (3.34)
Po wykonaniu przepisanego rownaniem (3.21) rézniczkowania rownania (3.34) otrzymu-
jemy zalezno$¢ konstytutywna postaci:

. . 1 ~ ..
6 =c M g+ 5 C igktmn 20 s (3.35)
a roOwnanie opisujace naprezenia Cauchy’ego przyjmie postaé:
~ R R 1~ B
045 = RZ'I A[JKL(C KLM,N&“MN + 50 KLMNOP&“]V[NEIOP) RjJ detF 1. (336)

Znajac postac funkeji 1 (3.24) oraz (3.34) mozemy teraz, korzystajac z warunku dodatniej
jej okreslonosci ((3.22)), zapisac, ze:

cM g e > 0, oraz €M g g+ C UMM gy By By > 0, (3.37)
Drzieki temu, ze predkosé¢ rozchodzenia si¢ fal ultradzwiekowych w materialach zalezy od
ich chwilowej sztywnosci dysponujemy wygodnag metoda eksperymentalnego wyznaczania
wystepujacych w powyzszych rownaniach statych sztywnosci trzeciego rzedu. Dodatkowo
w ostatnich latach, dzieki rozwojowi metod obliczeniowych bazujacych na metodach ab
initio (np. srodowisko obliczeniowe CASTEP) mozliwe stalo sie rowniez analityczne wy-
znaczenie statych sztywnosci trzeciego rzedu, zobacz prace np. Kato i Hama (1994), Wright
(1997), Lepkowski i Majewski (2004).
W przypadku gdy postugujemy sie dwiemia réznymi miarami odksztalcenia, ktore jedno-
znacznie opisane s poprzez parametr miary odksztalcenia m i m’:

1 1 /
€=—(U"—-1), oraz & =—(U™ —1), 3.38
—(UT 1), oz &= (U™ - 1) (339
mozemy wyznaczy¢ funkcje opisujaca zaleznosé jednej miary odksztalcenia od drugiej
poprzez tensor rozciagniecia U:

P 1 m
6(6/) = [(m'? + 1) S — 1}1.1Z X u;. (339)
m
Po podstawieniu powyzszego wzoru do (3.23) otrzymamy posta¢ wlasciwej energii spre-
zystej bedace] funkch miary odksztalcenia z paramterem m’:
~(a ~ 1 m m
V(EE)) = A{ ¢ M5 (m'&; + 1) — 1] ('8 + 1)n — 1] (3.40)
1

A ijklmn 1 m m m
+5¢ M (& + 1) — 1] [(mE + Do —1] [(m'&),, + 1)w — 1] + .},
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Stale sztywnosci: drugiego ¢’ i trzeciego rzedu C’ materialu hipersprezystego sa odpo-
wiednio druga i trzecig pochodng funkcji energii sprezystej v wzgledem odksztatcenia

g':
o PPVEE) o POUEE)
2! (0g")? 3l (g3
Wyznaczmy kolejne pochodne energii sprezystej w postaci (3.40) wedlug wzorow (3.41).
Korzystajac z wzoréw na pochodng tensorowej funkcji izotropowej wzgledem symetrycz-
nego tensora drugiego rzedu, zob. Ogden (1984) otrzymamy odpowiednio, ze stale sztyw-
noéci drugiego rzedu nie zalezg od wyboru miary odksztalcenia:

(3.41)

¢ =c¢,

za$ state trzeciego rzedu wraz ze zmiang miary odksztalcenia zmieniaja sie wedlug na-
stepujacych zaleznosci (dla krysztalu o symetrii blendy cynkowej - krysztal kubiczny,
majacego 6 niezaleznych stalych sztywnodci trzeciego rzedu):

Ctiy = Chut + 3(m — m)en; Cliy = Ciia + (m — m/)ér;

~ ~ N . 1 R
N ~ 1 R R ~ ~ R 3 R
Clss = Ciss + Z(m —m') |11 + Cia + 4Cu ; 456 = Case + Z(m —m')Cua.

por. Dtuzewski (2000). Krysztaty o symetrii heksagonalnej charakteryzuja sie odmienna
budowg komorki elementarnej dlatego tez, posiadaja inng liczbe niezaleznych statych
sztywnosci drugiego jak i trzeciego rzedu. Dodatkowo jedna z niezaleznych stalych sztyw-
noséci w krysztale kubicznym przestaje by¢ niezalezna dla krysztalu heksagonalnego:

1~ N
C 456 __ 5(0 155 C 144). (344)
Korzystajac z podobnego schematu obliczeniowego autor rozprawy otrzymal dalsze (w

stosunku do krysztalu kubicznego) wzory opisujace zmiane niezaleznych statych sztywno-
Sci trzeciego rzedu krysztalu o symetrii wurcytu przy zmianie miary odksztalcenia:

é/ 113 _ é 113 + (m . m/)/c\ 13; 61/ 133 _ 61 133 + (m _ m/)a 13;
CA«/ 222 _ é 222 + 3(m . m')5 11; 64/ 333 _ é 333 + 3(m _ m')5 33; (3'45)
C\r/ 344 :61344+i(m_m/) 613+533+2544 )

Wedlug aktualnej wiedzy autora, wzory (3.45) przedstawione zostaly po raz pierwszy.
State sztywnosci wyznaczane sa zwykle dla prawa konstytutywnego taczacego drugi ten-
sor Pioli-Kirchhoffa - S z tensorem odksztatcenia Greena - E?) (m = 2), zob. prace m. in.
Huntington (1958), Brugger (1964), Thurston (1964), Hiki i Granato (1966), Walker i in.
(1985), dlatego tez przy korzystaniu z innej miary odksztalcenia nalezy przeliczy¢ state
sztywnosci wystepujace we wzorach (3.34)-(3.37) do uzywanej aktualnie miary odksztal-
cenia zgodnie z powyzszymi wzorami.

Doktadniejsza analize metodyki przeliczania statych sztywnoSci przy zmianie miary od-
ksztatcenia zamieszczono w dodatku A niniejszej pracy.
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3.2 Stale sztywnosci

Analizujac zachowanie ciata pod dowolnie wybranym obcigzeniem mozna tak dobraé przy-
padek obciazenia, ze stan naprezenia nie zmienia sie w trakcie ruchu ciata. Stad wazng
kwestig do rozwazenia przy konstruowaniu zwigzku konstytutywnego jest metoda ujecia
symetrii materiatu oraz wykorzystanie jej do ograniczenia ilosci statych materialowych
opisujacych sprezyste zachowanie sie ciata. Krysztaly stanowig tutaj doskonaly przed-
miot badan ze wzgledu na S$cisle zdefiniowana budowe wewnetrzna, ktorej cechy cha-
rakterystyczne znajduja swoje odzwierciedlenie w postaci tensoréw stalych sztywnosci
c i podatno$ci s opisujgcych anizotropowe wilasciwosci materiatu. Ciata bezpostaciowe
(np. szklo, stopiona i ochtodzona krzemionka, tworzywa sztuczne) to substancje, ktorych
atomy, czasteczki lub jony nie sg rozmieszczone w regularnej sieci przestrzennej, a o ich
polozeniu decyduje przypadek. Substancje te, okre$lone czesto jako ciecze przechtodzone o
duzej lepkosci wykazuja niektore cechy charakterystyczne dla ciat stalych, takie jak twar-
do$¢ czy zdolno$é¢ zachowywania swego ksztaltu ale najtatwiej dostrzegalng cecha fizyczna
odrozniajaca ciato bezpostaciowe od krystalicznego jest brak $cisle okreélonej temperatury
topienia. Ciala bezpostaciowe ogrzewane miekng i rozptywaja sie stopniowo wraz ze wzro-
stem temperaury podczas gdy ciala krystaliczne topia sie w Scisle okreslonej temperaturze.
Ze wzgledu na przypadkowos$¢ budowy molekularnej ciata bezpostaciowe sg zwykle izotro-
powe co oznacza, ze wykazuja one we wszystkich kierunkach identyczna sztywnosé, wy-
trzymalo$¢ mechaniczna, rozszerzalno$é cieplna, przewodnictwo elektryczne, itp. Krysz-
taty wykazuja w Scisle okreslonych kierunkach przestrzeni regularne i powtarzajace sie pe-
riodycznie kombinacje atoméw tworzacych sie¢ krystaliczng. Dzieki swej uporzadkowanej
strukturze komoérka elementarna krysztalu przyjmuje ksztatt wielo$cianu prawidtowego, o
ptaskich Scianach. Rezultatem przestrzennej budowy komorki elementarnej krysztatu jest
fakt, ze wiekszos¢ krysztalow wykazuje roézne wtasciwosci fizyczne w réznych kierunkach.
Te ceche krysztaléw nazywamy anizotropig wiasciwosci fizycznych. Aby poprawnie opi-
sa¢ budowe wewnetrzna krysztatu, wystarczy okresli¢ konfiguracje najprostszego elementu
przestrzennego tworzacego krysztal - komorki elementarnej, ktorej wielokrotne powielenie
tworzy idealny makroskopowy monokrysztat. Wielkosé¢ i geometria komorki elementarne;j
opisane sg dlugoscig trzech jej krawedzi a, b, ¢ i trzema katami «, (3, v miedzy tymi
krawedziami. Komorki elementarne krysztatu wykazuja symetrie, ktére wplywaja na wta-
Sciwosci fizyczne krysztatu, m.in. na wtasciwosci sprezyste, redukujac liczbe niezaleznych
stalych sztywnosci ¢ (ci;) potrzebnych do opisu sprezystego zachowania sie krysztatu.
Symetri¢ krysztalow mozna analizowaé ze wzgledu na:

e Srodek symetrii,
e plaszczyzne symetrii,

e plaszczyzne obrotu,

n-krotna o$ obrotu,

n-krotna o§ srubowa,
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e n-krotng o§ invers;ji.

Sprawdzenie wszystkich mozliwych kombinacji daje w wyniku 230 grup przestrzennych
symetrii krysztalu. Sprawdzajac wspomniane grupy przstrzenne pod katem symetrii w
otoczeniu punktu sieci mozna wykazaé, ze istnieja jedynie 32 klasy krystalograficzne cha-
rakteryzujace makroskopowe elementy symetrii i orientacje Scian krysztatu, zob. Teodosiu
(1982). Wspomniane 32 klasy krystalograficzne zgrupowane zostaly w 7 grup, na ktore
sktada sie jedenascie uktadéw krystalograficznych zawierajacych krysztaly posiadajace
pewne cechy wspolne. Nalezg do nich:

e uklad regularny (kubiczny) - cztery osie trojkatne utozone jak przekatne w szescianie

a=b=c¢c, a=0=vy=90°
e uktad rombowy - trzy wzajemnie prostopadte osie dwukrotne
a#b#c, a=0F=vy=90°
e uklad jednoskosny - jedna o$ dwukrotna
a#b#c, a=v=90°#0
e uktad trygonalny - jedna o$ trzykrotna
a=b#c, a=0=90° -~=120°
e uktad tetragonalny - jedna oS czterokrotna
a=b#c, a=p=vy=090°
e uklad heksagonalny - jedna o$ szeSciokrotna
a=b#c, a=0(=90° ~=120°
e uktad trojskosny - o$ jednokrotna

aFbFc, aFfFy

Komorke elementarna, a zatem i sie¢ przestrzenng z niej zbudowang, w ktorej atomy leza
tylko w narozach komorki okresla sie jako prosta. W takich sieciach komoérka elementarna
zawiera Srednio tylko jeden atom, poniewaz kazdy z 8-miu naroznych atomoéw w jedna-
kowej mierze nalezy do o$miu sasiadujacych komoérek elementarnych, ktore sie w tym
punkcie stykaja. Dalsze atomy w innych typach komoérek elementarnych, poza narozami,
moga znajdowac¢ sie m.in. na Srodkach Scian i w Srodku objetosci komorki elementarnej.
Takie sieci nazywane sa odpowiednio ptasko i przestrzennie centrowanymi. Zbior 14 moz-
liwych kombinacji prostych, ptasko i przestrzennie centrowanych sieci krysztalu nazywa
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sie sieciami translacyjnymi lub sieciami Bravais’go.

Kazdy krysztal posiada charakterystyczng dla siebie symetrie struktury, na ktorej bazuje
anizotropowa sprezystosé. Krysztaly nalezace do tej samej grupy charakteryzuja sie po-
dobnymi makroskopowymi wlasciwoéciami sprezystymi. Sposrod wielu typow krysztatow
krysztaly o symetrii kubicznej posiadaja najwyzszy mozliwy stopien symetrii, tréjkli-
niczne za$ najnizsza. Wlasciwosci sprezyste tych krysztalow, przy zalozeniu liniowego
prawa konstytutywnego, opisuja odpowiednio 3 i 21 niezaleznych statych sztywnosci, zob.
tab. (3.2). Pomiedzy tymi dwoma typami krysztatow lokuja sie krysztaly, np. o syme-
trii heksagonalnej, ktorym do opisu wtasciwosci sprezystych potrzeba 5-ciu niezaleznych
stalych sztywnosci. Jak juz wezesniej pokazano (2.25) do opisu sprezystych wlasciwosci
materialow izotropowych potrzeba jedynie 2-ch statych. Jesli méwimy o izotropowym ma-
teriale na poziomie nanometrycznym mamy zwykle na mysli materialy amorficzne, ktore
nie wykazuja uporzadkowania struktury lub klaster przypadkowo zorientowanych poli-
krysztatow. Typ symetrii materiatu, ktéry charakteryzuje np. metale z tekstura, tkanki
biologiczne jest zwykle trudny do okreslenia ze wzgledu na duza przypadkowos¢ tych struk-
tur. Cheac okresli¢ stalte sztywnosci dla takiego materiatu, ze wzgledu na duza liczbe nie-
zaleznych paramterow materialowych w ogélnym przypadku, ustalana jest zwykle przybli-
zona repezentacja takiego materialu z ustalong wczesniej dopuszczalng tolerancja. Innym
powaznym problemem czesto wystepujacym w praktyce inzynierskiej jest dobor odpowied-
nich wartosci statych sztywnosci charakterystycznych dla wyzszej symetrii a opisujacego
wlasciwosci sprezyste materialu o nizszej symetrii. Stosowane w tym przypadku jest po-
dejécie aproksymacji stalych sztywnosci - Voigta (1910), Reussa (1929) lub Scattergooda
i Bacona (1974). Przykladem moga by¢ rozwazania nad warunkami aproksymacji sta-
lych sztywnosci materiatu o symetrii trojklinicznej i ortotropowej w pracach Hilla (1952)
oraz Cowina i in. (1999). Wykorzystujac analizowane anizotropowe wlasciwosci kryszta-
tow mozemy skutecznie ograniczy¢ ilosé¢ stalych materiatlowych koniecznych do ich opisu
wlasgciwosci sprezystych krysztalow opisywanych przez tensor stalych sztywnosci ¢, zob.
Rychlewski (1995), Teodosiu (1982), Sutcliffe (1992).

Z matematycznych rozwazan nad hiperspezystym zachowaniem krysztatu oraz ze wzgledu
na fakt nieujemnosci potencjatu sprezystego (3.22) wynika, ze wartosé stalych sztywnosci
nie moze by¢ dowolna. Przykladowo dla krysztalu nalezacego do klasy regularnej stale
sztywnosci powinny spetnia¢ warunek:

c11 + 2¢19 > 0, C11 > ‘612|, Cqq4 > 0, (353)
a dla krysztalu heksagonalnego:
(c11 + cr2)ess > 213, e > |eia|,  caa > 0. (3.54)

Reprezentacja tensorow naprezenia i odksztalcenia w normalnej postaci jest macierza
kwadratowa 3 x 3. Mozemy je jednak potraktowaé¢ jako dziwieciowymiarowe wektory
postaci:

€= {811,8227533,523,613,612,632,5317621}; (3-55)

dla odksztalcenia. W tej notacji reprezentacja tensora statych sztywnosci ma posta¢ ma-
cierzy 9 x 9. Poniewaz naprezenie i odksztatcenie sg tensorami symetrycznymi wiec 3 z
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‘ izotropia ‘ regularny ‘ heksagonalny ‘ tetragonalny ‘ rombowy ‘jednoskoény ‘ trygonalny ‘

cin | A+ 2u 11 11 11 11 11 11
C12 A 12 12 12 12 12 12
c13 A 12 13 13 13 13 13
Cl4 0 0 0 0 0 0 14
c13 0 0 0 0 0 0 15
C16 0 0 0 0 0 16 16
Con | A+ 2u 11 11 11 22 22 22
Co3 A 12 13 13 23 23 23
Cos 0 0 0 0 0 0 24
Cos 0 0 0 0 0 0 25
Cag 0 0 0 0 0 26 26
ca3 | A+ 2u 11 33 33 33 33 33
C34 0 0 0 0 0 0 34
C35 0 0 0 0 0 0 35
C36 0 0 0 0 0 36 36
Cas m 44 44 44 44 44 44
Cas 0 0 0 0 0 45 45
C46 0 0 0 0 0 0 46
Cs5 [ 44 44 44 55 55 55
Cs6 0 0 0 0 0 0 56
Cet " 44 +(11-12) 66 66 66 66

2 3 5 6 9 13 21

Tablica 3.2: Niezalezne stale sztywnosci dla r6znych klas symetrii krysztatu.

9-ciu wartosci wlasnych tensora sztywnosci, zapisanego w takiej postaci, sa réwne zero.
Pozostale 6 wartosci wlasnych, ze wzgledu na dodatniag okreslono$¢ tensora sztywnosci, sa
rzeczywiste i dodatnie. Korzystamy z rozktadu spektralnego tensora statych sztywnosci,
zob. np. Rychlewski (1983), Sutcliffe (1992) i mozemy zapisac:

c=xwiow + pwliow! + .+ 0w ow + v w ! owl, (3.56)

gdzie \; jest i-tym modulem sztywnosci a tensor w' - i-tym sprezystym stanem wlasnym.
Dla przyktadu krysztaly o symetrii kubicznej posiadaja trzy niezalezne stany wtasne o
wartosciach:

M =ci1+2c2, X=X =A=c1—c, A =X=2cu. (3.57)

Wektory wtasne dla tych stanéw majg nastepujaca postac:

100
wi=-—|010|; (3.58)
001
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L [o1o L [oo L [000
Wo=-—|100|, ws=—[000]|, wa=—|00 1]; (359
V210 0 0 V211 00 V210 10
L [-1 0o L [1 000
ws=-——| 0 -1 0|, ws=-—=]0 —1 0]. (3.60)
V6l g o 9 V210 0 0

Krysztaly o symetrii heksagonalnej posiadaja cztery niezalezne stany wlasne o warto-
Sciach:
)\1, )\2, /\3 = )\4, )\5 - )\6' (361)

Wektory wtasne dla tych stanéw maja postac:

000 L [1oo
wi=k [000|+—=]010]|; (3.62)
(0 0 1 ﬂ_ooo_
[000] , [100]
wo=ks [0 0 0|—-——=1]010]|; (3.63)
_001_‘ﬂ_000_
L [-1 00 L foto
V2 0 0 0 V219 0 0
L [oo0 1 L [oo0o0
ws=-—1000|, wg=-—[00 1]. (3.65)
TV2ZI g V2 o1 0

W poczatkowym okresie rozwoju nowoczesnej teorii sprezystosci Navier, Poisson, Cauchy
oraz wielu innych zaktadato, ze cialo sprezyste ma budowe molekularna, zob. Todhunter
(1960), stad przyjecie odpowiedniego typu oddzialywarn pomiedzy molekutami tworzacymi
ciato pozwala wyznaczy¢ dodatkowe 6 zaleznosci pomiedzy 21 niezaleznymi sktadowymi
tensora sztywnosci opisujacego cialo anizotropowe, zob. Cauchy (1830). Dzi§ zaleznosci te
zwane s3 zwiazkami Cauchy’ego, a podejscie zaktadajace stusznosé zwigzkéw Cauchy’ego
i wymagajace do kompletnego opisu ciata anizotropowego jedynie 15-tu niezaleznych sta-
tych sztywnosci zwana jest teoria rari-constant. Za Schoutenem (1989), mozemy zwiazki
te zapisac:

KL — ik, ik kil (3.66)

gdzie (-) oznacza catkowita symetrie tensora stalych sztywnosci ¢ po dowolej parze in-
deksow. Dla odroznienia teoria uzywajaca 21 niezaleznych stalych sztywnosci zwana jest
teoria multi-constant. Wyniki teoretycznych rozwazan nad wzajemnym oddziatywaniem
pomiedzy atomami lub molekutami, zob. Leibfried (1955) dotyczacymi prostych krysz-
talow, gdzie mozna stosowaé podejscie sit centralnych, np. s6l kuchenna NaCl dowodzi,
ze zwiazki Cauchy’ego dla tych krysztalow sa spelnione. W ogo6lnym przypadku, zwlasz-
cza dla krysztalow o bardziej skomplikowanym sktadzie chemicznym i budowie, zwiazki
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Cauchy’ego nie sg spelnione, zob. Haussiihl (1967). Dla przypadku izotropii spetnienie
zwiazkow Cauchy’ego prowadzi do warunku A\ = p co dla wiekszosci izotropowych mate-
riatlow spezystych nie jest spelnione, zob. Hehl i Itin (2002). Sama informacja o spetnianiu
lub nie zwiazkéw Cauchy’ego moze by¢ wazna wskazowka na temat mozliwosci stosowania
takiego czy innego modelu oddzialywan molekularnych do opisu danego krysztahu.



Rozdzial 4

Metoda elementow skonczonych

Korzenie metody elementow skonczonych (MES) siegaja lat 40-tych ubieglego wieku.
Pierwsze wysiltki przy tworzeniu podstaw teoretycznych metody skupiaty sie na popra-
wieniu algorytmoéow w celu osiggniecia zadowalajacej zbieznosci, dobrej doktadnosci i wy-
sokiej sprawnosci, zob. rys historyczny metody w pracach Johnsona (1987), Zienkiewicza
(1994), Huebnera (1995). Jednoczesnie z rozwojem metody elementéw skonczonych rosta
ztozonosé i wielkosé rozwigzywanych zadan m.in. zagadnien brzegowych mechaniki kon-
tinuum. Sledzac trendy w aktualnej literaturze tego tematu oczywistym staje sie fakt, ze
metoda elementdéw skonczonych na state znalazta swoje miejsce jako wiarygodne narzedzie
w praktyce inzynierskiej. MES jest dzi$ efektywnym narzedziem rozwiazywania ztozonych
uktadow rownan rézniczkowych budowanych przez aparat mechaniki kontinuum. Rozwo-
jowi tej metody towarzyszy poglebianie wiedzy na temat wzajemnych relacji pomiedzy
modelem teoretycznym, dyskretyzacjg a wynikami rozwigzania. Za pomoca metody ele-
mentoéw skoniczonych rozwigzywane sa liniowe jak i nieliniowe uktady rownan, zob. Simo i
Taylor (1984), uwzgledniane sa wiezy kinematyczne, zob. Engelman i in. (1982), nastepuje
rozw0] w kierunku wykorzystania przetwarzania rownolegtego a wszystko to ma na celu
rozwigzywanie coraz to wiekszych, bardziej ztozonych probleméw z jednoczesnym zwiek-
szeniem dokladnosci, nawet w przypadkach ktore do tej pory pozwalaly jedynie na analize
jakosciows. Jednym z kierunkéw, na ktory aktualnie ktadziony jest wielki nacisk jest do-
ktadniejsza analiza struktury wewnetrznej materiatu i zdefiniowanie wtagciwosci materiatu
na poziomie mikro. Jeszcze innym kierunkiem rozwoju metody elementéw skonczonych
jest polaczenie proceséw projektowania i wytwarzania urzadzen (CAD/CAM) usprawnia-
jace procesy technologiczne. Oczekiwania co do MES sa ogromne, czego przykltadem moze
by¢ rozwdj narzedzi obliczeniowych zwigzanych z plastycznoscia, tarciem, przeptywem cie-
pta i dyfuzja, zob. Chenot i in. (1992), Shen i Dawson (1995), Teodosiou (1997), Huetink i
Baaijens (1998), Dawson (2000). Pojawily sie modele uwgledniajace strukture wewnetrzna
materiatu przy modelowaniu makroskopowego zachowania ciata, jak rowniez przewidujace
ewolucje struktury. Mozliwe jest uwzglednienie dendrytéw, granic ziarn, dyslokacji i ich
struktury, pustek czy tez inkluzji. Obecne wysitki skierowane sa na rozw6j metod la-
czacych strukture wewnetrzng materiatu z makroskopowym zachowaniem ciata. Zakres
mozliwej do uwzglednienia struktury materialu rozciaga sie od poziomu atomoéw az do
makroskopowych wymiaréw ciata czyli kilka pozioméw wymiaréw charakterystycznych.
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Celem tych zabiegéw jest stworzenie i rozw6j narzedzia obliczeniowego tzw. multiscale
modeling, ktory opisywatby makroskopowo zachowanie materiatu poprzez konsekwentny
opis materiatu na réznych poziomach wymiaréw. Idac od najmniejszej czastki materii
- atomu, poprzez informacje o ich utozeniu w pojedyricze krysztaty, kolumny atomowe,
poszczegblne fazy materiatu docierajac az do makroskopowych wymiaréow ciata. Reak-
cja materialu w mikroskali uéredniana jest zwykle do mezoskali by daé¢ opis materiatu
na tym i wyzszych poziomach, podczas gdy kinematyka jest "przenoszona"w odwrotnym
kierunku - na nizszy poziom wymiarowy. Modele takie powinny uwzglednia¢ defekty struk-
tury oraz ich orientacje przestrzenna. Defekty struktury wyzszego poziomu moga, choé
nie musza naktada¢ sie na defekty nizszego poziomu, np. granice ziarn moga naktadaé sie
na wakansy i dyslokacje. Kierunki rozwoju, formalizm i konwencje jak dotad jeszcze nie
okrzepty. Czes¢ koncepcji, zwlaszcza w mikroskali jest czysto intuicyjna, dlatego tez pre-
cyzyja w terminologii potrzebna jest aby Scislej powigza¢ rozne metodologie stosowane na
roznych poziomach modelowania, zob. Dawson (2000). Jakkolwiek warto nadmienié, ze na
dzien dzisiejszy dopracowane modele mechaniki kontinuum pozwalajg modelowaé obszary
zawierajacg tysiace komorek elementarnych krysztalu wraz z granicami ziarn. Obszar ten
jednak, ciggle jest znaczaco wiekszy w poréwnaniu z mozliwosciami metod dyskretnych,
ktore umozliwiaja modelowanie obszaréw poréwnywalnych z dtugosciag wektora Burgersa
dyslokacji. W tym obszarze (tzn. makro i mezoskali) MES oparty na modelach mechaniki
kontinuum ma niewatpliwa przewage nad modelami dyskretnymi, ktore ograniczone sa do
stosunkowo niewielkich obszaréw struktury. Silnym bodZcem rozwoju metod numerycz-
nych jest konieczno$¢ przezwyciezenia barier prostych, choé¢ na pewnym etapie oczekiwan
doskonale spelniajacych swoje zadanie, makroskopowych teorii. Pierwsze podejscie do
tematu modelowania numerycznego struktury ograniczone byto do teorii geometrycznie
i fizykalnie liniowych, stopniowy wzrost ztozonosci sformulowan usuwa to ograniczenie.
Dzi§ wyzwaniem staje sie poprawny opis anizotropowych wlasciwosci materiatu czy jego
silnie nieliniowego zachowania sie przy duzych deformacjach.

Metoda elementoéw skonczonych znalazta dzis§ wiele roznorodnych zastosowan w wielu ga-
teziach przemystu. Jest stosowana wszedzie tam, gdzie modelowanie zachodzacego procesu
spelnia niezwykle wazng role, jak np. w przypadku obrobki plastycznej metali gdzie sy-
mulacje numeryczne pozwalaja przewidzie¢ zachowanie materialu w trakcie formowania.
Dzieki temu jestesmy w stanie tak prowadzi¢ proces deformacji plastycznej aby unikac
uszkodzenn materiatu. Innym przyktadem moze byé¢ modelowanie niezwykle wolno zacho-
dzacych procesow, jak np. migracja pustek, inicjacja peknie¢ zmeczeniowych i wiele in-
nych. Jeszcze innym problemem gdzie MES znajduje zastosowanie jest modelowanie umoc-
nienia plastycznego materialow gdzie rozktad i ilos¢ dyslokacji odgrywa gtéwna role. Do-
ktadny opis przestrzennego rozktadu dyslokacji tworzacych $ciany czy bariery, w stosunku
do usrednionej gestosci dyslokacji daje w efekcie lepszy opis umocnienia materiatu. Metoda
elementow skoriczonych obok metod dynamiki molekularnej przyjeta sie jako narzedzie do
wyznaczania naprezen residualnych w samonaprezonych heterostrukturach potprzewodni-
kowych. Dzieki szerokiej dostepnosci i elastycznosci pakietéw komercyjnych MES stanowi
doskonale narzedzie do rozwiazywania probleméw ze skomplikowana geometrig i warun-
kami brzegowymi. Zdecydowana wiekszos¢ obliczenn samonaprezonych heterostruktur nie
uwzglednia nieliniowosci geometrycznej i fizycznej charakterystycznej dla krysztatow. O
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ile ujecie nieliniowoéci fizycznej ze wzgledu na duza rozbieznosé¢ w danych eksperymental-
nych mozna przyja¢ za usprawiedliwione wzgledami natury technicznej o tyle pomijanie
nieliniowosci geometrycznej w przypadku wyznaczania naprezen i konfiguracji rownowa-
gowej dyslokacji w heterostrukturach epitaksjalnych stanowi wg autora zbyt daleko idace
uproszczenie modelu, zob. Hu (1997), Van Mieghiem iin. (1994), Jain iin. (1995), Schwarz
i Chidambarrao (1999), Zang i Bower (1999). Niemniej jednak, podejscie takie jest po-
wszechne i stanowi uzyteczne technologicznie rozwigzanie.

Przy opracowywaniu modelu numerycznego krysztatu nalezy pamieta¢ o tym, ze za po-
mocg elementéow skonczonych modelujemy material o wymiarach charakterystycznych
znacznie mniejszych niz wymiar pojedynczego elementu skonczonego. Dlatego tez, nalezy
zachowaé daleko idacg ostrozno$¢ przy uwzglednianiu struktury wewnetrznej materiatu
przy opisie zjawisk, takich jak warstwy z wtraceniami czy w okolicach krawedzi pekniecia,
zob. Cuitino i Ortiz (1992), Ortiz (1996), dodatkowo zapewniajac poprawnosé¢ rozwiaza-
nia numerycznego, zob. Hutchinson (1976), Berveiller i Zaoui (1978), Prantil i in. (1995),
Barton i in. (1999). Wysokie wymagania sprzetowe i dtugi czas obliczeri na razie mocno
ograniczaja mozliwosci takiego podejécia.

Metoda elementow skoniczonych uzyta do komputerowej symulacji duzych deformacji spre-
zystych powinna spetnia¢ kilka fundamentalnych zalozen. Réwnania konstytutywne po-
winny zapewnia¢ zachowawczo$¢ energii dla dowolnie wybranego zamknietego cyklu spre-
zystej deformacji. Wiele modeli konstytutywnych uwzglednia zmiany konfiguracji ale igno-
ruje ta podstawowa zasade, por. modele hiposprezyste. Uzywajac wspomnianych modeli
do symulacji procesow zachodzacych na zamknietych petlach deformacji otrzymamy nic
wiecej jak perpetuum mobile produkujace lub anihilujace (w zaleznosci od kierunku cy-
klu obciazenia) energie. Aby uniknaé¢ tak nierzeczywistego zachowania modeli materiatu
sprezystego mozna zastosowa¢ model hipersprezysty oparty na zatozeniu istnienia poten-
cjatlu sprezystego opisujacego wilasciwa energie odksztalcenia, zmagazynowana podczas
deformacji.

4.1 Podstawy algorytmu MES

Wykorzystywany w pracy algorytm MES oparty jest na catkowaniu lokalnej postaci row-
nania rownowagi (2.11), w konfiguracji aktualnej:

Oij5 — 0. (41)

gdzie tensor naprezenia Cauchy’ego o jest nieliniowa funkcja przemieszczenia u, gradientu
przemieszczenia Vu oraz dystorsji sieci 8 i ich gradientu VB zwiazanych z trwalg reor-
ganizacja sieci krystalicznej. Stosujac zasade prac przygotowanych mnozymy powyzsze
rOwnanie przez przemieszczenie przygotowane du, a nastepnie catkujemy po objetosci
ciala w konfiguracji aktualne;j:

/6u dive dv = 0. (4.2)

Catkujac przez czesci otrzymujemy:

div(bu o) dv — [ V(du) o dv =0, (4.3)
J /
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po czym pierwsza z powyzszych catek objeto$ciowych zamieniamy na caltke powierzch-
niowa:
du o d(0v) — / V(éu) o dv = 0. (4.4)
v v
Wprowadzamy funkcje wagowa N* dla przemieszczenia przygotowanego, ktora okreslana
jest lokalnie dla kazdego elementu z osobna:

Su = N"; su', (4.5)

gdzie indeks ¢ oznacza numer kolejny wezta elementu skoriczonego. Mozemy zatem (4.4)
zapisa¢ w nowej postaci:
N oul o d(dv) — / V(N 6ul) ¢ dv =0, (4.6)

ov v

i wylaczy¢ przemieszczenie przygotowane spod catek:
[ N o d(ov) - [VN"o dv] Su = 0. (4.7)
ov v

Poniewaz przemieszczenie przygotowane moze przyjmowaé dowolne wartosci, zatem spet-
nienie warunku (4.7) wymaga spelnienia réwnania:

N“ o d(dv) — / VN' o dv = 0. (4.8)
ov v
Powyzszy uktad rownan zapisany jako macierzowe réwnanie algebraiczne przyjmuje po-
stac:

f =P(u), (4.9)

gdzie f oznacza wektor sit obcigzenia zewnetrznego:

fi= | Niio d(dv), (4.10)

a P(u) oznacza wektor sit wewnetrznych:
u) = /VN“Z- o dv. (4.11)

Rownanie powyzsze rozwigzujemy iteracyjnie metoda Newtona-Raphsona (NR), zob. Ra-
kowski i Kacprzyk (1993), Zienkiewicz i Taylor (1994) wykorzystujac ponizszy schemat
rozwiazania:

oP(u”) .
T(u —uY), (4.12)

gdzie pochodna czgstkowa jest macierza sztywnosci K uktadu. Macierz sztywnosci,
zwana tez macierza styczna przmeuJe postac:

P(u“t) = P(u*) +

8P( )

aP( ) _9J,YNodv 9y VNogdV 0[VNo & av
K= _ /
ou ou . o
- / VN [N A LT O gy, (113)
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Wystepujace w powyzszym réwnaniu dwie calki zwiazane z pochodnymi czastkowymi

mozemy zinterpretowaé jako cze$¢ geometryczng ZYN macierzy stycznej, ktora zalezy od

geometrii elementu skonczonego, oraz czesé konstytutywnq M zalezna od przyjetego

modelu konstytutywnego. Ze wzgledu na fakt, ze czesé mamerzy stycznej uktadu zwigzana
ze zmianami funkcji ksztaltu w porownaniu do czesci konstytutywnej nie wnosi istotnego
wktadu do globalnej macierzy stycznej oraz nie wptywa w zauwazalny sposdb na proces
zbieznosci obliczen, przyjmowana jest przyblizona macierz styczna postaci:

d(o detF) oF

Kg./UVN OF du

detF~! do. (4.14)

Rozpisujac rownanie (4.14) w postaci indeksowej oraz wykorzystujac zaleznosé:

OF';

—~ =N’ 4.15
ouk k,J ( )
otrzymamy posta¢ macierzy stycznej:
(0" detF
Ko = [ Ny 207 98F) i et v (4.16)
v ' 8FkL ’

Podstawiajac za naprezenie Cauchy’ego (3.27) i dokonujac przepisanego rownaniem (4.16)
rozniczkowania otrzymamy:

= R ;+ R A ,
9Fa, <8F“A J+ 19Fa, KL C EMN

- (9AlT - 0 our
+ Rl]RJJ (8UPI;L c KLMNgMN + AIJKL c KLMN@Z':MN) OF« f (4.17)

Otrzymana w ten sposob analityczna posta¢ pochodnej M jest ktopotliwa do imple-
mentacji numerycznej gtoéwnie za sprawg czasochtonnosci obhczen kolejnych pochodnych
czastkowych. Nalezy zwréci¢ uwage na niezwykla zlozonos¢ powyzszych formul, np. po-
chodna % jest tensorem 6-tego rzedu. Dodatkowo tak obliczong pochodna nalezy obrocic¢
z uktadu wektoréw wtlasnych tensora rozciggniecia do globalnego uktadu wspoétrzednych
probki, z ktorym zwigzany jest tensor stalych sztywnosci €. Wiaze sie to ze zmudnymi ob-
liczeniami, stad autor po analizie poréwnanawczej zbieznosci obliczen przy uzyciu pochod-
nej analitycznej i obliczen przy wykorzystaniu metody roéznicowej w wykorzystal
te druga metode. Uzyskano w ten sposob znaczacy przyrost szybkosci dziatania programu
FEAP bez zauwazalnego pogorszenia procesu zbieznoéci. Do obliczent metoda réznicowa
parametr AF}; przyjmowany jest zwykle rowny 107%. Proces iteracji jest prowadzony do
momentu, kiedy zmiana energii uktadu na kolejnym kroku obliczenn bedzie mniejsza niz
zadana tolerancja rozwigzania, ktora zwykle wynosi 1071°,

Algorytm numeryczny dyskutowany powyzej zostal zastosowany przez autora w progra-
mie FEAP - Zienkiewicz i Taylor (1994) w postaci elementéw uzytkownika 2D i 3D, tzw.
user elements.
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4.2 Pochodna ag—uN

Poszukujemy zwiazkow opisujacych pochodng czastkowa gradientu funkcji ksztaltu VIN
po przemieszczeniach weztowych elementu skonczonego u. Dla danego punktu Gaussa
mozemy zapisac:
-1
ONpy 0 d F*
6uij B 8uij 3uij ’
gdzie m oznacza numer wezta elementu skonczonego a i numer stopnia swobody j-tego
wezta. W celu wyznaczenia poszukiwanej pochodnej rozpiszmy na wstepie rownanie:

—1

O(F~'F) OF! 1 OF
= F+F  —=0 4.19
ou ou + u ’ (4.19)
i wyznaczmy poszukiwang pochodng czastkowa:
-1
oFk ~1. OF';, -1
Fr gk, 0L g (4.20)

i ! i
ou j ou j
Analizujac wzor (4.20) mozemy napisac, ze w elemencie skoficzonym zachodzi relacja:
Flp=Iy+d = Fp=1,+4 Nig (4.21)

stad wynika, ze:
GF‘L 8(ulk Nk,L)

: = N, 1.0% 6,7, 4.22
au’j Ulj kL k ( )

Mozemy zatem powyzsza zaleznos¢ wstawi¢ do wzoru 4.18 i zapisa¢, ze poszukiwana

pochodna ma postac:

ON,, ~1,. OF';, -1 e P
aulj 8u1j

Upraszczajac powyzsze rOwnanie otrzymamy w efekcie wzor opisujacy zmiany funkeji
ksztaltu elementu jako funkeji zmiennych weztowych, stanowigcy czes¢ macierzy stycznej:

a]V'm,k:

= —N,,; N, 6 6,7 4.24
auzj il K ( )
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Przyklady numeryczne

W idealnej sieci krysztatu wszystkie atomy zajmuja swoje $ciéle okreslone potozenia prze-
strzenne. W strukturze zachodzi rownowaga sit miedzy atomami i stan naprezenia wywo-
tany jest jedynie dzialaniem zewnetrznego obciazenia. Rzeczywistym krysztatom daleko
jednak do wspomnianego ideatu. Defekty struktury bedace fizycznymi obiektami, wpro-
wadzaja lokalne zaburzenia porzadku idealnej struktury krystalicznej. Defekty punktowe,
liniowe, powierzchniowe i objetosciowe sa czynnikami, ktore zaburzaja regularne potoze-
nia atomow w strukturze czego nastepstwem sa naprezenia residualne. Defekty wystepuja
we wszystkich krysztatach, nawet dtugotrwale wyzarzane krysztaly zawieraja sie¢ dyslo-
kacji. Nieliczne, sztucznie hodowane krysztaly nitkowe (wiskers) i sporadycznie krysztaly
krzemu nie zawieraja defektow sieci. Typowa gestosé dyslokacji dla dobrze wyzarzonych
metali wynosi zazwyczaj 105 < 10% cm™2, zob. Hull (1965). W przypadku typowych pot-
przewodnikowych heterostruktur epitaksjalnych gesto$¢ dyslokacji wynosi 10810 cm ™2,
zob. Ruterana i in. (2003). Poprzez dobranie optymalnych warunkow wzrostu, zastoso-
wanie odpowiedniego podtoza i wreszcie odpowiednia obrobke termiczng wyhodowanej
probki jeste$my w stanie otrzymaé krysztaly o gestosci dyslokacji rzedu 10 ¢cm—2.
Podstawowym zrodtem defektow sieci jest sam proces hodowli krysztatow. Defekty sieci
zawarte w podlozu i przecinajace powierzchnie wzrostu bez przeszkod przechodzag do hodo-
wanego krysztatu. Z drugiej strony w hodowanych krysztatach defekty struktury powstaja
jako wynik specyfiki procesu wzrostu krysztatu np. podczas laczenia sie przypadkowo za-
rodkowanych i swobodnie rosnacych wysp krysztatu, np. wzrost typu Stranski- Krastanow.
Najprostszym z defektow sieci jest defekt punktowy, ze wzgledow geometrycznych trak-
towany jako defekt zerowymiarowy. Powstaje na skutek braku atomu na odpowiedniej
pozycji w sieci krystalicznej lub tez z nadmiarowym atomem w potozeniu miedzywezto-
wym. 7 tego wzgledu defekty punktowe lokalizuja sie gtownie w poblizu weztow sieci
krystalicznej i rozrézniamy nastepujace ich typy:

e wakans - brak atomu w danym wezle sieci,
e atom miedzyweztowy - dodatkowy atom rodzimy w potozeniu miedzyweztowym,

e atom podstawieniowy - obcy atom zajmujacy miejsce atomu rodzimego w pozycji
weztowe],
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e miedzvwezlowy atom obcy - zajmujacy pozycje miedzywezlows.
eAzZywe Yy Yy Jmujacy pozycje miedzywe 3

W przypadku krysztaléw o wiazaniach jonowych generowanie defektu punktowego zwia-
zane jest z powstawaniem lokalnego, nierownowazonego tadunku elektrycznego stad aby
caly krysztal zachowat réwnowage elektryczng defekty punktowe powinny powstawaé jako
pary dwoch defektow o przeciwnych tadunkach. Stad, dodatkowo mozemy wyréznic:

e defekt Frenkla - wakans z jonem miedzywezlowym o tym samym znaku tadunku,
e defekt Schottky’ego - para wakanséw o przeciwnych znakach tadunku.
Powstawanie defektéw punktowych spowodowane jest:

e dzialaniem promieniowania - czastki o duzej energii wybijaja atomy z ich polozen
weztowych, powstajaca ilos¢ wakansow réwna jest liczbie atoméw miedzyweztowych,

e odksztalceniem plastycznym - powoduje wzrost wakansow jak i atomow miedzywe-
zlowych,

e temperatury - jej wzrost powoduje wzrost energii krysztatu i zwiekszenie amplitudy
drgan cieplnych.

Ze wzgledu na fakt, ze wakanse w poréwnaniu z atomami miedzyweztowymi majg dosc¢
niska energie nukleacji (~ 1[eV]) dominuja w warunkach réwnowagowych i z tego wzgledu
glownie one sg nosnikami dyfuzji w metalach. Wzrost predkosci dyfuzji wraz ze wzrostem
temperatury jest Scisle zwiazany ze wzrostem iloSci wakanséw w strukturze.

Koncepcja liniowego defektu sieci krystalicznej zwana dyslokacja powstata pierwotnie przy
badaniu proceséw deformacji plastycznej. WielkoScia opisujaca dyslokacje jest wektor Bur-
gersa. Jest to wektor konieczny do zamkniecia konturu Burgersa - petli taczacej atomy
wokot dyslokacji, zob. rys.(5.1). Ze wzgledu na orientacje wektora Burgersa w stosunku
do linii dyslokacji rozrézniamy:

e dyslokacje krawedziowe - wektor Burgersa jest prostopadty do linii dyslokacji,
e dyslokacje srubowa - wektor Burgersa jest rownolegly do linii dyslokacji,
e dyslokacje mieszana - wektor Burgersa z linig dyslokacji tworzy kat z zakresu 0=-90°.

Powierzchnie czy tez granice ziarn w krysztale sa rowniez defektami idealnej, nieskon-
czonej z zalozenia sieci atomoéw. Granice tworzone sa na powierzchniach rozdziatu ziarn
krysztatu o réznej orientacji, gdzie powstaja szeregi dyslokacji o czestosci wystepowania
proporcjonalnej do kata dezorientacji miedzy ziarnami. Innymi ciekawymi defektami po-
wierzchniowymi sieci sa blizniaki, powstajace przez dowolna transformacje sieci atoméow
lezacych ponizej pewnej linii. Najprostsze do zobrazowania jest lustrzane odbicie, a po-
niewaz polozenia atoméw na granicy blizniaka odpowiadaja weztom sieci idealnej nadal
mamy do czynienia z struktura niskoenergetyczna.

Poprzez odpowiedni dobor odksztalcen heterostruktury jesteSmy w stanie zmodyfikowac
szerokos¢ przerwy energetycznej struktury pasmowej polprzewodnika. Podejscie takie,
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Rysunek 5.1: Kontur Burgersa w krysztale zawierajacym dyslokacje: a) dyslokacja
krawedziowa, b) dyslokacja srubowa, wg Hull (1965).

zwane band engineering polegajace na modyfikacji istniejacych czy tez wprowadzeniu no-
wych naprezen residualnych do struktury péprzewodnikowej odgrywa znaczaca w procesie
projektowania i pracy urzadzenia potprzewodnikowego. Dlatego tez, wazna jest znajomoscé
wartosci naprezen residualnych i ich wpltywu na charakterystyke pracy urzadzenia. Mo-
zemy odpowiednio sterowaé procesem wytwarzania heterostuktur poprzez dob6r materia-
tow na interfejs, co ma kluczowy wplyw na stopien wzajemnego niedopasowania warstw
epitaksjalnych a przez to na efekty kwantowe. Wptyw niejednorodnego pola naprezen resi-
dualnych w heterostrukturach pétprzewodnikowych na ich wtasciwosci optoelektroniczne
dla niskowymiarowych struktur (kropki, druty i studnie kwantowe) jest obecnie przedmio-
tem intensywnych badan ze wzgledu na doniosty wplyw na charakterystyki pracy urzadzen
oparych na ich bazie, zob. np. O’Reilly (1989), Yang i in. (1991), Yu i in. (1992), Freund
(1999), Johnson i Freund (2001). Modelowanie zachowania dyslokacji w krysztale stanowi
powazne wyzwanie dla mechaniki kontinuum ze wzgledu na skale zjawiska zachodzacego
na poziomie komoérki elementarnej. W przypadku klasycznych rozwazan dotyczacych po-
jedynczej dyslokacji przyjmuje sie, ze obszar rdzenia obejmuje swym zasiegiem obszar
o promieniu ok. 5-ciu wektorow Burgersa dyslokacji, a dopiero w odleglosci ok. 10* b
mozna zaniedba¢ wplyw dyslokacji na strukture i traktowa¢ ten obszar krysztalu jako
niezaburzony, zob. np. Hull (1965), Hirth i Lothe (1982). Z drugiej strony w polprzewod-
nikowych warstwach epitaksjanych bez trudu mozna wskazaé obszary, gdzie dyslokacje
polozone sa w odlegtosciach rzedu kilku statych sieciowych, por. rys.(5.3) gdzie odlegtosé
miedzy dyslokacjami wynosi ok. 7-miu stalych sieciowych. Mimo, ze dyslokacje byly i sg
nadal przedmiotem wielu badan, rdzen dyslokacji nadal stanowi powazny problem przy
modelowaniu metodami kontynualnymi, zob. np. Cottrell (1953), Seeger i Schoeck (1953),
Teutonico (1962), Teutonico (1963), Duncan i Kuhlmann-Wilsdorf (1966), Head (1964),
Nabarro (1967), Kret i in. (2000), Dtuzewski i in. (2002a), Nabarro (2003), Diuzewski i
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in. (2004), Maciejewski i Diuzewski (2004), Roy i Acharaya (2005). W tym przypadku
z pomocy przychodza metody statyki i dynamiki molekularnej, zob. np. Lepinoux i Ku-
bin (1987), Guluoglu i in. (1989), Lubarda i in. (1993), Barts i Carlsson (1995), Wang i
LeSar (1995), Lepinoux i in. (2000). Innym podejsciem do modelowania zjawisk zachodza-
cych w mikroskali sa metody mechaniki statystycznej, zob. np. Walgraef i Aifantis (1985),
Gregor i Kratochvil (1990), Kratochvil i Saxlova (1992), Saxlova i in. (1997), Hahner i
in. (1998), Zaiser i in. (1998), Thomson i in. (2002), El-Azab (2000). Analizujac uktady
dyslokacji wystepujacych w heterostrukturach epitaksjalnych mozna dojs¢ do wniosku, ze
takie struktury mozliwe sa do analizy jedynie przy pomocy metod dyskretnych. Niestety
symulacje dyskretnych struktur atomowych ograniczone sa jak dotad przez maksymalna
liczbe atomow, ktore mozna uwzgledni¢ podcezas symulacji. W chwili obecnej symulacje
statyka i dynamika molekularna przeprowadzane sg dla obszaréw o wymiarach charak-
terystycznych mniejszych niz 100 nm i skali czasu ponizej nanosekund, zob. Ghoniem i
in. (2003). W tym przypadku wydaje sie, ze nieliniowa sprezysto$¢ moze znalez¢ tu swe
zastosowanie jako kompromis pomiedzy doktadnoscia metod dyskretnych a elastycznoscia
i szybkoscig metod kontynualnych. Dzieki uwzglednieniu nieliniowosci mozliwe staje sie
przezwyciezenie ograniczen klasycznego podejscia pozwalajac na analize struktur o duzej
gestosci dyslokacji. Dopoki gestosé defektow jest kilka rzeddéw nizsza niz gesto$é¢ upako-
wania atomow jesteSmy w stanie opisa¢ oddzialywania pomiedzy defektami poprzez sity
oddziatywan nieliniowej sprezystosci. Problem mechaniczny struktury z defektami moze
by¢ dodatkowo uproszczony, gdyz przemieszczenia wszystkich atomow w krysztale nie sg
tak istotne jak przemieszczenie atoméw w rdzeniu dyslokacji ijego okolicach. Dzieki temu
liczba stopni swobody koniecznych do analizy zdefektowanej struktury krysztatu gwal-
townie maleje. Ze wzgledu na gwattowny rozw6j metod numerycznych w ciggu ostatnich
kilku dekad podejscie to z czysto teoretycznych rozwazan przeszto do praktycznych za-
stosowan. Pionierzy probujacy uja¢ w matematyczne formuty nature defektow struktury,
zob. Eshelby (1957), Kréner (1958), Mura (1968) skupiali sie na opisie pdl sprezystych
wokot nieruchomych defektow, podcezas gdy dzi§ modelowanie numeryczne rzeczywistych
struktur probuje opisa¢ ewolucje defektow czy nawet calych grup defektow. Oprocz ba-
dan prowadzonych od wielu lat dotyczacych wptywu defektéw struktury na podstawowe
wlasciwosci mechaniczne materialow, ostatnimi czasy powaznym wyzwaniem dla badaczy
staje sie zbadanie wplywu defektéw na wlasciowsci optoelektroniczne uktadéw potprze-
wodnikowych. Przyktadem moze by¢ oddzialywanie pola naprezen zwigzane z obecnoscia
defektu struktury na nosniki tadunku elektrycznego a obserwowane juz w stosunkowo du-
zych odleglosciach od defektow, patrz np. Alexander i Teichler (2000), STA (2002). Stad
znajomosé dokladnego rozkltadu odksztalcen i naprezen sieci krystalicznej wokot defektu,
uwzgledniajacego specyficzne wtasciwosci krysztatow, takich jak nieliniowo$¢ sprezystej
deformacji czy tez anizotropie wtasciowsci sprezystych, pozwoli na doktadniejszy opis
mechanicznych i optoelektronicznych wtasciwosci struktur krystalicznych. Podstawowa
metoda bezposredniej obserwacji defektow struktury jest przeswietleniowa mikroskopia
elektronowa (TEM), ktora w ciagu ostatnich lat znacznie zwiekszyta nasze mozliwosci
badania struktur krystalicznych w skali atomowej. Osiggana dzisiaj doktadno$é¢ pomiaru
przemieszezen kolumn atomowych przy pomocy HRTEM wynosi 0.03 A, zob. Hytch i
in. (2003). Pomimo ogromnych mozliwosci jakie daja nam coraz dokladniejsze badania
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eksperymentalne, kontynualne modele obliczeniowe, ktorymi dysponujemy do symulacji
zjawisk zwigzanych z oddzialywaniem defektow na strukture sieci krystalicznej opieraja
siec w wiekszodci na analitycznych rozwigzaniach otrzymanych na bazie liniowej teorii
sprezystosci, np. Hirth i Lothe (1982). Z drugiej strony ogromna ilo$c symulacji nume-
rycznych badajacych zachowanie sie struktur krystalicznych wykorzystuje techniki statyki
i dynamiki molekularnej oparte na tzw. potencjatach atomowych, zob. np. Born i Huang
(1956), Macmillan i Kelly (1972), Milstein (1971), Angello i Mills (1995). Metody te do-
skonale sprawdzaja sie w przypadku badania przej$¢ fazowych, symulacji pojedynczych
defektow lecz w przypadku duzych obszaréw ze wzgledu na koniecznosé uwzglednienia
ogromnej ilogci atoméw i wzajemnych oddzialywan pomiedzy nimi konieczne jest tworze-
nie metod hybrydowych taczacych statyke i dynamike molekularna z metoda elementow
skoriczonych, zob. np. Rao i in. (1998). Defekty struktury krystalicznej i ich wplyw na
zjawiska zachodzace w krysztatach, np. pole odksztatcen i naprezen bliskiego i dalekiego
zasiegu, wzrost energii krysztalu zwigzany z obecnoscia defektow, aktywacja zjawiska
transportu w krysztalach czy tez oddzialywania pomiedzy defektami sg niezwykle waz-
nym zagadnieniem na drodze do zrozumienia zasad rzadzacych zachowaniem krysztalu na
poziomie komorki elementarnej. Dlatego tez, sformulowanie nowego numerycznego algo-
rytmu obliczeniowego wykorzystujacego aparat mechaniki kontinuum i uwzgledniajacego
wspomniang juz specyfike krysztalow staje sie potrzeba chwili.

5.1 Dyslokacje niedopasowania w heterostrukturze
GaAs/ZnTe/CdTe

Do wyznaczania naprezenn w heterostrukturach poétprzewodnikowych za pomoca metod
analizy kontynualnej najczesciej stosuje sie metode elementow skoniczonych, zob. Cristfield
(1997), Belytschko i in. (2000). Wyznaczanie odksztalcen sieci krystalicznej na podstawie
analizy obrazow wysokorozdzielczej transmisyjnej mikroskopii elektronowej HRTEM byto
w ostatnich latach przedmiotem wielu badan, zob. np. Kisielowski i in. (1997), Dtuzewski
iin. (2002b), Hytch i in. (2003). Ze wzgledu na obrazowanie potozeri kolumn atomowych,
obrazy mikroskopowe sa doskonalym zZrodltem informacji na temat pol odksztalcen sieci
w skali atomowej. Analiza obrazéw mikroskopowych okazala sie szczegblnie przydatna w
odniesienu do potprzewodnikowych warstw pseudomorficznych czy koherentnych wysp,
zob. np. Bayle i in. (1993), Bierwolf i in. (1993), Robertson i in. (1995), Hjtch i in.
(1998), Kret i in. (1998), Snoeck i in. (1998), Mébus i Wagner (1999). Potaczenie MES
z analiza obrazéw HRTEM pozwala wyznaczy¢ warto$¢ naprezen residualnych w hete-
rostrukturach. Wykorzystanie dystorsji sieci jako danych wejsciowych przy wyznaczaniu
naprezen residualnych i konfiguracji réwnowagowej w zdefektowanej strukturze krysta-
licznej bylo przedmiotem prac, np. Dhuzewski i in. (2002b), Maciejewski i Dtuzewski
(2004), Dtuzewski i in. (2004). Jedna z metod analizy obrazéw mikroskopowych jest me-
toda fazy geometrycznej zaproponowana przez Hytcha (1997), w ktorej przemieszczenia
sieci krystalicznej mierzone sa lokalnie, jako sktadowe prazkow obrazu mikroskopowego
w przestrzeni Fouriera, zob. Hytch i in. (1998). Technika ta jest niezwykle pomocna w
pomiarach silnie zdefektowanych sieci, np. wokét dyslokacji. Inng uzyteczna technika jest
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metoda peak finding, czyli analiza usrednionych wzdluz grubosci probki potozen kolumn
atomowych poprzez lokalizacje na obrazach mikroskopowych obszaréw o maksymalnej in-
tensywnosci. Przy analizie tej zaktadane jest istnienie bezposredniego zwiazku pomiedzy
maksimum intensywno$ci na obrazie a polozeniem kolumny atomowej. Zmierzona mapa
odlegto$ci pomiedzy kolumnami atomowymi poréwnywana jest z mapa idealnej struk-
tury krystalicznej dzieki czemu otrzymujemy pole przemieszczen sieci pomiedzy idealna
a rzeczywista strukturg krysztalu poddanego analizie. Analize obrazu mikroskopowego
przeprowadza sie zwykle za pomoca dedykowanych procedur graficznych w rozbudowa-
nych $rodowiskach graficznych, np. OPTIMAS (1999).

W tym przypadku analizie poddano obraz mikroskopowy struktury GaAs/ZnTe/CdTe,

Rysunek 5.2: Obraz HRTEM heterostruktury GaAs/ZnTe/CdTe z zaznaczonym
obszarem obliczen MES.

widoczny na rys.(5.2) zarejestrowany kamera cyfrowa. Do analizy trojwymiarowego stanu
naprezenia w heterostrukturze przyjeto grubosé probki rowng 2 stalym sieciowym krysz-
talu GaAs, przyjetego jako krysztal referencyjny. Dodatkowo ze wzgledéow technicznych
analize numeryczng ograniczono do obszaru zaznaczonego na rysunku biala ramka. Ogra-
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niczenie obszaru analizy wynika zaré6wno ze specyfiki samej metody fazy geometrycznej
jak i mozliwosci technicznych przeprowadzenia obliczenn numerycznych w rozsadnym prze-
dziale czasowym. Oryginalny rozmiar obrazu wynosi 1024 x 1024 pikseli wobec 820 x 820
pikseli obszaru roboczego. Na podstawie analizy obrazu mikroskopowego heterostruktury
wyznaczone zostaly cztery skladowe tensora dystorsji sieci 87 EM  ktore nastepnie prze-
skalowano do innego uktadu sieciowego (wymaganego przez algorytm MES), zob. rys.(5.3).
Pomiedzy dystorsjami sieci w réznych uktadach zachodzi relacja:

B =(1 _ﬂHRTEM)—l 1 (5.1)

Przyjeto zalozenie, ze pojedynczy element skonczony odpowiada obszarowi 9 x 9 pik-
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Rysunek 5.3: Wartosci sktadowych tensora dystorsji zrodtowych ﬁ .

seli na obrazie mikroskopowym i na takim tez obszarze dokonano usredniania dystorsji
sieci dla weztow naroznych elementu skoriczonego. Wartosci w wezlach posrednich wyzna-
czone zostaly stosujac liniowa interpolacje B wzdluz krawedzi elementu. Na podstawie
analizy zmian kontrastu obrazu, potozenia defektéw oraz zaburzen sieci wyznaczono roz-
ktad sktadnikow struktury, zob. rys.(5.4). Mimo, ze metoda wyznaczania sktadu chemicz-
nego heterostruktury nie jest §cista, konieczne jest mozliwie precyzyjne okreslenie sktadu
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chemicznego struktury ze wzgledu na fakt, ze rozklad ten znaczaco wpltywa na wyniki
obliczeri. Pomiedzy podlozem (GaAs) i hodowanym krysztatem (CdTe) wystepuje niedo-

Rysunek 5.4: Przyjeta do obliczen siatka elementow skonczonych wraz rozktadem
materiatu i orientacja krystalograficzna.

pasowanie sieciowe rzedu 14.5%. Poniewaz roznica ta moglaby utrudni¢ proces wzrostu
epitaksjalnego, aby go utatwi¢ postuzono sie tzw. warstwg buforowa (ZnTe) o posredniej w
stosunku do obu krysztalow stalej sieciowej. Z drugiej strony, w niektorych przypadkach
mozliwe jest wyhodowanie heterostruktury nawet przy 20% niedopasowaniu pomiedzy
sktadnikami. W prezentowanym trojsktadnikowym uktadzie GaAs/ZnTe/CdTe niedopa-
sowanie sieciowe wynosi odpowiednio 8% oraz 6.1% pomiedzy poszczegolnymi warstwami,
co znaczaco zmniejsza stopien zdefektowania takiej struktury.

Do obliczen przyjeto nastepujace parametry materialowe:

stale sieciowe

e GaAs - a = 5.65325 A, Tu i in. (1992);

e ZnTe - a = 6.1037 A, Lee (1970);

e CdTe - a — 6.4770 A, Walker i in. (1985).
state sztywnog$ci

e GaAs - ¢;; = 119.0 GPa, ¢12 = 53.8 GPa, ¢4y = 59.5 GPa, Tu i in. (1992);
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e ZnTe - C11 — 71.1 GPa, Cig2 — 40.7 GPa, Cqpqg — 31.3 GPa, Lee (1970),
e CdTe - C11 — 53.7 GP&7 Ci2 — 37.3 GP&7 Cqq4 — 16.4 GP&7 Walker i in. (1985)

Do obliczen przyjeto nastepujaca postac energii swobodnej materiatu z dyslokacjami:

gdzie € jest tensorem odksztatcenia sprezystego, w tym przypadku przyjeto logarytmiczna
miare odksztalcenia (3.5), a @ jest tensorem gestosci dyslokacji, za Dtuzewskim (2004):

a = curl F;, 'Fy, Tdet Fy, (5.3)

gdzie tensor F;;, = F.F., oznacza odwracalna czes¢ deformacji struktury, zob. (3.8) i
(3.9). Poniewaz a zalezy od tensora deformacji sprezystej F., por. Dluzewski i in. (2004)
mozemy zatem zapisac:

v = (€(F.), a(grad F)). (5.4)

Ze wrzgledu na obecnosé defektow struktury w analizowanym obszarze, posta¢ energii
swobodnej (3.23) zmodyfikowano tak, aby uwzgledni¢ ostabienie materialu wprowadzane
przez defekty:

o rrr o 1 4, PO

¢(€) = 5 [2' Ca”kl Eij €kl + ? Ca”klmn €ij €kl €kl + } (5.5)

Do obliczen przyjeto jedynie pierwszy wyraz szeregu (5.5) a zastepczy tensor sztywnosci
C, ma postac:

G = €0, (5.6)

gdzie r oznacza parametr ostabienia materialu w rdzeniu dyslokacji, a & skalarng miare
gestosci dyslokacji postaci:

a=,/a2+a2+a?2 (5.7)
Dzieki tej modyfikacji rozrézniamy obszar krysztatu idealnego, ktorego sztywnos$c nie
jest zaburzona obecnoscig defektu od obszaru o mniejszej sztywnosci odpowiadajacemu
rdzeniowi dyslokacji. Parametr ostabienia materialu r na podstawie dyskusji w pracy Dtu-
zewski i in. (2004) przyjeto rowny 20. Pozostawienie swobodnego brzegu probki poprzez
przyjecie statycznie wyznaczalnych warunkow brzegowych, zob. rys.(5.4), zapewnia brak
wplywu tychze na wielko$¢ naprezen residualnych w heterostrukturze. Przyjecie takiego
modelu warunkéw brzegowych skutkuje rowniez mniejsza wrazliwoscia naprezen w struk-
turze na niedoktadnosci przy wyznaczaniu rozktadu sktadnikéw heterostruktury.
Na podstawie analizy ptaskiego obrazu mikroskopowego (5.2) mozliwe jest wyznaczenie
jedynie 4-ch skladowych: Bm, Bym, wa Byy z ogo6lnej liczby 9-ciu skladowych tensora
dystorsji sieci ,B Z drugiej strony wiadomo, ze na interfejsie heterostruktury tworzg sie
dyslokacje niedopasowania: pojedyncze 60° oraz krawedziowe o wektorze Burgersa %[110},
dysocjujace na dwie dyslokacje 60° o wektorach Burgersa odpowiednio: %[101] i %[011] lub
tez %[101] i %[Oﬁ]. Poniewaz nie dysponujemy informacja, na podstawie ktorej mozliwa
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Rysunek 5.5: Wartosci sktadowych tensora naprezenia Cauchy’ego o .

jest identyfikacja z jakim wariantem dysocjacji dyslokacji mamy do czynienia, przyjmu-
jemy arbitralnie do obliczenn wariant pierwszy. Wektor Burgersa dyslokacji 60° mozna

roztozy¢ na sktadowe:

o1 = iuun+%mm4+

Loty = gﬂm—gmﬂ—

[ A

[\

1
J110), (5.8)
gnw (5.9)

Sktadowa na kierunku ”z” wektora Burgersa dla dyslokacji mieszanej mozemy wyznaczy¢

wiec z liniowej relacji:

NG

ﬁz: 7 By

(5.10)

o~

Wykorzystujac ta zaleznosé mozemy uzupehié skltadowe tensora dystorsji sieci 8 do

nastepujacej postaci:
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Rysunek 5.6: Skalarna gestosé¢ dyslokacji a.

éﬂvx @zy 0
B By O
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Tak przyjeta reprezentacja tensora dystorsji sieci prowadzi do nastepujacej zaleznosci
pomiedzy sktadowymi tensora gestosci dyslokacji:

V2

Ay, = 7 O[yz, (511)
Rozktad sktadowych 3117 3217 312 i 322 tensora dystorsji Zzrodlowych B przyjety do obliczen
przedstawiony zostal na rys.(5.3). W wyniku przeprowadzonych obliczeni otrzymano roz-
ktady naprezen residualnych o obecnych w heterostrukturze. Przedstawiono je na rys.(5.5)
a skalarna gestos¢ dyslokacji @ opisana rownaniem (5.7) przedstawiona jest na rys.(5.6).
Plik wejsciowy do obliczen MES zawiera 16200 elementow 27-mio weztowych (elementy
lagranzowskie) co daje w efekcie 163805 wezlow. Zadanie rozwiazane zostato na kompute-
rze klasy PC i wymagalo, wraz z zapotrzebowaniem systemu operacyjnego 1 Gb pamieci
operacyjnej. Czas trwania obliczenn wynosit ok. 48 godzin.

5.2 Dyslokacja krawedziowa w krysztale miedzi

Wiele czystych metali m.in. miedZ ma strukture regularna $ciennie centrowana (FCC'). W
strukturze takiej najbardziej prawdopodobne wektory Burgersa dyslokacji to %[110] i [001].
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Poniewaz energia dyslokacji jest proporcjonalna do kwadratu dlugosci wektora Burgersa,
zob. Frank (1949), stad energetycznie bardziej prawdopodobna jest dyslokacja %[110}, por.
Hull (1965). Kazdy defekt sieci wprowadza zaburzenie do idealnej struktury krystalicznej,
atomy przemieszczaja sie ze swoich potozen réwnowagowych co doprowadza do wytwo-
rzenia sie pola przemieszczen rozciggajacego sie na caty krysztal. Przemieszczenia sieci
krystalicznej generuja z kolei pole naprezen. W przypadku dyslokacji krawedziowej, obszar
zawierajacy dodatkows potplaszezyzne atomow bedzie znajdowaé sie w stanie $ciskania,
podczas gdy obszar potozony po przeciwnej stronie ptaszczyzny poslizgu bedzie rozciggany
w celu dopasowania struktury do wiekszej ilosci plaszezyzn atomowych, zob. rys.(5.7). W
niniejszym podrozdziale przedstawiona zostanie trojwymiarowa symulacja numeryczna
pola odksztalcen i naprezen w strukturze miedzi wywotanych obecnoscia prostoliniowej
dyslokacji krawedziowej o wektorze Burgersa %[110]. Podczas wstepnej analizy przyjeto
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Rysunek 5.7: Typowa dyslokacja krawedziowa w krysztale o strukturze regularne;j
Sciennie centrowanej, wektor Burgersa b= 1[110], wg Seeger (1957).

koncepcje przeprowadzenia obliczenn numerycznych przy uzyciu siatki krystalograficzne;j.
Wybor dyslokacji krawedziowej o wektorze Burgersa rownym %[110] oznacza w tym przy-

padku koniecznos¢ podziatu siatki na kierunku [110] na elementy skorniczone o wymiarze
rownym g stalej sieciowej krysztatu miedzi. Dodatkowo w celu wzajemnego powiaza-

nia polozen weztow siatki elementéw skonczonych z dyskretnymi potozeniami atomow
konieczne jest uwzglednienie periodycznosci sieci na pozostatych kierunkach, tj. [111] i
[112], zob. rys.(5.7). Rozwazajac periodyczno$é struktury w zadanych kierunkach kry-
stalograficznych dochodzimy do wniosku, ze wymiar pojedyriczego elementu skoniczonego
krystalograficznjes siatki powinien by¢ réwny ? X V3 x ? statej sieciowej, zob. rys.(5.8) i
(5.9). Do obliczent metoda elementéw skoriczonych przyjeto probke skladajaca sie 7 siatki
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Rysunek 5.8: Orientacja siatki elementow skoriczonych w strukturze miedzi (FCC) z
zaznaczonymi pozycjami atomoéw w obszarze v/2 x v/3 x v/6 a. Czarny kolor oznacza
atom w polozeniu naroznym komorki elementarnej, czerwony - srodek $ciany.

3232 elementow przedstawionych na rys.(5.9) co, biorac pod uwage wymiar elementow
daje obszar ~ 11 x 12 x 1.8 nm. W trakcie przygotowywania probki dokonano mody-
fikacji regularnej poczatkowo siatki celem stworzenia kontynualnego modelu dyslokacji
krawedziowej. W tym celu usunieto jedng warstwe elementow skoriczonych a nastepnie
sklejono pozostale elementy ze sobg zwiekszajac w tym celu ich wymiar, zob. rys.(5.10).
Powstala w rdzeniu dyslokacji "pustke” wypelniono 18-to weztowymi elementami pryzmo-
wymi (kliny). Oba ww. typy elementow wykorzystywaly kwadratowa (odpowiednio 271 21
p-ktow Gaussa) aproksymacje przemieszczen i liniowa (odpowiednio 8 i 6 p-ktow Gaussa)
aproksymacje dla naprezen. State materialowe uzyte podczas obliczen przedstawione sa
w tab.(5.1). Poniewaz podczas obliczen uzywana byta logarytmiczna miara odksztalcen,

’ a ‘ ‘11 ‘ C12 ‘ Cqq ‘ Cin ‘ Cirz ‘ Chas ‘ Claa ‘ Ciss ‘ Cise ‘
[ 3.6151 | 166.1 | 119.9 [ 75.6 | -1271 | -814 | -50 | -3 |-780 | -95 |

Tablica 5.1: Parametr sieci (A) i stale sztywnosci (GPa) drugiego ¢ i trzeciego rzedu C
(miara Greena) dla miedzi, wg Teodosiu (1970).

zob. (3.5), konieczne bylo przeliczenie stalych sztywnosci trzeciego rzedu C za pomoca
rownan (3.43). Po przeliczeniu otrzymujemy zestaw stalych sztywnosci trzeciego rzedu



Dyslokacja krawedziowa w krysztale miedzi 75

Rysunek 5.9: Zastosowany do obliczen element skoriczony wraz z wymiarami i orientacjg
zapewniajaca warunki sklejenia atoméw w poprawng strukture FCC wraz z
naniesionymi polozeniami atomow.

C dla logarytmicznej miary odksztalcenia przedstawiony w tab.(5.2). Poprzez usuniecie

’ Cin ‘ Chrz ‘ Chas ‘ Chag ‘ Ciss ‘ Cise ‘
| -275 | 574 | -50 | -3 [-628 | 19 |

Tablica 5.2: State sztywnosci trzeciego rzedu C przeliczone dla logarytmicznej miary
odksztalcenia.

czesci elementow i pozZniejsze sklejenie pozostalych elementow skoriczonych siatki MES
otrzymalismy siatke krystalograficzng. Aby symulowac obecnos¢ dyslokacji w strukturze
konieczne jest wprowadzenie do probki dystorsji zrodlowych B w taki sposob, aby zdefor-
mowana konfiguracja probki odpowiadala rzeczywistej, zdefektowanej strukturze krysz-
talu miedzi. Roznica w dlugosciach konturu Burgersa dla siatki lagranzowskiej i siatki w
konfiguracji rownowagowej (aktualnej), por. rys.(5.10), musi odpowiadaé¢ dtugosci wektora
Burgersa modelowanej dyslokacji krawedziowe;j:

>
b= \g_ a= j{Fp,—l dx, (5.12)
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Rysunek 5.10: Zalozona do obliczen siatka elementow skonczonych a) poczatkowa
konfiguracja lagranzowska X, b) zdeformowana konfiguracja aktualna x. Czerwonym
kolorem oznaczono elementy 27-mio weztowe, zielonym 18-to weztowe.

Na podstawie zaleznosci: R

F, '=1+8, (5.13)
zob. Dtuzewski i in. (2004), wyznaczone zostaly wartosci dla zalozonego pitoksztattnego
rozkladu dystorsji zrodtowych B modelujacych dyslokacje, zob. rys.(5.11). Do obliczen

przyjeto liniowy wzdtuz krawedzi elementow rozkltad dystorsji, dzieki czemu mozemy za-
mieni¢ caltke okrezng (5.12) na calke:

B
b:/ F, ' dx, (5.14)
A

a nastepnie, po uwzglednieniu (5.13), na sume pol dwoch trojkatow o podstawie rownej
szerokosci elementu skoriczonego w lokalnie odciazonej konfiguracji X i wysokosci rownej
co do wartosci B. /3
2 1 4

b= 1 a—22xﬂm, (5.15)
Otrzymana deformacja plastyczna na elementach 27-mio weztowych daje w efekcie wartosé
wektora Burgersa modelowanej dyslokacji. Rozktad dystorsji zrodtowych - ﬁm przedsta-
wiony jest na rys.(5.11). Wartosé¢ dystorsji zrodtowych w rdzeniu dyslokacji (elementy
18-to weztowe) nalezy dobraé¢ tak, aby w lokalnie odciazonej konfiguracji X uzyskaé regu-
larng siatke z liniowym rozkladem dystorsji wzdtuz krawedzi elementu. W rdzeniu dyslo-
kacji wstawiony zostal element 18-to weztowy, wiec caltke okrezng (5.12) zamieni¢ mozna
dodajac do (5.15) dodatkowe pole prostokata wynikajace z obecnosci elementu 18-to we-
ztowego, zob. rys.(5.11). Stad wektor Burgersa w obszarze rdzenia dyslokacji jest rowny:

2 D 1 ~ ~
b= \é_ a = /C Fpl_l dx =2 5 55\1 /811711) + f2 63::07 (516)
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Dystorsje Six
0.00E+00
8.33E-02
1.67E-01
2.50E-01
3.33E-01
417E-01
5.00E-01
5.83E-01
- 6.67E-01
7.50E-01 .
8.33E-01
9.17E-01
1.00E+00

Rysunek 5.12: Izolinie naprezenn wokét prostoliniowe]j dyslokacji krawedziowej dla
klasycznej teorii sprezystosci i oérodka izotropowego, za Hirth i Lothe (1982).

gdzie 71 1 ¥y oznaczaja szerokoSci odpowiednio elementéw 27-mio 1 18-to weztowych na
linii taczacej p-kty "C” i "D”, zob. rys.(5.11). Utrzymujac w mocy zalozenie o liniowym
rozktadzie dystorsji sieci wzdtuz krawedzi elementéw pozostaje jeszcze wyznaczy¢ poto-
zenia geometryczne weztow siatki deformowanych plastycznie elementow skonczonych tak
aby uzyska¢ wspomniany liniowy rozktad dystorsji w konfiguracji odciazonej X . Do tego
celu skorzystamy ze wzoréw (B.10) i (B.17) wyprowadzonych przez autora i podanych w
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zataczniku B niniejszej pracy.
Na rys.(5.12) przedstawione sa izolinie naprezeni wokol prostoliniowej dyslokacji krawe-
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-5.00E+09
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Oxx

Rysunek 5.13: Rozklady naprezen wokot dyslokacji krawedziowej dla statych sztywnosci
2-go rzedu zob. tab.(5.1).

dziowej, wyznaczone na podstawie liniowej teorii sprezystosci, zob. Hirth i Lothe (1982).
W wielu przypadkach wyznaczone w ten sposob pole odksztatcen i rozktad naprezenia
w sieci krystalicznej z dostateczna doktadnoscig (pomijajac rdzen dyslokacji) opisuja za-
chowanie sie struktury z defektami. Mozemy pordéwnaé je z rozkladami naprezen wy-
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-6.00E+09 -2.50E+09
-4.80E+09 -2.00E+09
-3.60E+09 -1.50E+09
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-2.92E+09
-2.00E+09
-1.60E+09
-1.20E+09
-8.00E+08
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Oxx

Rysunek 5.14: Rozktady naprezen wokot dyslokacji krawedziowej wyznaczone z
uwzglednieniem stalych sprezystosci 3-go rzedu, zob. tab.(5.2).

znaczonymi metoda elementow skonczonych za pomoca anizotropowej hipersprezystosci
i logarytmicznej miary odksztalcen. Do obliczen wykorzystano stale sprezystosci 2-go
rzedu, zob. rys.(5.13) oraz state 3-go rzedu, zob. rys.(5.14). Zastosowanie statych 3-go
rzedu powoduje spadek warto$ci maksymalnych naprezen residualnych wokét modelowa-
nej dyslokacji co jest energetycznie korzystne dla struktury przy czym charakter rozktadu
naprezen nie ulega zmianie. W poréwnaniu z klasycznym podejéciem mozna zauwazyc
wyraznia asymetrie maksymalnych warto$ci naprezen $ciskajgcych i rozciagajacych jak i
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obszar zasiegu tych naprezen - dzieki czemu jesteSmy w stanie opisa¢ fenomen zmiany
objetosci materialu wokol dyslokacji, zob. Hirth i Lothe (1982), Dluzewski i in. (2004).

5.3 Dyslokacja 60° w krysztale miedzi

Na podstawie rys.(5.7) mozemy stwierdzi¢, ze w celu aktywacji poslizgu dyslokacji krawe-
dziowej na kierunku <110> konieczne jest jednoczesne przesuniecie dwoch dodatkowych
polplaszczyzn atomowych (110) dyslokacji. Prosty eksperyment mysSlowy polegajacy na

Rysunek 5.15: Mechanizm dysocjacji dyslokacji w krysztatach FCC, wg Cottrell (1953).

zastapieniu atomow lezacych w ptaszczyznach gestego upakowania uktadem sztywnych
kul lezacych w potozeniach A i B, zob. rys.(5.15) sugeruje, ze ruch dyslokacji (wektor by)
tatwiejszy jest do zrealizowania jesli dyslokacje krawedziowa rozdzielimy na dwie dysloka-
cje czesciowe i ruch przeprowadzimy poprzez posrednie ptozenie C. Pierwsza z dyslokacji
ma wektor Burgersa by a druga bs. Mamy zatem do czynienia z dysocjacja jednostkowej
dyslokacji krawedziowej na dwie czastkowe dyslokacje Shockleya, opisang wzorem:

;[110] = (1),[211} + é[mﬂ. (5.17)

Stosujac regute Franka (1949) wiemy, ze dyslokacja jednostkowa ma energie proporcjo-
nalna do b = %az podczas gdy suma energii dwu dyslokacji czastkowych jest proporcjo-
nalna do by? + b3® = %a? Rozszczepienie dyslokacji jest zatem korzystne pod wzgledem
energetycznym. Ze wzgledu na fakt, ze wektory by i bs nie sa wzajemnie prostopadte,
dyslokacje czesciowe beda sie odpycha¢ i powstanie pomiedzy nimi wstega btedu utozenia
podnoszaca energie catkowita struktury, co z kolei powoduje wzajemne przyciaganie sie
dyslokacji czesciowych. W przypadku krysztalow miedzi wzajemna rownowaga sit dzia-
tajacych na dyslokacje czesciowe zachodzi gdy ich odleglo$é od siebnie wynosi dyg = 4
wektory Burgersa dyslokacji jednostkowej, zob. rys.(5.16). W celu modelowania dysloka-
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wektor Burgersa
dyslokaciji
jednostkowej

plaszczyzna bledu
utozenia (111)

wektory Burgersa
dyslokacji czesciowych

Rysunek 5.16: Dysocjacja dyslokacji krawedziowej na dwie czastkowe dyslokacje
Shockleya oddzielone bledem utozenia, wg Seeger (1957).

cji 60°, obecnej w krysztale miedzi za pomoca metody elementéw skoniczonych konieczne
jest, podobnie jak w poprzednim podrozdziale, przyjecie do obliczenn odpowiedniej, krysta-
lograficznej siatki elementow skoriczonych pozwalajacej na dokonanie operacji "usuniecia”
potplaszezyzny elementéw skoriczonych w celu modelowania sktadowej krawedziowej oraz
przesuniecia elementéw wzgledem siebie koniecznego do modelowania sktadowej srubowe;j
dyslokacji Schockleya. Podziatl préobki na elementy skoriczone determinowany jest przez
geometryczne zaleznosci opisujace wektor Burgersa dyslokacji, ktéra w ortonormalnym
uktadzie wspolrzednych o osiach [110][111][112] przyjmuje sktadowe:

é[m = 2y [110] + 3 [111] + 2 [112], (5.18)

oraz podobnie dla drugiej dyslokacji Schockleya
1. = - _
6[121] = x9 [110] + yo [111] + 29 [112]. (5.19)

Rozwiazaniem sg dwie trojki liczb:

[1 0 1] [1 0 1
—,0,—=] oraz |-,0,——
4’712 4777 12

definiujace sktadowe wektora Burgersa dyslokacji czesciowych w zadanym uktadzie krysta-
lograficznym. Aby zapewni¢ mozliwos¢ "sklejenia” siatki elementow skonczonych konieczne

jest aby elementy skoriczone miaty wymiary bedace catkowita krotnoscia sktadowych wek-

tora Burgersa dyslokacji Schockleya, a zatem: % X V3 X % stalej sieciowej krysztalu

] (5.20)
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Rysunek 5.17: Polozenia atoméw w komorce translacji g x /3 x L8 stalej sieciowej, z

2
naniesionymi elementami o wymiarach % X V3 X % stalej sieciowe;j.

miedzi. Na rys.(5.18) przedstawiona jest krystalograficzna siatka elementow skoriczonych
w konfiguracji lagranzowskiej, ktora otrzymano usuwajac dwie potplaszczyzny elementow
skoriczonych (o szerokosci ? kazda) odpowiadajace wielkodcig, sktadowym krawedziowym
dyslokacji Schockleya. Dodatkowo obszar probki pomiedzy usunietymi elementami zostal
przemieszczony wzgledem pozostatych elementéw siatki na kierunku sktadowej srubowej
dyslokacji. Otrzymano w ten sposéb podwdjny uskok o wartosci i% statej sieciowej -
charakterystyczny dla modelowanych dyslokacji Schockleya. Pozostaje teraz dobraé¢ od-
powiednie wartosci dystorsji zrodtowych koniecznych do zadania deformacji plastycznej
tak otrzymanej siatki elementow skoriczonych. W przypadku obu dysocjujacych dyslokacji

Schockleya, sktadowa krawedziowa dyslokacji ma wektor Burgersa rowny:

~ ~ 1

bl =b7 = 1[110]‘ (5.21)
Podobnie jak w poprzednim przykladzie, deformacj¢ plastyczng elementow skonczonych
modelujaca sktadowa krawedziowa dyslokcji generuje sktadowa 3, tensora dystors;ji sieci.
Mozemy zatem zapisa¢, ze deformacja plastyczna materialu z zalozonym polem dystor-
sji sieci odpowiada co do wartosci sktadowej krawedziowej wektora Burgersa dyslokacji
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Rysunek 5.18: Krystalograficzna siatka elementéw skoriczonych uktadu dyslokacji
Schockleya w konfiguracji a) lagranzowskiej X, b) aktualnej x.

Schockleya i wynosi:
V2
%
Korzystajac z zalozenia o liniowym rozktadzie dystorsji sieci wzdluz krawedzi elementu,
powyzsza catke mozemy zamieni¢ na sume pol dwoch trojkatow o podstawie réwnej szero-
kosci elementu skoriczonego i wysokosci rownej wartosci dystorsji BM, zob rys.(5.19). Po
podstawieniu odpowiednich wartosci otrzymujemy wartosé Bm = 1. 7Z rozwazan geome-
trycznych wynika, ze do wywolania deformacji postaciowej przeciwnej do wystepujacego
w siatce elementow skonczonych uskoku na kierunku ”z” konieczne jest zadanie niezerowe;j
wartosci skltadowej dystorsji sz; takiej aby spetniony byl warunek:

N N B V6
= b= [ Fyldx = Y 2
b, b, /A o dX T (5.23)

~ - B
b =b2= /A F, 'dx = (5.22)

Po zamianie calki na pole trojkata i podstawieniu odpowiednich wartosci, zob. rys.(5.19),
otrzymamy:

a By (5.24)

Wartos¢ dystorsji zrodtowych wynosi wiec ? Taka wartos¢ dystorsji "przywraca” pier-
wotna geometrie elementu skoniczonemgo. Rozktad przestrzenny dystorsji plastycznych,
zaréwno Bm jak i sz pokazany jest na rys.(5.19). Sprawdzmy jeszcze czy spelnione sa
warunki geometryczne, ktore powinny zachodzi¢ pomiedzy sktadowymi dyslokacji Schoc-
kleya: R
b2 b3 _ Bas
b.? b, B
Po podstawieniu wartosci sktadowych wektora Burgersa pojedynczej dyslokacji Schockleya

oraz dystorsji sieci odpowiednio =, :I:% oraz 11 5* otrzymamy, ze warunki geometryczne

(5.25)
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Rysunek 5.19: Zatozony rozklad dystorsji zrodlowych naniesiony na konfiguracje
lagranzowska X a) sktadowa krawedziowa - (3,., b) sktadowa srubowa - [3,..

pomiedzy sktadowymi dyslokacji Schockleya sg spetnione. Wartosci pozostatych danych
materiatowych jak, np. state sztywnosci 2-go rzedu przyjeto identyczne z tymi w poprzed-
nim przyktadzie. Otrzymany w efekcie rozwigzania problemu brzegowego rozktad naprezen
wokot dyslokacji Schockleya przedstawiony jest na rys.(5.20). Na rysunku (5.21) przed-
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Rysunek 5.20: Rozkltad naprezen residualnych wokot dyslokacji Schockleya.

stawiono rozktad gestosci dyslokacji @. Sktadowe a,. obu dyslokacji, tak jak sktadowe
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krawedziowe tych dyslokacji maja te same wartosci. Sktadowe a,, maja znaki przeciwne,
co wynika ze zwrotow sktadowej $rubowej kazdej z dyslokacji Schockleya. Widoczny tez
jest uskok na siatce elementéw skonczonych odpowiadajacy btedowi utozenia pomiedzy
dyslokacjami.
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Rysunek 5.21: Sktadowe tensora gestosci dyslokacji, sktadowa krawedziowa &, i
srubowa &,,. Widoczny na rysunku obszar jest wycinkiem probki ograniczonym do
okolic dyslokacji.

5.4 Okreslanie koncentracji indu w studniach kwanto-
wych In,Ga; ,N/GaN

Sktad chemiczny heterostruktury potprzewodnikowej jest niezwykle wazny z punktu wi-
dzenia wlasciwosci fizycznych struktury a w przypadku potprzewodnikow azotkowych jest
kluczem do wyjasnienia zjawiska fotoemisji, zob. Nakamura i Fazol (1997), Narukawa i
in. (1997), Singh i in. (1997), Mceluskey i in. (1998). W literaturze tematu znalez¢ mozna
opis wielu metod okreslania sktadu chemicznego heterostruktury, zob. np. Oles (1998), Ki-
sielowski i in. (1997), Gerthsen i in. (2000), Ruterana i in. (2002), Watanabe i in. (2003).
Sposrod wielu technik, ze wzgledu na wysoka doktadnos$é pomiaru na wzmianke zastuguja
takie techniki, jak EDS - energorozdzielcza spektroskopia promieniowania RTG, EFELS -
spektroskopia strat energii elektronéw czy tez HAADF - metoda wysoko-katowych pier-
Scieni ciemnego pola, ktore jednakze ograniczone sg wielkoscia badanej probki do obszaréow
o wymiarach rzedu kilku nm. Inne stosowane techniki wykorzystuja, np. efekt powsta-
wania lokalnych réznic (wzorkow) na wysokorozdzielczych obrazach mikroskopowych na
skutek dynamicznej interakcji pomiedzy ugietymi wigzkami elektronéow do ktoérych zali-
czy¢ mozemy DFTEM- mikroskopie ciemnego kontrastu, pozwalajgca uchwyci¢ zmiany w
obrazie mikroskopowym przy przej$ciu pomiedzy warstwami o ré6znym sktadzie chemicz-
nym. Problem sprezystej relaksacji heterostruktury byt przedmiotem studiéw analitycz-
nych, np. Gibbson i in. (1985), Treacy i Gibbson (1986) oraz analizy numerycznej metoda
elementow skonczonych, np. Tillmann i in. (2000), Kret i in. (2003). W tym przykta-
dzie przeprowadzona zostanie analiza numeryczna sprezystej relaksacji heterostruktury
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epitaksjalnej InGaN/GaN celem poréwnania otrzymanych wynikow z obrazami ekspery-
mentalnymi HRTEM.
Dzieki wzglednej prostocie pomiaru i braku szczegélnych wymagan co do jakosci obrazu

s AL
i kt\h\\t\-\

Rysunek 5.22: Obraz HRTEM studni kwantowych In,Ga;_,N (zaznaczone strzatkami) w
probce MOCVD GaN. Dzieki uprzejmosci dr S. Kreta, IFPAN.

mikroskopowego duza popularno$é¢ zdobyta metoda okreslania sktadu chemicznego ukta-
dow trojsktadnikowych na podstawie pomiaréw tetragonalnych dystorsji sieci krystalicz-
nej. Metoda ta polega na wyznaczeniu potozen kolumn atomowych (lub przestrzeni mie-
dzyatomowych - zaleznie od warunkéw obrazowania - normalny lub odwrécony kontrast)
na obrazie mikroskopowym i na podstawie zmian odlegtosci miedzyatomowych okresla
sie dwuwymiarowa mape odksztatcen sieci, definiujaca sktad chemiczny krysztalu. Wy-
korzystuje sie zwykle w tym celu gotowe srodowiska obliczeniowe, np. OPTIMAS (1999)
z zaimplementowanymi algorytmami poszukiwania potozen kolumn atomowych na wyso-
korozdzielczych obrazach mikroskopowych, zob. np. metoda peak-finding, zob. Bierwolf i
in. (1993). Wykorzystujac te metode mozliwe jest wyznaczenie sktadu chemicznego prak-
tycznie na dowolnym elektronowym mikroskopie transmisyjnym bez konieczno$ci przysto-
sowywania mikroskopu do wykonywania specjalnych obrazow HRTEM, co jest konieczne
przy stosowaniu innych metod. Dodatkowo atutem tej metody jest niewielka wrazliwosc¢
na zaszumienie obrazu nieodlacznie towarzyszace obrazom wysokiej rozdzielczodci, ktore
czesto powoduje, ze nie mozemy wykorzysta¢ innej metody badania sktadu chemicznego
struktury. Jest to duza zaleta tej metody, stad jej powszechne wykorzystywanie w wielu
laboratoriach na calym $wiecie. Mierzac bezposrednio na obrazie mikroskopowym lokalne
zmiany odleglosci pomiedzy kolumnami atomowymi (a — a,.f) wyznaczamy, usredniona
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po grubosci probki, mape odksztalcen wzglednych sieci krystalicznej, odniesionych do
arbitralnie wybranej sieci referencyjnej ay.y:

G — GQpef

€= (5.26)

Qref

Znajac wartodci parametrow materiatlowych sktadnikéw bazowych AC i BC mozemy wy-

Rysunek 5.23: Odksztalcenia sieci €., [0001]|, wyznaczone dla obszaru na rys.(5.22).
Wyraznie widoczne kolorowe studnie kwantowe z lokalnymi koncentracjami In. W tle
widoczny czarno-biaty obraz HRTEM. Dzieki uprzejmosci dr S. Kreta, IFPAN.

znaczy¢ paramtery materiatowe uktadu trojsktadnikowego pierwiastkow A,B;_,C. Wyko-
rzystujemy w tym celu liniowe prawo Vegarda, zakladajace:

aa,B, ,c = aac + x(apc — aac), (5.27)

gdzie a oznacza dowolny parametr materiatlowy np. stata sieciowa, wspotczynniki sztyw-
nosci a x € (0, 1) oznacza udzial jednego ze sktadnikow ukladu. Dysponujac zmierzonym
rozkladem odksztatcen sieci krystalicznej np. €.,, zob. rys.(5.23) oraz znajac parametry
materiatowe krysztatu odniesienia mozliwe jest okreslenie sktadu chemicznego w hetero-
strukturze na podstawie wzoru:

p = 22drel (5.28)

Q@ — Qpef

gdzie asc oznacza stala sieci materiatu referencyjnego. Dokladno$é¢ metody zalezy od
wielu czynnikow, np: geometrii probki (grubosé¢ probki, zmiany grubosci zwigzane z pro-
cesem preparacji probki), parametrow materiatowych krysztalu (statych sztywnosci), kie-
runku pomiaru odksztalceri sieci i wielu innych. Poniewaz odksztalcenia sieci wyzna-
czane sg w oparciu o obszar referencyjny sieci, wiec jego poprawny wyboér na obrazie
HRTEM ma podstawowe znaczenie dla doktadnosci wynikow. W celu zwiekszenia precyzji
metody nalezy uwzgledni¢ wplyw efektéw towarzyszacych relaksowanu sie niejednorod-
nej probki podczas procesu przygotowania jej do obrazowania w mikroskopie elektrono-
wym. Przyktadem takiej analizy jest oznaczenie sktadu chemicznego w studniach kwan-
towych CdTe/ZnTe czy tez MnTe/CdTe, badanie procesu dyfuzji na interfejsie uktadow
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Zn,Cd;y_,Se/ZnSe czy studni kwantowych Cd,Mn;_,Te/CdTe, zob. Ruterana i in. (2003).
W okresie ostatniej dekady przedmiotem intensywnych badan staty sie potprzewodniki na
bazie zwiazkow azotu, w szczegblnosci GaN, InN oraz AIN. Z wymienionymi zwigzkami
azotu krystalizujacymi w uktadzie heksagonalnym wigzane sa wielkie nadzieje w przemysle
optoelektronicznym. Juz dzi§, na bazie wielokrotnych studni kwantowych In,Ga; _,N/GaN
budowane sg diody i lasery o barwie niebieskiej pracujace w temperaturze pokojowej. Na
razie lasery takie majg niskg sprawnosc¢ i trwalosé, ale trwaja intensywne badania wspo-
mnianych struktur majace na celu wyjasnienie proceséw rzadzacych fotoemisja. Przepro-
wadzone dotychczas badania ww. struktur dowodza istnienia w studniach kwantowych
obszarow silnej koncentracji indu, dochodzacej do 80% o wymiarach rzedu 1+5 nm, pod-
czas gdy nominalna koncentracja In w studni kwantowej wynikajaca z warunkéw wzrostu
epitaksjalnego wynosi 10-20%. Wydzielenia indu, zachowuja sie jak kropki kwantowe i
wedtug wielu badaczy odpowiedzialne sa za doskonate parametry optoelektroniczne urza-
dzeni zbudowanych na ich bazie, zob. Narukawa i in. (1997). Efektywno$¢ §wiecenia studni
kwantowych stoi bowiem w sprzeczno$ci z wysokim stopniem zdefektowania struktury
(wzrost na szafirze Al,O3) siegajacym 10° — 10°m =2, ktory zwykle obniza sprawno$é
Swiecenia. Natura i sposob tworzenia sie tych wydzielen jest jak na razie nierostrzygnieta.
Czes¢ badan eksperymentalnych wigze proces tworzenia sie wydzielen indu z procesem
wzrostu, zob. Singh i in. (1997) podczas gdy inni twierdza, ze segregacja indu nastepuje
podczas wygrzewanie i normalizacji probki, zob. Mceluskey i in. (1998). W celu zrozumie-
nia mechanizmu rzadzacego tworzeniem sie obszaréw aktywnych optycznie w studniach
kwantowych In,Ga;_,N/GaN konieczne jest precyzyjne ustalenie koncentracji indu w wy-
dzieleniach iich geometrii. Wykorzystana zostanie do tego celu analiza sktadu chemicznego
na podstawie pomiaréw odksztatcen sieci na wysokorozdzielczych obrazach mikroskopo-
wych wraz z modelowaniem sprezystego procesu relaksacji heterostruktur epitaksjalnych.

Podczas procesu przygotowania probki do badan mikroskopowych TEM polegajacego

Rysunek 5.24: Przyjety do obliczen model geometrii wydzielenia wraz z koncentracja
indu - x w studni kwantowej.
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poczatkowo na mechanicznym a nastepnie jonowym Scienianie probki, obecnosé obszarow
o wysokiej koncentracji indu powoduje silng lokalng relaksacje struktury. Wynika to ze
znacznej roznicy w statych sieciowych sktadnikow heterostruktury, zob. tab.(5.3). Zjawi-
sko to ma szczegdlne znaczenie w przypadku cienkich folli lub wydzielen znajdujacych sie
tuz przy powierzchi probki. Sprezysta relaksacja struktury skutkuje zakrzywieniem ko-
lumn atomowych wokoét wydzieleni indu obserwowanych na obrazie HRTEM . Aby zbadaé

a C C11 C12 C13 C33 C45
GaN | 5.185 | 3.189 | 374.2 | 141.4 | 98.1 | 388.6 | 98.3
InN 5.72 3.52 1223.0| 115.0 | 92.0 | 224.0 | 48.0

Tablica 5.3: Parametry materialowe heksagonalnych krysztalow GaN i InN, stale
sieciowe (A) i stale sztywnosci (GPa), wg Reeber i Wang (2001).

wplyw efektow relaksacji w ciekich foliach (probki mikroskopowe) wykorzystany zostal
aparat nieliniowej anizotropowej sprezystosci polaczony z metoda elementéw skoriczo-
nych i symulacjg obrazéw HRTEM. Poréwnujac obrazy struktury otrzymane na drodze
symulacji numerycznej procesu sprezystej relaksacji materiatu wokot wydzielen indu z rze-
czywistym obrazem mikroskopowym struktury mozemy wyznaczy¢ poprawke korygujaca
sktad chemiczny wyznaczony za pomoca metody pomiaru na podstawie odksztalcen sieci.
Analize dwuwymiarowego procesu relaksacji w studniach kwantowych In,Ga;_,N/GaN
mozna znalez¢ w pracy Ruterana i in. (2002) w ktorej zalozony sktad chemiczny poszcze-
golnych obszaréw heterostruktury, tj. bariery GaN, studni kwantowej In,Ga;_,N, wydzie-
lenia In,Ga;_,N (y>x) jest staly. Tak przyjety model obliczeniowy prowadzi w efekcie do
wzorow empirycznych na koncentracje indu jako funkcji zmierzonych odksztatcen sieci
wyznaczonych na bazie obrazow HRTEM:

x[%] = 650 ¢,, dla probek MOCVD, (5.29)
x[%] = 720 ¢,, dla probek MBE, (5.30)

gdzie x oznacza koncentracje indu a ¢,, - odksztalcenie sieci na kierunku [0001]. Wybor
odksztalcen sieci na kierunku [0001] do wyznaczenia sktadu chemicznego nie jest przy-
padkowy, gdyz na podstawie wielu pomiaréw poréwnawczych okazalto sie, ze odksztal-
cenia sieci na tym kierunku najdoktadniej oddaja charakter zmian sktadu chemicznego
struktury. W przypadku struktury widocznej na rys.(5.22) mozna stwierdzi¢ ze typowa
koncentacja indu w wydzieleniu wynosi ok. 20%, podczas gdy maksymalna koncentacja
w wydzieleniach wynosi ok. 40%, zob. rys.(5.23) i por. (5.28). Analizujac wstepne wyniki
symulacji procesu relaksacji heterostruktury i poréwnujac je do wynikéw eksperymental-
nych, mozna stwierdzi¢, ze wspomniany model jest nieodpowiedni ze wzgledu zanizona
koncentracje indu w wydzieleniach. Pominecie efektu petnego zakrzywienia sie kolumn ato-
mowych wokol wydzieleri jak i zmienno$é sktadu chemicznego skutkuje niedoszacowaniem
koncentracji indu wyznaczonego na podstawie (5.29) i (5.29). Aby zbada¢ wplyw przyje-
tych uproszczenn na wyniki obliczert przeprowadzona zostata symulacja tréjwymiarowego
(3D) modelu wydzielenia indu w studni kwantowej uwzgledniajacego efekty nieliniowe;
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Rysunek 5.25: Zatozony model wydzielenia - poszczegolne kolory oznaczaja r6zna

koncentracje indu, zob. rys.5.24.
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Rysunek 5.26: Przemieszczenia sieci (powiekszone x10) w zrelaksowanej probee z
kulistym wydzieleniem In w studni kwantowej In,Ga;_,N/GaN wg modelu z Rys.5.25.
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z 2

obliczen wynosza 14 x 14 x 8 nm, podczas gdy grubos$é¢ studni kwantowej wynosi 9 statych
sieciowych ”¢” krysztalu GaN, por. tab.(5.3). Do obliczeri obszar probki podzielony zostal

na 8-mio weztowe elementy skoniczone. Wymiar pojedynczego elementu skoriczonego jest
catkowita krotnoscig statej sieciowej struktury referencyjnej - krysztatu GaN. Zapewnia

s 2

to zgodnosé potozen weztow siatki MES z rzeczywistymi polozeniami atoméw tworza-

Okreslanie koncentracji indu ...

sprezystej relaksacji jak i wpltyw zmiennego sktadu chemicznego struktury. Na podstawie

analizy wynikéw uzyskanych za pomoca modelu 2D ustalona zostata wyjsciowa geome-
tria i sktad chemiczny studni kwantowej In,Ga;_,N/GaN z pojedynczym, sferycznym

wydzieleniem indu, ktora przedstawiony jest na rys.(5.24). Wymiary probki przyjetej do
cymi strukture krystaliczna. W obszarze studni kwantowej zastosowano gestszy podzial
na elementy majacy na celu mozliwie doktadne odwzorowanie kulistego ksztaltu wydzie-
lenia jak i zalozonego zmiennego sktadu chemicznego wydzielenia i studni kwantowej. W
tym celu obszar probki podzielono na 9 podobszaréw odpowiadajacych roznej koncentra-
¢ji indu. Podzialu prébki na elementy skoniczone wraz z zatozonym sktadem chemicznym
przedstawia rys.(5.25). Dzieki symetrii tak przyjetego modelu mozliwe byto przeprowa-
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bki, wprowadzajac na plaszczyznach symetrii
zewnetrznych powierzchniach probki, prostopadtych do kierunku [1100] wprowadzone zo-
staly warunki brzegowe typu MPC. Pozostate powierzchnie zewnetrzne probki (prostopa-

2

dte do kierunku wiazki elektronowej - [1120] oraz kierunku swobodnego wzrostu warstwy -

2

-mej czesci pro

1

8
towych w zrelaksowanej strukturze, zob. rys.(5.26). Przemieszczenia

studni kwantowej. Sktad chemiczny i wymiary wg rys.5.25.
weztow siatki MES w dalszym etapie obliczenn przypisane sa do odpowiadajacej im su-

,

[0001]) pozostaly powierzchniami swobodnymi. Dane materialowe dla poszczegéluych ob-
1 przemieszczen wez

szar6w, wyznaczone zostaly przy uzyciu prawa Vegarda, zob. (5.27) na podstawie danych
z tab.(5.3). W efekcie symulacji numerycznej otrzymujemy rozktad naprezen residualnych
perkomorki krysztatu. Dla atomoéw lezgcych pomiedzy weztami siatki MES wyznaczane

Rysunek 5.27: Naprezenia residualne w zrelaksowanej probee z kulistym wydzieleniem w
odpowiednie warunki brzegowe. Dodatkowo, w celu symulacji periodycznoéci struktury na

dzenie obliczen jedynie na
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jest usrednione polozenie na podstawie przemieszczen sgsiednich wezlow, korzystajac z
hipotezy Cauchy’ego-Borna, zob. Born i Huang (1956), Ericksen (1984), Tadmor i in.
(1996). Koncentracja indu w strukturze zamieniana jest na prawdopodobienstwo wysta-
pienia atomu In lub Ga w strukturze superkomorki i stosowana jest zamiast klasycznego
wspotcezynnika obsadzenia. Symulowany obraz HRTEM otrzymujemy korzystajac z po-
mocy pakietu obliczeniowego EMS, zob. Stadelmann (1987), wykorzystujacego metode
fal Blocha. Parametry obrazowania przyjete do symulacji odpowiadaty parametrom mi-

Rysunek 5.28: Symulowane obrazy HRTEM kulistych wydzielen In w studniach
kwantowych In,Ga; ,N/GaN dla parametru rozogniskowania 6 = 0, 40, 80 nm.

kroskopu "Topcon 0002B” pracujacemu przy napieciu 200 kV, tj:
e wspotezynnik abberacji sferycznej Cy = 0.5 nm,
e zbieznos¢ wiazki a = 0.8 mrad,

e rozktad rozogniskowania D = 8 nm,

e apertura obiektywu A = 12 nm™!.
Uzyteczne obrazy do pomiaréw odksztalcen sieci za pomoca procedur peak finding otrzy-
mane zostaly dla parametréw rozogniskowania (defocus) w zakresach 6 = 5-15 nm dla
kontrastu normalnego oraz § = 55-70 nm dla kontastu odwroconego. Przyktadowe symu-
lowane obrazy HRTEM modelowanej struktury przedstawione sa na Rys.5.28. Poréwnujac
obraz struktury uzyskany na drodze symulacji numerycznej z eksperymentalnym obra-
zem HRTEM dochodzimy do wniosku, ze zalozona wstepnie koncentracja indu w badanej
strukturze jest niedostateczna aby wywota¢ widoczne na obrazach eksperymentalnych
odksztalcenia sieci. Odksztaltcenia sieci dla symulowanej struktury sa znaczaco nizsze w
poréownaniu z tymi z obrazéow experymentalnych. Zwiekszenie udzialu indu w sktadzie
chemicznym wydzielenia do poziomu 80%, a w niektorych przypadkach nawet do 100%,
zob. rys.(5.23), przy jednoczesnym zwiekszeniu Srednicy wydzielenia, por. rys.(5.29), jest
konieczne dla osiagniecia zgodnosci pomiedzy wynikami numerycznymi a eksperymentem.
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Rysunek 5.29: Geometria i koncentracja In w wydzieleniu dajaca na symulowanych
obrazach HRTEM odksztalcenia sieci poréwnywalne z eksperymentem.

Model wydzielenia indu z koncentracja indu na poziomie 80% daje w wyniku odksztalce-
nia sieci poréwnywalne z typowymi wynikami odksztatcen sieci wyliczonymi na podsta-
wie eksperymentalnego obrazu HRTEM. Na podstawie poréwnania wartosci i rozktadu
odksztalcen sieci na symulowanych obrazach heterostruktury z jej rzeczywistym obrazem
mozemy stwierdzi¢, ze typowe wydzielenie indu ma koncentracje ok. 80% i $rednice ok.
3-4 nm, por. rys.(5.30). Warto zwrdci¢ uwage na réznice pomiedzy odksztatceniem sieci
wyliczonym bezposrednio z przemieszczen weztowych zrelaksowanej siatki MES oraz z sy-
mulowanego obrazu HRTEM, zob. rys.(5.30). Symulowany obraz mikroskopowy wyliczony
zostal na podstawie przemieszczen sieci MES, a réznica pomiedzy nimi powstata podczas
samego procesu symulacji obrazu HRTEM. Zalozenie parametréow obrazowania odpowia-
dajacych rzeczywistemu mikroskopowi, a odzwierciedlajacych btedy jego wykonania sa
powodem powstania przektaman obrazu struktury.

5.5 Dyskusja otrzymanych wynikéw

Przedstawiony w poprzednich rozdziatach algorytm pozwala na obliczanie naprezen w he-
terostrukturach krystalicznych. Przy wyznaczaniu konfiguracji réwnowagowej struktury
brana jest pod uwage nieliniowos¢ geometryczna oraz fizyczna krysztatu. Ze wzgledu na
specyfike wtasciwosci mechanicznych krysztalu niezwykle wazne jest ujecie anizotropii
sprezystej charakterystycznej dla krysztalow, poprzez przyjecie odpowiedniej postaci ma-
cierzy reprezentacji tensora sztywnosci c. R6znice w stalych sieciowych dla poszczegdlnych
warstw materialu w prezentowanym modelu zadawane sa bezpos$rednio, z pominieciem
szeroko stosowanych w literaturze wspotczynnikéw rozszerzalnosci temperaturowej krysz-
tatow, por. Kret i in. (1999), Tillmann i in. (2000). Otwiera to mozliwosci dalszego rozwoju
algorytmu o analize i uwzglednienie wptywu na heterostrukture zmian temperatury wy-
stepujacych w procesie jej hodowli. Otrzymane wyniki stanowia kontynualne przyblizenie
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Rysunek 5.30: Odksztalcenia sieci: a) struktury rzeczywistej, b) symulowany na
podstawie zrelaksowanej siatki MES, ¢) na podstawie symulacji obrazu HRTEM.

Scistego rozwigzania dla samonaprezonych heterostruktur epitaksjalnych. Krytycznym pa-
rametrem przedstawionych obliczen jest zatlozony rozktad przestrzenny sktadnikéw struk-
tury, oparty na przestankach technologicznych. W pierwszym z przedstawionych przy-
ktadéow numerycznych wyznaczony zostal na podstawie potozen dyslokacji niedopasowa-
nia i odpowiada w przyblizeniu interfejsowi heterostruktury. Ze wzgledu na tak przyjete
uproszczenie nie moze on byé uznany za pomiar ostateczny. Aby uzyska¢ mozliwie bliski
rzeczywistemu rozktad materiatu w préobce nalezatoby przeprowadzié¢ dtugotrwala proce-
dure optymalizacji rozktadu sktadnikow struktury ze wzgledu na naprezenia residualne.
Idac krok dalej, w oparciu o hipoteze Cauchy - Borna przedstawione wyniki kontynualne
mozna wykorzystac¢ jako wstepna, przyblizong konfiguracje struktury z defektami dla dal-
szych obliczen metodami dyskretnymi, ktére pozwolityby uzyska¢ znacznie doktadniejsze
wyniki w obrebie rdzeni dyslokacji. Mozemy to uzyskaé przyjmujac, ze atomy krysztatu
"zwiazane” sa sztywno z weztami elementu skonczonego (sa w nim “zamrozone”) i tak
samo jak elemenent kontynualny deformuja sie. Konieczny jest wiec odpowiednio przy-
jety podzial na elementy skoriczone pozwalajacy na podstawie przemieszczenn weztowych
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siatki elementow skoriczonych wyznaczy¢ dyskretne potozenia atomoéw w zdeformowanej
obecnoscia dyslokacji strukturze, zob. rys. (5.9) i (5.17) a nastepnie wykorzystujac je jako
dane wej$ciowe do modelowania struktury statyka/dynamika molekularna czy tez symulo-
wania obrazéw HRTEM. Uzyskujemy w ten sposoéb mozliwosé weryfikacji eksperymental-
nej otrzymanych wynikéw numerycznych. W przypadku trojwymiarowej analizy defektow
sieci na interfejsie heterostruktury, za pomoca przedstawionego algorytmu mozliwe byto
uwzglednienie wplywu sktadowych $rubowych dyslokacji na konfiguracje rownowagowa
struktury i poziom naprezen residualnych, por. Dtuzewski i in. (2002b), Dtuzewski i in.
(2004). Podobnie jak w cytowanej pracy, ze wzgledu na wysokie gradienty przemieszczen
w okolicy defektow otrzymane wyniki dla naprezeri charakteryzuja sie bardzo wysokim
ich poziomem, rzedu kilku GPa. Dzieki wykorzystaniu przedstawionego modelu do ana-
lizy odksztalcen supersieci mozliwa jest ocena sktadu chemicznego tychze struktur. Dzieki
uzupetnieniu algorytmu o model oddziatywan piezoelektrycznych mozliwe sa réwniez ob-
liczenia zmian struktury pasmowej heterostruktur wykorzystywanych w optoelektronice,
zob. Jurczak i in. (2005).

Przy badaniu wplywu efektow relaksacji cienkiej folii (probki) mikroskopowej na konfigu-
racje rownowagows sieci zastosowano opisany model anizotropowej, nieliniowej relaksacji
sprezystej krysztalu. Przemieszczenia weztow siatki elementow skoriczonych przypisane
zostaly atomom idealnej struktury krystalicznej GaN a koncentracja indu przeliczona zo-
stala na prawdopodobienstwo wystapienie atomu indu lub galu. Dzieki obliczeniom prze-
prowadzonym metoda elementow skonczonych dla tréojwymiarowego, kulistego wydziele-
nia indu w studni kwantowej GaN otrzymaliSmy rozktad "hipotetycznych” przemieszczen
atomow zatozonej struktury krystalicznej. Tak uzyskana konfiguracja struktury pozwala
odtworzy¢ obraz HRTEM heterostruktury. Na podstawie poréwnania odksztalcen sieci
eksperymentalnego i symulowanego obrazu mikroskopowego mozemy zweryfikowaé ocene
sktadu chemicznego oraz poprawi¢ doktadnos¢ w poréwnaniu z metodami opartymi np. o
kombinacje HRTEM i interferometrii optycznej. Porownujac otrzymane wyniki obliczen
trojwymiarowych struktur z podobnymi symulacjami 2D tychze samych struktur, zob.
Ruterana i in. (2002), mozemy zauwazy¢ podobienstwa jakosciowe dotyczace odksztatcen
sieci krystalicznej. W obu przypadkach mamy do czynienia ze $ciskaniem struktury w
obrebie studni kwantowej charakteryzujacej sie wysoka koncentracja indu i lokalnym roz-
cigganiem obszar6w na granicy studnia - bariera. Jakkolwiek nalezy tu podkresli¢ znaczne
roznice w otrzymanych wartosciach odksztalcen sieci. Wartosci odksztatcen sieci sa znacz-
nie nizsze w przypadku symulacji w pelni trojwymiarowych obiektéw przestrzennych ja-
kimi sa wydzielenia indu (w przypadku symulacji 2D wydzielenie odpowiada geometria
walcowi a nie kuli czy elipsoidzie). Jest to spowodowane faktem ujecia pelnej geometrii
obszaru wzbogaconego indem oraz kompletnym opisem procesu relaksacji takiego obiektu.
Na podstawie analizy wynikow symulacji 2D oparto przypuszczenie liniowej zaleznosci po-
miedzy koncentracjg indu a lokalnym poziomem odksztatcenia sieci, zob. rown. 5.28. Na
podstawie przedstawionej zaleznosci koncentracja indu dla odksztatcenia sieci €., = 0.03
wynosi 20% podczas gdy podobne wartosci odksztalcen sieci wyznaczane sa dla trojwy-
miarowego modelu kropki z 80% koncentracjg indu, por. rys. 5.30c. Na tej podstawie
oczywistym jest, ze dwuwymiarowy model wydzielenia indu w studni kwantowej nie opi-
suje w pelni analizowanego zjawiska czego efektem jest otrzymanie poszukiwanego sktadu
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chemicznego obarczonego znacznym btedem. W celu poprawy doktadnosci prezentowane;j
metody analizy sktadu chemicznego nalezy dokltadnie ustali¢ grubosé folii, gdyz parametr
ten ma decydujacy wptyw na doktadno$é¢ uzyskiwanych wynikow. Przedstawiona me-
toda pozwala uzyska¢ informacje na temat sktadu chemicznego bardzo cienkich probek,
porownywalng z wymiarem wydzielen i czeSciowo rozwiazuje problemy podczas interpre-
tacji obrazow HRTEM. Powaznym problemem wplywajacym na dokladnosé obliczen jest
wystepujacy w procesie przygotowywania danych wejsciowych brak dokladnych narzedzi
analizy sktadu chemicznego heterostruktury na podstawie wynikéw eksperymentalnych.
Dodatkowym ograniczeniem jest brak pelnej, tréjwymiarowej informacji o strukturze. Do-
stepne dzi$ wyniki eksperymentalne (obrazy HRTEM) ograniczaja sie jedynie do dwoch
wymiaréow a rozwigzanie tego problemu przy obecnym poziomie zaawansowania technik
badawczych jest praktycznie niemozliwe. W przypadku struktur z defektami prezento-
wana metoda stanowi¢ moze doskonate narzedzie uzupelniajace metody dyskretne obli-
czen struktur krystalicznych dostarczajac "wstepnej” informacji o konfiguracji rownowa-
gowej atomoéw przy jednoczesnym zachowaniu akceptowalnej doktadnosci poza rdzeniami
defektow.

Prezentowany algorytm obliczeniowy zastosowany do obliczefi naprezen residualnych
w zdefektowanych strukturach krystalicznych zapewnia uzyskanie zbieznosci rozwigzania
(6 = 10716, zob. (4.12)) juz po ok. 6-8 iteracjach metoda NR, przy czym po przekroczeniu
tolerancji rzedu 107° zmiany konfiguracji jak i naprezei residualnych sa juz niezauwazalne.
Liczba iteracji i czas obliczen zalezg $cisle od przyjetego schematu rozwigzania - metoda
NR, zmodyfikowana metoda NR lub tez kombinacja obu tych metod. W przypadku sto-
sowania zmodyfikowanej metody NR w celu osiaggniecia pozadanej zbieznoéci, konieczne
jest przeprowadzenie wiekszej, niz wymieniona wyzej, liczby iteracji. Warto tu nadmie-
ni¢, iz z do$wiadczenia autora wynika, ze zmodyfikowana metoda NR nie we wszystkich
wypadkach jest uzyteczna. Ponadto jej stosowanie wymaga rozwagi, gdyz w przypadku
znaczacych zmian konfiguracji ciala metoda ta nie prowadzi do rozwigzania problemu.
Zastosowanie podczas obliczeni przyblizonej macierzy stycznej nie wplyneto w istotny
sposob na przebieg procesu iteracji. Liczba iteracji koniecznych do uzyskania zbieznosci
w obu przypadkach jest podobna. Podczas wielu obliczen testowych okazywalo sie wrecz,
ze pochodna wyznaczona w sposob Scisty powoduje pogorszenie sie procesu zbieznosci -
dotyczy to szybkozmiennego cztonu ag—aN w (4.13), ktory byt gtownym zrodtem zaburzen.
Wspomniane tu znaczne zmiany konfiguracji ciata (zob. dyslokacje w krysztale miedzi -
deformacja czesci elementow wynosi 33%) stanowia powazny problem podczas obliczen.
W wielu przypadkach konieczny jest podzial procesu obliczen na dwa etapy - obliczenia
konfiguracji wstepnej (deformacja rzedu 50-70% deformacji docelowej), a nastepnie start

z tak obliczonej konfiguracji do konfiguracji docelowe;j.
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Podsumowanie

W ramach niniejszej pracy opracowany zostal nowy algorytm numeryczny oparty na
aparacie nieliniowej anizotropowej hipersprezystosci i metodzie elementéw skoiiczonych
pozwalajacy wyznaczaé kofiguracje rownowagowa i naprezenia residualne w heterostruk-
turach krystalicznych, a po uwzglednieniu oddzialywan termodynamicznych réwniez w
heterostrukturach z defektami. Model anizotropowej hipersprezystosci bazuje na uogdél-
nionej mierze odksztalcenia pozwalajagc w ten sposéb uwzgledni¢ w obliczeniach nielinio-
wos¢ geometryczng materiatu. Dobor parameteru miary odksztalcenia pozwala uzyskaé
wymagany w danym przypadku stopien nieliniowosci. Dzieki temu, mozliwe jest dopaso-
wanie modelu do fizyki zjawiska co z punktu widzenia obliczen struktur krystalicznych
jest niezwykle istotne, gdyz stopieni ich nieliniowo$ci moze by¢ istotnie r6zny. Nieliniowos¢
fizyczna uwzgledniana jest poprzez uzycie stalych sztywnosci rzedow wyzszych niz drugi.
Anizotropia wlasciwosci sprezystych krysztalu ujeta jest poprzez przyjecie odpowiedniej
dla danego krysztalu postaci reprezentacji tensoréw sztywnosci. Algorytm metody ele-
mentéw skoniczonych oparty jest na catkowaniu réwnania réwnowagi w konfiguracji ak-
tualnej. Opracowany algorytm wykorzystany zostal praktycznie na potrzeby projektow
badawczych:

e MRTN-CT-2004-005583 Interfacial Phenomena at Atomic Resolution and multiscale
properties of novel ITI-V Semiconductors (PARSEM),

e KBN 7TO07TA 015 17 Wykorzystanie logarytmicznej miary odksztatcenia w hiperspre-
zystej anizotropit materiatow. Termodynamika, rownania konstytutywne i kompute-
rowa symulacja metodq elementow skonczonych,

e KBN PBZ-KBN-096/T08/2003 Technologia wytwarzania wyrobéw z metali i stopdw
o strukturze nanometryczney,

e KBN T11F 00 825 Model numeryczny azotkowych struktur kwantowych do badania
sprzezonych wtasnosci elastycznych 1 oplycznych,

e KBN 8 TO7A 010 26 Wplyw warunkow wzrostu epitaksjalnego na samonaprezenia,
pekanie 1 formowanie sie kropek kwantowych w warstwach azotkowych.
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Dzieki oryginalnosci zastosowanej metody oraz mozliwosci aplikacji przy analizie wielu
problemoéw mozliwe stalto si¢ nawigzanie wspotpracy w wieloma renomowanymi laborato-
riami badawczymi m.in:

e CRISMAT/SIFCOM Caen, Francja;

e Centre d’Etudes de Chimie Métallurgique CNRS, Vitry-sur-Seine, Francja;
e Universidad de Kadiz, Hiszpania;

e Nordic Hysitron Laboratory Helsinki, Finlandia;

e Aristotle University of Thessaloniki, Grecja.
Wyniki symulacji numerycznych struktur krystalicznych opublikowane zostaly w:
Materials Science Forum, (2002) 404-405:141-146;

Computational Material Science, (2004) 29:379-395;

Physica status solidi (b), (2004) 1-4;

Jornal of Alloys and Compounds, (2004) 38 2:10-16;

Physica status solidi (¢), (2005) 2(3):972-975;
Oryginalne cechy prezentowanego algorytmu:

e mozliwos¢ doboru stopnia nieliniowosci modelu zwigzanego z mozliwos$cia wyboru
miary odksztalcenia i uzywanych statych sztywnosci,

e latwo$¢ modelowania nieliniowosci fizycznej poprzez przyjecie stalych sztywnosci
wyzszych rzedow,

e bezposrednie uwzglednienie sktadu chemicznego struktury poprzez przyjecie roznych
statych sieciowych krysztatow,

e mozliwosé obliczania naprezen residualnych wywotanych defektami struktury,

e mozliwos¢ wyznaczenia konfiguracji rownowagowej oraz naprezen residualne w ide-
alnych i zdefektowanych strukturach krystalicznych,

e mozliwos¢ wzbogacenia modelu o dodatkowe zadania sprzezone z polem odksztatcen
sprezystych dzieki modutowej budowie macierzy stycznej.

W ramach niniejszej pracy, w ramach metody elementéw skoriczonych, opracowane zostaty
numeryczne i teoretyczne modele dyslokacji krawedziowej i dyslokacji srubowej (dysloka-
cje czastkowe Schockleya). Wyznaczono trojwymiarowy rozktad naprezen residualnych w
heterostrukturze epitaksjalnej CdTe/ZnTe/GaAs powstalych na skutek istnienia ukladu
dyslokacji niedopasowania na interfejsie. Dokonano analizy poréwnawczej heterostruktury
InGaN/GaN celem weryfikacji jej sktadu chemicznego. Szereg przedstawionych w niniej-
szej pracy réwnan, m. in. (A.26), (B.9)-(B.13), (B.17), (C.8) wg aktualnej wiedzy autora
publikowane sa po raz pierwszy.



Spis rysunkoéow

2.1
2.2
2.3

3.1

3.2

5.1

5.2

5.3
5.4

5.5
2.6
2.7

5.8

5.9

5.10

5.11
5.12

Energia odksztalcenia zmagazynowana w procesie deformacji ciata. . . . . 18
Uktad wspotrzednych. . . . . .. o000 23
Zalezno$¢ energii potencjalnej wiazania 1) w zaleznosci od wzajemnej odle-
glosci r czastek w krysztale. D,, - energia wiazania, r,, - odleglto$¢ rownowa-
gowa wiazania, V.4, ¥, - sktadowe potencjatu: odpychajaca i przyciagajaca. 27

Odksztalcenie € jako funkcja rozciagniecia probki u dla réznych parametrow

m miary odksztalcenia podczas testu jednoosiowego rozciggania. . . . . . . 43
Schemat wyodrebnionych konfiguracji ciata. . . . . . .. ... ... .. 44
Kontur Burgersa w krysztale zawierajacym dyslokacje: a) dyslokacja kra-
wedziowa, b) dyslokacja srubowa, wg Hull (1965). . . . . .. .. ... ... 64
Obraz HRTEM heterostruktury GaAs/ZnTe/CdTe z zaznaczonym obsza-
rem obliczen MES. . . . ... ... ... e 67
Wartosci sktadowych tensora dystorsji zrodlowych 8. . . . . . . . ... .. 68
Przyjeta do obliczen siatka elementéow skoriczonych wraz rozktadem mate-
riatu i orientacjg krystalograficzna. . . . . . .. ... L. 69
Wartosci sktadowych tensora naprezenia Cauchy’egoo. . . . . . . . . . .. 71
Skalarna gestos¢ dyslokacji a. . . . . . . ..o 72
Typowa dyslokacja krawedziowa w krysztale o strukturze regularnej Scien-
nie centrowanej, wektor Burgersa b= $[110], wg Seeger (1957). . . . . . . . 73

Orientacja siatki elementéw skoniczonych w strukturze miedzi (FCC) z za-
znaczonymi pozycjami atoméw w obszarze v/2 X v/3 x v/6 a. Czarny kolor
oznacza atom w polozeniu naroznym komorki elementarnej, czerwony -
srodek Sciany. . . . . .. oL 74
Zastosowany do obliczen element skoficzony wraz z wymiarami i orientacja
zapewniajaca warunki sklejenia atomoéw w poprawng strukture FCC wraz
z naniesionymi polozeniami atomoéw. . . .. ... Lo L. 75
Zaltozona do obliczen siatka elementow skoriczonych a) poczatkowa konfigu-
racja lagranzowska X, b) zdeformowana konfiguracja aktualna x. Czerwo-
nym kolorem oznaczono elementy 27-mio weztowe, zielonym 18-to weztowe. 76
Zatozony rozklad dystorsji zrodtowych na konfiguracji aktualnej x. . . . . . 77
Izolinie naprezen wokol prostoliniowej dyslokacji krawedziowej dla klasycz-
nej teorii sprezystosci i osrodka izotropowego, za Hirth i Lothe (1982). . . . 77



Spis rysunkow 99

5.13 Rozklady naprezenn wokoét dyslokacji krawedziowej dla stalych sztywnosci

2-go rzedu zob. tab.(5.1). . . . ..o 78
5.14 Rozktady naprezen wokot dyslokacji krawedziowej wyznaczone z uwzgled-
nieniem statych sprezystosci 3-go rzedu, zob. tab.(5.2). . . . ... ... .. 78

5.15 Mechanizm dysocjacji dyslokacji w krysztatach FCC, wg Cottrell (1953). . 79
5.16 Dysocjacja dyslokacji krawedziowej na dwie czastkowe dyslokacje Shockleya

oddzielone btedem ulozenia, wg Seeger (1957). . . . . . . .. .. ... ... 80
5.17 Potozenia atoméw w komoérce translacji g X /3 X ? stalej sieciowej, z
naniesionymi elementami o wymiarach % X V3 X \1/—26 stalej sieciowej. . . . 81
5.18 Krystalograficzna siatka elementéw skonczonych uktadu dyslokacji Schoc-
kleya w konfiguracji a) lagranzowskiej X, b) aktualnej x. . . . . . . . . .. 82
5.19 Zalozony rozkltad dystorsji Zrodtowych naniesiony na konfiguracje lagran-
zowska X a) sktadowa krawedziowa - BM, b) sktadowa srubowa - sz ... 83
5.20 Rozktad naprezen residualnych wokoét dyslokacji Schockleya. . . . . . . .. 83

5.21 Sktadowe tensora gestosci dyslokacji, sktadowa krawedziowa @, i srubowa
Q... Widoczny na rysunku obszar jest wycinkiem probki ograniczonym do

okolic dyslokacji. . . . . . . .. . 84
5.22 Obraz HRTEM studni kwantowych In,Ga;_,N (zaznaczone strzatkami) w
probce MOCVD GaN. Dzieki uprzejmosci dr S. Kreta, IFPAN. . . . . . .. 85

5.23 Odksztalcenia sieci €,, [0001], wyznaczone dla obszaru na rys.(5.22). Wy-
raznie widoczne kolorowe studnie kwantowe z lokalnymi koncentracjami
In. W tle widoczny czarno-bialy obraz HRTEM. Dzieki uprzejmosci dr S.

Kreta, IFPAN. . . . . . . . 86
5.24 Przyjety do obliczen model geometrii wydzielenia wraz z koncentracja indu

- x w studni kwantowej. . . . . . ... Lo 87
5.25 Zalozony model wydzielenia - poszczeg6lne kolory oznaczaja r6zna koncen-

tracje indu, zob. rys.5.24. . . ..o oL 89

5.26 Przemieszczenia sieci (powiekszone x10) w zrelaksowanej probee z kulistym
wydzieleniem In w studni kwantowej In,Ga;_,N/GaN wg modelu z Rys.5.25. 89
5.27 Naprezenia residualne w zrelaksowanej probce z kulistym wydzieleniem w
studni kwantowej. Sktad chemiczny i wymiary wg rys.5.25. . . . . . .. .. 90
5.28 Symulowane obrazy HRTEM kulistych wydzielen In w studniach kwanto-
wych In,Ga; ,N/GaN dla parametru rozogniskowania § = 0, 40, 80 nm. . 91
5.29 Geometria i koncentracja In w wydzieleniu dajaca na symulowanych obra-

zach HRTEM odksztalcenia sieci poréwnywalne z eksperymentem. . . . . 92
5.30 Odksztalcenia sieci: a) struktury rzeczywistej, b) symulowany na podstawie
zrelaksowanej siatki MES, ¢) na podstawie symulacji obrazu HRTEM. . . 93

B.1 Zmiana konfiguracji oraz zmiana potozenia wezta posredniego 3 i wartosci
Fpl_l wtym wezle. . . ... 125

C.1 Wplyw wyboru parametru miary odksztalcenia "m” na zmiane wartosci
wspolezynnika Scisliwosci objetosciowej B(E). Stale sztywnosci wg tab.(A.1).129



Literatura

Abeyarante, R., Bhattacharya, K. i Knowles, J. (2001). Strain-energy functions with
multiple local minima: modeling phase transformation using finite thermo-elasticity, w
Fu, Y. i Ogden, R.W. (Eds.), Nonlinear Elasticity: Theory and Applications. Cambridge
University Press, Cambridge.

Alexander, H. i Teichler, H. (2000). Handbook of Semiconductor Technology. Wiley -
VCH, Berlin.

Anand, L. (1979). On Hencky’s approximate strain-energy function for moderate defor-
mations. ASME, 46:78-82.

Anand, L. (1986). Moderate deformations in extension-torsion of incompressible isotropic
elastic materials. Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 34:293-304.

Angello, J. i Mills, M. (1995). Philosophical Magazine A, 72:635.
Antman, S. (1995). Nonlinear Problems of Elasticity. Springer-Verlag, New York.

Barton, N., Dawson, P. i Miller, M. (1999). Yield strength asymmetry predictions from
polycrystal plasticity. Journal of Engineering Materials and Technology, 121:230-239.

Barts, D. B. i Carlsson, A. E. (1995). Physical Review E, 52:3195.

Bayle, P., Deutsch, T., Gilles, B., Lancon, F., Marty, A. i Thibault, J. (1993). Ultrami-
croscopy, 56:94.

Belytschko, T., Liu, W.K. i Moran, B. (2000). Nonlinear Finite Elements for Continua
and Structures. John Wiley and Sons Ltd.

Berveiller, M. i Zaoui, A. (1978). An extension of the self-consistent scheme to plastically
flowing polycrystals. Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 26:325-344.

Betten, J. (1991). Recent advances in applications of tensor functions in solid mechanics.
Advances in Mechanics, 14:79-109.

Bierwolf, R., Hohenstein, M., Phillipp, F., Brandt, O., Crook, G. i Ploog, K. (1993).
Ultramicroscopy, 49:273.



Literatura 101

Blatz, P. i Ko, W. (1962). Application of finite elasticity to the deformation of rubbery
materials. Transactions of The Society of Rheology, 6:223-251.

Boehler, J. (1987). Applications of Tensor Functions in Solid Mechanics. CISM Courses
and Lectures, Vol. 292, Springer.

Boehler, J., Kirillov, A. i Onat, E. (1994). On the polynomial invariants of elasticity
tensor. Journal of Elasticity, 34:97-110.

Bone, J. i Woods, R. (1997). Nonlinear continuum mechanics for finite element analysis.
Cambridge University Press.

Born, M. (1940). Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 36:160-172.
Born, M. i Furth, R. (1940). Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 36:454.

Born, M. i Huang, K. (1956). Dynamical Theory of Crystal Lattices. Clarendon Press,
Oxford.

Brewster, D. (1816). The Philosophical Transactions of the Royal Society of London,
156-178.

Brillouin, L. (1925). Les lois de Iélasticité sous forme tensorielle valable pour des coor-
données quelconques. Annalen der Physics, 10(3):251-298.

Brillouin, L. (1928). Les lois de I’élasticité en coordonnées quelconques. Proceedings of
the International Congress of Mathematicians, Toronto 192/, 2(3):73-97.

Brugger, K. (1964). Thermodynamic definition of higher order elastic coefficients. Physical
Review, 133(6A):1611-1612.

Bruhns, O., Xiao, H. i Meyers, A. (2000). Hencky’s elasticity model withe the logarithmic
strain measure; a study on Poyting effect and stress response in torsion of tubes and
rods. Archives of Mechanics, 52(4-5):489-509.

Cauchy, A. (1829). Fzercises de Mathématique, 4.

Cauchy, A. (1830). Mémoires de I’Académie Royale des Sciences, 9:119.
Chadwick, P. (1973). Continuum Mechanics. Dover Publications, New York.
Chadwick, P. (1976). Continuum Mechanics. George Allen & Unwin, London.

Chenot, J., Wood, R. i Zienkiewicz, O. E. (1992). Numerical Methods in Industrial For-
ming Processes. A.A.Balkema.

Christensen, R. (1994). Properties of carbon fibres. Journal of the Mechanics and Physics
of Solids, 42:681-695.



Literatura 102

Ciarlet, P. (1988). Mathematical Elasticity, Volume I: Three-Dimensional Elasticity.
North-Holland, Amsterdam.

Cosserat, E. i Cosserat, F. (1896). Sur la théorie d’élasticité. Annalen der Physik, 10:1-
116.

Cosserat, E. i Cosserat, F. (1909). Théorie des corps déformables. w Traité de Physique,
O.D. Khvol(Ed.) , Herman & Cie, Paris.

Cotter, B. i Rivlin, R. (1955). Tensors associated with time-dependent stress. The Quar-
terly Journal of Mechanics and Applied Mathematics, 13:177.

Cotteril, R. i Doyama, M. (1966). Physical Review, (145):465.
Cottrell, A. (1953). Dislocations and Plastic Flow in Crystals. Oxford University Press.

Courant, R. (1943). Variational methods for the solutions of problems of equilibrium and
vibration. Bulletin of the American Math Society, 49:1-61.

Cowin, S. i Mehrabadi, M. (1995). Anisotropic symmetries of linear elasticity. Applied
Mechanics Reviews, 48:247-285.

Cowin, S., Yang, G. i Mehrabadi, M. (1999). Bounds on the effective anisotropic elastic
constants. Journal of Elasticity, 57:1-24.

Cristfield, M. A. (1997). Non-linear Finite Element Analysis of Solids and Structures,
Vols 1 i 2, Fourth edition. Wiley, New York.

Crump, J. i Mitchell, J. (1970). Journal of Applied Physics, (41):717.

Cuitino, A. i Ortiz, M. (1992). Computational modeling of single crystals. Modeling and
Simulation in Materials Science and Engineering, 1:225-263.

Dawson, P. (2000). Computational crystal plasticity. International Journal of Solids and
Structures, 37:115-130.

Doyama, M. i Cotteril, R. (1965). Physical Review, (137):A994.
Doyle, T. i Ericksen, J. (1956). Advances in Applied Mechanics, 4:53-115.

Drabble, J. i Brammer, A. (1966). Third-order elastic constant of gallium arsenite. Solid
State Communications, 4(9):467-469.

Drechsler, M. i Nicholas, J. (1967). Journal of Physics and Chemistry of Solids, (28):2597.

Diuzewski, P. (2000). Anisotropic hyperelasticity based upon general strain measure.
Journal of FElasticity, 60:119-129.

Dtuzewski, P., Jurczak, G. i Antunez, H. (2001). Anisotropic hyperelastic finite element
based upon generalized strain. Materiaty konferencyje 2nd European Conference on
Computational Mechanics, Krakow 26-29 Czerwiec.



Literatura 103

Diuzewski, P., Jurczak, G., Maciejewski, G., Kret, S., P., R. i Nouet, G. (2002a). From
HRTEM micrographs of misfit dislocations to FE modelling of stress distibution. Ma-
teriaty konferencyjne 34th Solid Mechanics Conference, Zakopane 2-7 Wrzesien.

Dtuzewski, P., Jurczak, G., Maciejewski, G., Kret, S., Ruterana, P. i Nouet, G. (2002b).
Finite element simulation of residual stresses in epitaxial layers. Materials Science
Forum, 404-405:141-146.

Dtuzewski, P., Jurczak, G., Maciejewski, G., Kret, S., Ruterana, P. i Nouet, G. (2002¢).
Finite element simulation of residual stresses in epitaxial layers. Materiaty konferen-
cyjne 6th FEuropean Conference Residual Stresses, Coimbra.

Dhtuzewski, P., Maciejewski, G., Jurczak, G., Kret, S. i Laval, J. (2004). Nonlinear FE
analysis of residual stresses induced by dislocations in heterostructure. Computational
Material Science, 29:379-395.

Duncan, T. i Kuhlmann-Wilsdorf, D. (1966). Bulletin of the American Physical Society,
11:46.

El-Azab, A. (2000). Physical Review B, 61:11956.

Elata, D. i Rubin, M. (1994). Isotropy of strain energy functions which depend only on a
finite number of directional strain measures. Journal of Applied Mechanics, 61:284-289.

Elliot, J. (1913). Algebra of Quantics. Oxford University Press, London, New York.

Engelman, M., Sani, R., Gresho, P. i Bercovier, M. (1982). Consistent vs. reduced inte-
gration penalty methods for incompressible media using several old and new elements.
International Journal for Numerical Methods in Fluids, 2:25.

Fepkowski, S. i Majewski, J. (2004). Elastic properties of zinc-blende and wurtzite AIN,
GaN and InN. Acta Physica Polonica A, 105(6):559-566.

Ericksen, J. (1984). The Cauchy-Born hypoteses for crystals, w Gurtin, M.E. (FEd.) Phase
Transformation and Material Instabilities in Solids. Academic Press, New York.

Ericksen, J. i Rivlin, R. (1954). Archive for Rational Mechanics and Analysis, 3:281.
Eringen, A. (1971). Continuum Physics 1. Academic Press, New York.

Eringen, C. (1962). Nonlinear Theory of Continuous Media. McGraw-Hill, New York.
Eringen, C. (1967). Mechanics of Continua. John Wiley & Sons, Inc., New York.
Eshelby, J. D. (1957). Proceedings of the Royal Society of London A, 241:376.

Finger, J. (1894). Das potential der innern kréfte und die beziehungen zwischen beriirck-
sichtigung von gliedern, die beziiglich der deformationselemente von dritter, beziechung-
sweise zweiter ordnung sind. Sitzber. Akad. Wiss. Wien, 103:163-200, 231-442.



Literatura 104

Fosdick, R. i Serrin, J. (1979). On the impossibility of linear Cauchy and Piola-Kirchhoff
constitutive theories for stress in solids. Journal of Elasticity, 9(1):83-89.

Frank, I. (1949). Physics, 15:131.

Freund, L. (1999). The mechanics of electronics materials. International Journal of Solids
and Structures, 37:185-196.

Fu, Y. i Ogden, R. E. (2001). Nonlinear Elasticity; Theory and Applications. Cambridge
University Press.

Fukuoka, H. i Toda, H. (1977). Preliminary experiment on acoustoelasticity for stress
analysis. Archives of Mechanics, 29:673—686.

Gehlen, P., Rosenfield, A. i Hahn, G. (1968). Journal of Applied Physics, (39):5246.
Gent, A. (1996). Rubber Chemistry Technology, 69:59—61.

Gerthsen, D., Hahn, E., Neugebauer, B., Rosenauer, A., Schon, O., Heuken, M. i Rizzi,
A. (2000). Physica status solidi A, 177:145.

Ghoniem, N., Busso, E., Kioussis, N. i Huang, H. (2003).  Multiscale model-
ling of nanomechanics and micromechanics: an overview. Philosophical Magazine,
83(31-34):3475-3528.

Gibbson, J., Hull, R., Bean, J. i Treacy, M. (1985). Applied Physical Letters, 46:649.
Girifalco, L. i Weizer, V. (1959). Physical Review, 114:687.

Gopal, V., Vasiliev, A. i Kvam, E. (2001). Strain relaxation and misfit dislocation in-
troduction in lattice-mismatched InAs/GaP heteroepitaxy. Philosophical Magazine A,
81(10):2481-2501.

Grace, J. i Young, A. (1903). The Algebra of Invariants. Cambridge University Press,
London, New York.

Green, A. i Adkins, J. (1960). Large Elastic Deformations. University Press, Oxford.

Green, A. i Adkins, J. (1970). Large Elastic Deformations; 2nd edition. Oxford University
Press, Oxford.

Green, A. i Adkins, R. (1957). Archive for Rational Mechanics and Analysis, 1:1.
Green, A. i Zerna, W. (1954). Theoretical Elasticity. University Press, Oxford.

Green, A.1iZerna, W. (1968). Theoretical Elasticity, 2nd edition. University Press, Oxford.
Green, A. i Zerna, W. (1992). Theoretical Elasticity. Dover Publications, New York.

Gregor, V. i Kratochvil, J. (1990). Mechanics Research Communications, 29:197.



Literatura 105

Guluoglu, A. N., Srolovitz, D. J., LeSar, R. i Lomdahl, R. S. (1989). Scripta Metallurgica
et Materiala, 23:1347.

Gurtin, M. (1974). A short proof of the representation theorem for isotropic, linear stress-
strain relations. Journal of Elasticity, 4(3):243-245.

Hackl, K. (1999). On the representation of anisotropic elastic materials by symmetric
irreducible tensors. Continuum Mechanics and Thermodynamics, 11(6):353-369.

Héhner, P., Bay, K. i Zaiser, M. (1998). Physical Review Letters, 81:2470.

Haussiihl, S. (1967). Die abweichungen von den Cauchy-relationen. Journal of Physics:
Condensed Matter, 6:181-192.

Head, A. (1964). Physica status solidi, 5:51.

Hehl, F. i Itin, Y. (2002). The Cauchy relations in linear elasticity theory. Journal of
Elasticity, 66:185-192.

Hiki, Y. i Granato, A. (1966). Anharmonicity in noble metals, higher order elastic con-
stants. Physical Review, 144(2):411-419.

Hill, R. (1952). The elastic behaviour of crystalline aggregate. Proceedings of the Physical
Society of London A, 65:349-354.

Hill, R. (1968). On constitutive inequalities for simple materials - 1. Journal of the
Mechanics and Physics of Solids, 16(4):229-242.

Hill, R. (1970). Proceedings of the Royal Society of London, A 314:457-472.

Hill, R. (1975). On the elasticity and stability of perfect crystals at finite strain. Mathe-
matical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 77:225-240.

Hill, R. (1978). Aspects of invariance in solid mechanics. Advances in Applied Mechanics,
18:1-75.

Hirth, J. i Lothe, J. (1982). Theory of Dislocations. Wiley, New York.
Hooke, R. (1676). A description of helioscopes and some other instruments.

Hooke, R. (1678). De potentia restitutiva or of spring explaining the power of springing
bodies.

Horgan, C. i Baxter, S. (1996). Effects of curvilinear anisotropy on radially symmetric
stresses in anisotropic linear elastic solids. Journal of Elasticity, 42:31-48.

Horgan, C. i Saccomandi, G. (2002). Journal of Elasticity, 68:167-176.

Horodon, M. i Averbach, B. (1961). Acta Metallurgica, 9:247.



Literatura 106

Hrennikoff, A. (1941). Solutions of problems in elasticity by the framework method.
Journal of Applied Mechanics, 8(A169).

Hu, S. (1997). Film-edge-induced stress in substrates. Journal of Applied Physics,
50(1):4661-4666.

Huebner, K., Thornton, E. i Byrom, T. (1995). The Finite Element Method for Engineers.
Wiley - Interscience, New York.

Huetink, J. i Baaijens, F. E. (1998). Simulation of Materials Processing: Theory, Methods
and Applications. NUMIFORM9S8. A.A.Balkema.

Hull, D. (1965). Introduction to Dislocations. Pergamon Press, Oxford.

Humphrey, J. (1995). Mechanics of the arterial wall; review and directions. Critical
Reviews in Biomechanical Engineering, 23:1-162.

Huntington, H. (1958). Solid State Physics, T:213.

Hutchinson, J. (1976). Bounds and self-consistent estimates for creep of polycrystalline
materials. Proceedings of the Royal Society of London A, A238:101-127.

Hitch, M. (1997). Microscopy Microanalysis Microstructures, 8:41-57.

Hitch, M., Putaux, J. i Pénisson, J. (2003). Measurement of the displacement field of
dislocations to 0.03aby electron microscopy. Letters to Nature, (423):270-273.

Hitch, M., Snoeck, E. i Kilas, R. (1998). Quantitative measurement of displacement and
strain fields from HREM micrographs. Ultramicroscopy, 74:131-146.

Jain, S. C., Harker, A. H., Atkinson, A. i Pinardi, K. (1995). Edge-induced stress and strain
in stripe films and substrates: A two-dimensional finite element calculation. Journal of
Applied Physics, 78(3):1630-1637.

James, F. (1980). Computer Physics Communications, 60:329.

Jaumann, G. (1911). Geschlossenes system physikalischer und chemischer differenzialge-
setze. Sitzber. Akad. Wiss. Wien Ila, 120:385-530.

Jemioto, S. (2002). Studium Hipresprezystych Wtasnosci Materiatéw Izotropowych. Ofi-
cyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa.

Johnson, C. (1987). Numerical Solution of Partial Differential Equations by the Finite
Element Method. Cambridge University Press, Cambridge.

Johnson, H. i Freund, L. (2001). The influence of strain on confined electronic states
in semiconductor quantum structures. International Journal of Solids and Structures,
38:1045-1062.

Johnson, R. (1964). Physical Review, (134):A1329.



Literatura 107

Jurczak, G., Lepkowski, S., Dtuzewski, P. i Suski, T. (2005). Modeling of elastic, piezo-
electric and optical properties of vertically correlated GaN/AIN quantum dots. Physica
status solidi (¢), 2(3):972-975.

Jurczak, G., Kret, S., Ruterana, P., Maciejewski, G., Dluzewski, P., Sanchez, A. i
di Forte Poisson, M.A. (2003). Indium rich clusters in MOCVD InGaN/GaN: high
resolution electron microscopy study and finite element modeling. Proceedings of 15th

International Conference on Microscopy of Semiconducting Materials, 31 March - 3
April.

Jurczak, G., Maciejewski, G., Kret, S., Dtuzewski, P. i Ruterana, P. (2004). Modeling
of indium rich clusters in MOCVD In,Ga;_,N/GaN multilayers. Jornal of Alloys and
Compounds, 38 2:10-16.

Kato, R. i Hama, J. (1994). Journal of Physics: Condensed Matter, 6:7617.

Kisielowski, C., Liliental-Weber, Z. i Nakamura, S. (1997). Japanese Journal of Applied
Physics, 36:6932.

Kleiber, M. (1985). Metoda elementow skonczonych w nieliniowej mechanice kontinuum.
PWN, Warszawa.

Kratochvil, J. i Saxlova, N. (1992). Seripta Metallurgica et Materialia, 26:113.

Kret, S., Cywinski, G., Wojtowicz, T., Kossut, J., Delamarre, J., Laval, J., Dubon, A. i
Schiffmacher, G. (1999). X Conference on Electron Microscopy of Solids.

Kret, S., Delamarre, C., Laval, J. i Dubon, A. (1998). Philosophical Magazine Letters,
77:249.

Kret, S., Dtuzewski, P., Dtuzewski, P. i Sobczak, E. (2000). Measurement of disloca-
tion core distribution by digital processing of high-resolution transmission electron mi-
croscopy micrographs: a new technique for studying defects. Journal of Physics C,
12:10313-10318.

Kret, S., Maciejewski, G., Dluzewski, P., Ruterana, P., Grandjean, N. i Damilano, B.
(2003). Contribution to quantitative measurement of the In composition in GaN/InGaN
multilayers. Materials Chemistry i Physics, 81:273-276.

Kroner, E. (1958). Kontinuumstheorie der Versetzungen und Eigenspannungen. Springer,
Berlin.

Lamé, G. i Clapeyron, R. (1833). Mémoires présentés par divers savans, 4.
Leamy, H. (1967). Acta Metallurgica, (15):1839.

Lee, B. H. (1970). Journal of Applied Physics, (41):7.



Literatura 108

Leibfried, G. (1955). Gittertheorie der mechanischen und thermischen Eigenschaften der
Kristalle, w S. Fligge (Ed.), Handbuch der Physik, Vol. VII/1, Kristallphysik I. Sprin-
ger, Berlin.

Lepinoux, J. i Kubin, L. P. (1987). Scripta Metallurgica et Materiala, 21:883.

Lepinoux, J., Maziere, D., Pontikis, V. i Saada, G. (2000). Multiscale phenomena in
plasticity: from experiments to phenomenology, modelling and materials engineering.
NATO Science Series Applied Science, (367).

Lincoln, R., Koliwad, K. i Ghate, P. (1967). Physical Review, (157):463.

Loubet, J., Georges, J. i Meille, G. (1986). Microindentation techniques in materials
science and engineering. ASTM Special Technical Publication, 889:72.

Lubarda, V. A., Blume, B. J. A. i Needleman, A. (1993). Acta Metallurgica et Materialia,
41:625.

Lurie, A. (1990). Nonlinear theory of elasticity. North Holland, Amsterdam.

Maciejewski, G. (2002). Zastosowanie metody elementéw skonczonych do wyznaczania
rozktadow naprezen residualnych w heterostrukturach. Rozprawa doktorska.

Maciejewski, G. i Dtuzewski, P. (2004). Computational Materials Science, (30):44-49.

Maciejewski, G., Jurczak, G., Kret, S., P., D. i Ruterana, P. (2003). Indium rich clusters
in MOCVD InGaN/GaN: high resolution electron microscopy study and finite element
modeling. MRS Proceedings 798, Material Research Society Fall Meeting, Boston,
December 1-5,.

Macmillan, N. i Kelly, A. (1972). Proceedings of the Royal Society of London, 330:291-308.

Marsden, J. i Hughes, T. (1988). Mathematical Foundations of Elasticity. Prentice Hall,
Englewood Cliffs, New York.

Marsden, J. i Hughes, T. (1994). Mathematical Foundations of Elasticity. Dover Publi-
cations, New York.

Meceluskey, L., Romano, L., Kruskar, B., Baur, D. i Johsan, W. (1998). Applied Physics
Letters, 72:1730.

Mehrabadi, M. i Cowin, S. (1990). Eigentensors of linear anisotropic elastic materials.
The Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics, 43:15—41.

Mehrabadi, M., Cowin, S. i Horgan, C. (1993). Strain energy density bounds for linear
anisotropic elastic materials. Journal of Elasticity, 30:191-196.

Milstein, F. (1971). Physical Review B, 4(3):1130-1141.
Mébus, G. i Wagner, T. (1999). Journal of Microscopy, 194:124.



Literatura 109

Mooney, M. (1940). A theory of large elastic deformation. Journal of Applied Physics,
11:582-592.

Mura, T. (1968). The Continuum Theory of Dislocations, Advances in Materials Research
3. Interscience, New York.

Murnaghan, F. (1937). American Journal of Matematics, (59):235-260.
Murnaghan, F. (1951). Finite deformation of an elastic solids. Wiley, New York.
Nabarro, F. (1967). The Theory of Crystal Dislocations. Oxford University Press.
Nabarro, F. (1979-2003). Dislocations in solids. Vol. 1-11.

Nakamura, S. i Fazol, G. (1997). The Blue Laser Diode. Springer, Berlin.

Narukawa, Y., Kawakami, Y., Funato, M., Fujita, S. i Nakamura, S. (1997). Applied
Physics Letters, 70:981.

Navier, L. (1826). Résumé des legons données a I’Ecole des Ponts et Chaussées sur
Uapplication de la mécanique a [’étabilissement des construction et des machines. Paris.

Noll, W. (1958). Archive for Rational Mechanics and Analysis, 2:197.

Noll, W. (1974). The Foundations of Mechanics and Thermodynamics. Springer-Verlag,
Berlin.

Ogden, R. (1972a). Large deformation isotropic elasticity: on the correlation of theory
i experiment for incompressible rubberlike solids. Proceedings of the Royal Society of
London A, 326:565-584.

Ogden, R. (1972b). Large deformation isotropic elasticity: on the correlation of theory
and experiment for incompressible rubberlike solids. Proceedings of the Royal Society
of London A, 328:567-583.

Ogden, R. (1984). Non-linear Elastic Deformations. Ellis Horwood Limited, Chichester.
Ogden, R. (1997). Non-linear Flastic Deformations. Dover Publications, New York.

Oldroyd, J. (1950). On the formulation of rheological eqations of state. Proceeding of the
Royal Society of London A, 200:523-541.

Oles, A. (1998). Metody Doswiadczalne Fizyki Ciata Statego. Wydawnictwa Naukowo-
Techniczne, Warszawa.

OPTIMAS (1999). User Guide and Technical Reference. Media Cybernetics.

O’Reilly, E. (1989). Valence band engineering in strained-layer structures. Semiconductors
Science i Technology, 4:121-137.



Literatura 110

Ortiz, M. (1996). Computational micromechanics. Computational Mechanics, 18:321-338.

Ortiz, M. i Philips, R. (1999). Nanomechanics of defects in solids, w Wu, T.Y. i van der
Giessen, E. (Eds.) Advances in Applied Mechanics, Volume 36. Academic Press, New
York.

Pericak-Spector, K. i Spector, S. (1995). On the representation theorem for linear, isotro-
pic tensor functions. Journal of Elasticity, 39:181-185.

Pipkin, A. i Rivlin, R. (1959). The formulation of constitutive equations in continuum
physics. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 4:129-144.

Poisson, S. (1829). Mémoires Acad. Sci. Inst. France, 8.
Polanyi, M. (1921). Zeitschrift fiir Physik, 7:323.

Prantil, V., Dawson, P. i Chastel, Y. (1995). Comparison of equilibrium-based plasticity
models and a Taylor-like hybrid for-mulation for deformation of constrained crystal
systems. Modeling and Simulation in Materials Science and Engineering, 3:215-234.

Rakowski, G. i Kacprzyk, Z. (1993). Metoda Elementow Skoriczonych w Mechanice Kon-
strukcgi. Oficyna Wydawnicza Politechniki Warszawskiej, Warszawa.

Rao, S., Hernandez, C., Simmons, J., Parthasarathy, T. i Woodward, C. (1998). Philoso-
phical Magazine A, (77):231.

Reeber, R. 1 Wang, K. (2001). MRS Internet Journal of Nitride Semiconductor Research,
6:art.3.

Reiner, M. (1945). American Journal of Mathematics, 67:350.

Reuss, A. (1929). Berechnung der fliekgrenze von mischkristallen auf grund der plastizi-
tatsbedingung fiir einkristalle. ZAMM, 9:49-58.

Rice, J. (1975). Continuum mechanics i thermodynamics of plasticity in relation to micro-
scale deformation mechanisms w Argon, A.S. (FEd.) Constitutive Equations in Plasticity,
Volume 18. MIT press.

Rice, J. (1999). Foundations of Solid Mechanics, w (Ed.) Meyers, M.A. Armstrong, R.W.
v Kirchner H. Mechanics and Materials: Fundamentals and Linkages. Wiley.

Rivlin, R. (1948a). Philosophical Transactions of The Royal Society of London A, 241:379.
Rivlin, R. (1948b). Proceedings of the Royal Society of London A, 193:260.

Rivlin, R. (1948c). Large elastic deformations of isotropic materials. IT some uniqueness
theorems for pure homogeneous deformation. Philosophical Transactions of The Royal
Society of London, A240:491-508.



Literatura 111

Rivlin, R. (1949). Large elastic deformations of isotropic materials, part VI. Further
results in the theory of torsion, shear i flexure. Philosophical Transactions of The Royal
Society of London, A242:173-195.

Rivlin, R. (1955). Journal of the Rational Mechanics and Analysis, 4:681.
Robertson, M., Currie, J., Corbett, J. i Webb, J. (1995). Ultramicroscopy, 58:175.

Roy, A. i Acharaya, A. (2005). Finite element approximation of field dislocation mechanics.
Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 53:143-170.

Ruterana, P., Albrecht, M. i Neugebauer, J. (2003). Nitride Semiconductors. WILEY-
VCH, Weinheim.

Ruterana, P., Kret, S., Vivet, A., Maciejewski, G. i Dtuzewski, P. (2002). Journal of
Applied Physics, 91:8979.

Ruterana, P., Singh, P.; Kret, S., Jurczak, G., Maciejewski, G., Dtuzewski, P., Cho, H.,
Choi, R., Lee, H. i Suh, E. (2004). Quantitative evaluation of the atomic structure of
defects and composition fluctuations at the nanometer scale inside InGaN/GaN hete-
rostructures. Physica status solidi (b), 1-4.

Rychlewski, J. (1969). Tensory i funkcje tensorowe. Biuletyn Nr 631.

Rychlewski, J. (1983). Ceiiinosssttuv(w jez. rosyjskim). Matematyczna struktura cial
sprezystych. Preprint nr 217.

Rychlewski, J. (1995). Unconventional approach to linear elasticity. Archiwum Mechaniki
Stosowanej, 47(2):149-171.

Sadegh, A. i Cowin, S. (1991). The proportional anisotropic elastic invariants. Journal of
Applied Mechanics, 51:50-57.

Saxlova, N., Kratochvil, J. i Zatloukal, J. (1997). Materials Science and Engineering,
A234:205.

Scattergood, R. i Bacon, D. (1974). Physica status solidi (a), 25:395.
Scheidler, M. (1991). Mechanics of Materials, 11(3):199-210.
Schouten, J. (1989). Tensor Analysis for Physicists, 2nd edn. Dover, Mineola, New York.

Schwarz, K. W. i Chidambarrao, D. (1999). Dislocation dynamics near film edges and
corners in silicon. Journal of Applied Physics, 85(10):7198-7208.

Seeger, A. (1957). Dislocations and Mechanical Properties of Crystals. Wiley, New York.
Seeger, A. i Schoeck, G. (1953). Acta Metalurgica, 1:519.

Segmueller, A. i Murakami, M. (1988). Materials Science and Engineering, 27:143.



Literatura 112

STA (2002). The National Technology Road Map for Semiconductors. Semiconductor
Industry Association, http://public.itrs.net.

Seth, B. (1964). Second-order effects in elasticity, plasticity and fluid dynamics. Proce-
edings of International Symposium, Haifa 1962.

Shen, S. i Dawson, P. E. (1995). Simulation of Materials Processing: Theory, Methods
and Applications. NUMIFORM95. A.A.Balkema.

Simo, J. i Taylor, R. (1984). Consistent tangent operators for rate independent elastopla-
sticity. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 48:101-118.

Singh, R., Dappalapudi, D., Maussakas, T. i Romano, L. (1997). Applied Physics Letters,
70:1089.

Smith, G. (1962). Archive for Rational Mechanics and Analysis, 10:108.

Smith, G. (1994). Constitutive Fquations for Anisotropic and Isotropic Materials, Me-
chanics © Physics of Discrete Systems, Vol. 3. North - Holland, Amsterdam.

Smith, G. i Rivlin, R. (1958). The strain-energy function for anisotropic elastic materials.
Transactions of the American Mathematical Society, 88:175-193.

Smith, G., Smith, M. i Rivlin, R. (1963). Integrity bases for a symmetric tensor and a
vector — the crystal classes. Archive of the Rational Mechanics © Analysis, 12:93-133.

Snoeck, E., Warot, B., Ardhuin, H., Rocher, A., Casanove, M., Kilaas, R. i Hytch, M.
(1998). Thin Solid Films, 319:157.

Spaepen, F. (2000). Acta Materialia, 48:31.

Spencer, A. (1972). Deformation of Fibre-reinforced Materials. Oxford University Press,
Oxford.

Spencer, A. (1984). Continuum Theory of the Mechanics of Fibre-reinforced Composites.
Number 282. Springer Verlag, Wien.

Spencer, A. i Rivlin, R. (1962). Isotropic integrity bases for vectors and second-order
tensors, part I. Archive of the Rational Mechanics i Analysis, 9:45—63.

Spencer, A. i Rivlin, R. (1965). Isotropic integrity bases for vectors i second-order tensors,
part II. Archive of the Rational Mechanics and Analysis, 18:51-82.

Stadelmann, P. (1987). Ultramicroscopy, 21:131.

Suresh, S., Nieh, T. i Choi, B. (1999). Nano-indentation of copper thin films on silicon
substrates. Scripta Materialia, 41:951-957.

Sutcliffe, S. (1992). Spectral decomposition of the elasticity tensor. Transactions of the
ASME, 59(4):762-773.



Literatura 113

Tadmor, E., Ortiz, M. i Philips, R. (1996). Quasicontinuum analysis of defects in solids.
Philosophical Magazine A, 73:1529-1563.

Teodosiou, C. E. (1997). Large Plastic Deformation of Crystalline Aggregates. Springer
Verlag, Wien, New York.

Teodosiu, C. (1970). in A. Simmonds (Ed.), Fundamental Aspects of Dislocation Theory,
volume 317.

Teodosiu, C. (1982). Flastic Models of Crystal Defects. Springer-Verlag, Editura Acade-
miei, Berlin, Bucuresti.

Teutonico, L. (1962). Physical Review, 127:413.
Teutonico, L. (1963). Physical Review, 11:391.

Thomas, J. (1968). Third-order elastic constants of aluminium. Physical Review,
175(3):955-968.

Thomson, R., Levine, L. E., Shim, Y. i Savage, M. F. (2002). Computer Modeling in
Engineering € Sciences, 3:245.

Thurston, R. (1964). Physical Acoustic, 1:33.
Tillmann, K., Lentzen, M. i Rosenfeld, R. (2000). Ultramicroscopy, 83:128.

Ting, T. (1999). The remarkable nature of radially symmetric deformation of spherically
uniform linear anisotropic elastic solids. Journal of Elasticity, 53:47—-64.

Ting, T. (2000). Recent developments in anisotropic elasticity. International Journal of
Solids and Structures, 37:401-409.

Ting, T. i Lee, V. (1997). The three-dimensional elastostatic Green’s function for gene-
ral anisotropic linear elastic solids. The Quarterly Journal of Mechanics and Applied
Mathematics, 50:407-426.

Todhunter, I. (1960). A History of the Theory of Elasticity and the Strength of Materials,
from Galilei to Lord Kelvin, w Edited i completed by K. Pearson, (1st ed. 1886) Dover,
New York.

Treacy, M. i Gibbson, J. (1986). The Journal of Vacuum Science and Technology B,
4:1458.

Truesdell, C. (1952). The mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics. Journal
of the Rational Mechanics and Analysis, 1,3:125-300,593-616.

Truesdell, C. (1955). Hypo-elasticity. Journal of Rational Mechanics and Analysis, 4:83—
132.



Literatura 114

Truesdell, C. i Noll, W. (1965). The nonlinear field theories of mechanics, w Fligge, S.
(Ed.) Handbuch der Physik, volume IIT/3. Springer-Verlag, Berlin.

Truesdell, C. i Toupin, R. (1960). The Classical Field Theories, w Fligge, S. (Ed.) Hand-
buch der Physik. Springer-Verlag, Berlin.

Tu, K. N., Mayer, J. i Feldman, L. C. (1992). Electronic Thin Film Science for Electrical
Engineers and Material Scientists.

Tyson, W. (1966). Philosophical Magazine, 14:925.

Valandis, K. i Landel, R. (1967). The strain-energy function of a hyperelastic material in
terms of the extension ratios. Journal of Applied Physics, 38(7):2997-3002.

Van Mieghiem, P.; Jain, S. C. i van Overstraeten, R. (1994). Stress relaxation in laterally
small strained semiconductor epilayers. Journal of Applied Physics, 75(1):666-668.

Voigt, W. (1887-1889). Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie.

Voigt, W. (1910). Lehrbuch der Kristallphysik. Teubner, Leipzig.

Volterra, V. (Paris 1907). Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 24:401.
Voyadis, G., Bank, L. i Jacobs, L. (1994). Elsevier Science B.V.

Walgraef, D. i Aifantis, C. (1985). International Journal of Engineering Science, 23:1351.

Walker, N., Saunders, G. i Hawkey, J. (1985). Soft TA models and anharmonicity in
cadmium tellurite. Physical Review B, 52(5):1005-1018.

Wang, C. (1969). On representation for isotropic functions. part I and II. Archive for
Rational Mechanics and Analysis, 33:249-287.

Wang, C. (1970). A new representation theorem for isotropic functions. part I and II.
Archive for Rational Mechanics and Analysis, 36:166—223.

Wang, C. (1971). Corrigendum. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 43:392—
395.

Wang, C. i Truesdell, C. (1973). Introduction to Rational Elasticity. Noordhoff, Leyden.
Wang, H. Y. i LeSar, R. (1995). Philosophical Magazine A, 71:149.

Watanabe, K., Nakanishi, N., Yamazaki, T., Yang, J., Huang, S., Inoke, K., Hsu, J., Tu,
R. i Shiojiri, M. (2003). Atomic-scale strain field and In atom distribution in multiple
quantum wells InGaN/GaN. Applied Physics Letters, 82:715-717.

Weitzenbock, R. (1923). Invarianttentheorie. Noordhoff, Groningen.

Westergaard, H. (1952). Theory of FElasticity and Plasticity. Harvard University Press,
Cambride.



Literatura 115

Weyl, H. (1939). The Classical Groups. Princeton University Press, Princeton, New
Jersey.

Wright, A. (1997). Pressure dependence of elastic constans in zine-blende III-N and their
influence on the light emission in nitride heterostructure. Journal of Applied Physics,
82(6):2833-2839.

Wu, T., Lee, C. 1 Wang, R. (1993). Materials Research Society Symposium Proceedings,
308:133.

Yang, M., Sturm, J. i Prevorst, J. (1991). Calculation of band aligments and quantuum
confinement effects in zero- and one-dimensional pseudomorphic structures. Physical
Review B, 56:1973-1980.

Yu, E., McCaldin, J. i McGrill, T. (1992). Band offsets in semiconductor heterostructures.
Solid State Physics, 46:1-146.

Zaiser, M., Avlonitis, M. i Aifantis, E. C. (1998). Acta Materialia, 46:4143.

Zang, Y. W.iBower, A. F. (1999). Numerical simulations of island formation in a coherent
strained epitaxial thin film system. Journal of the Mechanics and Physics of Solids,
47:2273-2297.

Zheng, Q. (1994). Theory of representations for tensor functions: A unified invariant
approach to constitutive equations. Applied Mechanics Reviews, 47:545—-587.

Zhu, T., Li, J., Van Vliet, K., Ogata, S., Yip, S. i Suresh, S. (2004). Predictive modeling
of nanoindentation-induced homogeneous dislocation nucleation in copper. Jornal of
the Mechanics and Physics of Solids, 52:691-724.

Zienkiewicz, O. C. i Taylor, R. L. (1994). The Finite Element Method, fourth edition.
McGraw-Hill, New York.

Zwicky, F. (1923). Zeitschrift fir Physik, 24:131.



Spis

2001

2002

2003

publikacji autora

Pawel Dtuzewski, Grzegorz Jurczak i Horacio Antinez ,Anisotropic Hypere-
lastic Finite Element Based upon Generalized Strain” materialy konferencyje
2nd European Conference on Computational Mechanics Krakow, 26-29 Czer-
wiec 2001

. Pawel Dluzewski, Grzegorz Jurczak, Grzegorz Maciejewski, Stawomir Kret,

Pierre Ruterana i Gerard Nouet "Finite element simulation of residual stresses
in epitaxial layers” Materials Science Forum, 404-405: 141-146, 2002

Pawel Dluzewski, Grzegorz Jurczak, Grzegorz Maciejewski, Stawomir Kret,
Pierre Ruterana i Gerard Nouet "Finite element simulation of residual stresses
in epitaxial layers” (2002) materiaty konferencyjne 6th European Conference
Residual Stresses Coimbra, Czerwiec 2002

Pawel Dluzewski, Grzegorz Jurczak, Grzegorz Maciejewski, Stawomir Kret,
Pierre Ruterana i Gerard Nouet ,From HRTEM Micrographs of Misfit Dislo-
cations to FE Modelling of Stress Distibution” materialy konferencyjne 34th
Solid Mechanics Conference Zakopane, 2-7 Wrzesien 2002

Pawet Dtuzewski, Eligiusz Postek i Grzegorz Jurczak ,Self-organization of Qu-
antum Dots in Semiconductor Layers under Stress Field” materialy konferen-
cyjne 34th Solid Mechanics Conference Zakopane, 2-7 Wrzesien 2002

Pawel Dluzewski, Grzegorz Jurczak i Horacio Antinez ,Logarithmic Strain
Measure in Finite Element Modelling of Anisotropic Hyperelastic Materials”
Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences, 10: 69-79, 2003

Grzegorz Jurczak, Stawomir Kret, Pierre Ruterana, Grzegorz Maciejewski, Pa-
wel Diuzewski, Anna Maria Sanchez, Marie-Antoinette di Forte Poisson ,In-
dium rich clusters in MOCVD InGaN/GaN: high resolution electron micro-
scopy study and finite element modeling” Proc. 13th Int. Conf. Microscopy of
Semiconducting Materials, University of Cambridge, 31 March - 3 April 2003



Spis publikacji autora 117

2004

2005

8.

10.

11.

12.

13.

Grzegorz Maciejewski, Grzegorz Jurczak, Stawomir Kret, Pawel Diuzewski
i Pierre Ruterana ,Evidence of strong indium segregation in MOCVD In-
GaN/GaN quantum layers” MRS Proceedings Volume 798, Material Research
Society Fall Meeting, Boston, December 1-5, 2003

Grzegorz Jurczak, Grzegorz Maciejewski, Stawomir Kret, Pawel Diuzewski i
Pierre Ruterana ,Modelling of indium rich clusters in MOCVD InGaN/GaN
multilayers” Journal of Alloys and Compounds, 382: 10-16, 2004.

Pawel Dtuzewski, Grzegorz Maciejewski, Grzegorz Jurczak, Stawomir Kret i
Jean-Yves Laval ,Nonlinear FE analysis of residual stresses induced by disloca-
tions in heterostructures” Computational Material Science, 29: 379-395, 2004

P. Ruterana, P. Singh, S. Kret, G. Jurczak, G. Maciejewski, P. Dtuzewski, H.K.
Cho, R.J. Choi, H.J. Lee i E.K. Suh ,Quantitative evaluation of the atomic

structure of defects and composition fluctuations at the nanometer scale inside
InGaN/GaN heterostructures” Physica status solidi (b), 1-4, 2004

S.P. Lepkowski, G. Jurczak, P. Dluzewski i T. Suski ,Modeling of elastic, pie-
zoelectric and optical properties of vertically correlated GaN/AIN quantum
dots” praca zlozona do druku w Proceedings of Materials Research Society
Fall Meeting Boston 2004

G. Jurczak, S.P. Lepkowski, P. Dtuzewski i T. Suski ,,Modeling of elastic, piezo-
electric and optical properties of vertically correlated GaN/AIN quantum dots”
Physica status solidi (c), 2, 3 : 972-975, 2005



Dodatek A

Przeliczanie stalych sztywnoSci przy
zmianie miary odksztalcenia

Wykorzystujac state sztywnosci stopnia wyzszego niz 2-gi, wtasciwa energie odksztatcenia
materiatu hipersprezystego, zgodnie z rownaniem (3.23), mozemy opisaé¢ wzorem:

. I T, L& ikt e~
V) = ﬁ{Q THE E 60 o €z'j€kz€mn}. (A.1)
Przy zmianie parametru odksztatcenia "m” funkcja energii odksztaltcenia przyjmie postac:
b= U(EE)). (A.2)

W celu otrzymania zaleznosci opisujacych state sztywnosci dla réznych miar odksztatcenia
dokonajmy operacji dwukrotnego i trzykrotnego rézniczkowania, odpowiednio dla statych
sztywnosci drugiego i trzeciego rzedu:

- 0*(EE) ~ - PU(EE))
=P e % U0 Gegaae (A.3)
Kolejne pochodne funkcji energii sprezystej wzgledem odksztatcenia sa réwne:
OVEE) _1f1_ A
T/\;q — z\ 50 J {Liquekl + eiijlpq

1~
ijklmn =~ =~ P = o~ 2
+-C"Y [LiquEk:zEmn + &ij L& mn + Eijglemnpq} ) (A.4)

(=}

1(1

=) A igkl L pqrsg L..Pa],,., s L:."SL,.,P4 8 L pqrs]
85’ 887”5 ﬁ{Q K+ Lgp Ly ™ 4 Ly " L™ + Kl

+

1
ijklmn TS =~ rsa o~ TS
6 J [L pars Eklgmn LiquLkl Emn + Liquglemn
TS =~ =~ TS = rs
+ Lij Lklpqgmn + €iijlpq Emn T a":ijLklpqun

+ Lij" € Lnn™ + Eij Lt Lt + §ij5ksznpqm] }7 (A.5)
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PuEE) 1 {1

— ~ ijkl L qu‘St’u,/\ L pqrsL tu L pqtuL rs+L pqL rstu
Ty ot o '

rstu rSs tu tu TS -~ rstu
+ L™ Lig™ + Ly L™ + L™ L™ + &5 L™

70 ijklmn |:L pqrstugklé\mn L pqrsL tugmn L pqrsglemn

6
+ LiqutuL Tsé\mn + LiquL lrstué\mn + LiquLklrSLmntu
+ Liqutué\lemn + LiquLkltuLmnTS + LiquglemnTStu
+ LijTStuLklpqgmn + Lijrs Lklpqtué\mn + Lijrstlpquntu
+ L™ Lig" & mn + €1 Lid" " " € + &1 L™ L™
+ LijtuLklpqunrs + é\iijlpqtuLmnrs + é\iijlpqunrstu
+ Lmrstu/\ Lmn + LZ]rstltuLmnpq + L stglemn
+ LijtuLklrsLmnp + giijlTStuLmnpq + €iijl Lmnpqtu

tu~ TS -~ tu rSs ~ = rstu
+ Lij " € L™ + Eij Lt L + € Ek1 Linn™ :|}7 (A.6)

gdzie:
0z:;(€") 0%g;;(€") D3E;;(€")
L; pqg . ZZW\= ) L; pgrs _ 7 TU\= J L; pgrstu. __ # A7
A = oz e, T 02 07 08, (A7)

s3 pochodnymi izotropowej funkcji argumentu tensorowego wzgledem symetrycznego ten-
sora drugiego rzedu, zob. Ogden (1984). Poniewaz funkcje energii sprezystej ¢ (€) roz-
winieto w szereg potegowy w okolicy stanu naturalnego (gdzie &;; — 0), dlatego mozna
uprosci¢ posta¢ wyrazen (A.5) i (A.6) (wrazenie (A.4) przyjmuje warto$¢ rowna 0 - brak

naprezen):
PYEE)) 11 .y
FREE)) ) gkl L, 4 L L pq} , A8

02,08, P12 [J S A (4.8)

PY(EE’) _1[1

LY Y\E\E ) T ) Dokl L..Pars], tu L__PthL rs L..Pa], rstu

02,08,,08, 712" L B L L L
+L rstuL pq+L rst qtu_|_L tuL pqrs]

A~ ijklmn rs tu tu rs rs tu
b € L L L L L L L

CD

+ Lz’jtuLklpqunrs + LijTSLkltuLmnpq + LijtuLklrsLmnpq] } (Ag)

Po uwzglednieniu symetrii ¢ ¥¥ = ¢ %4 mozemy stale sztywnosci drugiego rzedu c, w

zaleznosci od wybranej miary odksztatcenia, przeliczy¢ wg wzoru:

o pars — ¢ ijlez'quLklrs~ (Al())
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Korzystajac ze wzorow podanych przez Ogdena, zob. Ogden (1984), niezerowe skladowe
tensora L;;’? w bazie wektorow wlasnych & maja wartosci:

Liiii = f/<§i> dla 1= 1,2,3;
1
Liji; = 1

S{FE) - TE)E —2) dla i#] & #6;.

Dla (&;; — 0) pochodna funkcji tensorowej (f’) réwna jest 1, stad w dowolnej, ortonor-
malnej bazie reprezentacja tensora L;j,, przyjmie postac:

1
Lijkl = §<5lk5jl + 5ll5jk) (All)
Podstawiajac do wzoru (A.8) odpowiednie wielkosci otrzymamy:
ok ijkl _ ¢ mnomenijLopkl> (Al?)

stad dla krysztalow o symetrii kubicznej state sztywnosci rzedu drugiego, przy zmianie
miary odksztalcenia, przeliczymy wg wzordw:

U g gk g 1
g2 =g _giklp g 22 (A.13)
g g gkl 23], 23

Niezerowe skladowe tensora L;;"? wystepujace w powyzszych wzorach maja wartosci:

1
Lllu = L2222 =1 oraz L2323 = L3223 = 5 (A14)
Wynika stad, ze state sztywnosci drugiego rzedu krysztalu kubicznego nie zaleza od wy-
boru miary odksztalcenia. Podobnie postepujac mozemy przeliczy¢ state sztywnosci dla
krysztalow o symetrii heksagonalnej, ktore oprocz statych ¢ ', ¢ 12 i ¢ 4 charakteryzuja

sie posiadaniem dodatkowych niezaleznych statych ¢ 13 i ¢ 33:

R L L AR
o33 _ @333 _ 5 ”leijgng:lgB- (A.15)

Niezerowe skladowe tensora L;;*? wystepujace w powyzszych wzorach majg wartosci

rowne:
L' = Lgs® =1, (A.16)

co oznacza, ze stale sztywnosci drugiego rzedu dla krysztalow o powyzszych symetriach
nie zalezqg od wyboru miary odksztatcenia!

dv=cv, (A.17)
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Przeliczenie stalych sztywnosci trzeciego rzedu do nowej miary odksztalcenia odbywa sie
Wg Wzoru:

~ 1 ..
¢ parstu — 56 ikl {LiquTSLkztu + LM L™ + Ly Ly "™
+ LijTStuLklpq + Lijrstlpqtu + LijtuLklquS
1~ ijklmn Pq rs tu g tu rs rs Pq tu
+ 60 Lij Lkl Lmn + Lij Lkl Lmn + Lij Lkl Lmn
+ LijtuLk‘lpqunrs + LijrstzlmLmnpq + LijtuLleTsLmnpq ) (A18)

Podobnie jak sktadowe pierwszej pochodnej funkcji izotropowej L; 1, sktadowe drugiej po-
chodnej L;;ximn mozemy wyrazi¢ w ortonormalnej bazie wektorow wlasnych, ktore przyjma

postac:
1
Lijklmn = g 5ik5jm5ln + 5ik5jn6lm + 5il5jm5k:n + 6il5jn5km

+ 6im0k01n + 0im0;10kn + 0indikOim + 0ind;i0km | [ (€), (A.19)

gdzie f7(€) dla &; — 0 réowne jest (m-m’). Krysztaly o symetrii kubicznej posiadaja
szeS¢ niezaleznych stalych sztywnoscéi trzeciego rzedu opisujacych anizotropowe witasciwo-
Sci materiatu:

C 111’ C 112’ C 123’ C 1447 C 1557 C 456‘
Podstawiajac odpowiednie wielko$ci do wzoru (A.9) 1 uwzgledniajac symetrie tensora
y
C kN otrzymamy:
1L _ A 1 _ A zgklanijllLklllenll 13 5z]k1Lij1111Lkl11’
Y12 _ Ar e _ A zgklanijllLklllenﬂ 1+e Z]leijllllLkl227
C/ 123 _ C/ 112233 _ C Z]klanijllLk122Lmn33
ikl 11227 33 1133 7 22 2233 1 11
+ ¢ (Lij "Lig™ + Ly > Lig™ + Ly Ly ),
O 144 _ A 112323 _ A z]klanijllLkZQBLmn23
~ ikl 23231 11 11237 23
+c *J (LU Lkl + 2 Lij Lkl ), (A21)
C/ 155 _ Cl 111313 _ C Z]klanijllLkl13Lmn13
ikl 13137 11 11137 13
+ ¢ (L7 Ly 42 Ly L),
Cl 456 _ C/ 231312 __ C zgklanij23Lkl13Lmn12
ikl 2313 7 12 23127 13 13127 23
+c J (LZ] Lkl + Lij Lkl + Lij Lkl )
Niezerowe skladowe pierwszej pochodnej funkcji izotropowej L;;; sa rowne:
11 22 33
Ly = Loy™ = L33 =1

1
oraz L1212 = L2112 = L1313 = L3113 = L2323 = L3223 = 5 (A22)
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Niezerowe skladowe drugiej pochodnej L;jxim, wystepujace w (A.21) sa rowne:

111 2323 2323 1313 1313 1113 1113
Ly =1, L™ = L33 = Ly = L337°7 = L1377 = L3 =1
1
2313 2313 2312 2312 1312 1312
Lo = Lot™ " = Ly3™ " = L31™ " = Loz 7" = L3y 7" = 3 (A.23)

Po podstawieniu do wzoréw (A.21) otrzymamy zaleznosci opisujace zmiane statych sztyw-
nosci trzeciego rzedu w zaleznosci od wyboru miary odksztatcenia, por. Dtuzewski (2000):

O/ 11 _ Cl 111111 _ C 111111 + 3(m . m/)é\ 11117

Cv/ 112 Cv/ 111122 C 111122 4 (m o m')5 11227

C/ 123 Cl 112233 C 112233

Y

6«/ 144 6«/ 112323 _ C\v 112323 + l(m . m/)/c\ 1122 (A 24)
2 ’ '
C/ 155 Cl 111313 G 111313 + i(m o m/)(a 1111 + ¢ 1122 + 48 2323)7
6«/ 456 _ 6«/ 231312 _ C« 231312 + §(m _ m/)/c\ 2323
1 .

Krysztaly o symetrii heksagonalnej (wurcytu) w poréwnaniu z krysztatami kubicznymi
oprocz réznicy dla stalej sztywnoéci C 4%, ktora w tym wypadku jest funkcja innych
stalych i ma postac:

6« 456 _ ;(C\r 155 C\' 144), (A25)

dodatkowo posiadajg pie¢ dalszych, niezaleznych statych sztywnosci trzeciego rzedu opi-
sujacych nieliniowe zachowanie sprezyste krysztatu (w sumie 10):

é 113 61 133 6« 222 6« 333 6« 344
) ) ) ) :

Po podstawieniu odpowiednich wartosci pochodnych funkcji izotropowej Lijx i Lijgimn do
wzordéw (A.9) otrzymamy, ze powyzsze stale po zmianie miary odksztalcenia przyjmuja
wartosé:
O 13 _ v 11183 _ A 111183 | (m — m')e 1133
(v 133 _ @ 113333 _ (113333 | (m —m')e
O 222 _ v 222222 _ 7 222222 + 3(m — m/)e 11, (A.26)
(v 333 _ (v 333333 _ (1333333 | 3 (m —m')e

Cl 344 Cv/ 332323 C 332323 4z

Tablice (A.1) i (A.2) zawieraja stale sztywnosci drugiego i trzeciego rzedu dla kilku wy-
branych materiatéw o symetrii kubicznej i heksagonalne;j.
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123

m C11 C12 Cq4 Cii Chi2 0123 Chaa 0155 0456
GaAs | 2 119 54 60 -675 -402 -4 -70 -320 -69
1 - - - =318 -348 -4 -43 217 -24
0 - - - 39 -294 -4 -16 -113 21
CdTe 2 54 37 16 -213 -210 -42 14 -65 5
1 - - - -51 -173 -42 33 -26 17
0 - - - 111 -136 -42 51 13 29
Al 2 106 60 28 | -1076 | -315 36 -23 -340 -30
1 - - - -758 -255 36 7 =271 -9
0 - - - -440 -195 36 37 -201 12
Cu 2 166 | 120 76 | -1271 | -814 -50 -3 -780 -95
1 - - - =773 -694 -50 57 -633 -38
0 - - - =275 =574 -50 117 -485 19

Tablica A.1: Stale sztywnosci drugiego c i trzeciego rzedu C wybranych krysztalow o
symetrii kubicznej przeliczone z miary Greena (m = 2) do miary Biota (m =1) i
Hencky’ego (m = 0). Dane wg Drabble i Brammer (1966), Walker i in. (1985), Thomas

(1968) i Hiki i Granato (1966).

m C11 C12 €13 C33 Cy4
GaN 2 374 141 98 389 98
InN 2 223 115 92 224 48

Tablica A.2: Stale sztywnosci drugiego ¢ rzedu azotku galu i azotku indu
krystalizujacych w uktadzie heksagonalnym. Dane wg Wright (1997) oraz Reeber i Wang
(2001).



Dodatek B

Wyznaczanie dystorsji Zzrodlowych

B.1 Regularna siatka w konfiguracji lagranzowskiej

Dystorsje zrodlowe, otrzymywane za pomoca metody fazy geometrycznej, zob. Hytch i in.
(1998) wyznaczane sa podczas procesu cyfrowej obrobki obrazu TEM w oparciu o konfi-
guracje struktury widoczng na obrazie mikroskopowym, zob. Dtuzewski i in. (2002a). Tak
wyznaczone dystorsje 87 EM przeliczane sa nastepnie do lokalnie odciazonej konfiguracii
struktury X przy uzyciu wzoru, zob. rys.(3.2):

B _ (1 B ﬂHRTEM)fl 1. (Bl)

Wartosé¢ dystorsji ,B podczas obliczen metoda elementéw skoriczonych pozostaje stalta a
zmienia sie konfiguracja ciala, konieczne jest zatem takie przyjecie ich wartosci w konfigu-
racji lagranzowskiej X, aby rozktad w konfiguracji X byl liniowy (w ogolnym przypadku o
rzad nizszy niz stopieri funkeji opisujacej pole przemieszczeni) wzdtuz krawedzi elementu
skoniczonego. Oznacza to, ze w trakcie procesu przygotowywania danych wejéciowych do
obliczen, przy zadawaniu dystorsji w weztach elementu skorniczonego nalezy uwzglednic¢
zmiany konfiguracji probki. Trudnosé polega na tym, ze odciazona konfiguracja X zalezy
wlasnie od wartosci dystorsji 8. Problemem jest poprawne okreslenie dystorsji w weztach
lezacych na krawedzi i $rodku elementu umozliwiajace uzyskanie zatozonego rozkladu
dystorsji w elemencie. Niezachowanie odpowiedniego rozktadu dystorsji sieci w elemencie
skutkuje powstaniem niepozadanych koncentracji naprezen. Zaleta proponowanego podej-
Scia jest uzyskanie niezmienniczosci dystorsji wzgledem deformacji, tzn. na kazdym kroku
obliczen MES, mimo zmian konfiguracji aktualnej x, wielko$¢ B zwigzana z konfiguracja
odciazong X pozostaje stata. Aby zapewnic¢ liniowy rozktad dystorsji B na krawedziach
elementu konieczne jest wyznaczenie polozen weztéw posrednich w konfiguracji lokanie
odciazonej X - wezel X3 na rys.(B.1). Wiemy, ze zmiana odleglosci pomiedzy punktami
w konfiguracji lagranzowskiej X przy przej$ciu do konfiguracji lokalnie odcigzonej X (lub
odwrotnie), po uwzglednieniu dystorsji zrodtowych jest opisana wzorem:

~

Xp= [ F,ldx. (B.2)

X1
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konfiguracja Iagraniowsk/a konfiguracja lokalnie odcmzona

Rysunek B.1: Zmiana konfiguracji oraz zmiana poltozenia wezta posredniego 73 i
wartosci Fpl_l w tym wezle.

Jednocze$nie wiemy, ze Fpl_l jest liniowa funkcja ,B:
Fpl_1 =1 +,Ba (B-?’)

stad wynika, ze rozktad Fpl_l wzdhiz elementu réwniez jest liniowy, wiec:
1
X = / (a% + b)dx — ;% + b, (B.4)

gdzie a i b sg wspotczynnikami réwnania liniowego opisujacego zmiany Fpl_l wzdhuz

krawedzi elementu, ktére nalezy wyznaczy¢ rozwiazujac nastepujacy uktad réwnan:
Fou, ' = aX +b=1+8, dla %; (B.5)
F,., ' = axa+b=1+8, dla %. (B.6)

pl2
Lokalnie, w kazdym elemencie mozemy zalozyé: X; = X; = 0, stad wspolczynniki ai b
sq wiec roOwne:

a = FPI?_lfF”“_l B:— ﬂl (B.7)

X9 XQ
oy =148, (B.8)
Podstawiajac do (B.4) aib w postaci (B.7) i (B.8) dla X, otrzymamy:
BB

Xo

b = F

Xy = + (14 B)X2, (B.9)

[\3\>—t

stad wyliczamy zalezno$c odwrotna:

2X
Ry = 2 (B.10)

Bi+B,+2
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Podstawiajac znalezione X5 do wzoru (B.7) otrzymamy, ze:

a= : (B.11)

Aby wyznaczy¢ poszukiwane potozenie X3 nalezy wiec znalezé, odpowiedni pierwiastek
nastepujacego rownania kwadratowego:

o~ ~

(1+,32)2_(1+,31)2 52 2

X3 = 2X2 X3+(1 +ﬂ1)§3 (B12)

DN | —

Wystepujace w powyzszym réwnaniu X3 jest znane, bowiem wynika z dokonanego na
wstepie zalozenia, ze siatka elementéow skoriczonych w konfiguracji lagranzowskiej jest
regularna, wiec X3 = Xy/2. Znajac teraz dlugosci X, i X3 mozemy wyznaczy¢ poszukiwana
wartosé Bg w wezle posrednim:

L %y

ﬁ3::31+(:82_ﬂ1) (B-13)

B.2 Regularna siatka w konfiguracji lokalnie odciazonej

Zatozmy, ze mamy tak przygotowanga siatke elementéw skoriczonych, ze w lokalnie odcia-
zonej konfiguracji X siatka ta jest regularna, tzn:

Ry = 2, (B.14)
2
co kapitalnie upraszcza wyznaczenie wartosci dystorsji w wezle posrednim 3:
~ ] + 8

2

Dodatkowym atutem takiego zalozenia jest fakt, ze otrzymana w ten sposob konfiguracja
X jest regularna pod wzgledem geometrycznym a rozktad dystorsji zrodlowych B jest
liniowy. Korzystajac z warunku geometrycznego (B.14) oraz z zaleznosci (B.10) Xo mozemy
znalez¢ poszukiwane teraz potozenie wezta X3 podstawiajac odpowiednie wielkosci do
rownania (B.9): o

1 ﬂ2 B ﬁl (

2 Xo

SR+ (14 B))(%), (B.16)

W efekcie otrzymujemy zalezno$¢ opisujaca potozenie wezta posredniego w konfiguracji
lagranzowskiej Xj:

X3 =

X; = 1 X, (1+ﬂ3)+3(1 +Aﬂ1), (B.17)
7 +By)+(1+8)
koniecznego dla uzyskania regulanej siatki elementoéw skoriczonych w lokalnie odciazonej
konfiguracji X.
Jeszcze inne podejscie polega na wyznaczeniu wartosci dystorsji biorgc pod uwage jedynie
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konfiguracje lagrazowska, co przy regularnej siatce (rowne odlegtosci pomiedzy weztami
- typowy przypadek) daje w efekcie prosty sposoéb na wyznaczenie dystorsji B Wada
tego rozwiazania jest brak liniowosci dystorsji B wzdtuz krawedzi elementu w lokalnej dla
calego elementu konfiguracji odcigzonej. Jest to proste podejscie lecz z punktu widzenia
naprezen generuje ono sztuczne naprezenia residualne, np. w rdzeniach dyslokacji i wynika
z faktu wzglednie duzych roznic w potozeniach weztow krawedziowych w konfiguracji
lagranzowskiej X i lokalnie odciazonej X, zob. rys.(B.1).



Dodatek C

Wybér parametru miary odksztalcenia

Dokonanie poprawnego wyboru jednej z wielu uogélnionych miar odksztatcenia nie jest
trywialne. Wybor taki powinien odpowiedzie¢ na pytanie, ktora z miar odksztalcenia
jest najwlasciwsza w danym przypadku obcigzenia i warunkéw brzegowych do modelo-
wania zachowania sie¢ ciata. Jednym z wielu kryteriéw wyboru moze byé¢ minimalizacja
wspolezynnika $cisliwosci objetosciowej B, zob. row.(2.29). Poprawnie wybrana miara od-
ksztalcenia powinna zapewniaé staly jego wartos¢ w calym zakresie deformacji objeto-
Sciowych. Sprawdzmy zatem jak wybor parametru miary odksztalcenia "m” wplywa na
zmiane wspotczynnika $cisliwosci 1 wybierzmy taky miare odksztalcenia dla ktérej B nie
zalezy od zmian objetoSciowych. Dla krysztaléw o symetrii kubicznej wspoétczynnik Sci-
sliwosci objetosciowej ma postac:

2
g futicn (C.1)
3
Na podstawie (3.34) i (3.41) mozemy zapisaé:
d11(€) = 11+ Chu &, (C.2)
12(€8) = 12+ Cua; &, (C.3)
Poniewaz rozwazamy deformacje objeto$ciows stad wynika, ze:
€1 =&y =E3=¢, (CA4)

a z symetrii tensoréw sztywnosci trzeciego rzedu krysztatow kubicznych wynika, ze:
Cri2 = Cruz, Cio1 = Chp, oraz Ciiy = Ci5 = Crig = Crag = Clo5 = Ci96 = 0. (C-5)
Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen rownanie (C.1) mozemy wyrazi¢ w postaci:

A +2c9  Cipr+6Cha+2Clas
3 + 3 E.

B=B"+B(8) = (C.6)
Na podstawie (3.43) wiemy, ze state sztywnosci trzeciego rzedu Chy1, Chi2 oraz Cog zaleza
od wyboru miary odksztatcenia. Po podstawieniu odpowiednich formut otrzymamy waru-
nek doboru parametru miary odksztalcenia pod katem statosci wspotczynnika $cisliwosci
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objetosciowej B:
B(EA) =0 & 0111 + 3(m — m')cu + 6(0112 + (m — m/>012> + 20123 = 0. (07)

Po przeksztalceniu powyzszego wzoru otrzymamy, ze parametr miary odksztalcenia za-
pewniajacy stalos¢ wspotczynnika sztywnosci objetosciowej ma wartosé:

m, . 0111 + 3m611 -+ 60112 -+ 6m612 + 20123
3011 + 6012 '

(C.8)

W tabeli (C.1) podane sa paramtery miary odksztatcenia ”m” zapewniajgce stalos¢ wspot-
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Rysunek C.1: Wplyw wyboru parametru miary odksztalcenia "m” na zmiane wartosci
wspolezynnika $cigliwosci objetosciowej B(Z). Stale sztywnosci wg tab.(A.1).

m
GaAs | -2.5
CdTe | -2.0
Al -2.25
Cu -3.1

Tablica C.1: Parametr miary odksztatcenia "m” zapewniajacy stalo$¢ wspodtczynnika
sztywnosci objetosciowej B.
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czynnika sztywnosci objetosciowej "B” podczas deformacji. W prezentowanych przypad-
kach sa to wielkosci ujemne z przedziatu (-3.1;-2). Z drugiej strony, taka warto$¢ parametru
odksztalcenia powoduje, ze zakladamy silna nieliniowo$¢ materiatlu objawiajaca sie silng
asymetrig podczas $ciskania i rozciggania - zgodna z przewidywaniami modeli dyskretnych
(np. potencjal Stillinger - Weber) i rozkladem sit oddzialywan atomowych, por. rys.(2.3)
i(3.1).
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