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Rozdziat 1

Wstep

1.1. Wprowadzenie

Obecnie w bardzo wielu zagadnieniach rzeczywistych parametry, dane wejsciowe wy-
korzystywane w modelowaniu jak réwniez sam opis modelowanego zjawiska obarczone sg
roznego rodzaju niepewnoscia. Nie inaczej sytuacja wyglada w przypadku modelowania
finansowych szeregdéw czasowych jakimi sa notowania gietdowe. Niepewnos$¢ danych giet-
dowych wynika m.in. stad, ze bardzo duza liczba informacji znajduje odzwierciedlenie
na rynku finansowym. Poza aspektami bezposrednio zwigzanymi z danym instrumen-
tem finansowym (np. kondycja notowanej sp6tki) sa to rowniez czynniki takie jak stan
gospodarki, sytuacja polityczna, oczekiwania inwestorow, katastrofy oraz wiele innych
niemozliwych do przewidzenia zdarzen. Ponadto, w ekonometrii do konstruowania modeli
finansowych szeregéw czasowych najczesciej wykorzystywane sg dzienne ceny zamkniecia,
pomija sie w ten sposob setki danych z catego dnia notowan. Wobec przypadku modelowa-
nia danych gietdowych mozna zatem mowic¢ nie tylko o danych obarczonych niepewnoscia
ale réwniez o niepelnej informacji.

Stad, coraz wiekszg popularnoscig ciesza sie metody wchodzace w sktad tzw. obliczen
miekkich (ang. soft computing). Jednym z popularniejszych podej$é jest podejscie rozmyte,

w ktérym niepewnos¢ mozna opisa¢ za pomocg zbioréw i liczb rozmytych. Teoria zbioréw
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rozmytych [99] [14] rozszerza pojecie czysto ostrego zbioru poprzez przypisanie elementom
zbioru stopni przynaleznosci tak, aby przejécie ze stanu nienalezenia do stanu nalezenia
do zbioru byto stopniowe, a nie nagte.

Logika rozmyta znalazta bardzo wiele zastosowanie m.in. w zagadnieniach sterowania
z wykorzystaniem zmiennych lingwistycznych [53, B0]. Podejscie to wykorzystano row-
niez do modelowania regresji nieliniowej poprzez zastosowanie regutowych neuronowo-
rozmytych systemow wnioskujacych, takich jak system ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy
Inference System) [I, 25]. W obszarze modelowania szeregdéw czasowych pionierskie prace
na temat rozmytej regresji liniowej (ang. fuzzy linear regression) wprowadzili Tanaka, Ueji-
ma i Asai [81]. Zdefiniowali oni model rozmyty jako funkcje liniowa, ktérej parametrami
sg zbiory rozmyte. W przeciwienstwie do konwencjonalnej regresji liniowej, gdzie roznice
miedzy obserwacjami i przewidywanymi wartosciami traktowanie sg jako btedy obser-
wacji, roznice traktowane sg jako rozmytosé/niepewno$é w systemie. Pojecie rozmytego
szerequ czasowego (ang. fuzzy time series) zostalo wprowadzone przez Songa i Chissoma
[75], [76, [77] oraz Chena [6, [7]. Rozwazane przez nich modele rozmytych szeregdéw czaso-
wych konstruowane sg w oparciu o pojecie relacji rozmytej miedzy przesztymi wartosciami
szeregu czasowego. Ozawa wraz ze wspolpracownikami [64], skonstruowali rozmyty model
autoregresyjny w postaci klasycznego rownania autoregresji o wspotczynnikach rzeczy-
wistych, gdzie wartosci szeregu czasowego zostaly rozmyte za pomoca liczb rozmytych.
Natomiast Tseng et al. [86] skonstruowali rozmyty model ARIMA, gdzie wspdtezynniki
klasycznego modelu ARIMA zostaly zastapione liczbami rozmytymi.

W modelowaniu finansowych szeregéw czasowych wyrézni¢ mozna dwa réwnie waz-
ne aspekty: losowos¢ i niedoktadnosci. Losowos¢ odnosi sie¢ do zmiennosci stochastycznej
wszystkich mozliwych stanéw modelu. Natomiast niedoktadnos¢ moze wynika¢ z niepet-
nej wiedzy na temat modelowanego zjawiska. Te dwa pojecia zostaly polaczone ze sobg
za pomoca koncepcji rozmytej zmiennej losowej (ang. fuzzy random variable). Obecnie
w literaturze pojawiaja sie trzy definicje rozmytych zmiennych losowych. Pierwsza wpro-

wadzona przez Kwakernaaka [43], [44], ktéry przedstawil rozmyta zmienng losowa jako
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niejasne postrzeganie ostrej ale nie obserwowalnej zmiennej losowej. Druga zaproponowa-
na przez Puri i Ralescu [70], ktérzy rozmyte zmienne losowe traktuja jak zbiory losowe
oraz trzecia zaproponowana przez Liu i Liu [46] 47], ktérzy koncepcje rozmytej zmiennej
losowej oparli na koncepcji miary wiarygodnosci.

Wszystkie wymienione powyzej modele i definicje odnosza si¢ do liczb rozmytych zde-
finiowanych zgodnie z klasyczng teorig zbioréw rozmytych zaproponowang przez Zadeha
[99], a takze do ogdlnie akceptowalnej teorii liczb rozmytych, ktéra zaproponowali Du-
bois i Prade [I4]. Arytmetyka dla tych liczb rozmytych definiuje podstawowe operacje
matematyczne na liczbach rozmytych poprzez rozszerzenie tych operacji z liczb rzeczy-
wistych. Sposéb ich rozszerzania podaje tzw. zasada rozszerzania Zadeha. Stosowanie tej
zasady stwarza pare ograniczen, a mianowicie bez wzgledu na to jakie operacje arytme-
tyczne wykonujemy na liczbach rozmytych, noénik liczby wynikowej powieksza sie. Nosniki
nazywane sg czasem przedziatami nieprecyzyjnosci. W efekcie moze si¢ okazaé, ze po wy-
konaniu wielu dzialan nosnik wynikowej liczby bedzie tak szeroki, ze informacja, ktéra
dana liczba bedzie przenosi¢, stanie sie bezuzyteczna.

W latach 2001-2003 Kosinski wraz ze wspotpracownikami zaproponowatl nowe uje-
cie liczby rozmytej, eliminujace m.in. problem rozszerzania si¢ nos$nika [33] 34 35 136].
Zdefiniowali oni liczbe rozmyta jako uporzadkowana pare funkcji cigglych prowadzacych
z przedziatu [0, 1] w zbiér liczb rzeczywistych i nazwali ja skierowana liczbg rozmytq (ang.
ordered fuzzy number). Taka definicja pozwolila im na zdefiniowanie arytmetyki liczb roz-
mytych, w ktorej istniejg elementy neutralne dla takich dziatan jak dodawanie i mnozenie
oraz mozliwe jest rozwiazywanie w niej réwnan algebraicznych. Dzigki dobrze zdefinio-
wanej arytmetyce skierowanych liczb rozmytych, mozliwe staje si¢ definiowanie w pelni
rozmytych modeli przeréznych zjawisk w postaci prostych modeli réwnaniowych, w kto-
rych zmienne objasniane, objasniajace jak i wspotezynniki sg skierowanymi liczbami roz-
mytymi. To wtasnie te cechy oraz wzglednie prosta algorytmizacja dziatan zdecydowata
o wykorzystaniu skierowanych liczb rozmytych w zagadnieniach opisywanych w niniejszej

rozprawie.
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1.2. Cel i teza rozprawy

Celem gltéwnym rozprawy jest opracowanie metod, modeli i algorytméw umozliwiajg-
cych modelowanie i symulacje finansowych szeregow czasowych z uwzglednieniem niepew-
nosci zwigzanej z notowaniami gietdowymi wysokiej czestotliwosci (wyzszej niz dzienna).
Do celéw modelowania niepewnosci zdecydowano sie wykorzysta¢ model skierowanych
liczb rozmytych, ktory dzieki dobrze zdefiniowanej arytmetyce, zgodnej z arytmetyka
liczb rzeczywistych, umozliwia definiowanie w petni rozmytych modeli stochastycznych
w postaci klasycznych roéwnan.

W ramach realizacji celu gtéwnego zostaly zrealizowane zadania czastkowe opisane
W niniejszej rozprawie:

e Reprezentacja danych gietdowych wysokiej czestotliwosci za pomocg skierowanych
liczb rozmytych (rozmycie danych gietdowych), w taki sposéb, aby zmniejszy¢ roz-
miar danych zachowujac przy tym jak najwiecej informacji zawartych w notowaniach
gietdowych.

e Opracowanie metodologii w petni rozmytych stochastycznych modeli szeregow cza-
sowych w postaci klasycznych réwnan, np. takich, jak modele regresji liniowej, au-
toregresji itp..

e Rozwiniecie modelu skierowanych liczb rozmytych o pojecie rozmytej zmiennej lo-
sowej dla tego typu liczb.

e Opracowanie algorytmu generowania skierowanych liczb pseudolosowych o rozkta-
dzie normalnym.

e Adaptacja metod estymacji parametréw dla skonstruowanych modeli oraz praktycz-

ne zastosowanie ich w zagadnieniach modelowania finansowego.

Zrealizowanie powyzej wymienionych zadan wymagato od autora wiedzy zaréwno z za-
kresu nauk matematycznych jak i informatycznych, m.in. rachunku prawdopodobienstwa,
procesow stochastycznych, analizy szeregdéw czasowych, programowania, metod numerycz-
nych, symulacji komputerowej, a przede wszystkim teorii zbioréw i liczb rozmytych oraz

modelowania rozmytego.
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7 dokonanego przez autora przegladu literaturowego wynika, ze tego typu podejscie
do modelowania finansowych szeregdéw czasowych oraz taki zakres rozprawy doktorskiej,
przedstawiony zostal po raz pierwszy, a czeSciowe wyniki badan zostaly opublikowane
w pracach wlasnych [58] 59, 60].

Okreslone powyzej cele i zadania doprowadzity do sformutowania nastepujacych tez

rozprawy doktorskiej:

Teza 1. Mozliwe jest przedstawienie danych finansowych wysokiej czestotliwo$ci za po-
mocg skierowanych liczb rozmytych, zachowujac przy tym wiecej informacji o da-
nym szeregu czasowym (wiecej niz w przypadku klasycznych reprezentacji notowan
gieldowych takich jak: ceny zamkniecia, stupki OHLC czy $wiece japonskie).

Teza 2. Skonstruowane na bazie skierowanych liczb rozmytych, w petni rozmyte modele
szeregow czasowych, pozwalaja na efektywne modelowanie i symulacje finansowych
szeregbw czasowych oraz mozliwe jest wykorzystanie ich w praktycznych zagadnie-

niach inzynierii finansowej, takich jak np. wycena instrumentéw finansowych.

1.3. Przeglad tresci rozprawy

Niniejsza rozprawa sktada sie z osmiu rozdziatléw. Rozdzial pierwszy stanowi wpro-
wadzenie do zagadnien, ktore sa przedmiotem niniejszej rozprawy. Przedstawiono w nim
rowniez cele oraz tezy rozprawy.

W rozdziale drugim omoéwione zostalty pojecia i definicje dotyczace klasycznej koncep-
cji zbiorow rozmytych zaproponowanej przez Zadeha. Przytoczone zostaty takze pojecie
dotyczace szczegdlnej klasy zbiorow rozmytych, a mianowicie liczb rozmytych i ich aryt-
metyKki.

Rozdziat trzeci w catosci poswiecony jest skierowanym liczbom rozmytym zapropono-
wanym przez Kosinskiego. Przedstawiono w nim algebre skierowanych liczb rozmytych,
ktora umozliwia postugiwanie sie liczbami rozmytymi w sposéb podobny do rachunku na

liczbach rzeczywistych.
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W rozdziale czwartym oméwiono zaproponowang przez autora koncepcje reprezento-
wania danych finansowych wysokiej czestotliwosci za pomocg skierowanych liczb rozmy-
tych. Skierowana liczba rozmyta, utozsamiona z danymi, nazwana jest skierowang swieca
rozmyta. Przedstawiono zaréwno ogolng idee, jak i metody konstrukcji przyktadowych
klas skierowanych $wiec rozmytych.

Rozdziat pigty poswiecony jest modelom rozmytych szeregoéw czasowych. W pierwszej
czesci przytoczono znane w literaturze podejscia do modelowania rozmytych szeregéw cza-
sowych. W drugiej czesci omdéwiono nowe podejscie do konstruowania modeli rozmytych
szeregow czasowych z wykorzystaniem skierowanych liczb rozmytych. Aspekty takie jak
estymacja wspotczynnikéw modelu oraz predykcja, zostaty przedstawione na przyktadzie
rozmytych modeli regresji liniowej i autoregres;ji.

W rozdziale széstym przedstawiono zagadnienie symulacji rozmytych szeregéw cza-
sowych, ktore sprowadzono do zagadnienia symulacji rozmytych zmiennych losowych.
W pierwszej czedci rozdziatu przytoczono trzy najbardziej cytowane w literaturze kon-
cepcje rozmytych zmiennych losowych, ktore odnoszg sie do klasycznego pojecia zbioru
rozmytego. Druga czes¢ rozdzialu poswiecona jest zaproponowanej przez autora koncepcji
rozmytej zmiennej losowej dla skierowanych liczb rozmytych. W zaproponowanym podej-
Sciu skierowane rozmyte zmienne losowe definiowane sa jako uporzadkowane pary proce-
sow stochastycznych. Dla nowej definicji wprowadzone zostaly pojecia takie jak warto$é
oczekiwana oraz wariancja, zaréwno o wartosciach rozmytych jak i ostrych. W ostatniej
czedci tego rozdzialu przedstawiono definicje oraz algorytm generowania skierowanych
rozmytych liczb pseudolosowych o rozktadzie normalnym.

W rozdziale si6dmym omoéwione koncepcje z rozdziatéw od czwartego do széstego za-
stosowane zostaly z powodzeniem w kilku wybranych zagadnieniach praktycznych, takich
jak wycena instrumentéw finansowych, dywersyfikacja portfela akcji oraz analiza tech-
niczna rynkéw finansowych.

Podsumowanie i wnioski przedstawiono w rozdziale ésmym.
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Elementy teorii zbioréw rozmytych

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostang podstawowe pojecia i definicje do-
tyczace teorii zbioréw rozmytych. Omoéwione zostang takze pojecia i definicje dotyczace
szczegbdlnej klasy tych zbioréw, a mianowicie liczb rozmytych. W obu przypadkach ogra-

niczono si¢ jedynie do zakresu poje¢ utatwiajacych zrozumienie dalszych czesci pracy.

2.1. Zbiory rozmyte

W wielu zagadnieniach, klasyczne zalozenie, ze elementy moga naleze¢ badz nie nalezec
do zbioru, jest zbyt restrykcyjne. Najwyrazniej zaobserwowaé to mozna na przykltadzie
modelowania pojeé¢ jezyka naturalnego. Jednym z popularniejszych tego typu zbioréw
jest ,zbior os6b o wysokim wzroscie”, dla ktoérego powstaje naturalne pytanie o granice
miedzy osoba wysoka a nie wysoka. Przyktadowo, jesli granicg tg bedzie 170 cm, osoba
o wzroscie 171 cm bedzie do tego zbioru naleze¢, a o wzroscie 169 cm juz nie. Wynika to
z ,ostrego” przejscia miedzy przynaleznoscia, a nie przynaleznoscia elementéw do danego
zbioru. Mimo to, porownujac te dwie osoby ze sobg mozna by powiedzie¢, ze sg one
podobnego wzrostu. W teorii zbioréw rozmytych (ang. fuzzy sets), dopuszcza sie mozliwosé
czesciowej przynaleznosci elementu do zbioru. W ten sposob zaréwno osoba o wzroscie
171 cm, jak i 169 cm bedzie naleze¢ do rozwazanego zbioru, jednak kazda z nich w innym

stopniu.



2.1. Zbiory rozmyte 8

2.1.1. Definicja zbioru rozmytego

Pojecie zbioru rozmytego podal po raz pierwszy L. A. Zadeh w artykule ,Fuzzy sets”
opublikowanym w czasopi$mie Information and Control w 1965 roku [99]. Podobnie jak
klasyczne zbiory moga by¢ opisane za pomoca funkcji charakterystycznych, tak zbiory roz-
myte zostaly opisane za pomoca tzw. funkcji przynaleznosci (ang. membership functions).
Funkcja charakterystyczna moze przyjmowaé jedynie wartosé zero (element nie nalezy do
zbioru) lub jeden (element nalezy do zbioru). Funkcja przynaleznosci natomiast, przypi-
suje kazdemu elementowi zbioru liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1], okreslajaca stopien
przynaleznosci elementu do danego zbioru.

Niech dana bedzie przestrzen X, niepusta, skonczona lub nie. Aby zatem okresli¢ zbior
rozmyty na uniwersum X', nalezy kazdemu elementowi z przestrzeni X przypisa¢ wartosé
funkcji przynaleznosci. Formalnie, wielu autoréw zbiér rozmyty okresla zgodnie z ponizsza

definicja [11], 29, 45, ©9].

Definicja 2.1. Zbiorem rozmytym A na uniwersum X nazywa sie zbior uporzadkowanych
par

A={(z,pa(x)):x e X}, gdzie pa(x): X —[0,1]. (2.1)

Funkcja pa nazywana jest funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego A, przypisujaca
kazdemu elementowi x € X stopien jego przynaleznosci do zbioru rozmytego A. Graficznie

zbiér rozmyty A przedstawia sie jako wykres jego funkeji przynaleznosci (por. rys. .

2.1.2. Podstawowe pojecia zwigzane ze zbiorami rozmytymi

Ponizej przytoczonych zostanie kilka pojeé¢ istotnych w teorii zbioréw rozmytych [48]

49). Interpretacja graficzna niektérych z nich przedstawiona zostata na rys. .

e Zbiory klasyczne (dystrybutywne) w dalszej czesci pracy nazywane beda zbiorami

ostrymi (ang. crisp set).
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e Nosnikiem (ang. support) zbioru rozmytego A nazywa sie ostry zbior tych elementéw

uniwersum, dla ktorych funkcja przynaleznosci jest dodatnia
supp(A) = {z € X': pa(z) > 0}. (2.2)

Ponadto, mowi sie, ze zbior rozmyty jest pusty, gdy jego nosnik jest zbiorem pustym.
e Jgdrem (ang. kernel) zbioru rozmytego A nazywa sie ostry zbiér tych elementéw

uniwersum, ktére w pelni naleza do zbioru A (tzn. naleza do A w stopniu 1)
ker(A) ={z € X: pa(x) =1}. (2.3)

e Liczbe bedaca supremum wartosci funkcji przynaleznosci zbioru rozmytego A nazy-

wa sie wysokoscig (ang. height) tego zbioru

hgt(A) = sup pa(x). (2.4)

zeX
e 7biér rozmyty nazywa sie normalnym, gdy jego wysoko$é¢ wynosi 1. Kazdy niepu-
sty zbior rozmyty, ktéry nie jest normalny, mozna znormalizowac, dzielac wartosci
funkcji przynaleznosci przez wysokos¢ tego zbioru.
e a-przekrojem (ang. a-cut) zbioru rozmytego A nazywa sie ostry zbiér tych elemen-
tow, dla ktorych funkcja przynaleznosci przyjmuje wartosé¢ wieksza lub réwnag o.

Zbior ten oznacza sie przez A, i formalnie zapisuje jako
Ay ={z € X: pa(x) > a}, (2.5)
czyli jest to ostry zbidr o nastepujacej funkcji charakterystycznej

(o) = = (26)
0, palx)<a.

e 7Zbiér rozmyty A jest wypukly (ang. conver) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

x1, 22 € X 1 dla dowolnej liczby A € [0, 1] spelniona jest nieréwnosé¢ postaci

pa(Azy + (1= Aaz) > min(pa(z1), pa(e2)). (2.7)
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e 7Zbiér rozmyty A jest wklesty (ang. concave) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

x1,29 € X 1 dla dowolnej liczby A € [0, 1] spelniona jest nieréwnosé postaci

pa(Azy + (1= N)za) < max(pa(zr), pa(22)). (2.8)

e Funkcje przynaleznosci zbioréw wypuktych nazywa sie wypuktymi, a wklestych funk-
cjami wklestymi. Nalezy zaznaczy¢, ze tak pojmowane wypuktosé i wklestosé funkeji
przynalezno$ci zbioréw rozmytych sg istotnie rézne od tak samo nazwanych wtasno-

Sci analitycznych funkcji.

Rysunek 2.1: Nosnik, jadro i a-przekrdj wypuktego zbioru rozmytego A.

2.1.3. Podstawowe klasy funkcji przynaleznosci

Funkcja przynaleznosci nalezy do najwazniejszych pojeé¢ teorii zbioréw rozmytych,
gdyz kazdy zbiér rozmyty jest jednoznacznie opisany przez swoja funkcje przynaleznosci.
W teorii, funkcje przynaleznosci moga przyjmowaé¢ dowolny ksztatt, a ich wartosci mo-
ga by¢ interpretowane na rézne sposoby, np. jako stopien podobienstwa, preferencji lub
niepewnosci. W praktycznych zastosowaniach czesto korzysta sie z kilku rodzajow funk-
¢ji przynaleznosci okreslonych w zbiorze liczb rzeczywistych. Ponizej wymienione zostang

najczesciej wystepujace klasy funkeji przynaleznosci [49]:
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e Trojkgtna

pa(x;a, b, c) =

=

i
IS

T@‘
|
89

o

T < a,

a<z<Db,
b<z<ec,

T > c,

(2.9)

gdzie liczby a < b < ¢ sa parametrami.

o Trapezowa

pa(x;a,b, e, d) =

=

8
|
Q

T
Q

8

O a
4

T < a,
a<x

< b,

b<z<ec,
c<x<d,

x> d,

(2.10)

0

0

a b ¢ g

Rysunek 2.2: Trojkatna f. przynaleznosci.

a b ¢ d

Rysunek 2.3: Trapezowa f. przynaleznosci.

gdzie liczby a < b < ¢ < d sg parametrami. Dla b = ¢ otrzymuje sie trojkatna

funkcje przynaleznosci. Dla a = b oraz ¢ = d uzyskuje sie prostokgtng lub inaczej

przedziatowq funkcje przynaleznosci.

o (Gaussowska

(s m, &) — exp (—

oy,

= (2.11)

gdzie liczby m, o sa parametrami. Dla x = m powyzsza funkcja przyjmuje wartosé 1.

Parametr o > 0 okresla szeroko$¢ zbioru rozmytego (por. rys. [2.4a).
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e Uogolniona dzwonowa
1
z—m|2y’
1+ =7

gdzie liczby m, 0,7 sa parametrami. Dla x = m powyzsza funkcja przyjmuje war-

palx;m,o,7y) = (2.12)

tos¢ 1. Parametry o > 0,7 > 0 okreslaja szerokosé¢ zbioru rozmytego i nachylenie

jego zboczy (por. rys. 2.4p).

a)A b) A
1- 1-
O 7En - 0— TII’L

Rysunek 2.4: Funkcje przynaleznosci: a) gaussowska, b) uogélniona dzwonowa.

e Sigmoidalna
1

14 exp(—f(z — ¢))’

pa(z;c, B) = (2.13)

gdzie liczby ¢, 3 sa parametrami. Parametr ¢ okre$la punkt, dla ktérego stopien
przynalezno$ci wynosi %, a parametr 3 wptywa na nachylenie funkcji przynaleznosci

(por. rys. [2.5)).

Rysunek 2.5: Sigmoidalna funkcja przynaleznosci: a) 5 < 0, b) 8 > 0.
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e Rozmyty singleton

A
S —
1, = x,
UA(-f;xO) = { 0, =4 1‘?) (2'14)
0 -

Rysunek 2.6: Rozmyty singleton.

gdzie liczba x jest parametrem okreslajacym potozenie singletonu. Rozmyty single-
ton jest przyktadem zbioru, dla ktérego jadro jest rownowazne nosnikowi i sktada
si¢ z jednego elementu.

o Funkcja typu S

0, T < a,
2(L=2)2, a<z<b,
. —_ c—a
uA(x,a, C) - 1— (2::5)2’ b<z < c,
1, x> c,
(2.15)

\

a b C

Rysunek 2.7: Funkcja przynaleznosci typu S.

gdzie liczby a, ¢ sa parametrami. Warto$¢ b = %< jest punktem, dla ktérego funkcja

przyjmuje wartosé % Funkcje przynaleznosci tej klasy czesto sa oznaczane jako

S(z;a,c).
o Funkcja klasy 7

Funkcja klasy Z jest definiowana za pomoca funkcji klasy S nastepujaco:

pa(z;a,c) = Z(x;a,c) =1—8S(x;a,c). (2.16)
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o Funkcja klasy 11
Funkcje klasy II rowniez definiowana jest za pomoca funkcji klasy S w nastepujacy

sposob:
S(z;b — a,b), x < b,
/LA(Q?;CL,I)) = H(m;a, b) = (217)
1—S(z;b,a+0b), x>0,

gdzie liczby a,b sa parametrami. Parametr a okresla szerokos¢ zbioru rozmytego,

a dla x = b funkcja przyjmuje wartosc 1.

2.1.4. Podstawowe operacje na zbiorach rozmytych

Podobnie jak dla zbioréw ostrych, dla zbioréw rozmytych mozna zdefiniowaé trzy
klasyczne operacje mnogosciowe [99):
e Dopetnieniem zbioru rozmytego A na przestrzeni X’ jest zbiér rozmyty = A okreslony

funkcja przynaleznosci
p-a(z) =1—pa(x) dlakazdego z € X. (2.18)

e Sumgq zbiorow rozmytych A i B na tej samej przestrzeni X jest zbiér rozmyty AU B

okreslony funkcjg przynaleznosci

pavs(x) = pa(z) V pup(r) = max(pa(x), up(x)) dla kazdego =€ X. (2.19)

e [loczynem zbiorow rozmytych A i B na tej samej przestrzeni X jest zbior rozmyty

AN B okreslony funkcja przynaleznosci

pans(x) = pa(z) A pp(x) = min(pa(x), up(x)) dla kazdego =€ X.  (2.20)

Tak zdefiniowane przez Zadeha operacje mnogosciowe posiadajg wlasnosci przemien-
nosci, tacznosci i rozdzielnosci, a ponadto zachodza réwniez prawa de Morgana oraz ab-
sorpcji. Nie sg spelnione natomiast prawa dopelnienia. Dzieki prawu tacznosci, sume i ilo-
czyn zbioréw rozmytych mozna zdefiniowa¢ rowniez dla skonczonej liczby argumentéw
[48]. Warto zaznaczy¢, ze nie sa to jedyne definicje tych operacji. Standardowe wymaga-

nia dla operacji sumy i iloczynu zbioréw rozmytych znane sa pod nazwa dualnych norm
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tréjkatnych (odpowiednio T-normy i S-normy). W literaturze zaproponowano wiele r6z-

nych par norm tréjkatnych [11], 29, [45] [72] O7].

2.2. Liczby rozmyte

Jak pisza Czogata i Pedrycz, jednym z ciekawszych aspektéw teorii zbioréw rozmy-
tych jest koncepcja réznego rodzaju obliczen na liczbach nieprecyzyjnych (przyblizonych)
[11]. Przyktadowo, moga to by¢ zbiory rozmyte opisujace stwierdzenia jezyka naturalnego
dotyczace liczb (przedziatéw liczbowych), na przyklad stwierdzenia typu ,temperatura
wynosi okoto 23°C”, na ktérych wystepuje konieczno$¢ wykonywania obliczen arytme-
tycznych. Wobec czego w teorii zbiorow rozmytych wyszczegdlniono pewng klase zbiorow

rozmytych nazwanych liczbami rozmytymi (ang. fuzzy numbers) [111, [14. 29| [45] 72, [84].
yuy y Yy g Y , LA 124, y L&,

2.2.1. Definicja liczby rozmytej

W literaturze nie ma jednej Scistej definicji liczby rozmytej. Niektorzy z autoréw defini-
cja liczby rozmytej obejmuja zaréwno zbiory o jadrze jednoelementowym (wlasciwe liczby
rozmyte), jak i zbiory o jadrze w postaci przedziatu (ptaskie liczby rozmyte lub inaczej
przedziaty rozmyte). Inni oba te pojecia definiuja osobno. W niniejszej pracy przyjeto

definicje liczby rozmytej w nastepujacej postaci:

Definicja 2.2. Zbiér rozmyty okreslony na przestrzeni liczb rzeczywistych nazywa si¢

liczbg rozmytq jesli spetnia on nastepujace warunki:

1. Zbiér ten jest normalny.
2. 7Zbior ten jest wypukty.
3. Nosnik tego zbioru jest przedziatem.

4. Funkcja przynaleznosci tego zbioru jest przedziatami ciggta.

Zbiory rozmyte spelniajace powyzsze warunki nazywane sa réwniez wypuktymi licz-

bami rozmytymi. Tak przyjeta definicja obejmuje zaréwno witasciwe liczby rozmyte, jak
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i przedzialy rozmyte. Ponadto, dopuszcza zbiory jedno punktowe (czyli np. liczby rzeczy-
wiste reprezentowane przez funkcje charakterystyczne), a takze zbiory rozmyte o nieogra-
niczonym nosniku (np. zbiory o funkcji przynaleznosci klasy S czy Z), opisujace pojecia
typu ,,5 lub wiecej” albo ,mniej niz —5”. Liczby rozmyte mozna podzieli¢ na liczby do-
datnie, ujemne i mieszane. Liczbe rozmyta nazywa sie dodatnia (ujemna), gdy jej funkcja
przynaleznosci jest zerowa dla ujemnych (dodatnich) argumentéw. Liczbe rozmyta nazywa

sie mieszang jezeli nie jest ani dodatnia, ani ujemna.

2.2.2. Arytmetyka liczb rozmytych

Podstawowe operacje arytmetyczne na liczbach rozmytych mozna zdefiniowa¢ korzy-
stajac z tzw. zasady rozszerzania Zadeha (ang. Zadeh’s extension principle), opracowanej
przez Zadeha [100, 102], a p6ézZniej rozwinietej przez Yagera [96]. Zasada ta pozwala na
rozszerzenie dziedziny funkcji matematycznych z tradycyjnych zbioréw lub ich elementéw
do zbiorow rozmytych. Ogolniej, dla danych dwoch zbioréw rozmytych A i B, okreslo-
nych na dwéch przestrzeniach, odpowiednio X i ). Dla danej funkcji f: X — Y, zbiér A

wyznacza poprzez funkcje f zbiér rozmyty B w ), dany przez

pp(y) = sup pa(x) dla ye . (2.21)
zef~({y})

W przypadku operacji (funkcji) dwuargumentowej, gdy F': X x ) — Z, to zbiér C w Z

dany jest przez

pe(z) = sup min(pa(x), pp(y)) dla ze€ Z. (2.22)
{(zy): F(zy)=z}

Stad, korzystajac z zasady rozszerzania, dla liczb rozmytych A i B bedacych argu-

mentami definiuje sie operacje arytmetyczne w nastepujacy sposob:

e dodawanie

par(z) = sup  min(pa(z),pup(y)) dla ze€ Z, (2.23)
{(z.y): z+y=2}
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e odejmowanie

pa_p(z) = « )sup }min(uA(x),p,B(y)) dla z€ Z, (2.24)
T,Y): x—Yy==z

e 1mnozenie

pap(z)=  sup  min(pa(z), pus(y)) dla ze€ Z, (2.25)
{(zy): vy=2}
e dzielenie
pa/p(z) = sup  min(pa(z),us(y)) dla ze€ Z, (2.26)

{(zy): z/y=2}

Ponadto, traktujac liczby rzeczywiste 0 oraz 1 jako liczby rozmyte i wstawiajac odpowied-

nio do (2.24)) i (2.26]), uzyskuje sie

po-a(2) = H_a(2) = pa(—2), (2.27)

i1/5(2) = g1 (2) = pp(1/2), (2.28)

Powyzej zdefiniowane dodawanie liczb rozmytych jest przemienne i taczne oraz za-
chodzg réwnosci —(A + B) = (—A) + (—B), A £ 0 = A. Nie istnieje natomiast element
przeciwny dla dodawania (czyli A + (—A) # 0) (por. rys. 2.§)). Podobnie mnozenie jest
laczne i przemienne, zachodza réwnosci (—A)-B = —(A-B), A/B = A-B™', A-1 = A. Nie
istnieje element odwrotny dla mnozenia (czyli A- A™! # 1) (por. rys. , a rozdzielnos¢é
A-(B+C)=(A-B)+(A-C) zachodzi jedynie dla jednakowych znakéw B i C' [48, 49].

-4 A—A
"""""""" ]\\1“
// \\
/ \
// \\\
/ \
/ \\\
// \\.."
/ .,:"\\
II .': \ »
) -3 -2 0

Rysunek 2.8: Suma liczby rozmytej i liczby przeciwnej do niej.
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Rysunek 2.9: Tloczyn liczby rozmytej i liczby odwrotnej do niej.

2.2.3. Liczby typu L-R

Przytoczone wzory na dziatania na liczbach rozmytych zawierajg operator supremum,
co powoduje, ze policzenie kazdego stopnia przynaleznosci liczby wynikowej wymaga wy-
konania nieskonczenie wielu operacji na stopniach przynaleznosci argumentéow. Wobec
czego, nie sg one tatwo algorytmizowalne, nawet jesli nosniki nieskonczone zastgpimy do-
statecznie doktadnymi no$nikami skonczonymi. Podobne problemy napotkamy definiujac
dziatania na liczbach rozmytych w jezyku a-przekrojéw funkcji przynaleznosci [21].

Dubois i Prade dla utatwienia rachunkéw zaproponowali ograniczong klase funkcji
przynaleznosci, umiejscawiajac w niej tzw. liczby typu L-R, z dwoma funkcjami ksztattu

LiR [

Definicja 2.3. Przedziatem rozmytym typu L-R (ang. L-R fuzzy interval) nazywamy zbiér

rozmyty A okreslony na przestrzeni liczb rzeczywistych, taki ze

L (m;r) dla z<m
pa(r) =19 1 dla m<z<n (2.29)

R(%) dla 2 >n

gdzie a, B, m,n € R, takie, ze a, 3 > 0,m < n oraz L i R, ustalone funkcje bazowe.
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Przez funkcje bazowa rozumie sie kazda funkcje rzeczywista f: Rt — [0, 1), stabo
malejaca, przedzialami ciagla oraz zmierzajaca do wartosci 1 dla argumentéw dazacych
do 0. Przyktadami funkcji bazowych sa nastepujace trzy rodziny funkcji, dla ustalonego

rzeczywistego p > 0:

o fla)=e"

o f(2) =15

e f(z)=max(0,1 — aP)

Przedzial rozmyty typu L-R zapisuje sie w postaci (m,n,«, 3)pg. Jezeli n = m to
przedziatl L-R staje sie liczbg rozmytq typu L-R, ktéra zapisuje sie¢ w postaci (m, v, 3)Lg-
Ponadto, moéwi sie, ze dwie liczby typu L-R naleza do tej samej klasy, gdy maja te same
funkcje bazowe L i R. Natomiast, nalezg do klas przeciwnych, gdy jedna ma funkcje
bazowe L, i R, a druga przeciwnie - funkcje R i L. W pozostatych przypadkach naleza
one do réznych klas. Tak zdefiniowane przedzialy (liczby) rozmyte sa liczbami rozmytymi
zgodnie z definicja [2.2]

Drziatania dodawania i odejmowania na liczbach typu L-R sprowadzaja sie do prostych
operacji na ich parametrach (o ile funkcje bazowe tych liczb sa tej samej klasy). Niech

A= (ma,an,04)Lr, B= (mp,ap,0p)rr to liczby tej samej klasy, woéwczas:

o —A=—(ma,an B4)r = (—ma,Ba,aa)rrL

® A+ B = (ma,as,Ba)Lr + (mp,ap, Bs)Lr = (Mma +mp,aa + ap, B4+ Bs)Lr

o A— B = (ma,aa,Ba)Lr — (mp,ap,Bp)rr = (Ma — mp,aa + Bp, B4+ ap)Lr

Mnozenie i dzielenie liczb typu L-R, podobnie jak odwrotnos¢ takiej liczby, nie sg
liczbami tego typu L-R. Mozna jednak zaproponowaé¢ przyblizone wyniki tych operacji
w postaci liczb typu L-R. Wzory na mnozenie i dzielenie wyprowadza sie dla czterech
przypadkow zaleznych od znakéw tych liczb. Ponizej podane zostaty przyktadowe przy-
blizenia tylko dla przypadku liczb dodatnich. Wzory dla pozostatych przypadkow, a takze

inne przyblizenia mozna znalez¢ w [48], [66].

_ 1 o
o A7l = (HlA, OéA,ﬁA)L]l% = ( 7613 g)
RL

ma m?4’ m3
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o A-B=(ma,aa,Ba)tr- (mp,ap,B5)Lr
~ (ma-mp,mp-as+ma-ag,mp-Ba+ma-B)Lr
= (

o A:B=(ma,aa,Ba)rr: (mp,ap, Bp)rL
<mA mp - aa+ma-Op mB-ﬁA+mA-OzB)
LR

mp’ m% ’ m%

Q

Na rys. przedstawiono iloczyn (A - B) dwéch liczb rozmytych typu L-R:
A = (1.5,1,1)Lr, B = (3,1.5,2.5) g oraz jego przyblizenie w postaci liczby typu L-R
(~ (A- B)). W przedstawionym przyktadzie, obie liczby sktadaja sie z funkcji bazowych

postaci L(z) = max(0,1 — z) oraz R(z) = ——. Jak mozna zauwazy¢, roznica migdzy

1+
rzeczywistym wynikiem mnozenia liczb A i B a jego przyblizeniem jest znaczgca.

11

0.5

Rysunek 2.10: Iloczyn liczb rozmytych typu L-R.



Rozdziat 3

Skierowane liczby rozmyte

W rozdziale tym omoéwiony zostanie model skierowanych liczb rozmytych, ktéry odbie-
ga nieco od koncepcji liczb rozmytych przedstawionych w poprzednim rozdziale. Przedsta-
wiona zostanie algebra skierowanych liczb rozmytych, ktéra umozliwia postugiwanie sie
pojeciami rozmytymi, iloSciowo nieostrymi, w sposéb podobny do rachunku na liczbach
rzeczywistych. To wlasnie ta cecha, oraz wzglednie prosta algorytmizacja dziatan, zde-
cydowata, o wykorzystaniu skierowanych liczb rozmytych w zagadnieniach opisywanych

W niniejszej rozprawie.

3.1. Niedoskonatosci liczb rozmytych

Liczby rozmyte przedstawione w rozdziale 2l wraz z ich arytmetyka oparta na zasadzie
rozszerzania Zadeha, obarczone sg pewnymi niedoskonatosciami.

Bledy zaokraglen. Aproksymacja wynikow mnozenia i dzielenia liczb rozmytych,
prowadzi w naturalny spos6b do btedéw zaokraglen, ktére w miare obliczen kumuluja sie,
czasem bez mozliwosci kontroli [89] [90].

Rozszerzanie nosnika. Bez wzgledu na to jakie dziatania wykonuje sie na liczbach
rozmytych, noénik liczb wynikowych ulega powiekszeniu. Nosniki nazywane sg czasem
przedziatami nieprecyzyjnosci. W konsekwencji, ich powiekszanie sie nazywane jest niekie-

dy zwiekszaniem nieprecyzyjnosci lub zwiekszaniem rozmytosci liczby rozmytej. W efekcie

21
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moze sie okazaé, ze po wykonaniu wielu dziatan, noénik wynikowej liczby bedzie tak sze-
roki, ze informacja, ktéra dana liczba bedzie przenosié¢, stanie sie mniej uzyteczna [37].

Brak spéjnoéci z arytmetyka liczb rzeczywistych. Mimo, ze dla dowolnej liczby
rozmytej A zachodzi réwnos¢ A + 0 = A, gdzie 0 jest liczbg rzeczywista reprezento-
wang przez funkcje charakterystyczng, to jednak nie zachodzi warunek na istnienie ele-
mentéw odwrotnych (tj. dla kazdej liczby rozmytej A istnieje liczba rozmyta T taka, ze
A4+T =0=T+ A). Przyjmujac za T liczbe (—A) zgodnie z wzorem (2.27)), wynikiem
dziatania A + (—A) jest zero rozmyte, a nie zero rzeczywiste (por. rys. 2.§)). Analogicznie
sytuacja wyglada dla elementu neutralnego i elementéw odwrotnych dla mnozenia liczb
rozmytych. Kolejng cechg niezgodng z intuicja i dziataniami na liczbach rzeczywistych sg
operacje na prostych rownaniach. Dla dowolnych liczb rzeczywisty a, b, c prawdziwa jest
implikacja (a +b=c¢) = (¢ —b=a A c—a =b). Zaleznos¢ ta na ogét nie zachodzi dla
liczb rozmytych zdefiniowanych w poprzednim rozdziale, co prowadzi do braku mozliwosci
rozwigzania prostego rownania A+ X = C'. Co wiecej, jezeli nosnik liczby C' jest mniejszy
niz nos$niki liczby A, to taka liczba X nie istnieje [37, [67].

W literaturze istnieja rézne podejscia, zwykle dos¢ ztozone, ktére pozwalaja na obejscie
niektérych probleméw z dziataniami na liczbach rozmytych [73, [32]. Model skierowanych

liczb rozmytych jest wzglednie prosta w implementacji alternatywsa dla tych rozwiazan.

3.2. Definicja skierowanej liczby rozmytej

W. Kosinski, wraz ze wspotpracownikami, postawili sobie za cel stworzenie nowego
modelu liczb rozmytych, pozbawionego wspomnianych wczesniej niedogodnosci. Zapropo-
nowane przez nich na przetomie lat 2002-2003 uogélnienie liczby rozmytej, nazwane skie-
rowanq liczbg rozmytﬂ (ang. ordered fuzzy number) prowadzi do istnienia wymaganych
elementéw neutralnych, mozliwosci rozwigzywania rownan oraz daje mozliwosé kontrolo-

wania rozmycia wynikéw dziatan. Nowy model spelnia nie tylko aksjomaty pierscienia,

'Po émierci W. Kosinskiego, aby uhonorowaé jego wklad w rozwdj i popularyzacje skierowanych liczb rozmy-
tych, zaproponowano zmiane nazwy na liczby rozmyte Kosinskiego (ang. Kosinski’s fuzzy numbers) [68] [69].
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ale i algebry, czego nie mozna powiedzie¢ o liczbach rozmytych zdefiniowanych z uzyciem
pojecia zbioru rozmytego wedtug Zadeha. Rezultaty swoich prac przedstawili oni w wielu

publikacjach m.in. [34) 35] 36, 37, [38].

Definicja 3.1. Skierowang liczbe rozmytg (SLR) definiuje sie jako uporzadkowana pare

ciagtych funkcji rzeczywistych okreslonych na przedziale [0, 1], tj.
A=(fa,94), gdzie fa,g4:[0,1] = R sa funkcjami ciaglymi. (3.1)

Funkcje f4 i g4 nazywane sa odpowiednio czescig up i czescig down skierowanej liczby
rozmytej A. Z ciggtosci obu czesci wynika, ze ich obrazy sg ograniczonymi przedzia}amiﬂ7
ktore oznaczane s odpowiednio UP = (I4,1,) i DOWN = (1}, pa).

W definicji SLR wymagana jest jedynie ciagtos¢ funkcji fa oraz ga, niemniej, jezeli
zalozy sie, ze sa one $ciéle monotoniczne, wowczas istniejg dla nich funkcje odwrotne f*
i g;' okredlone na przedziatach, odpowiednio UP i DOWN. Jezeli dodatkowo zalozy sie,
ze fa jest rosnaca, a g4 malejaca, takie ze fi < ga, wtedy doktadajac do nich funkcje
stale rtéwna 1 na przedziale [1, 1%], otrzymuje sie razem z UP i DOW N jeden przedziat,
na ktorym mozna zdefiniowaé funkcje przynaleznosci pa zbioru rozmytego okreslonego na

R w nastepujacy sposob

fi'(x) dla zc€UP,
gx'(r) dla z € DOWN,
1 dla =z € [13,11],

0 W D.p.

Tak zdefiniowana funkcja przynaleznosci p4 definiuje wypukty liczbe rozmyta rozu-
miana w klasycznym sensie. Zatem, mozna powiedzie¢, ze SLR stanowia rozszerzenie
wypuktych liczb rozmytych, poniewaz kazda wypukta liczbe rozmyta o ciagtej funkeji
przynaleznosci mozna przedstawi¢ w postaci SLR. Graficzna interpretacja SLR oraz jej
posta¢ w klasycznym sensie przedstawiona zostata na rys. |3.1f Te skierowane liczby roz-

myte, ktére da si¢ przedstawi¢ w postaci klasycznych liczby rozmytych, nazywane sa

2Whiosek z tw. Weierstrassa o przyjmowaniu kreséw.
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wtasciwymi SLR. Ponadto, skierowane liczby rozmyte stanowig rowniez rozszerzenie liczb
rzeczywistych, bowiem kazda liczbe rzeczywista reprezentuje SLR ztozona z funkcji fa

i g4 statych i réwnych sobie.

a) A : b)

pa

Rysunek 3.1: a) Skierowana liczba rozmyta, b) Skierowana liczba rozmyta jako klasyczna
liczba rozmyta.

Skierowane liczby rozmyte wyposazone sa w dodatkowa wlasnos¢ nazywana orienta-
cjq (skierowaniem). Wlasno$é ta wynika wprost z definicji skierowanej liczby rozmytej
jako pary uporzadkowanej, stad liczba (f4,g4) nie jest tym samym co liczba (ga, fa)-
Dla wtasciwych SLR, mozna wyrdézni¢ dwa typy orientacji. Orientacje pozytywng (dodat-
nig) wtedy, gdy kierunek skierowanej liczby rozmytej jest zgodny z kierunkiem osi OX
liczb rzeczywistych oraz orientacje negatywng (ujemng) wtedy, gdy kierunek skierowa-
nej liczby rozmytej jest przeciwny do kierunku osi OX liczb rzeczywistych. Graficznie,
orientacja oznaczana jest za pomocg strzalki ze zwrotem od funkcji f4 do ga. Przyktady
SLR o orientacji pozytywnej i negatywnej przedstawione zostaly na rys. [3.2] Orientacja
danej liczby rozmytej A ilustruje tylko potozenie czesci up fa wzgledem czedci down ¢g4.
Liczby rzeczywiste reprezentowane przez SLR w oczywisty sposob nie sa zorientowane ani

dodatnio ani ujemnie.
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Rysunek 3.2: Skierowana liczba rozmyta zorientowana: a) pozytywnie, b) negatywnie.

3.3. Algebra skierowanych liczb rozmytych

3.3.1. Operacje na skierowanych liczbach rozmytych

Skierowane liczby rozmyte to para funkcji rzeczywistych, wobec czego podstawowe
operacje arytmetyczne zdefiniowane sa w naturalny sposob jako operacje na tych funk-

cjach.

Definicja 3.2. Niech A = (fa,94), B = (fB,gB) oraz C = (fc, gc) beda skierowanymi
liczbami rozmytymi. Wéwczas dziatania: dodawania C' = A+ B, odejmowania C = A— B,

mnozenia C = A - B oraz dzielenia C' = A + B zdefiniowane sg nastepujacego
fo(z) = fa(z) x fp(x) A go(x) = ga(z) *x gp(x) dla kazdego = € [0, 1], (3.3)

gdzie symbol * zastepuje odpowiednio +, —,- lub =+, dziatanie dzielenia C' = A + B

zdefiniowane jest przy zalozeniu, ze liczba B nie zawiera zera (tj. |fg| > 0 oraz |gg| > 0).

Definicja 3.3. Dzialanie mnozenia skierowanej liczby rozmytej A = (fa, ga) przez skalar

A € R definiuje sie nastepujaco
C=X-A, gdzie fo(z)=X-fa(x) N go(z) =X ga(z) dlakazdego x € [0,1]. (3.4)

Warto, zauwazy¢, ze odejmowanie od liczby A liczby B jest tym samym, co dodanie

do liczby A liczby przeciwnej do B, w postaci

(=B) = (=1)- B= (=5, —95): (3:5)
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Rysunek 3.3: Suma skierowanej liczby rozmytej i liczby przeciwnej do niej.

W szcezegdlnosci, w wyniku dziatania A 4+ (—A) otrzymuje sie liczbe o funkcjach f i g
stale rownych zero, a wiec zero rzeczywiste (por. rys. . Oznacza to, ze odejmowa-
nie SLR jest niezgodne z zasada rozszerzania Zadeha dla klasycznych liczb rozmytych.
Liczba przeciwna w sensie Zadeha do skierowanej liczby rozmytej A = (fa, ga) jest licz-
ba A = (—ga, —fa). Wowczas suma A + A daje w wyniku (na ogdt) liczbe okoto zera
(rozmyte zero). W arytmetyce SLR, liczba A speia role liczby komplementarnej (ang.
complementary number) do liczby A.

Dzielenie liczby A przez liczbe B jest tym samym co pomnozenie liczby A przez liczbe

odwrotng do B, w postaci

a1 _ (11
B = - (fB’gB>' (3.6)

Mnozgc liczbe A przez jej odwrotnosé, otrzymujemy liczbe o funkcjach f i g stale réwnych

jeden, a wiec jedynke rzeczywista (por. rys. (3.4)).

1

Rysunek 3.4: Tloczyn skierowanej liczby rozmytej i liczby odwrotnej do niej.
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W analogiczny sposéb jak podstawowe operacje arytmetyczne dla skierowanych liczb
rozmytych mozna zdefiniowa¢ funkcje, takie jak, warto$¢ bezwzgledna, potegowanie czy

logarytmowanie [67].

Definicja 3.4. Niech A = (f4,ga), bedzie skierowana liczba rozmyta, wéwczas wartoscia

bezwzgledna z liczby A jest skierowana liczba rozmyta |A| = C' = (fe, go) taka, ze

fo(z) = |fa(z)| N go(x) =|ga(z)| dla kazdego x € [0, 1]. (3.7)

Definicja 3.5. Niech A = (f4, ga) oraz B = (fp, gg) beda skierowanymi liczbami rozmy-
tymi, wowczas wynikiem podniesienia liczby A do potegi B jest skierowana liczba rozmyta

AP = ¢ = (fC7gC) ta’ka‘7 ze

fo(z) = fa(x)2@ A go(x) = ga(z)?®®  dla kazdego z € [0, 1]. (3.8)

Definicja 3.6. Niech A = (f4,g4) oraz B = (fp, gg) beda skierowanymi liczbami roz-
mytymi, woéwczas logarytmem o podstawie B z liczby A jest skierowana liczba rozmyta

logBA =C= (fC'agC) takaa ze

fe(z) =logy, ) falz) A go(x) =logy, . ga(z) dla kazdego x € [0,1]. (3.9)

3.3.2. Reprezentacja numeryczna

Na potrzeby obliczenn numerycznych, w niniejszej rozprawie skierowana liczba rozmyta
A = (f, g) reprezentowana jest poprzez uporzadkowana pare wektoréw (f,g). Wektory f
i g skladaja sie z wartosci odpowiednio funkeji f i g obliczonych dla (M + 1) punktéw

powstatych w wyniku réwnomiernej dyskretyzacji przedziatu [0, 1] tj.

£ =[f(0), f(dzx), f(2-dx), ..., fF((M = 1) - dx), f(1)], 1

de = —. (3.10)

g = [9(0), g(dx), 9(2 - da),..., g((M — 1) - da), g (1)} M
Taka, dyskretna reprezentacja SLR pozwala na wygodna implementacje operacji zde-
finiowanych w poprzednim podrozdziale, ktérych wynikiem moga by¢ SLR o funkcjach
f 1 g przyjmujacych dowolna posta¢. Sposob dyskretyzacji skierowanej liczby rozmyte;j

przedstawiony jest na rys. |3.5]
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0 e 1
Rysunek 3.5: Dyskretyzacja skierowanej liczby rozmyte;j.

3.3.3. Algebra Banacha

Niech OF bedzie przestrzenig wszystkich skierowanych liczb rozmytych. Mnozenie
przez skalary oraz operacja dodawania, okreslone przez wzory (3.4), (3.3), prowadza do

struktury przestrzeni liniowej OF. Ponadto zachodzi nastepujacy fakt [37]:

Lemat 3.1. Przestrzen skierowanych liczb rozmytych OF jest izomorficzna z liniowg
przestrzeniq rzeczywistych, 2-wymiarowych wektorowych funkcji okreslonych na odcinku

I =10,1]. Ponadto, jest to przestrzen unormowana przez norme

||A|| = max(sup [ fa(s)], sup [ga(s)|)-
sel sel

Stad przestrzen OF moze by¢ utozsamiona z iloczynem kartezjanskim przestrzeni
funkcji ciaglych okreslonych na przedziale [0,1] (tj. C°([0,1]) x C°([0,1])). Dow6d wy-
nika bezposrednio z definicji dziatan i zbioru OF. Mnozenie elementéw w przestrzeni
OF, ktore jest przemienne, w oczywisty sposob spetnia warunek rozdzielnosci wzgledem
dodawania i wprowadza w przestrzeni OF strukture pierscienia przemiennego. W kon-
sekwencji, przestrzen OF jest algebrq Banacha z jednoscia e jako para funkcji ciaglych
stale rownych jeden.

Dzigki tak zdefiniowanej algebrze skierowanych liczb rozmytych mozliwe staje si¢ roz-
wiazywanie réwnan, ktére nie mialty rozwigzan w klasycznych liczbach rozmytych. Po-
nadto mozemy rozwigzywaé zadania, w ktorych czes¢ danych jest skierowanymi liczbami

rozmytymi, a czes¢ liczbami rzeczywistymi.



3.4. Operatory wyostrzania 29

3.4. Operatory wyostrzania

Operacje wyostrzania sg podstawowymi operacjami wystepujacymi w rozmytych sys-
temach wnioskujacych i rozmytych sterownikach. Jesli konkluzja wynikajaca z modelu
rozmytego ma mie¢ praktyczne zastosowanie, nie moze by¢ ona zbiorem (liczba) rozmyta,
powinna by¢ wartoscig liczbowa. Mozna to uzyskaé poprzez zastosowanie odpowiedniego
operatora wyostrzania (ang. defuzzyfication), czyli odwzorowania, ktére zmiennej rozmytej
przyporzadkuje liczbe rzeczywista. Dla klasycznych zbioréw (liczb) rozmytych zapropo-
nowano duza liczbe takich operatoréw [11, [66].

Dla skierowanych liczb rozmytych operatory wyostrzania moga by¢ zdefiniowane za
pomoca ciaglego, liniowego funkcjonatu na przestrzeni OF [37, [40]. Skoro przestrzen OF
jest iloczynem kartezjanskim znanej przestrzeni Banacha funkcji ciaglych na odcinku [0, 1],
korzystajac z twierdzenia Banacha-Kakutaniego-Riesza, kazdy liniowy, ciggly funkcjonat

¢ jest jednoznacznie okreslony przez pare miar Radona (v, 1) na przedziale [0, 1], jako

1 1

B(A) = 6(fa,90) = [ Falshn(ds) + [ ga(s)valds) (3.11)

0 0

Korzystajac z tej formuty, mozna okresli¢ praktycznie nieskonczenie wiele operato-
row wyostrzania, m.in. odpowiedniki stosowanych operatoréow dla klasycznych zbioréw
rozmytych. W szczegdlnosci, znana metoda wyostrzania poprzez wyznaczanie pola po-
wierzchni pod funkcjg przynaleznosci jest realizowana przez liniowa kombinacje pary miar
Lebesgue’a na [0, 1]. Miare Radona na [0, 1] mozna przedstawi¢ w postaci catki Stieltjesa

wzgledem funkcji o wahaniu ograniczonym, wowczas funkcjonat ¢ przyjmuje postac

1 1

Ofa:92) = [ fa(&)d(s) + [ gals)dms). (3.12)

0 0

gdzie vy, 15 to funkcje o wahaniu skonczonym [37].

Nalezy zwroci¢é uwage, ze operatory wyostrzania nie sprowadzajg sie jedynie do me-
tod liniowych, gdyz ztozenie nieliniowej funkcji jednej czy wielu zmiennych rzeczywistych,
z jednym czy wieloma liniowymi funkcjonatami na OF, prowadzi do kolejnych (nielinio-

wych) operatoréw wyostrzania. Co oznacza, ze operatory wyostrzania dla skierowanych
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liczb rozmytych mozna zdefiniowaé jako dowolng kombinacje funkcjonaléw postaci ((3.12)).
Klasyczna metoda wyostrzania poprzez wyznaczanie $rodka ciezkosci (ang. center of gra-

vity (CoQG)) realizowana jest w nastepujacy sposob

[ 3(Fa(3) + 94()) [ £a(s) — ga(s)]ds
CoG(A) = a(d) o2 " ’ ! gA , (3.13)

174(5) = gas)lds

1
przy zaltozeniu, ze [|fa(s) — ga(s)|ds # 0 [40].
0

3.5. Liczby niewlasciwe

W zbiorze wszystkich skierowanych liczb rozmytych mozna wyrézni¢ trzy podzbiory:

e Witasciwe skierowane liczby rozmyte, czyli takie, ktore za pomoca funkcji przyna-
leznosci mozna przedstawi¢ w postaci wypuktych liczb rozmytych.
e Liczby rzeczywiste, reprezentowane przez pare rownych sobie funkcji statych.

e Wizystkie pozostate, nazywane niewtasciwymi skierowanyms liczbami rozmytymia.

Ze wzgledu na ograniczenia co do funkcji f i g, pierwsze dwa zbiory stanowig stosun-
kowo niewielki podzbiér wszystkich skierowanych liczb rozmytych. Wobec czego, bardzo
czesto wynikiem dziatan na liczbach skierowanych sg liczby niewtasciwe (nawet, jesli dzia-
tania wykonywane sa tylko na liczbach wtasciwych).

Na rys. przedstawiono cztery przyktady liczb niewtasciwych. Mimo, ze liczby te
moga nie mie¢ jasnej interpretacji, jak liczby w klasycznym modelu liczb rozmytych, to
wcigz przechowuja one pewng informacje o rozmytej przynaleznosci. Informacje te uzalez-
nione sa jednak od kontekstu, w ktérym dana liczba jest rozwazana (zobacz interpretacje
SLR z rys. . Ich interpretacja opisywana jest za pomoca koncepcji rozmytej obserwa-
cj1, a niektore z nich moga by¢ interpretowane w taki sposob, jak zbiory rozmyte 2 typu
[37, 139, 67, 94].

W rozdziale [3.2] wprowadzono pojecie orientacji SLR jako relacji miedzy funkcja f

i g. Dla wtasciwych SLR, wyszczegélniono orientacje pozytywna i negatywna. W przy-
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a)

Rysunek 3.6: Niewtasciwe skierowane liczby rozmyte.

padku liczb niewtasciwych okreslenie czy dana liczba posiada orientacje pozytywna czy
negatywna, nie zawsze jest oczywiste. Przygladajac sie liczbie z rysunku [3.6b, podazajac
od funkcji f do g, mozna przypisa¢ jej orientacje negatywna, ze wzgledu na malejacy
charakter funkcji f, jak rowniez pozytywna, ze wzgledu na rosnacy charakter funkcji g.
W celu unikniecie niejednoznacznosci, do okreslenia orientacji skierowanej liczby roz-

mytej, w niniejszej pracy autor wprowadza nastepujacy operator skierowania.

Definicja 3.7. Nich OF bedzie zbiorem wszystkich skierowanych liczb rozmytych. Ope-

ratorem skierowania nazywa sie odwzorowanie Ord: OF — {—1,0, 1}, takie ze

1 gdy Defuzzy(A) > fa(0),
Ord(A)=1q 0 gdy Defuzzy(A) = fa(0) lub Defuzzy(A) nie istnieje, (3.14)
—1 gdy Defuzzy(A) < fa(0),
gdzie Defuzzy(A) to ustalony operator wyostrzania liczby A = (fa,ga) np. operator
srodka ciezko$ci zdefiniowany za pomocg wzoru . Liczby —1,1,0 oznaczaja, odpo-

wiednio, orientacje negatywna, pozytywna oraz brak orientacji.



Rozdziat 4

Reprezentacja danych za pomoca

skierowanych liczb rozmytych

W pierwszej czesci tego rozdziatu przedstawiona zostanie charakterystyka danych fi-
nansowych wysokiej czestotliwosci i zwigzane z nimi aspekty niepewnosci. Nastepnie omo-
wiona zostanie zaproponowana przez autora koncepcja reprezentowania takich danych za
pomoca skierowanych liczb rozmytych, zwanych dalej skierowanymi $wiecami rozmyty-
mi. Przedstawiona zostanie ogdlna idea, jak i metody konstrukcji przyktadowych klas
skierowanych swiec rozmytych. Na koncu, przedstawione zostang metody pozwalajace na

uwzglednienie dodatkowych informacji, takich jak np. volumen transakcji.

4.1. Finansowe szeregi czasowe wysokiej czestotliwosci

Gléwnym przedmiotem badan przedstawionych w niniejszej rozprawie sa szeregi czaso-
we instrumentéw finansowych notowanych w systemie notowan ciggtych. Instrumentami
takimi sa na przyktad akcje, instrumenty pochodne (opcje, kontrakty futures) czy tez
kursy par walutowych. Kurs instrumentu finansowego jest cena ksztaltowang na rynku
na podstawie popytu i podazy generowanego przez roznego rodzaju inwestorow. W syste-
mie notowan cigglych, kursy notowan zmieniajg si¢ wielokrotnie w czasie trwania danej
sesji gieldowej, a odpowiednie ceny generowane sg wraz z naplywem nowych zlecen od

inwestorow [23].

32
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Rynek finansowy to ztozony, niestacjonarny, chaotyczny system dynamiczny, jednak
nie jest to proces btadzenia losowego [50]. Ttumaczy¢ to zjawisko mozna m.in. tym, ze bar-
dzo duza liczba informacji znajduje odzwierciedlenie na rynku finansowym. Poza aspekta-
mi bezposrednio zwigzanymi z danym instrumentem finansowym (np. kondycja notowanej
spotki), sa to réwniez czynniki takie jak stan gospodarki, sytuacja polityczna, oczekiwania
inwestorow, katastrofy oraz wiele innych niemozliwych do przewidzenia zdarzen. Teoria
efektywnodci rynku mowi, ze informacyjnie efektywny rynek kapitatowy charakteryzuje
sie tym, ze ceny instrumentéw finansowych wystepujacych na nim w pekni i odpowied-
nio szybko odzwierciedlaja wszystkie informacje ich dotyczace [5]. Formalnie, hipoteza
efektywnego rynku zostata stworzona w 1970 roku prze Eugene E. Fama. W swojej pra-
cy podzielit on teorie efektywnego rynku kapitalowego na trzy hipotezy: staba, potsilng
i silng [17].

e Hipoteza staba zaktada, ze obecne ceny instrumentéw finansowych odzwierciedlaja

wszystkie historyczne informacje oraz dane cenowe.

e Hipoteza polsilna zaktada, ze obecne ceny instrumentéw finansowych odzwiercie-
dlaja wszystkie publicznie dostepne informacje, wtaczajac w to dane historyczne,
raporty finansowe, prognozy ekonomiczne, itp..

e Hipoteza silna zakltada, ze obecne ceny instrumentéw finansowych odzwierciedlaja

wszystkie dostepne informacje, zarowno publiczne, jak i niepubliczne.

W rzeczywistosci, zadnego rynku kapitatowego nie mozna uznac za rynek w pelni efek-
tywny, gdyz nie istnialtyby wowczas strategie umozliwiajace osiaganie ponadprzecietnych
zyskéw poprzez stosowanie analizy technicznej (hipoteza staba), analizy fundamentalne;j
(hipoteza pétsilna), informacji poufnych (hipoteza silna). Sa jednak inwestorzy, ktorzy po-
trafia osiagac systematycznie ponadprzecietne wyniki. Niemniej, istnieja liczne badania
empiryczne w zakresie testowania efektywnosci rynkow kapitatowych, ktére pozwalajg na
okreslenie, ktore hipotezy rynku efektywnego i na jakim poziomie istotno$ci mozna przyjac
za prawdziwe dla danego rynku w badanym okresie. Nigdy jednak nie ma pewnosci, czy

cena danego instrumentu finansowego, ustalona przez popyt i podaz, uwzglednia wszystkie
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istotne informacje, wobec czego naturalnym wydaje sie by¢ rozpatrywanie danych
finansowych w kontekscie danych obarczonych niepewnoscig.

Dane zawierajace najpelniejsza wiedze o notowaniach danego instrumentu finansowe-
go to ceny odpowiadajace kazdej pojedynczej transakcji zawartej na tym instrumencie.
Sa to réwnoczesnie dane o najwyzszej mozliwej czestotliwosci, ktore nazywane sa dany-
mi ultra wysokiej czestotliwosci (ang. ultra-high-frequency data ) lub kolokwialnie danymi
tick-by-tick. W badaniach ekonometrycznych, za dane wysokiej czestotliwosci uznaje sie
dane o czestotliwo$ci wyzszej niz dzienna, czyli tzw. dane intraday. Rozwéj rynkdéw finan-
sowych, z rownoleglym rozwojem technologii komputerowych w zakresie zapisu, przesytu
i przechowywania danych spowodowal, ze obecnie transakcje na instrumentach finanso-
wych moga by¢ dokonywane z czestoscia ponizej utamkow sekundy. Liczba dokonywanych
transakeji zalezy w duzym stopniu od plynnosci danego instrumentu finansowego. Sred-
nia dzienna liczba notowan dla pary walutowej USD/EUR z tatwoscia przekracza 20 tys.,
a na rynkach wysoko rozwinietych, o duzej kapitalizacji, jak na przyktad gietda nowojorska
(NYSE), moze by¢ ona duzo wigksza.

Analiza danych typu tick-by-tick jest bardzo utrudniona, m.in. ze wzgledu na bardzo
duza liczbe obserwacji, nieregularne odstepy miedzy obserwacjami, wystepowanie wzorcow
cenowych oraz dtugotrwatych zaleznosci. Z réznych powodéw moga one rowniez zawieraé
btedne obserwacje, brakujace dane czy tez btedna kolejnosé danych [16, 98]. Wobec czego,
ciggle najpopularniejszymi danymi uzywanymi przy konstrukcji modeli ekonometrycznych
sg dane o czestotliwosci dziennej, najczesciej sa to ceny zamkniecia z danego dnia.

Roéwniez inwestorzy podejmujacy decyzje na podstawie wykresow cenowych nie wy-
korzystuja danych tick-by-tick, gdyz $ledzenie takich wykreséw jest po prostu niemoz-
liwe. Korzystaja oni z wykreséw o nizszej czestotliwosci, konstruowanych najczesciej za
pomocy stupkéw OHLC (ang. Open-High-Low-Close bar) lub Swiec japoriskich (ang. Japa-
nese Candlestick). Wykres §wiecowy jest najczesciej stosowanym wykresem przy analizie
technicznej rynkéw finansowych. Na wykresie tym kazda pojedyncza $wieca jest prosta

graficzng interpretacja tego co sie dzieje z ceng w jednym ustalonym interwale czasowym.
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[lustruje ona poziomy czterech cen: otwarcia, zamkniecia, maksymalng i minimalng oraz

dodatkowo pokazuje trend panujacy na rynku [61), [63].

4.2. Skierowane $wiece rozmyte

W proponowanym przez autora podejsciu do reprezentacji danych tick-by-tick, kazde-
mu ustalonemu przedziatowi czasowemu odpowiada odpowiednio zdefiniowana skierowana,
liczba rozmyta, zwana dalej skierowanqg swiecq rozmytq - SSR (ang. ordered fuzzy candle-
stick - OFC). Koncepcja ta zostata zdefiniowana, a nastepnie rozszerzana w publikacjach
autora [58, 59, 60].

Glowna idea skierowanej Swiecy rozmytej przestawiona jest na rys. Polega ona na
tym, ze informacje o danym procesie notowan zawarte sa w ksztattach funkcji f i g skiero-
wanej Swiecy rozmytej. W tym sensie, ze ksztalty te nie zaleza bezposrednio od wartosci
notowan, ale od relacji pomiedzy odpowiednimi polami powierzchni (por. rys. . Po-
nadto, orientacja skierowanej S$wiecy rozmytej powinna by¢ zgodna z trendem panujacym
na rynku w rozwazanym okresie. W dotychczasowych rozwazaniach wyszczegolniono dwa

przypadki konstrukcji skierowanej $wiecy rozmyte;j.
Wykres tick-by-tick Skierowana swieca rozmyta
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Rysunek 4.1: Szkic koncepcji skierowanej swiecy rozmyte;j.
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4.2.1. Skierowane Sswiece rozmyte z funkcjami ustalonego typu

Pierwszy z przypadkéw konstrukeji skierowanych $wiec rozmytych zaktada, ze funkcje
f 1 g sa funkcjami z gory ustalonego typu, przy czym ksztalty tych funkcji mogg zalezeé
od dwoch parametrow. Wowcezas skierowang $wiece rozmyta dla danego szeregu czasowego

mozna zdefiniowa¢ w ponizszy sposob.

Definicja 4.1. Niech dany bedzie szereg czasowy {X;: t € T} dla T = {1,2,...,n}.
Skierowang Swiecg rozmytq nazywamy skierowana liczbe rozmyta C' = (f, g) wtedy, gdy
spelione sa warunki 1-4 (dla Swiecy wzrostowej) lub 1-4" (dla swiecy spadkowej).

1 X, <X,

2. funkcja f: [0,1] — R jest ciaglta i rosnaca na [0, 1],

3. funkcja g: [0,1] — R jest ciagla i malejaca na [0, 1],

4. 51 < S, f(0) = ItIéIYI} X, —Cy, f(1) =Sy, g(1) = Sy oraz wartosé g(0) jest tak dobrana

aby stosunki % i % byty sobie réwne,

1. X1 > X,

2. funkcja f: [0,1] — R jest ciagta i malejaca na [0, 1],

3. funkcja g: [0,1] — R jest ciagla i rosnaca na [0, 1],

4'. 51 < Sy, f(0) = IPEaTXXH—CQ, f(1) = Sy, g(1) = S; oraz wartosé g(0) jest tak dobrana

aby stosunki % i % byty sobie réwne,

gdzie S1, Sy, C1, Cs, A, B sg liczbami rzeczywistymi wyznaczonymi na podstawie wartosci
szeregu czasowego X;. Liczby F oraz F, sa odpowiednio polami po wykresami funkcji

f~Yoraz g7! (por. rys. [4.1)).

Ksztalt skierowanej $wiecy rozmytej zdefiniowanej wedtug powyzszej definicji zalezy
nie tylko od przyjetego typu dla funkcji f i g ale w duzym stopniu rowniez od sposobu

wyznaczenia parametrow Sy, Sg, Cp, Cy, A oraz B.
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Parametry 5;, Ss:

Parametry S;, 9, takie, ze S; < S, wyznaczaja przedziat [1;,1%] (centrum, jadro)
skierowanej liczby rozmytej i powinny naleze¢ do przedzialu [miner X, maxier Xy]. Pa-
rametry te moga by¢ wyznaczone m.in. za pomocg réoznego rodzaju srednich z wartodci
szeregu czasowego X;. NajczeScie] przyjmowanymi przez autora warto$ciami dla 57,5
sg odpowiednio minimum i maksimum ze $rednich: arytmetycznej, wazonej liniowo oraz

wazonej eksponencjalnie.

Parametry (4, Cs:

Parametry C,Cy > 0 pozwalaja dodatkowo rozszerzy¢ rozmycie (nosnik) skierowanej
liczby rozmytej poza wartosci minimalne i maksymalne szeregu czasowego. Parametry te
moga by¢ wyznaczone m.in. za pomoca odchylenia standardowego lub zmiennosci szeregu

czasowego X;.

Parametry A, B:
Parametry A, B > 0 odpowiadaja za relacje miedzy funkcjami f i g. Parametry te
moga by¢ wyznaczone za pomoca pol powierzchni obszaréw miedzy wartosciami szeregu

czasowego X, a parametrami S; oraz Sy (por. rys. [4.1)).

4.2.2. Empiryczne skierowane $wiece rozmyte

W drugim zaproponowanym przez autora przypadku konstrukeji skierowanych swiec
rozmytych brak jest zatozen o ksztattach funkcji f oraz g. Dla danego szeregu czasowe-
go funkcje te wyznaczane sg z wykorzystaniem metody, ktora mozna by poréwnaé¢ do

konstrukcji dystrybuant empirycznych.

Definicja 4.2. Niech dany bedzie szereg czasowy {X;: ¢t € T} dla T = {1,2,...,n}.
Empiryczng skierowang Swiecq rozmytq nazywamy skierowang liczbe rozmyta C' = (f, g)
wtedy, gdy funkcje f i g sa dowolnymi cigglymi aproksymacjami lub interpolacjami[]

dyskretnych funkcji odpowiednio ¥y i Wy (dla $wiecy wzrostowej) lub Wy i Wy (dla Swiecy

W swoich badaniach autor wykorzystuje interpolacje funkcjami liniowymi.
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spadkowej). Ponadto, funkcje Wy, Wy sa funkcjami dyskretnymi okreslonymi na przedziale

[0,1] z przyjetym krokiem dx = ﬁ (M + 1 réwno roztozonych punktow) w nastepujacy
sposob
YW _Mkoooqlg ke {0,1,...,M—1},
Uy (k-do)={ & M { J (4.1)
Sh dla k= M,
Y@ 4 Mokoo qlq ke {0,1,..., M — 1},
Uy(k - de) = -l o { J (4.2)
S dla k= M,

gdzie wartosci szeregu czasowego Y; to posortowane rosngco wartosci szeregu X;, a sze-
. 1) . 2 . . . .
regi Yt( )i Yt( ) sg szeregami czasowymi powstalymi przez podzial szeregu czasowego Y;

W ponizszy sposob
K(l):{}ileT/\}/Z<Sl} t€{0,17~--,K1}7

VW ={YieTAnS <Y} tefol,... K}

@) Natomiast,

gdzie K1 i1 K5 to odpowiednio liczby obserwacji szeregoéw czasowych Y;(l) 1Y,
S1, 59, C, Cy sg liczbami rzeczywistymi wyznaczonymi na podstawie wartosci szeregu cza-

sowego Xy, a ich znaczenie jest takie same jak w poprzednim podrozdziale.

4.3. Przykltady skierowanych swiec rozmytych

W niniejszym podrozdziale przedstawione zostang empiryczne przyktady konstrukeji

skierowanych swiec rozmytych.

4.3.1. Trapezoidalna skierowana $wieca rozmyta

Zaktadajac w definicji postac liniowa funkcji f oraz g, tj.
f(x)=(by —ap)x+ay oraz g(x)= (b, —ag)x+a, dla ze€]0,1], (4.3)
gdzie parametry af,a, oraz by, b, to wartosci funkcji f i g odpowiednio dla x = 0 oraz
x = 1. Wowcezas, skierowana swieca rozmyta C' = (f, g) nazywana jest trapezoidalng SSR

ang. trapezoid OFC), w szczeg6lnosci, gdy by = b, to Swieca ta nazywana jest trojkqt-
f g

ng SSR (ang. triangular OFC).
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Zgodnie z definicja dla parametréw funkcji liniowych f i g dla danego szeregu
czasowego {X;: t € T} dla T = {1,2,...,n} otrzymuje sie nastepujace wzory.

Dla $wiecy wzrostowej (X7 < X,,):

ay = rtréiTnXt -C1 N bp=5 (4.4)
ag = 2(51 — Il]%iTnXt +C1)+ 5 A by=05; (4.5)
Dla $wiecy spadkowej (X; > X,,):
ayr = r?eaTxXt +Cy AN by =5 (4.6)
ag = i(SQ — I?EaTXXt —Cy)+S1 A by=5 (4.7)

Rys. przedstawia wykres notowan spétki PKOBP z dnia 14 marca 2016 roku (1378
notowan) oraz realizacje dwoch trapezoidalnych skierowanych wiec rozmytych. Dla Swiec
tych obliczono parametry S1 = 27.21, Sy = 27.26 (minimum i maksimum z trzech réznych
srednich) oraz parametry A = 102.35, B = 64.35 (odpowiednie pola powierzchni). Swiece
réznia si¢ natomiast parametrami Cy i Cy. W pierwszej przyjeto dla obu parametrow

warto$¢ zero, a w drugiej wartos¢ odchylenia standardowego wynoszacego 0.18.

Wykres TickByTick Trapezoidalna SSR
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Rysunek 4.2: Przyktady trapezoidalnej skierowanej swiecy rozmytej.
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4.3.2. Gaussowska skierowana swieca rozmyta

Skierowana $wieca rozmyta C' = (f, g) nazywana jest gaussowskq SSR (ang. gaussian

OFC) wéwezas gdy funkcje f oraz g przyjmuja ponizsza postac.

f(x) = f(2) =0p/—2In(z) + my oraz g(z) =g(2) = oyy/—21In(z) + m,, (4.8)

gdzie z = (1 — a)z + o dla « € [0, 1]. Parametry my, m, to wartosci funkcji f oraz g dla
x = 1, natomiast parametry o, 0, odpowiadajg szerokos¢ liczby rozmytej. Wspotczynnik
a > 0 bliski zeru umozliwia okreslenie wartosci dla x = 0.

Zgodnie z definicjg dla parametréow funkcji f i g dla danego szeregu czasowego
{Xp:teT}dlaT ={1,2,...,n} otrzymuje sie nastepujace wzory.
Dla $wiecy wzrostowej (X; < X,,):

rtannXt - Cl - Sl
mf:Sl N op= < (49)
—2In(a)

A
mg =295 AN 04= — g5t (4.10)
Dla $wiecy spadkowej (X; > X,,):

my = SQ N of = (4.11)

B
mg=5 AN 04= — 307 (4.12)

Na rys. 4.3 przedstawiono realizacje dwoch gaussowskich skierowanych $wiec rozmy-
tych dla notowan spotki KGHM z dnia 28 czerwca 2016 roku (2661 notowan). Dla swiec
tych obliczono parametry S1 = 63.49, S, = 63.71 (minimum i maksimum z trzech r6znych
$rednich) oraz parametry A = 168.73, B = 417.20 (odpowiednie pola powierzchni). Swie-
ce roéznig sie natomiast parametrami C i Cy. W pierwszej przyjeto dla obu parametrow

wartos¢ zero, a w drugiej warto$¢ odchylenia standardowego wynoszacego 0.40.
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Wykres TickByTick Gaussowska SSR
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Rysunek 4.3: Przyktady gaussowskiej skierowanej $wiecy rozmyte;.

4.3.3. Empiryczna skierowana $wieca rozmyta

W kolejnym przyktadzie skonstruowano dwie empiryczne swiece rozmyte zgodnie z pro-

cedura przedstawiong w definicji dla szeregu czasowego notowan spotki KGHM z dnia

14 marca 2016 roku (2902 notowan). Dla $wiec tych przyjeto parametry M

20,

S1 = 73.80, Sy = 73.86 (minimum i maksimum z trzech réznych srednich) oraz para-

metry C7 = Cy = 0 w pierwszym przypadku, natomiast C; = Cy = 0.25 (odchylenie stan-

dardowe) w drugim przypadku. Realizacje skonstruowanych $wiec przedstawia rys. .

Wykres TickByTick Empiryczna SSR
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Rysunek 4.4: Przyktady empirycznej skierowanej $wiecy rozmyte;j.
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4.3.4. Szeregi czasowe o identycznych $§wiecach japonskich

W niniejszym przyktadzie rozwazono dwa szeregi czasowe notowan spotki TAURON-
PE. Pierwszy z nich przedstawia notowania z dnia 3 lutego 2014 roku (416 notowar),
drugi natomiast z dnia 4 lutego 2014 roku (331 notowan). Oba te szeregi charakteryzuja
sie identycznymi cenami otwarcia, cenami maksymalnymi, cenami minimalnymi oraz ce-
nami zamkniecia. Stad skonstruowane na ich podstawie $wiece japonskie lub stupki OHLC

sa identyczne, mimo ze przebiegi notowan sa istotnie rozne (por. rys. [4.5)).

Wykres TickByTick Swieca Japonska
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Rysunek 4.5: Dwa szeregi czasowe o identycznych swiecach japonskich.

Na rys. przedstawiono realizacje trzech rodzajoéw skierowanych $wiec rozmytych
dla rozwazanych szeregdéw czasowych. Dla notowan z dnia 3 lutego obliczono parametry
S1 = 4.348, Sy = 4.357 (minimum i maksimum z trzech r6znych srednich), parametry
A = 2.67, B = 4.33 (odpowiednie pola powierzchni) oraz C; = Cy = 0. Natomiast,
dla notowan z dnia 4 lutego parametry te wyniosty S1 = 4.334, S, = 4.35 , A = 2.05,
B = 4.32 oraz ('} = (5 = 0. Ponadto, dla swiecy empirycznej przyjeto M = 20. W kazdym
z przypadkéw skonstruowane skierowane swiece rozmyte sg istotnie roézne, co pozwala
sadzi¢, ze skierowane $wiece rozmyte zawieraja efektywnie wiecej informacji o danym

szeregu czasowym niz sSwiece japonskie czy stupki OHLC.
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Rysunek 4.6: Realizacje SSR dla szeregéw czasowych o identycznych $wiecach japonskich.

4.4. Dodatkowe informacje o notowaniach

Notowania, czyli ceny po ktérych dokonano transakeji to nie jedyne wartosci opisujace
zachowanie danego instrumentu finansowego. W niniejszym podrozdziale zaprezentowano,
jak w prosty sposéb przy konstrukcji skierowanych $wiec rozmytych uwzglednié¢ takie

informacje jak wolumen czy spread.

4.4.1. Wolumen transakcji

Wolumen to liczba instrumentéw finansowych, ktére byty w danym okresie przedmio-
tem transakcji i obok ceny stanowi podstawowa informacje o danej transakcji. W analizie
technicznej wolumen wykorzystywany jest m.in. do potwierdzania sity trendu i formacji
cenowych. Zmiana ceny, czy to w dot czy w gore z relatywnie wickszym wolumenem jest
postrzegana silniej niz podobna zmiana z mniejszym wolumenem. Przyjmuje si¢ takze, ze
rosnacy wolumen potwierdza rozwijajacy sie na rynku trend. W trendzie wzrostowym wo-
lumen powinien rosnaé¢ w miare wzrostu cen i spadac¢ podczas spadkowych korekt, w tren-
dzie spadkowym powinno by¢ na odwrdt, wolumen rosénie, gdy ceny spadajg, a podczas

wzrostowych korekt wolumen spada [61].
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W przypadku konstrukeji skierowanych swiec rozmytych, wolumen transakcji mo-
ze byé uwzgledniony w bardzo prosty sposéb. Wystarczy, ze parametry SSR, takie jak
S1,9, A, B, Cy,Cy oraz funkcje ¥y, ¥y w przypadku Swiecy empirycznej, zostang obli-
czone z wykorzystaniem funkcji gestosci stowarzyszonej z wolumenem. W praktyce, wy-
starczytoby kazda cene powtérzy¢ zgodnie z odpowiadajacym jej wolumenem. Niemniej
wartos¢ wolumenu moze sigga¢ milionéw jednostek, co znacznie zwigkszyltoby rozwazany
szereg czasowy. Dlatego, przed powieleniem cen, wartosci wolumenu sg liniowo skalowane
do przedziatu liczb catkowitych od 1 do 100.

Na rys. przedstawiono notowania sp6tki PZU z dnia 1 kwietnia 2016 roku (1402
notowan) wraz z wolumenem transakcji oraz odpowiadajace im realizacje gaussowskiej
i empirycznej SSR. Dla kazdego rodzaju $wiecy przedstawiona zostala $wieca z uwzgled-

nieniem wolumenu jaki i bez niego.
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Rysunek 4.7: Realizacje SSR bez oraz z informacja o wolumenie.

4.4.2. Spread transakcyjny

Spread (ang. bid-ask spread) to réznica miedzy najwyzsza cena jaka kupujacy sa w sta-
nie zaptaci¢ (cena bid), a najnizsza cena jaka sprzedawcy sa w stanie zaakceptowaé (cena
ask) za dany instrument finansowy. Na rynku pozagietdowym, takim jak np. rynek wa-
lutowy, spready ustalane sg wprost przez brokera, ktory odgrywa role animatora rynku.

Oznacza to, ze inwestor moze w kazdym momencie dokonaé¢ transakcji kupna lub sprze-
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dazy bez wzgledu na to czy istnieje druga strona transakcji. Ryzyko znalezienia drugiej
strony transakcji przejmuje na siebie animator, za co otrzymuje premie, wtasnie w postaci
spreadu. Z drugiej strony spread stanowi koszt dla inwestora. Wielko$¢ spreadu bardzo
czesto ulega zmianie w czasie. Zwiazane jest to silnie z plynnoscia danego aktywu. Im
wigksza ptynnos¢ rynku tym spready nizsze i odwrotnie. Na ptynno$¢ wptyw majg m.in.
warunki, w jakich dziata rynek, jak i nadchodzace publikacje danych ekonomicznych.

Konstruujac skierowane $wiece rozmyte, roznice miedzy cenami kupna i sprzedazy
mozna uwzglednié¢ obliczajac parametry swiec Sy, C1, B oraz funkcje W, korzystajac z sze-
regu czasowego cen kupna, natomiast parametry So, Cs, A oraz funkcje Wy korzystajac
7 szeregu czasowego cen sprzedazy.

Rys. przedstawia wykresy cen kupna i sprzedazy notowan pary walutowej EUR /PLN
z dnia 1 kwietnia 2016 roku od godziny 10:00 do godziny 14:00 UTC (4 godziny - 8713
notowan) oraz odpowiadajace im realizacje trapezoidalnej i empirycznej SSR. Dla kazdego
rodzaju swiecy przedstawiona jest $wieca z uwzglednieniem spreadu jak i bez niego (tylko

ceny kupna).
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Rysunek 4.8: Realizacje SSR bez oraz z informacja o spreadzie.



Rozdziat 5

Modele rozmytych szeregéw

czasowych

W niniejszym rozdziale przytoczone zostanie pojecie rozmytego szeregu czasowego oraz
gtowne podejscia do modelowania takich szeregow. W dalszej czeSci omdéwione zostanie
nowe podejscie konstruowania modeli rozmytych szeregéw czasowych z wykorzystaniem
skierowanych liczb rozmytych. W szczegdlnosci omoéwione zostang aspekty estymacji pa-
rametréw oraz predykcji w tak skonstruowanym rozmytym modelu regresji liniowej oraz

modelu autoregresyjnym.

5.1. Rozmyte szeregi czasowe

W ogdélnym rozumieniu szereg czasowy to ciag informacji uporzadkowanych w czasie,
ktérych pomiary wykonywane sg w okreslonych odstepach. A bardziej formalnie, szereg
czasowy {1, xa,...,T,} rozumiany jest jako wartosci w chwilach ¢y, s, ..., %, zmiennych
losowych &1, &, . . ., &, nalezacych do rodziny zmiennych losowych {&;: ¢ € T}, ktora nazy-
wamy procesem stochastycznym. Tak, wiec szereg czasowy to ,ucieta realizacja” pewnego
procesu stochastycznego (losowego) [93].

Wartosci szeregu czasowego, pochodzace z pomiaréow, w sposéb naturalny moga by¢

obarczone roznymi btedami, jak rowniez pewnymi aspektami niepewnosci charakterystycz-
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nymi dla badanego zjawiska. Jednym ze sposobéw modelowania niepewnodci jest uzycie
teorii zbior6w rozmytych. W niniejszej rozprawie jako rozmyty szereg czasowy (ang. fuz-
zy time series) rozumiemy ciag uporzadkowanych w czasie obserwacji przedstawionych
w postaci zbiorow lub liczb rozmytych. W literaturze mozna wyréznié¢ trzy podejscia do
konstrukcji modeli rozmytych szeregdéw czasowych. Podejscia te zostang pokrotce przybli-

zone w kolejnych podrozdziatach.

5.1.1. Podejscie oparte na rozmytym wnioskowaniu

W bardzo wielu pracach za prekursoréw pojecia rozmytych szeregdéw czasowych uwaza
sie Songa i Chissoma, ktérzy w swoich pracach [75] [76l [77] zdefiniowali rozmyty szereg

€zasowy w nastepujacy sposob.

Definicja 5.1. Niech Y(¢) (t =...,0,1,2,...), podzbiér liczb rzeczywistych, bedzie prze-
strzeniq rozwazan (ang. universe of discourse), na ktérej zdefiniowane sg zbiory rozmyte
fi(t) (i =1,2,...). Niech F(t) bedzie rodzing zbioréw rozmytych f;(¢) (i = 1,2,...). Wow-

czas F(t) nazywana jest rozmytym szeregiem czasowym nad Y (t) (t =...,0,1,2,...).

Przyktadowo F'(t) moze by¢ rozumiany jako pewna zmienna lingwistyczna (np. dzien-
ne warunki pogodowe), ktéra moze przyjmowaé f;(t) (i = 1,2,...) mozliwych wartosci
lingwistycznych (np. zimno, umiarkowanie, goraco itp.) zdefiniowanych za pomoca zbio-
row rozmytych.

Song i Chissom zaproponowali réwniez podejscie do modelowania rozmytych szeregow

czasowych oparte na pojeciu relacji rozmytej w nastepujacy sposob.

Definicja 5.2. Zatézmy, ze F(t) zalezy tylko od F(t — 1), to znaczy, ze F(t — 1) — F(t).
Woéwcezas relacja ta moze by¢é wyrazona jako rozmyte réwnanie relacyjne
F(t) = F(t—1)o R(t,t — 1), gdzie R(t,t — 1) jest rozmyta zaleznoscia miedzy F(t — 1)

i F(t). Relacja ta nazywana jest modelem pierwszego rzedu F(t).

W podobny sposéb zdefiniowane zostaly réwniez modele wyzszych rzedow. Przez na-

stepne lata wielu badaczy bardzo rozwineto powyzsza koncepcje rozmytych szeregow cza-
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sowych, na szczegdlna uwage zastuguja prace Chena [6l [7, [§], ktéry zaproponowal pro-
sta metode obliczeniowa pozwalajaca uzyska¢ wyzsza doktadno$é prognoz w modelach
rozmytych szeregow czasowych. Duzo wiecej na temat tego podejscia mozna przeczytaé
w publikacja przegladowych [78, [79]. Do podejscia tego mozna réwniez zaliczy¢ metody
modelowania regresji nieliniowej poprzez zastosowanie regutowych neuronowo-rozmytych
systeméw wnioskujacych, takich jak system ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference Sys-

tem) [1], 25].

5.1.2. Podejscie oparte na rozmytej regresji

Podejscie to oparte jest na modelu rozmytej regresji liniowej (ang. fuzzy linear regres-
sion), ktory zaproponowali Tanaka, Uejima i Asai [81]. Zdefiniowali oni model rozmyty
jako funkcje liniowg, ktoérej parametrami sg zbiory rozmyte. W przeciwienstwie do konwen-
cjonalnej funkcji regresji liniowej, gdzie réznice miedzy obserwacjami i przewidywanymi
warto$ciami traktowanie sg jako btedy obserwacji, roznice traktowane sg jako rozmytosé
(niepewnos¢) w systemie. Funkcje przynaleznosci zbioréw rozmytych czesto okreslane sa
mianem rozkladéw mozliwosci (ang. possibility distributions), dlatego tez podejscie to wy-

stepuje w literaturze réwniez pod nazwa possibilistic regression analysis |82} [83].
Definicja 5.3. Modelem rozmytej regresji liniowej nazywamy model postaci
i=1

gdzie x; € R to zmienne objasniajace, liczby ostre, A; = (a;, ¢;) to wspélezynniki modelu,
symetryczne tréjkatne liczby rozmyte o funkeji przynaleznosci p1 4 (v) = max{1— ‘x:—a‘, 0},
ai, ¢; € R parametry liczby rozmytej, Y to zmienna objasniana, liczba rozmyta. Sktadnik

losowy modelu zostal zastapiony poprzez rozmyto$é wspotczynnikow.

W celu estymacji parametréow modelu, minimalizowane jest rozmycie modelu, ktére
odbywa si¢ poprzez minimalizacje catkowitego rozmycia wspotczynnikow modelu, przy

warunku aby kazdy objasniany punkt danych zawierat si¢ w estymowanym zbiorze roz-
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mytym. Problem ten sprowadzony zostal do nastepujacego problemu programowania li-
niowego.

Niech y; € R beda obserwacjami pewnego badanego zjawiska, zaleznymi od zmiennych
x; € R*dlat =1,...,T. Wéwczas, problem dopasowania modelu regresji rozmytej do

danych sprowadza si¢ do ponizszego problemu programowania liniowego z ograniczeniami.

n

Y, = Ag + ZAi -y = (ag, co) + Z(ai, Ci)Ti

i=1 i=1

T T n

> o+ > ¢lwy| — min, (5.2)
i=1 =1 i=1

przy ograniczeniach:

Yt < (lo—f—Co—FZail’ti +Zci|xti] (t = 1,...,T>,
i=1 i=1

Y = ag — Co + Zaixti — Zci|xti| (t=1,...,7),
i=1 i=1

¢;20(=0,1,...,n),

Innym podejsciem do estymacji parametréw modelu jest wykorzystanie metody naj-
mniejszych kwadratow. Wowczas w modelu uwzgledniony jest réwniez czynnik btedu,
a model przyjmuje postac

i=1
gdzie btedy modelu wyrazaja si¢ wzorem
i=1
Warto zauwazy¢, ze bledy é; sa liczbami rozmytymi, stad utrudnione jest zastosowanie
metody najmniejszych kwadratéw w sposéb bezposredni. W 1988 roku Diamond jako
pierwszy zaproponowal uzycie metody najmniejszych kwadratéw z wykorzystaniem od-

powiednio zdefiniowanej miary odlegtodci miedzy liczbami rozmytymi [12]. Zdefiniowat on
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metryke L? miedzy tréjkatnymi liczbami rozmytymi w nastepujacy sposéb

d(Ay, Ay)? = d((my, by, 1), (ma, I, 72))? (5.5)

= (my —ma)® + ((m1 — ) — (ma — 12))> + (M1 +11) — (ma +72))*.

Woweczas, estymacja modelu rozmytej regresji sprowadza sie do minimalizacji btedu

postaci

szd <ﬁ,fi0+§njﬁi-xti>2. (5.6)

t=1 i=1

W niniejszym podrozdziale przedstawiono tylko podstawowe informacje na temat mo-
delu regresji rozmytej. Przez ponad trzy dekady podejécie to zostalo rozwiniete i z po-
wodzeniem zastosowane w wielu praktycznych problemach przez liczna grupe badaczy.
Obszerny przeglad literatury w tym zakresie mozna znalezé w publikacjach [30) 88]. Jako

pierwszy do modelowania szeregdéw czasowych zastosowal je Watada [91, 92].

5.1.3. Podejscie oparte na modelach Boxa i Jenkinsa

Bazujac na metodologii modelowania szeregow czasowych przedstawionej przez Boxa
i Jenkinsa [3], Ozawa, wraz ze wspétbadaczami, zaproponowali rozmyty model autoregre-
syjny (ang. fuzzy auto-regressive model) [64] w postaci klasycznego réwnania autoregresyj-
nego o wspotezynnikach rzeczywistych, gdzie wartosci szeregu czasowego zostalty rozmyte

za pomoca liczb rozmytych.

Definicja 5.4. Rozmytym modelem autoregresyjnym rzedu p (FAR(p)) nazywamy model

postaci

~

V= Vit by Vg + U

. . . o (5.7)
}/;f g }/;,7 }/;f = (@taﬁt75t>

gdzie Y, (t =1,...,T) to tréjkatne liczby rozmyte okreslone przez trzy parametry rze-
czywiste oy < By < 0y tak, ze Yy = (o, B, 6;), relacja zawierania dla tréjkatnych liczb

rozmytych zdefiniowana jest nastepujaco
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Operacje arytmetyczne dla rozmytych liczb tréjkatnych zdefiniowane sa w ponizszy sposob

Y + Y, = (ou + g, By 4 Bsy 0y 4 64)

Y/;S_Y/:s:(at_asaﬁt_ﬂsaét_d@)

(5.9)
>, (patapﬁtvpét)’ p > 07
p-Yi= " peR
(p(stapﬁtapat)7 p < 07
Ponadto, ¢; (i = 1,...,p) to wspélezynniki modelu, liczby rzeczywiste, natomiast

U = (uq, ug, us) to tréjkatna liczba rozmyta.

Rozmyty model autoregresyjny opisuje zaleznos¢ miedzy przysztymi a przesztymi war-
tosciami rozmytego szeregu czasowego za pomocy rzeczywistych wspotczynnikow ¢; oraz
nieprecyzyjnosé systemu poprzez liczbe rozmyta U. Dopasowanie modelu do danych od-
bywa sie podobnie ja w modelu rozmytej regresji poprzez minimalizacje rozmycia modelu

i sprowadza si¢ do ponizszego problemu programowania liniowego

T
Z <5t — dt) — min,

t=p+1

przy ograniczeniach:

(o % = dt, (510)

W nieco odmienny sposob, rozwijajac podejscie zaproponowane przez Watade, bazu-
jace na modelu regresji rozmytej, Tseng i inni [86] skonstruowali rozmyty model ARI-
MA oraz rozmyty sezonowy model ARIMA [87], gdzie wspétezynniki klasycznego modelu

ARIMA zostaly zastgpione liczbami rozmytymi.

Definicja 5.5. Rozmytym, autoregresyjnym, zintegrowanym modelem Sredniej ruchomej

rzedow p,d,q (ARIMA(p,d,q)) nazywamy model postaci

Z~t = Al . Zt—l + -+ Ap . Zt_p +ée— Ap_;_l cEp—1 — Ap—o—q *Et—q (511)
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gdzie Z; = V4(Y; — p) to szereg czasowy powstaly przez zintegrowanie w stopniu d szeregu
czasowego Y; — p (t = 1,...,T), gdzie u to wartosé¢ érednia Yy, A; (it=1,....,p+q) to
wspolezynniki modelu bedace tréjkatnymi liczbami rozmytymi. Ponadto g, (t =1,...,T)

to niezalezne zmienne losowe o identycznych rozktadach normalnych z wartoscia $rednia

zero i wariancja réwng o2

Szereg czasowy Y; jest szeregiem czasowym o wartosciach rzeczywistych, stad badanie
stacjonarnodci, jak réwniez identyfikacja rzedéw modelu odbywa sie zgodnie z metodologia
Boxa-Jenkinsa. Estymacja wspotczynnikéw modelu wykonywana jest poprzez rozwigzanie

odpowiednio skonstruowanego problemu programowania liniowego poprzez analogie do

problemu (j5.2)).

5.2. Skierowane rozmyte szeregi czasowe

Konstruowanie modeli rozmytych w oparciu o klasyczna definicje zbioréw rozmytych
i zasade rozszerzania dla operacji arytmetycznych obarczone jest kilkoma wadami. Wady
te wynikaja wprost z niedoskonatosci klasycznych liczb rozmytych (zobacz roz. . Mia-
nowicie, wprowadzenie wiekszej liczby wspoéteczynnikéw modelu, a co za tym idzie wiekszej
liczby operacji, powoduje zwickszenie rozmycia zbioru wynikowego. Ponadto, w wiekszosci
modeli wprowadza si¢ uproszczenie, ze wszystkie zbiory rozmyte posiadaja funkcje przy-
naleznosci tego samego typu (np. tréjkatna, typu L-R) i aby uniknaé bledéw zaokraglen
wynikajacych z przyblizenia liczby wynikowej do danego typu unika sie operacji mnozenia
i dzielenia liczb rozmytych.

Wykorzystanie skierowanych liczb rozmytych wraz z ich arytmetyka pozwala w prosty
sposéb na skonstruowanie w petlni rozmytych modeli pozbawionych powyzszych niedo-
skonatos$ci w postaci dowolnych rownan. W petni rozmytych, czyli takich gdzie zaréwno
wspotezynniki, dane wejsciowe jak i réwniez btedy modelu sg skierowanymi liczbami roz-
mytymi. Ogoélnie model taki mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob

Y, =F (A; Xu) + &, (5.12)
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gdzie Y; to zmienna objagniana, SLR, (t =1, ... 1), X,; to zmienne objasniajace, SLR,
(i =1,...,n), A; to wspotezynniki modelu, SLR, natomiast &; to btad modelu, row-
niez SLR. Funkcja F' to dowolna zalezno$é¢ funkcyjna okreslona na skierowanych liczbach
rozmytych.

Zagadnienia estymacji wspotczynnikéw oraz predykcji w duzym stopniu zalezg od
postaci funkcji F, dlatego tez zostang one oméwione w kolejnych podrozdziatach dla

podstawowych modeli takich jak model regresji liniowej oraz model autoregresyjny.

5.2.1. Skierowany rozmyty model regresji liniowej

Przyjmujac w réwnaniu (5.12)) liniowa wzgledem wspétezynnikéw postaé funkeji F
otrzymujemy skierowane rozmyte rownanie regresji lintowej w nastepujacej postaci
Y, = Ay + Z(Az : th) + &, (5.13)
i=1
gdzie btedy modelu moga zosta¢ wyrazone wzorem

& =Y — A= (A - Xu). (5.14)

=1

Estymacja: Celem estymacji jest dopasowanie modelu regresji (wspétczynnikow fli)
do zaobserwowanego zbioru danych empirycznych. Model jest tym lepiej dopasowany im
mniejsza jest odlegto$¢ wartosci teoretycznych fft = Ay + f:l A; - X;; od wartosci zaobser-
wowanych Y;. Celem zatem jest minimalizacja Calkowitego_blgdu postaci

T .
E =Y d(Vi, V), (5.15)

t=1
gdzie d(-, -) oznacza miare odlegto$¢ miedzy skierowanymi liczbami rozmytymi. W klasycz-
nym modelu regresji liniowej dla liczb rzeczywistych najczesciej wybierana jest metryka
indukowana przez norme [, (metoda najmniejszych kwadratoéw). Skierowane liczby rozmy-
te A i B to z definicji uporzadkowane pary funkcji ciagtych tj. A = (fa,94), B = (f5,98)-

Wobec czego naturalnym wydaje sie zaproponowanie metryki dla SLR wykorzystujac

norme z przestrzeni Ls.
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Definicja 5.6. Odlegto$¢ miedzy skierowanymi liczbami rozmytymi A = (fa,ga),

B = (fB,gB) to metryka dana wzorem

d(A, B) = d((fa,94), (fB:9B)) = [[fa — fBll2 + llga — g5ll2, (5.16)

gdzie ||-]|2 to norma Ly w przestrzeni C([0, 1]) (funkcji ciggtych o wartosciach rzeczywistych

okreslonych na przedziale [0, 1]) dana wzorem

11 = ( / |f<x>|2dx) . (5.17)

W modelu (5.13)) optymalizowanymi wspolczynnikami sa skierowane liczby rozmyte
postaci A; = (f4,,94,), wobec czego zagadnienie estymacji mozna sprowadzi¢ do roz-
wigzania zadania rachunku wariacyjnego tj. znalezienia funkcji f4,95 (i = 0,...,n)

minimalizujacych funkcjonal postaci

1

E(fi,91,) /z; fy.(x };t(x))de—l— /Z (gyzt(a:) _gﬁ@))de (5.18)

0

Poprzez dyskretyzacje skierowanych liczb rozmytych (por. rys. oraz zastosowanie me-
tod catkowania numerycznego powyzszy problem mozna rozwigzaé¢ wykorzystujac szeroka
game algorytmow optymalizacji.

7 drugiej strony, dzieki dobrze zdefiniowanej arytmetyce skierowanych liczb rozmytych,
optymalne wspoétczynniki modelu moga byé¢ wyliczone, tak jak w przypadku klasycznym,

poprzez operacje na postaci macierzowej modelu. Model ([5.13)) mozemy zapisaé jako

y=X-a+e, (5.19)
gdzie:
371 1 Xll Xln /Io €1
Y- I Xy - Xon A &
y = 2 s X_ = 2 2 5 a — ! y e = ? . (520)

5
—
5
—
5
3
e
3
S
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Niech S bedzie minimalizowana suma kwadratéw reszt modelu, ktéra, jak latwo za-

uwazy¢, jest SLR. Wowcezas korzystajac z rachunku macierzowego otrzymujemy
T
S=Y&*=e'e=(y—Xa)'(y — Xa) =
t=1
=...=yly —2a"X"y + a’X"Xa (5.21)
Roézniczkujac powyzsze wyrazenie wzgledem a i przyréwnujac do zera otrzymujemy

— = -2X"y 42X Xa = 0. (5.22)

A po przeksztatceniu

X"Xa =X"y. (5.23)

Przyjmujac zatozenie jak w klasycznym modelu regresji, ze macierz X ma rzad réwny
liczbie wspotezynnikéw (n + 1, pelny rzad kolumnowy). Wéwezas macierz XX jest do-
datnio okre$lona, a zatem istnieje do niej macierz odwrotna (X?X)™! i réwnanie
ma rozwigzanie postaci

a=(X"X)"'X"y. (5.24)

Elementami macierzy X sa uporzadkowane pary funkcji okreslonych na [0, 1], wobec czego
powyzsze zatozenie musi by¢ spetnione dla kazdego = € [0, 1]. Ponadto, poniewaz druga
pochodna S jest réwna 2XTX i zgodnie z zalozeniem jest dodatnio okreslona, zatem

rozwiazanie ([5.24) wyznacza minimum sumy kwadratéw reszt S.

Przyktad: Dla zilustrowania modelu rozmytej regresji liniowej opartego na arytmetyce
skierowanych liczb rozmytych przeanalizowany zostanie prosty problem regresji liniowej

jednej zmiennej dla danych Isibuchi [22]. Dane Isibuchi (x4, y;) wraz z losowo wygenero-

t 1 2 3 4 ) 6 7 8
Ty 2 4 6 8 10 12 14 16
Yt 14 16 14 18 18 22 18 22

ery, 0.12417 0.45587 1.16176 0.70287 0.05801 1.90618 1.26043 0.14221
ery, 0.47001 0.11422 0.67202 0.16389 0.44385 0.13626 0.79932 0.35240

Tabela 5.1: Zbiér danych Ishibuchi z losowym btedem pomiarowym.
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wanymi btedami dla y,; i x; przedstawione sa w tabeli . Dla danych tych model
przyjmuje postac
Y, = Ao+ Ay - Xy + €. (5.25)
W pierwszej kolejnosci rozwazony zostanie przypadek, w ktorym wszystkie zmienne
modelu tj. Y, X;; zostaly rozmyte za pomoca skierowanych liczb rozmytych o funkcjach
statych i réwnych sobie (czyli sa to po prostu liczby rzeczywiste przedstawione jak SLR,
brak rozmycia). Wéwcezas, jak nalezatoby oczekiwaé, w wyniku estymacji wspotezynniki
modelu rowniez sg SLR o funkcjach stalych i réwnych sobie. Co wiecej, model jest tozsamy
z klasycznym modelem regresji liniowej. Dopasowanie modelu rozmytej regresji do danych

wraz z wykresami wspotczynnikéw przedstawia rys. [5.1}

24 . . . . . . . . 13.6 Ay 057 Ay
134} {1 o056}
22 ° .
13.2} - : {  ossl
20}
13.0} {1  osal
318
12.8} {1 o053}
16| L 3 i
(@, 1) 12.6} 1 0.52}
+—+ fy(0)
L = fy,(1)
14 ! 124 1 os1f i,
== gy,(0) — f — f
== gy(1) -- 9 -- 9
12 1 1 1 1 1 1 1 1 122 1 1 1 1 1 1 050 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 £0.20.00.20.40.60.8 1.0 ~0.20.00.20.40.60.8 1.0

Rysunek 5.1: Skierowany rozmyty model regresji dla danych Ishibuchi - brak rozmycia.

W kolejnym przypadku, wartosci zaobserwowane y; zostaly rozmyte za pomocg sy-
metrycznych trojkatnych skierowanych liczb rozmytych zorientowanych dodatnio, tak ze
nosniki tych liczb wyznaczone s poprzez bledy pomiarowe er,,, czyli sg przedziatami
[yr — ery,, yr + ery,|. Woéwezas otrzymane optymalne wspotezynniki sg istotnie SLR. Dopa-
sowanie modelu do danych wraz z wykresami wspétezynnikéw przedstawia rys. [5.2] War-
to zaznaczy¢, ze otrzymane w tym przypadku rezultaty sa tozsame z modelem rozmytej
regresji przy zastosowaniu estymacji metoda najmniejszych kwadratow z metryka

zaproponowang przez Diamonda ({5.5)).
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Jedng z cech odrozniajacych SLR od klasycznych liczb rozmytych jest skierowanie.

Zmaczenie i przypisanie odpowiedniego skierowania liczbie rozmytej w duzym stopniu za-

lezy od kontekstu i charakterystyki rozwazanego zagadnienia. Najczesciej jednak, skiero-

wanie reprezentuje tendencje wystepujacag w danych. W rozwazonym poprzednio przypad-

ku wprowadzona zostala modyfikacja polegajaca na przypisaniu rozmywanym zmiennym

y, skierowania zgodnie z nastepujaca zasada. Jezeli y; < y,—; to Y; posiada orientacje
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Rysunek 5.2: Skierowany rozmyty model regresji dla danych Ishibuchi - rozmycie y;.
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Rysunek 5.3: Skierowany rozmyty model regresji dla danych Ishibuchi - rozmycie
skierowanie.
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ujemng, natomiast w przeciwnym przypadku orientacje dodatnia. Dopasowanie modelu
do danych wraz z wykresami wspotczynnikéw przedstawia rys. Jak mozna zauwa-
zy¢, wprowadzenie liczb przeciwnie skierowanych wptyneto na zmniejszenie rozmycia mo-
delu poprzez zmniejszenie rozmycia wspotczynnikéw. Jednak, podobnie jak poprzednio,
wszystkie otrzymywane wartosci fft z modelu sg SLR zorientowanymi dodatnio, a granice
ich nosnikow wyznaczaja linie proste.

Ostatnim rozwazanym przypadkiem jest model, w ktérym uwzgledniona zostala réw-
niez niepewnos¢ zwigzana ze zmiennymi objasniajacymi z;. W modelu tym wartosci zaob-
serwowane 1; rozmyte sg jak w poprzednim przypadku, natomiast zmienne objasniajace
x; rozmyte sa za pomocy gaussowskich skierowanych liczb rozmytych zorientowanych do-
datnio o parametrach my; = m, = x;, oy = er,,, 0, = —er,, (zobacz wzory ) Dopaso-
wanie modelu rozmytej regresji do danych wraz z wykresami wspotczynnikow przedstawia
rys. 5.4l Tak skonstruowany model wciaz wyznacza pewna zalezno$é liniowa, jednak roz-
mycie linii regresji ulega dynamiczniejszym zmianom. Ponadto, réwniez orientacja otrzy-

manych liczb dla Y, ulega zmianie i jest zgodna z zadanymi orientacjami liczb ;.

24 . . . . . . . 13.1

4 13.01

129

3 18+ .
12.8} ]
16} ) .
6 (e, 1) 1
— f3(0)
14} — fi( || 27
v/ : : : : A
£ é N V)
: : : : : : - gyl(l) : I g
12 I I I I I I I I 12.6 I T S R 0.48 I T T M W
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 —0.20.00.20.40.60.81.0 —0.20.00.20.40.60.81.0

Tt

Rysunek 5.4: Skierowany rozmyty model regresji dla danych Ishibuchi - rozmycie y; plus
skierowanie oraz rozmycie ;.
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Predykcja: Oszacowany na podstawie szeregdéw czasowych model regresji liniowej moze
zosta¢ wykorzystany do celow prognozowania (predykcji), czyli wnioskowania w przysztosé
na podstawie modelu. W klasycznym modelu regresji liniowej prognoza dla zmiennej Y;
(na chwile t + s) okreslana jest jako jej wartos¢ oczekiwana tj.
}A/;H_S — E(}/t-‘rs) — ]E (A() + Z(AZ . X(t+5)i) "‘ 5t+5> . (526)
i=1
Jedynym czynnikiem niedeterministycznym w réwnaniu (5.26)) jest btad €4, jednak z za-
tozen klasycznego modelu regresji liniowej ma on wartos¢ oczekiwang réwna zero dla
kazdego t. Wobec czego prognoza na chwile ¢ + s wyraza si¢ wzorem
}A/;H_S — AO ‘I— Z<AZ . X(t+s)i)' (527)
i=1
W analogiczny sposéb mozna zdefiniowaé prognoze w rozmytym modelu regresji li-
niowej danym réwnaniem (5.13)). Jedyny problem polega na tym, ze czynnik bledu &
jest skierowang liczba rozmyta. Niemniej, moze by¢ ona potraktowana jako zmienna lo-
sowa przyjmujaca wartosci w zbiorze skierowanych liczb rozmytych, wigcej na ten temat
w rozdziale poswieconym rozmytym zmiennym losowym. Na chwile obecng przyjmij-
my zalozenie, ze &; to skierowana rozmyta zmienna losowa w tym sensie, ze dla kazdego
€ [0,1], fz(x) i gz (x) sa rzeczywistymi zmiennymi losowymi o wartodci oczekiwane;
rownej zero. Wowcezas, prognoza na chwile ¢t + s w modelu rozmytym wyraza si¢ wzorem
5};_’_5 = A() + Z<AZ . X(t+8)i)' (528)
i=1
Warto zwrécié uwage, ze Y., jest skierowang liczba rozmyta, co powala na wyréznienie
trzech typow prognoz:
e prognoza punktowa: wyznaczona poprzez wyostrzong wartosé liczby Vi,
e prognoza przedzialowa: wyznaczona poprzez podzbiér nosnika liczby }7t+5,

e prognoza kierunkowa: wyznaczona poprzez orientacje liczby Y. .



5.2. Skierowane rozmyte szeregi czasowe 60

5.2.2. Skierowany rozmyty model autoregresyjny

W rozwazonym poprzednio modelu regresji liniowej struktura zjawiska uzalezniona
byta od zbioru zmiennych objasniajacych. Dla prognozowania niezbedna jest wiec znajo-
mos¢ tych zmiennych dla okresu prognozowanego, co w praktyce nie zawsze jest mozliwe.
W takich sytuacjach mozna skorzystac¢ z modeli opartych na analizie pojedynczego szeregu
czasowego, ktorych prostym przyktadem jest model autoregresyjny.

Klasyczny model autoregresyjny rzedu p (AR(p)) to model, w ktérym obecna war-
tos¢ szeregu czasowego zalezy tylko od wartosci tego samego szeregu w przesztosci oraz
pewnego btedu losowego [85]. W pelni rozmytym, bazujacym na skierowanych liczbach
rozmytych uogélnieniem tego modelu jest skierowany rozmyty model autoregresyiny rzedu

p (SRAR(p)) postaci

~ ~ p ~ ~
Y, =Ao+ Z(Az Yi) &, (5.29)
i=1
gdzie Y; to wartosé¢ szeregu czasowego w chwili t, SLR, (t = 0,...,T), Y;_; to wartosci
szeregu czasowego w przesztodei, zmienne opéznione, SLR, (i = 1,...,p), A; to wspot-

czynniki modelu, SLR, natomiast ; to btad modelu, réwniez SLR.

Stacjonarnos$é: Jednym z podstawowych poje¢ stosowanych w analizie szeregdéw cza-
sowych jest pojecie stacjonarnosci szeregu czasowego. Intuicyjnie, szereg czasowy stacjo-
narny (stabilny) to szereg, ktérego wtasnosci (warto$¢ oczekiwana, wariancja, itp.) nie
zmieniaja sie wraz z uptywem czasu [03]. W literaturze wystepuje kilka definicji stacjo-
narnosci, jednak najczesciej uzywane jest pojecie stacjonarnosci stabej (kowariancyjnej,

stacjonarno$ci w szerszym sensie).

Definicja 5.7. Szereg czasowy Y; nazywamy szeregiem stabo stacjonarnym (stacjonar-
nym), gdy:
E(|Y]?) = 0% < o0 (5.30)
E(Y;) =p < o0 (5.31)

cov(Yy, Yirn) = cov(Ys, Ysin) = v, dla dowolnych ¢, s, h. (5.32)
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W ten sam sposoéb mozna podejs¢ do stacjonarnosci skierowanych rozmytych szeregow

czasowych.

Definicja 5.8. Skierowany rozmyty szereg czasowy Y; nazywamy stacjonarnym jezeli dla

kazdego ustalonego x € [0, 1] szeregi czasowe fy, (x) oraz gy, (x) sa stacjonarne.

Zalozenie stacjonarnosci badanego szeregu czasowego jest istotne, gdyz szacowanie
modeli regresyjnych na podstawie niestacjonarnych szeregdéw czasowych czesto moze pro-
wadzi¢ do tak zwanej regresji pozornej (ang. spurious regression), co moze prowadzié
do btednych wynikéw wnioskowania statystycznego. Istnieje wiele metod sprowadzania
niestacjonarnego szeregu czasowego do szeregu stacjonarnego, na przyktad poprzez rézni-
cowanie, odejmowanie wartosci sredniej lub trendu. W przypadku finansowych szeregéw
czasowych, najczesciej rozwaza si¢ szeregi czasowe bedace szeregami prostych lub logaryt-
micznych stop zwrotu, ktore w wiekszosci przypadkow okazujg sie by¢ szeregami stacjo-
narnymi. W przypadku skierowanych rozmytych szeregéw czasowych mozna zastosowac
te same metody. Mozna jednak wykonaé je na roéznych etapach modelowania, przed albo
po rozmyciu szeregu czasowego.

Poniewaz stacjonarno$é¢ skierowanego rozmytego szeregu czasowego zostala sprowa-
dzona do stacjonarnosci odpowiednich ostrych szeregdéw czasowych, to do testowania ich
stacjonarnos$ci mozna wykorzysta¢ dobrze znane testy stacjonarnosci, takie jak na przy-
ktad test pierwiastka jednostkowego Dickey-Fullera (DF) [15, 85]. Test ten polega na

testowaniu, czy szereg czasowy Y; da sie zapisa¢ w jednej z dwoch postaci

Y;e = qblYt_l + &y, (533)

Y = ¢o+ 01Yio1 + &4, (5.34)

gdzie ; jest bialym szumem, a weryfikowana jest hipoteza zerowa Hy: ¢; = 1 (niesta-
cjonarno$¢) przeciw hipotezie alternatywnej H,: ¢; < 1 (stacjonarnos¢). Do weryfikacji

hipotezy zerowej wykorzystywana jest statystyka Dickey-Fullera postaci

o

DF —
SE(¢1)

(5.35)
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gdzie $1 jest estymatorem najmniejszych kwadratéw parametru ¢, natomiast SE(¢21)
jest standardowym btedem estymatora q@l. Okazuje sie, ze statystyka DF' nie ma rozktadu
t-Studenta i nie jest asymptotycznie zbiezna do zadnego ze znanych rozktadéw. Statystyka
DF ma tzw. rozktad Dickey-Fullera, dla ktérego wartosci krytyczne, zalezne od poziomu

istotnosci testu, mozna znalezé¢ w literaturze m.in. w [4].

Identyfikacja rzedu p: Do wyboru rzedu p mozna postuzy¢ sie procedura Boxa i Jen-
kinsa [3] dla modelu autoregresyjnego, ktéra polega na poréwnaniu funkcji autokorelacyi
czqstkowej (ang. partial autocorrelation function (PACF)) dla badanego szeregu z postacia
tej funkcji dla teoretycznych modeli AR(p) o znanej liczbie parametréw. Autokorelacja
czastkowa mierzy zalezno$¢ liniowa jednej zmiennej po usunigciu innej zmiennej, ktéra
ma wplyw na obie zmienne [85].

Teoretyczny model AR(p) ma funkcje PACF réwna zeru dla opéznien wiekszych niz p
(tzn. wspotezynniki autokorelacji czastkowej dla opdéznien wiekszych niz p sa nieistotne).
Tak, wiec za p przyjmuje sie maksymalne opdznienie dla ktérego wspotezynnik autokore-
lacji jest istotny. W przypadku skierowanych rozmytych szeregow czasowych, procedurze
tej mozna podda¢ kazdy ze skonstruowanych szeregéw dla ustalonego = € [0,1] i wy-
bra¢ najwiekszy z otrzymanych rzedow lub szereg czasowy powstaly przez wyostrzenie

rozmytego szeregu czasowego.

Estymacja: Oszacowanie wartoéci wspotezynnikéw A; w modelu (5.29) moze odbywadé

sie w taki sam sposob jak w modelu regresji z wykorzystaniem metody najmniejszych

kwadratéw. Woéwezas, aby wyznaczyé optymalne wspotezynniki A; = (f1,,94,) nalezy
znalez¢ funkcje f7,9;4 (i =0,...,p) minimalizujace funkcjonat
B(fio05) = [ X (@) = £ @) do+ [ 3 (g5(0) = g (@) de (5.3
o t=p o t=p

~ 2 ~ 14 ~ ~
gdzie Y, to wartosci zaobserwowane szeregu czasowego, natomiast Y; = Ag+ > A; - Y,
~

to wartosci wyliczone z modelu.
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Ponadto, zaktadajac, ze Ay =0 (proces scentrowany w zerze) to dzigki arytmetyce
skierowanych liczb rozmytych do estymacji parametréw moze by¢ zastosowana metoda
Yule’a-Walkera [31]. W metodzie tej optymalne wartosci wspotezynnikéw wyznaczane sa

z uktadu réwnan liniowych postaci

Yoo n o e || A o
ST oo || A Yo
g = : (5.37)
i %p—l %p—Q %/0 ] L Ap ] L ’:Vp ]
gdzie 4, to wartosci funkeji autokowariancji z proby danej wzorem
A 1 L. -
=3k == > (Vi-Yik),  (k=0,1,...,). (5.38)
T t=k+1

Poniewaz elementami macierzy w réwnaniu (5.37) sa skierowane liczby rozmyte, warun-
kiem na to, aby uktad ten posiadat doktadnie jedno rozwiagzanie, jest aby f% (x) > 0 oraz

93, (x) > 0 dla kazdego z € [0, 1].

Predykcja: Inaczej niz w przypadku modelu regresji liniowej, prognoza wartosci szeregu
czasowego w chwili ¢t + s (s-ta prognoza) w klasycznym modelu autoregresyjnym rzedu
p definiowana jest jako warunkowa wartos¢ oczekiwana wzgledem filtracji F;, co zapisuje
sie jako

Yt-s-s =E(Yis|F) =E <A0 + i(Ai Yiits) + €t+s|ﬂ> . (5.39)

i=1
Nie wchodzac w formalizm matematyczny, filtracja F; oznacza wszystkie informacje na
temat szeregu czasowego Y; dostepne do chwili ¢. Korzystajac z wtasnosci warunkowe;j
wartosci oczekiwanej [24] oraz zaktadajac, ze warunkowa wartosé oczekiwana ¢, jest réwna
zeru i nie zalezy od filtracji F;, wowczas prognoza na jeden krok do przodu jest réwna

p

Yo =E(Yi|F) =E (Ao + Z(Az Yii) + 5t+1|ft>
i=1
p

Ao+ S (A BVl F)) = Ao+ (A Vi), (5.40)

i=1 =1
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Prognoza na dwa kroki do przodu jest rowna

. p
Yivo = E(Yi| ) = (AO + D (A Vi) + 5t+2|ft>

i=1

P
= Ao+ Ay - E(Yia|F) +ZA Yiiva)
=2

=Ag+ A - Yt+1 + Z(Az Yiito). (5.41)

=2

Stad s-ta prognoza dana jest wzorem

R p
Yiis = E(Yiqs|F) = E (AO + D (A Yiiws) + €t+5|ft>
=1
p A

i=1

Traktujac w réwnaniach (5.39), (5.40)), (5.41]) oraz (5.42) wartosci szeregu czasowego

oraz wspotczynniki jako skierowane liczby rozmyte, s-ta prognoza w skierowanym rozmy-
tym modelu autoregresyjnym wyraza si¢ wzorem
2 - P . 2
Yiie = Ao+ Z(Az Yiits) (5.43)
i=1
Podobnie jak w modelu rozmytej regresji, prognoza f/HS jest skierowang liczbg rozmyta,

co powala na wyrdznienie trzech typéw prognoz:
e prognoza punktowa: wyznaczona poprzez wyostrzong wartosé liczby EZJFS,
e prognoza przedzialowa: wyznaczona poprzez podzbiér nosnika liczby }Q/HS,
e prognoza kierunkowa: wyznaczona poprzez orientacje liczby }2+5.

Przyktad budowy krok po kroku skierowanego rozmytego modelu autoregresyjnego dla

empirycznych finansowych szeregéw czasowych przedstawiony jest w rozdziale [7.1]



Rozdzial 6

Symulacje rozmytych szeregéw

czasowych

W wielu praktycznych zagadnieniach zwiazanych z szeregami czasowymi, w szczego6l-
nosci takich, ktore zalezg od przebiegu realizacji procesu, istnieje koniecznos¢ symulacji
(najczesciej wielokrotnej) skonstruowanego modelu opisujacego dane zjawisko w pewnym
przedziale czasu. Symulacje stochastycznych modeli szeregéw czasowych dokonywane sa
przy odpowiednio zadanych rozktadach prawdopodobienstwa dla zmiennych losowych wy-
stepujacych w modelu. W modelach skierowanych rozmytych szeregéw czasowych, ktore
zostaly zaproponowane w poprzednim rozdziale (zobacz (5.12)) i moga by¢ traktowane
jako uogodlnienie klasycznych modeli, czynnikiem, ktéry mozna rozwazac¢ jako niedetermi-
nistyczny jest btad modelu &;. Poniewaz btad ten wyrazony jest za pomoca skierowanej
liczby rozmytej, istnieje koniecznos¢ okreslenia, jak rozumieé pojecie skierowanej rozmyte;j
zmiennej losowej i jak takie zmienne symulowac.

W niniejszy rozdziale przytoczone zostana trzy najbardziej cytowane w literaturze
koncepcje rozmytych zmiennych losowych odnoszacych sie do klasycznego pojecia zbioru
rozmytego. Nastepnie wprowadzone i omowione zostanie pojecie zmiennej losowej dla skie-
rowanych liczb rozmytych wraz z pojeciami takimi jak warto$é¢ oczekiwana oraz wariancja.

Na koncu przedstawiony zostanie przyktad generowania takich zmiennych losowych.

65
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6.1. Rozmyte zmienne losowe

6.1.1. Model Kwakernaaka

Okreslenie rozmyta zmienna losowa (ang. fuzzy random variable) zostato wprowadzona
przez Kwakernaaka w 1978 roku [43], 44], ktéry okresla rozmyta zmienna losowa jako nie-
jasne postrzeganie ostrej ale nieobserwowalnej zmiennej losowej. Jako przyktad rozwazmy
zmienna losowa opisujaca wiek os6b mijanych na ulicy. Wiek spotkanej osoby jest oczywi-
Scie ostra zmienng losowa o wartosciach rzeczywistych dodatnich. Jest to jednak zmienna
nieobserwowalna, gdyz nie pytamy kazdej mijanej osoby o jej wiek. Postrzegamy ja nato-
miast jako zmienng losows o wartosciach lingwistycznych opisanych zbiorami rozmytymi
np. ,osoba mtoda”, ,,osoba w srednim wieku” lub ,j0soba w podesztym wieku”.

Niech okreslona bedzie klasyczna przestrzen probabilistyczna (€2, A, Pr), gdzie €2 to
przestrzen zdarzen elementarnych, A to o-algebra podzbioréw (2, natomiast Pr to miara
probabilistyczna okreslona na Q [24]. Niech F(R) oznacza zbiér wszystkich wypuktych
liczb rozmytych okreslonych na przestrzeni euklidesowej R, ktorych a-przekroje dla kaz-
dego a € [0, 1] sa zbiorami zwartymi. Wéwczas rozmyta zmienna losowa zaproponowana
przez Kwaakernaaka, nastepnie ulepszona przez Kruse i Meyera [42] oraz zinterpretowana

przez Gila [19], okreslona jest nastepujaca definicja.

Definicja 6.1. Rozmytg zmienng losowg nazywamy odwzorowanie 5 : Q0 — F(R) takie,

ze dla kazdego a € [0,1] oraz w € 2 odwzorowania
inf€,: Q — R takie, ze inf &, (w) = inf(£(w))a, (6.1)
sup&,: Q — R takie, ze sup fa(w) = sup(é(w))a, (6.2)
sa klasycznymi zmiennymi losowymi o warto$ciach rzeczywistych (por. rys. )

Dla tak zdefiniowanej rozmytej zmiennej losowej, poprzez zastosowanie zasady rozsze-
rzania Zadeha, okreslone zostaly wtasnosci takie jak wartos¢ oczekiwana oraz wariancja

rozmytej zmiennej losowej [41].
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Niech € bedzie rozmytg zmienng losowa, natomiast U 4 zbiorem wszystkich klasycznych

A-mierzalnych zmiennych losowych okreslonych na €.

Definicja 6.2. Wartoscig oczekiwang rozmytej zmiennej losowe;j é nazywamy zbior roz-

myty E[¢] taki, ze

pgg(T) = sup pe(U) dla z eR. (6.3)
{UeU: E[U]=x}

Definicja 6.3. Wariancjg rozmytej zmiennej losowej §~ nazywamy zbiér rozmyty Var[é]
taki, ze

#Var[@(x) = sup ug(U) dla =z € R. (6.4)
{UeU 4: Var[U]=z}

6.1.2. Model Puri i Ralescu

Pojecie rozmytej zmiennej losowej wprowadzone przez Kwakernaaka dotyczy jedynie
liczb rozmytych okreslonych na R. Niezadowoleni z tego faktu, Puri i Ralescu zapropo-
nowali koncepcje rozmytej zmiennej losowej, ktorej wartosciami sg rozmyte podzbiory
przestrzeni R" (lub bardziej ogdlnie, pewnej przestrzeni Banacha) [70]. Zdefiniowali oni
rozmyta zmienng losows jako swego rodzaju rozmycie zbioru losowego, taczac w ten spo-
séb rozmyte zmienne losowe z dobrze rozwinieta teoria zbioréw losowych (ang. random
sets [57]).

Niech okreslona bedzie przestrzen probabilistyczna (€2,.4, Pr), F(R"™) bedzie zbiorem
rozmytych podzbioréw R" o funkcjach przynaleznosci p: R™ — [0, 1] oraz K(R™) oznacza

niepusty zwarty podzbior R™.

a) b)
s s e ——
o | EE@). [ Sl o EE@)af N Sl

zmienne losowie izbior losowy!

0 . . 0

Rysunek 6.1: a-przekrdj rozmytej zmiennej losowej: a) Kwakernaak, b) Puri i Ralescu.
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Definicja 6.4. Rozmytg zmienng losowg nazywamy odwzorowanie E:Q— F (R™) takie,
ze dla kazdego o € [0,1] odwzorowanie &,: Q — K(R") (gdzie & (w) = (£(w))q dla

kazdego w € Q) jest zbiorem losowym (por. rys. [6.1p).

Puri i Ralescu okredlili pojecie warto$ci oczekiwanej dla rozmytej zmiennej losowe;j

jako uogdlnienie klasycznej wartoséci oczekiwanej z wykorzystaniem catki Aumanna [2].

Definicja 6.5. Wartoscig oczekiwang rozmytej zmiennej losowej é, catkowalnej

([ |€o|' dPr < o0) nazywamy zbiér rozmyty E[€] okreslony na przestrzeni R taki, ze
)

(E[E]) = / £,dPr dla kazdego o € [0,1], (6.5)
Q

gdzie [ &, dPr to calka Aumanna funkcji &, wzgledem miary Pr.
9)

W przypadku gdy rozwazana jest przestrzen R oraz rozmyta zmienna losowa
£: Q — F(R) jest catkowalna. Wowczas wartosé oczekiwana E[€] jest wyznaczona jedno-
znacznie i dla kazdego « € [0, 1] dana jest poprzez zwarty przedzial w przestrzeni R [51].

Ponadto, przedziaty te sa postaci
[E[inf £,], Esup &]] dla kazdego o € [0, 1]. (6.6)

Wariancja natomiast okreslona zostata podobnie jak dla klasycznych zmiennych loso-
wych jako miara rozrzutu wokot wartosci oczekiwanej i zostata zdefiniowana jako liczba

ostra [18].

Definicja 6.6. Wariancjg rozmytej zmiennej losowej & nazywamy liczbe rzeczywista

Var[¢] taka, ze

Varld] =

N | —

/ {Var[lj] + Var[éi]} da, (6.7)

gdzie é; oraz é:{ to rzeczywiste zmienne losowe bedace odpowiednio lewym i prawym

koncem a-przekroju é dla ustalonego a.
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6.1.3. Model Liu i Liu

W obu przytoczonych w poprzednich rozdziatach podejéciach, rozmyta zmienna losowa
definiowana jest jako mierzalna funkcja z przestrzeni probabilistycznej w zbior wszystkich
liczb rozmytych. W swoich pracach Liu i Liu narzucajac odmienny warunek mierzalnosci
funkcji, zaproponowali nowa definicje rozmytej zmiennej losowej [40, [47].

Niech F, bedzie zbiorem wszystkich zmiennych rozmytych (ang. fuzzy variables [62])
okreslonych na przestrzeni mozliwosci (0, P(0©), Pos) (ang. possibility space [101]). Kazdy
element a nalezacy do zbioru F, jest okreslony poprzez funkcje przynaleznosci pg, nazwana

rowniez funkcjg rozktadu mozliwosci. Niech okreslona bedzie przestrzen probabilistyczna

(9, A, Pr).

Definicja 6.7. Rozmytq zmienng losowg nazywamy odwzorowanie &: Q — F, takie, ze

dla kazdego domknietego podzbioru przestrzeni R

£(C)(w) = Pos{é(w) € O} = SUD 1) () (6.8)
jest funkcja mierzalng w, gdzie i () Jest funkcja przynaleznosci zmiennej rozmyte;j é (w).

Zmienne rozmyte okreélone sa poprzez funkcje przynaleznosci, ktorej ksztaltt uzaleznio-
ny jest od przyjetego typu i parametrow. Na przyktad dla trojkatnej zmiennej rozmytej,
funkcja przynaleznosci uzalezniona jest od parametréw a,b oraz ¢ (zobacz wzoér )
W rozumieniu Liu i Liu, rozmyta zmienna losowa é jest trojkatna rozmyta zmienng loso-
wa, gdy dla kazdego w, & (w) jest trojkatng zmienna rozmyta, wyznaczona przez parametry
a(w),b(w), c(w), gdzie a, b, ¢ sa zmiennymi losowymi okreslonymi na Q. Wobec czego, roz-
myte zmienne losowe wg. Liu i Liu mozna rozumie¢ jako zbiory lub liczby rozmyte, ktorych
funkcje przynaleznosci zaleza od parametréw bedacych zmiennymi losowymi.

W odréznieniu do poprzednich podejs¢, Liu i Liu okreslili warto$¢ oczekiwang oraz wa-
riancje rozmytej zmiennej losowej jako liczbe rzeczywista, a nie rozmyta. W tym celu, aby
wyostrzy¢ zmienng rozmyta, zaproponowali operator wyostrzania, nazwany operatorem

warto$ci oczekiwanej, w nastepujacy sposob.
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Definicja 6.8. Operatorem wartosci oczekiwanej zmiennej rozmytej a nazywamy liczbe

rzeczywista F(a) taka, ze

oo

E@) = /Cr{& > r}dr— /O Cr{a < r}dr, (6.9)

0

pod warunkiem, ze co najmniej jedna z calek jest skonczona, gdzie Cr{a < r} jest miarg

wiarygodnosci (ang. credibility measure) taka, ze

Cr{ia<r}=1-Cr{a>r}= 1 (sup pa(x) + 1 —sup Ma(&?)) : (6.10)

2 \a<r z>r
Liu i Liu wykazali, ze jezeli é jest rozmyta zmienna losowa, to wartos¢ wyostrzona
E(€) jest zmienng losows o wartosciach rzeczywistych [47]. Fakt ten pozwala na okredlenie
wartosci oczekiwanej oraz wariancji rozmytej zmiennej losowej jako wartosci oczekiwanej

oraz wariancji klasycznej zmiennej losowej, ktorej wartosciami sg wyostrzone wartodci

rozmytej zmiennej losowe;j.

Definicja 6.9. Wartoscig oczekiwang rozmytej zmiennej losowej é okreslonej na prze-

strzeni probabilistycznej (2, A, Pr) nazywamy liczbe rzeczywista E[£] taka, ze

Blg] = [ B(é(w)) Pr(dw)

]

Definicja 6.10. Niech 5 bedzie rozmyta zmienna losowg o skonczonej wartosci oczekiwa-

Pr(dw) (6.11)

7Cr{§~(w) >r}pdr— /0 Cr{é(w) < r}dr

nej ]E[g] Woéwcezas wariancjg rozmytej zmiennej losowe;j é nazywamy liczbe rzeczywista
Var[€] bedaca wartoscia oczekiwang rozmytej zmiennej losowej (€ — E[€])2. A wiec

Varld] = E (£ — E[§])*]. (6.12)

6.2. Skierowane rozmyte zmienne losowe

7 posrod trzech przytoczonych definicji rozmytej zmiennej losowej, najbardziej na-
turalng i najprostsza w adaptacji dla skierowanych liczb rozmytych wydaje sie by¢ de-

finicja zaproponowana przez Kwakernaaka. W definicji tej dla kazdego o € [0, 1] konce
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a-przekrojoéw utozsamiane sg ze zmiennymi losowymi o wartosciach rzeczywistych. Przy-
pomnijmy, ze kazda wypukta liczba rozmyta moze by¢ przedstawiona w postaci skierowa-
nej liczby rozmytej (por. rys. i wowczas konce a-przekrojow odpowiadaja wartoscia
funkcji f(z) i g(z), dla x = a. Stad, skierowana rozmyta zmienna losowa mogtaby by¢
zdefiniowana jako odwzorowanie z przestrzeni probabilistycznej w zbior wszystkich skiero-
wanych liczb rozmytych, takie ze dla kazdego = € [0, 1], f(z) oraz g(x) sa zmiennymi loso-
wymi o wartosciach rzeczywistych. Jednakze, taka definicja jest bardzo ogdlna i nie okresla
zadnych relacji miedzy zmiennymi losowymi dla réznych wartosci argumentu z. Z tego
powodu, a takze poniewaz skierowana liczba rozmyta to uporzadkowana para funkcji cia-
glych, w niniejszej rozprawie zaproponowana przez autora zostala definicja skierowanej
rozmytej zmiennej losowej jako uporzadkowanej pary ciagtych proceséw stochastycznych.

W tym celu, w pierwszej kolejnosci przypomniane zostang podstawowe definicje doty-

czace proceséw stochastycznych [65, 93] .

Definicja 6.11. Procesem stochastycznym, lub inaczej procesem losowym, nazywa sie
jednoparametrowa rodzine {X;: ¢ € 7} zmiennych losowych okreslonych na wspdlnej

przestrzeni probabilistycznej (€2, A, Pr), indeksowana parametrem t ze zbioru indeksow 7 .

Jezeli zbiér T jest zbiorem liczb naturalnych, to proces nazywany jest dyskretnym
procesem stochastycznym. Natomiast, jezeli 7 jest podzbiorem zbioru [0, 0o] C R to proces
nazywany jest cigglym procesem stochastycznym. Kazdy proces stochastyczny moze byé¢
rozwazany jako funkcja dwoch argumentow ¢ iw. W taki sposéb, ze dla kazdego ustalonego
t € T funkcja w — X;(w) jest zmienna losowa. Natomiast, dla kazdego ustalonego w € 2
funkcja t — X;(w) jest deterministyczna funkcja o wartosciach rzeczywistych. Funkcja ta

nazywana jest realizacjg albo trajektorig procesu stochastycznego.

Definicja 6.12. Proces stochastyczny {X;: t € 7} nazywany jest procesem drugiego
rzedu, jezeli dla kazdego t € T warto$é oczekiwana zmiennej losowej X7 istnieje i jest

skoriczona (tj. E[X?] < o00).
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Definicja 6.13. Wartoscig oczekiwang procesu stochastycznego drugiego rzedu

{X;: t € T} nazywamy funkcje my: 7 — R taka, ze dla kazdego t € T
ma(t) = E[X,] = / X, (w) Pr(dw). (6.13)
)

Definicja 6.14. Wariancjg procesu stochastycznego drugiego rzedu {X;: t € 7} nazy-

wamy funkcje varx: 7 — R taka, ze dla kazdego t € T

var,(t) = Var[X;] = E[(X; — mx(t))?]. (6.14)

Niech okreslona bedzie przestrzen probabilistyczna (€2,.4, Pr) oraz niech OF bedzie

zbiorem wszystkich skierowanych liczb rozmytych.
Definicja 6.15. Skierowang rozmytg zmienna losowqg nazywamy odwzorowanie
£: Q — OF takie, ze &(w) = (fg(t, w), ge(t, w)) jest uporzadkowang parg cigglych proce-
sow stochastycznych, gdzie fg g0 T xQ =R, T = [0,1] C R. Dodatkowo zaktadamy, ze
procesy te sg procesami drugiego rzedu.

Jak mozna zauwazy¢, dla kazdego ustalonego ¢ € [0, 1] funkcja t — (fg(t, w), ge(t, w))
jest zmienna losowa o wartosciach w R? (wektor losowy), natomiast dla kazdego ustalonego
w € Q wartosci funkcji w — ( fg(t,w),gg(t,w)) to skierowane liczby rozmyte, ktérych
funkcje f oraz g wyznaczone sa poprzez trajektorie procesow stochastycznych.

Dla tak zdefiniowanej skierowanej rozmytej zmiennej losowej, pojecia takie jak wartosc¢
oczekiwana oraz wariancja moga zosta¢ zdefiniowane w nastepujacy sposob.

Definicja 6.16. Rozmytg wartoscig oczekiwang skierowanej rozmytej zmiennej losowe;j

£: Q — OF nazywamy skierowana liczbe rozmyta E[é] taka, ze
E[S] = (fngs Im) - (6.15)

dzie funkcje f,,. oraz g,,. to wartosci oczekiwane proceséw stochastycznych fz i g;.
g J g Im; yczny ¢l Y

Definicja 6.17. Rozmytq wariancjg skierowanej rozmytej zmiennej losowej &: Q — OF

nazywamy skierowana liczbe rozmyta Var[{] taka, ze
Var[é:l = (fvarg» gva’/’g) Y (6-16)

dzie funkcje fyqr. 0raz gyq-. to wariancje procesow stochastycznych fz i gz.
g je foar, Goar, j y 19z
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Warto zaznaczy¢, ze dzieki takim definicjom, utrzymane zostajg podstawowe wtasnosci

wartosci oczekiwanej oraz wariancji.

Twierdzenie 6.1. Zakladajgc, ze istniejg rozmyte wartosci oczekiwane E[€] oraz E[f]

skierowanych rozmytych zmiennych losowych é i 1. Wtedy

(i) Jezeli € >0, to E[£] > 0.
(i0) [EE]| < E[I£]].

(133) Dla a,b € R istnieje rozmyta warto$é oczekiwana a€ + bij i
Ela + bij] = aE[¢] + bE[7].

Twierdzenie 6.2. Jezeli & jest skierowang rozmytq zmienng losowq, dla ktérej istnieje
rozmyta wariancja Var[€]. Wtedy

(1) Var[€] > 0.

(i1) Dla c € R Var[cf] = ¢ Var[€].

(iii) Dla ¢ € R Var[€ + ¢] = Var[€].

Dowody powyzszych wtasnosci wynikaja wprost z wlasnosci wartosci oczekiwanej oraz
wariancji dla klasycznych zmiennych losowych o wartosciach rzeczywistych [24].

Jak zauwazyli Liu i Liu, w praktycznych zagadnieniach, czeéciej wymagane jest pojecie
wartos$ci oczekiwanej jako liczby ostrej, a nie rozmytej, tak aby mozliwe bylo wskazanie
wartosci, na podstawie ktorej podejmowane beda réznego rodzaju decyzje. Podobnie jak
w podejéciu zaproponowanym przez Liu i Liu, wprowadzone zostang definicje ostrej war-
tosci oczekiwanej i wariancji dla skierowanych rozmytych zmiennych losowych z wykorzy-

staniem operatora wyostrzania, okreslanego jak operator wartoéci oczekiwanej.

Definicja 6.18. Operatorem wartosci oczekiwanej dla skierowanej liczby rozmytej

A = (fa,g4) nazywamy operator wyostrzania E: OF — R okre$lony wzorem

[\.’)\»—l

E(4) = B(fa,94) = 5 [[£4(s) + ga(s)] ds. (6.17)
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Operator warto$ci oczekiwanej zdefiniowany powyzej jest rOwnowazny operatorowi
wartosci oczekiwanej zdefiniowanemu przez Liu i Liu (zobacz def. . Réwnowaznosé ta

okresla ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 6.3. Niech A = (f,g) bedzie skierowang liczbg rozmytq takq, Ze istniejg
funkcje odwrotne f=1 oraz g=' oraz f(0) < f(1) < g(1) < ¢(0). Co oznacza, Ze skie-
rowang liczbe rozmytqg A mozna przedstawic jako klasyczng liczbe rozmytqg A* o funkcji

przynaleznosci pa-: R — [0, 1] postaci

[ ) dla x € [f(0), f(1)],
(&) = g Nx) dla x € [g(1),9(0)], (6.18)
1 dla x e [f(1),9(1)],

0 w p.p.

Wéwcezas zachodzi réwnosé

E(A*) = E(A), (6.19)
gdzie E jest operatorem wartosci oczekiwanej wedtug definicji (6.8,

Dowdéd. Zgodnie z wzorem (|6.10) miara wiarygodnosci dla liczby A* wyraza sie wzorem

1 dla t < f(0),
L—3f~'(t) dla te[f(0), f(1)],
Cr{A* >t} = 1 dla ¢ e [f(1),9(1)], (6.20)
3971 (t)  dla t € [g(1),g(0)],
0 dla ¢ > g¢(0).

Z definicji operator wartos$ci oczekiwanej liczby rozmytej A* wyraza sie wzorem
[e%9) 0
E(AY) = / Cr{A* >t} dt — / Cr{A* <t} dt. (6.21)
0 —00
Stosuja wzér (6.10]) oraz korzystajac z wtasnosci catki otrzymujemy

B(A") = /OoCr{A* > ¢} dt — / 1dt. (6.22)
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Wstawiajac wzor (6.20]) do réwnania (6.22)), korzystajac z liniowosci calki, a nastepnie

grupujac odpowiednie calki otrzymujemy

E(A*> = ]1 —+ IQ, gdzie

I = /1dt+/1dt+ /ldt—/ldt (6.23)

L=—= /f_l(t)dt—i—/g_l(t)dt : (6.24)

Wyrazenie [, niezaleznie od polozenia punktu 0 wzgledem punktéw f(0), (1) oraz g(1)
Wynosi

I = 17+ o(1)] (6.25)

Wyrazenie I, poprzez podstawienia w odpowiednich catkach s = f~1(t) oraz s = g~ (1),

a nastepnie stosujac catkowanie przez czesci do obu calek, sprowadza si¢ do wyrazenia

N)\»—l

b= —3[f1) +g / )+ g(s (6.26)

Ostatecznie sumujac wyrazenia [ oraz I, otrzymujemy prawg strone rownania (6.19)).

]

Definicja 6.19. Ostrg wartoScig oczekiwang skierowanej rozmytej zmiennej losowej
£:Q — OF, dla ktérej istnieje rozmyta warto$é oczekiwana ]E[é], nazywamy liczbe rze-

czywista £(€) taka, ze

1
£(6) = B(E[ ;/fm £) + g, (t)] dt (6.27)
0

Ostrg warto$é¢ oczekiwang skierowanej rozmytej zmiennej losowej mozna obliczy¢ na
dwa sposoby. Wprost z definicji, tzn. obliczy¢ rozmyta warto$é¢ oczekiwana, a nastep-
nie wyostrzy¢ ja operatorem wartosci oczekiwanej. Mozna, tez zrobi¢ odwrotnie, tzn. dla
ustalonych w obliczy¢ wartosci wyostrzone skierowanych liczb rozmytych & (w). Wowczas

E(£(w)) jest zmienng losowq o warto$ciach rzeczywistych, a wiec mozna policzyé jej war-

tos¢ oczekiwang w klasycznym sensie. O réwnosci obu metod mowi ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 6.4. Niech & bedzie skierowang rozmytq zmienng losowq okreslong na prze-

strzeni probabilistycznej (Q, A, Pr). Wéwczas, jezeli istnieje E[E], to

E(E[¢]) = E[E(¢)], (6.28)

gdzie E z prawej strony rownania (6.28)) oznacza warto$é oczekiwang klasycznej zmiennej

losowey.

Dowéd. Zgodnie z wzorem (6.27)), korzystajac z wzoru (|6.13)), z wlasnosci catki oraz z tw.

Fubiniego o catkach iterowanych otrzymujemy

fe(t,w) Pr(dw)

I
o — .

dt+/
0

1 1
1
/gtwdt i/gtht
0 0

/ ge(t,w) Pr(dw)] dt

Pr(dw)

]

Ostra wariancja skierowanej rozmytej zmiennej losowej definiowana jest natomiast
jako wariancja klasycznej zmiennej losowej powstatej poprzez wyostrzenie skierowanej
rozmytej zmiennej losowej. Jest to wiec $redni kwadrat odchylenia wartosci wyostrzonych

od ostrej wartosci $redniej.

Definicja 6.20. Ostrg wariancjg skierowanej rozmytej zmiennej losowej 5 : Q0 — OF,dla
ktorej istnieje £[€], nazywamy liczbe rzeczywistg V(€) taka, ze

V(©) = VarlE()) = E| (E©) - £9))]. (629

gdzie E i Var oznacza wartos¢ oczekiwang oraz wariancje w klasycznym sensie.
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6.3. Skierowane rozmyte liczby pseudolosowe

7 punktu widzenia zagadnien symulacji, najwazniejsza kwestig jest umiejetnos$é¢ gene-
rowania liczb losowych o zadanych rozktadach prawdopodobienstwa. W praktyce, liczby
losowe generowana sa za pomoca algorytmoéow deterministycznych, ktére jedynie wygla-
daja jak losowe, stad nazywane sg liczbami pseudolosowymi, a algorytmy generatorami
liczb pseudolosowych. Tak jak pojecie rozmytej zmiennej losowej definiowane jest poprzez
rozwazanie odpowiednio zdefiniowanych klasycznych zmiennych losowych, tak definiowa-
nie rozktadu prawdopodobienstwa rozmytej zmiennej losowej sprowadza sie do okreslenia
rozkladéw tych wlasnie zmiennych losowych [711 [95] 20} @ [10].

Na tej samej zasadzie, zaproponowana zostanie definicja normalnego rozktadu praw-
dopodobienstwa dla skierowanej rozmytej zmiennej losowej. Jednakze, w odréznieniu od
klasycznych liczb rozmytych, skierowane liczby rozmyte posiadaja dodatkowa wtasnosc,
a mianowicie orientacje, ktorg réwniez nalezy wzia¢ pod uwage.

Niech é bedzie skierowana rozmyta zmienng losows okreslong na przestrzeni probabi-

listycznej (2, A, Pr).

Definicja 6.21. Powiemy, ze £ ma rozklad normalny o parametrach fg,62€ OF, 0> € R
oraz p € [0,1] takich, ze Ord(fi) > 0, 52+02 > 0, co zapisujemy & ~ N (fi, 52, 02, p), jezeli
dla kazdego ¢ € [0, 1] zmienne losowe fz(t) oraz g¢(t) maja nastepujace mieszane rozktady

normalne, odpowiednio

N (Ja(0): f2(0) +0°) + (1= p) - N (g(t), 952 (1) + 0”)
9e(t) ~ p- N (ga(t), go2(t) + ) + (1= p) - N (falt), f2(t) + 7).

Ponadto, Pr(Ord(§) > 0) = p oraz Pr(Ord(§) < 0) = 1 — p, gdzie Ord jest operato-

rem skierowania zdefiniowanym z wykorzystaniem operatora wartosci oczekiwanej (zobacz

waor (B10)).



6.3. Skierowane rozmyte liczby pseudolosowe 78

Warto zaznaczy¢, ze w odroznieniu od klasycznego rozktadu normalnego, parametry
~ ~9 . s . k . . ng R . k
[, 0~ nie s rozmyta wartoscig oczekiwang oraz wariancja . Rozmyta warto$¢ oczekiwana
i wariancja £ wyrazaja si¢ wzorami

E[§] =p- (fa 9) + (1 —p) - (9, fa)- (6.30)

Var[¢] = p(1 = p) - (fa 92) = (93> f))" + 0+ (f2,952) + (1 = p) - (952, f52) + 0°. (6.31)

Ponadto, estymatory parametrow dla tak zdefiniowanego rozktadu okreslone sg w na-
stepujacy sposob. Niech dana bedzie proba losowa skierowanej rozmytej zmiennej losowe;j

&1, &, ..., &, 7 rozktadu normalnego o parametrach i, 62, 02 oraz p. Wowczas:

e Estymatorem rozmytej wartosci oczekiwanej jest:

e 1
Elg] ==& (6.32)
N
e Estymatorem rozmytej wariancji jest:
Varlf] = —— 3 (& — Bl4)” (6.33)
ar = i . .
n—1i5
e Estymatorem parametru o2 jest:
1 & ~ ANY
5% = E(&) — E(E : 6.34
o= 7 2 (Bi&) ~ E(EE)) (6.34)
e Estymatorem prawdopodobienstwa skierowania p jest:
o #ie{1,2,...,n}: Ord(&) =0
e Estymatorami parametréw /i oraz 62 sa:
P N
=306 (6.36)
i=1
g2 1 znj(?—ﬁ)Z—&? (6.37)
n—1:° ’ ’

gdzie

(9z,. fe,), gdy Ord(&;) < 0.
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Ponizej przedstawione zostang przyktadowe metody generowania skierowanych rozmy-
tych zmiennych losowych o rozktadzie normalnym. Metody te sprowadzaja sie do zapro-
ponowania odpowiednich proceséw stochastycznych dla czesci f i g skierowanej rozmytej
zmiennej losowej. Jednym z najprostszych rozwigzan jest zaproponowanie dla skierowanej

rozmytej zmiennej losowej é procesow stochastycznych postaci

fe(t) = ge(t) = X, (6.39)

dla kazdego t € [0,1], gdzie X ~ N(ux,0%) jest klasyczng zmienna losowa. Wowcezas, tak
wygenerowana skierowana rozmyta zmienna losowa ma rozktad normalny o parametrach
i = px, 0> =0, 02 = 0% oraz p = 1. Moze by¢ ona utozsamiona z klasyczng zmienng
losowa o rozktadzie normalnym.

W celu skonstruowania skierowanej rozmytej zmiennej losowej o rozktadzie normal-

nym z parametrami rozmytymi, wykorzystane zostang nastepujace wtasnosci rozktadu

normalnego [52].
Twierdzenie 6.5. Niech X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0%), a, 8 € R,a # 0, to wéwczas
X+Y ~ N (px + py, 0% +07), (6.40)
aX +5~N (aux + 0, a20§(> : (6.41)

Niech ustalone beda parametry fi,62 € OF, o2 € R, takie, ze fi # 0 oraz 62 > 0
(dla kazdego t € [0, 1]). Ponadto, niech 7 oraz ¢ beda skierowanymi rozmytymi zmiennymi

losowymi o procesach stochastycznych f3, g7 oraz f¢, g okreslonych w nastepujacy sposob.

filt)=Xe A gy(t) =Y, (6.42)

f()=5 A gt) =S, (6.43)

gdzie Xy ~ N (1, J;fgg;), Y; ~ N (1, ?q‘;ég) dla t € [0,1] oraz S ~ N (0, 0?). Wowczas,

korzystajac z twierdzenia skierowana rozmyta zmienna losowa £ = -1 + ¢ posiada

rozktad normalny o parametrach fi; = fi, o 2

2 __ =2 2 __
5—0' OI'&ZO'g—O'.



6.3. Skierowane rozmyte liczby pseudolosowe 80

Wykorzystujac powyzsze rozwazania, sformutowana zostanie procedura generowania
skierowanych liczb pseudolosowych o rozkladzie normalnym z zadanymi parametrami
f,0%> € OF, 0> € R, oraz p € [0,1]. Na potrzeby obliczen numerycznych, zatozono,
ze parametry te okreslone sa w sposob dyskretny na przedziale [0, 1] za pomoca T + 1

punktéw, t € {0,1,...,T} (por. rys.|3.5).

Algorytm 1:

Krok 1. Skonstruuj skierowang liczbe rozmyta 7 := i + C', gdzie C' jest dodatnia liczba
rzeczywista taka, aby 7 > 0 dla kazdego t € {0,1,...,T}.

Krok 2. Wygeneruj dwa ciagi liczb losowych X; oraz Y; dlat € {0,1,...,T} o nastepu-

jacych rozktadach normalnych

N fo2(t)

X, ~N (1, fg(t) ) , (6.44)
gs2(t)

Y, ~ N (1, i ) : (6.45)

oraz zmienng losowa S ~ N (0, o?).
Krok 3. Wygeneruj liczbe losowa r z rozktadu jednostajnego na przedziale [0, 1]. Jezeli
r < p to wykonujemy kroku 4, w przeciwnym kroku 4’.

Krok 4. Skonstruuj skierowana liczbe rozmyta & w taki sposéb, ze

(fe(t), ge(t)) = (Xo, Vo) - (f5(t), 95(t)) + 5. (6.46)

Krok 4’. Skonstruuj skierowang liczbe rozmyta & w taki sposéb, ze

(fe(t), 9¢(t)) = (X4, V) - (ga (D), f3(1)) + 5. (6.47)

Krok 5. Od € z kroku 4 lub 4’ odejmij stala C' okreslong w kroku 1. Tak okreslona skie-

rowana liczba rozmyta jest skierowana liczba pseudolosowsg o rozktadzie normalnym

z zadanymi uprzednio parametrami i, 52, 0% oraz p.
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Przyklad: Niech §~ bedzie skierowana rozmyta zmienng losowa o rozktadzie normalnym

2 okredlonymi tak jak na rys. Parametr [i

7z parametrami p = 0.5,0% = 1 oraz 1 i &
okreslony jest jako gaussowska skierowana liczba rozmyta z parametrami p1y = py = 5 oraz
oy = —o, = —0.5. Parametr ¢* to tréjkatna skierowana liczba rozmyta o parametrach

f(0) =0.02, f(1) = g(1) = 0.03, g(0) = 0.05. Narys.[6.3| przedstawione zostaly skierowane

liczby rozmyte bedace rozmyta wartoscia oczekiwang oraz rozmyta wariancja zmiennej €

zgodnie z wzorami (6.30]) i (6.31]).

Parametr 4

Parametr 52

1.0 T
-1
_ffr’
‘ ‘ ‘ 95
0.8 i i T
O
02b [ ]

0.0 I I | | I i
0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 0.055

Rysunek 6.2: Rozmyte parametry fi oraz 62 rozktadu normalnego.

Rozmyta wariancja Var[¢]

Rozmyta warto$¢ oczekiwana E[¢]

1.0 1.0

0.8 1ot T X
0 S O S B\
041 e Al N ]

0.2t L X e\

0.0 i i i i
4.7 4.8 4.9 5.0 5.1 5.2 5.3

4.5

Rysunek 6.3: Rozmyta wartos¢ oczekiwana i rozmyta wariancja zmiennej &.
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Rys. przedstawia losows probe pieciu realizacji skierowanej rozmytej zmiennej é
wygenerowanych zgodnie z zaproponowanym algorytmem 1. Z kolei, na rys. [6.5] przedsta-

wiona jest rozmyta wartos¢ oczekiwana oraz rozmyta wariancja z proby obliczona wedtug
estymatorow (16.33)) i (6.34)).

1.0

Losowe realizacje: &, &, &s, &4, &
T ‘LV~.' ‘. .

0] "SR SR W SRR

0.0
1

Rysunek 6.4: Piec¢ losowych realizacji zmiennej 5 .

Estymator rozmytej wariancji z préby

F_Etymator rpzmytej ‘wartos'é pczekiquej z préby 1.0

0.8} . 0.8} : .
0.6} . 0.6} |
0.4 . 0.4 .
0.2 . 0.2 .‘ . |
0'91.8 5.8 0'00 2 4 é 8 1‘0 12

Rysunek 6.5: Estymatory rozmytej wartosci oczekiwanej i rozmytej wariancji z préby.
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Na rys. przedstawiono znormalizowane histogramy oraz teoretyczne funkcje ge-
stosci prawdopodobiefistwa zmiennych losowych fz (z), g¢ (z) dla 2 = 0.5 i n = 10000.
W tabeli 6.1 przedstawiono srednie odlegtosci miedzy teoretycznymi warto$ciami parame-
trow E, Var, f1, 3% oraz p, a ich estymatorami w zaleznoci od rozmiaru préby (10 symula-
cji). Odlegtosé miedzy liczbami rzeczywistymi obliczona zostala jako warto$é bezwzgledna
z réznicy, natomiast miedzy skierowanymi liczbami rozmytymi za pomocg metryki d danej
wzorem . Otrzymane wyniki pozwalaja przypuszczac, ze zaproponowany algorytm
generowania skierowanych rozmytych liczb pseudolosowych dziata poprawnie, a przyjete

estymatory parametréw rozktadu normalnego sa estymatorami zgodnymi.

Zmienna losowa fz(x) Zmienna losowa gg(x)

o
W
o

o
N
&

o
N
o

o
=
w

015 R -

Gestos¢ prawdopodobienstwa
Gestosc prawdopodobienstwa
o
N
o

o
AN
o

o
=)
G

0.00 ' b - s
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10

Rysunek 6.6: Znormalizowane histogramy oraz teoretyczne funkcje gestoséci prawdopodo-
biefistwa zmiennych losowych fz (), g (z) dla z = 0.5.

n ) 10 20 100 1000 10000 100000

lp — Pl 0.1800 0.1000 0.0540 0.0430 0.0127 0.0036 0.0014
d(]E,]E) 0.8882 0.7049 0.2684 0.1919 0.0638 0.0201 0.0059
d(Var, Vér) 0.3905 0.2182 0.1028 0.0695 0.0235 0.0092 0.0078
lo? — 6% 0.6188 0.3136 0.1841 0.1336 0.0282 0.0134 0.0033
d(f, ﬁ) 1.0572 0.7902 0.2585 0.2352 0.0793 0.0253 0.0069
d(52, ch) 2.1067 1.1534 0.5697 0.3664 0.1016 0.0376 0.0103

Tabela 6.1: Srednie odlegloéci miedzy teoretycznymi wartosciami parametréw E, Var, I,
&% oraz p, a ich estymatorami w zalezno$ci od rozmiaru préby.



Rozdziat 7

Przyklady zastosowan

W niniejszym rozdziale przedstawione zostanie kilka przyktadéw ilustrujacych mozli-
wosci wykorzystania zaproponowanych w rozprawie modeli i metod w praktycznych za-

gadnieniach zwigzanych z rynkiem finansowym.

7.1. Wycena opcji europejskiej na indeks WIG20

Pierwszy z przyktadow przedstawia wykorzystanie skierowanego rozmytego modelu
autoregresyjnego do wyceny europejskiej opcji kupna na indeks WIG20, notowanej na
Gietdzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie. Wycena opcji przeprowadzona zostata
zgodnie z podejéciem nazywanym wyceng dla miary lokalnie wolnej od ryzyka (ang. Local
Risk-Neutral Valuation Relationship - LRNVR). W podejsciu tym wprowadza sie miare
prawdopodobienstaw P, dla procesu nieprzeksztatconego oraz miare Q, wzgledem kto-
rej zdyskontowany proces cen instrumentu finansowego jest martyngatem. Podejscie to
do wyceny instrumentéw pochodnych przy uzyciu modelu klasy GARCH zaproponowat

i opisal Duan w [13].

84
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7.1.1. Dopasowanie modelu SRAR(p) do notowan

W opisywanym przyktadzie wycenione zostang europejskie opcje kupna na index
WIG20 o terminie wygasniecia 17.03.2017 dla réznych cen wykonania. Wyceny wszyst-
kich opcji wykonane zostana na koniec roku 2016 (30.12.2016). Do skonstruowania modeli
wykorzystano notowania indeksu WIG20 z okresu od 04.01.2010 do 30.12.2016 o czesto-

tliwosci minutowej, co daje 868645 obserwacji w ciggu 1751 dni sesyjnychﬂ

Etap 1. Rozmywanie notowan: Kazdy dzien notowan reprezentowany jest za po-
moca skierowanej swiecy rozmytej. Rozwazone zostana trzy modele réznigce si¢ typem
skierowanej swiecy rozmytej (Trapezoidalna, Gaussowska, Empiryczna), dla ktérych pa-
rametry Si, S obliczane sg jako minimum i maksimum z trzech réznych Srednich oraz
C7 = Cy = 0. Wszystkie rodzaje swiec reprezentowane sg w sposob dyskretny za pomo-
ca 11 réwnomiernie roztozonych punktéow dla funkcji f i g. Na rys. przedstawiono
fragment notowan indeksu WIG20 (pierwszych 20 sesji) w postaci dziennych $wiec japori-
skich, oraz trzech rodzajéw $wiec rozmytych. Swiece bez wypelnienia to $wiece wzrostowe,

natomiast z wypetnieniem, $wiece spadkowe.

Etap 2. Badanie stacjonarnosci: Dla kazdego z rozmytych szeregéw czasowych skon-
struowano 22 ostre szeregi czasowe dla z od 0.0 do 1.0 z krokiem 0.1 zaréwno dla funkcji
f oraz g. Kazdy ze skonstruowanych szeregdéw czasowych poddano testowi pierwiastka
jednostkowegd?l Otrzymane wartosci statystyki testowej DF miedcity sie w przedzia-
le (—1.92,—1.61) co przy wartosci krytycznej na poziomie istotnosci 0.05 wynoszacej
—2.86319583097 oznacza, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej mowiacej
o niestacjonarnosci badanych szeregdéw czasowych. Stad badane skierowane rozmyte sze-

regi czasowe uznane zostaly za szeregi niestacjonarne.

"Wykorzystane dane pochodza z internetowego serwisu Domu Maklerskiego Banku Ochrony Srodowiska
(www.bossa.pl).

*Wykorzystano rozszerzony test Dickey-Fullera (Augmented Dickey-Fullera) z modutu Statsmodels
(www.statsmodels.sourceforge.net)
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Rysunek 7.1: Dzienne $wiece notowan indeksu WIG20.
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Etap 3. Logarytmiczne stopy zwrotu: W celu sprowadzenia rozmytych szeregéw
czasowych do szeregdéw stacjonarnych skonstruowane zostalty rozmyte szeregi czasowe lo-
garytmicznych stop zwrotu w nastepujacy sposéb

fftzln<:)~(t ) (7.1)

t—1

gdzie X, to skierowane $wiece rozmyte skonstruowane w etapie 1. Otrzymane w ten sposob
skierowane rozmyte szeregi czasowe przedstawione sg na rys. Skierowane liczby roz-
myte przedstawione bez wypelnienia to liczby rozmyte o skierowaniu dodatnim, natomiast

z wypelnieniem, o skierowaniu ujemnym.

Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu dla trapezoidalnych SSR

0.03
002~‘ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
g 001 T A D rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr R N
o 0.00F g ) ;P' """"""""""" :
S 001 i P P :
—0.02 e P TR
—0.03 ! ! ! I
0 5 10
Nr dnia
0.03 Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu dla gaussowskich SSR
. T T T T
ooz—b rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
8 .01 B P rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr R G
o 0.00F o ) =P' """"""""""" }
S —0.01f i P PR :
—0.02 e b SRR
—0.03 i i i i
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0020 1
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Rysunek 7.2: Dzienne rozmyte logarytmiczne stopy zwrotu notowan indeksu WIG20.
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Powstale szeregi Y, poddano testowi stacjonarnosci w ten sam sposéb jak w etapie 2.
Otrzymane wartosci statystyki testowej DF miescity sie w przedziale (—43.93, —15.56)
co przy wartosci krytycznej na poziomie istotnosci 0.01 wynoszacej —3.43409652687 po-
zwala na przyjecie hipotezy alternatywnej méwiacej o stacjonarnosci badanych rozmytych

szeregbw czasowych.

Etap 4. Identyfikacja rzedu i estymacja parametréw: Jak napisano w rozdziale
do okredlenia rzedu autoregresji mozna postuzyé¢ sie wykresami funkcji autokorela-

cji CzagstkowejE] przedstawionymi na rys. . 7 wykreséw tych wynika ze dla wszystkich

0.15 PACF dla trapezoidalnych SSR
0.10 : : :
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Rysunek 7.3: Wykresy PACF dla rozmytych szeregoéw logarytmicznych stop zwrotu.

3Funkcje PACF obliczono korzystajac z modutu Statsmodels (www.statsmodels.sourceforge.net)
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rodzajow swiec rozmytych istotne sg na pewno opdznienia 1 i 2. Niemniej, wartosci po-
wyzej poziomu istotnosci osiagaja rowniez duzo wieksze opdznienia np. 7 1 13. W celu
wybrania ostatecznej liczby opdznien wykorzystano kryterium informacyjne BIQﬂ ktore
oprocz wartosci dopasowania modelu uwzglednia réwniez jego ztozonosé (liczbe parame-
tréw). Dla wszystkich rozmytych szeregdw, wedtug kryterium BIC, rzad powinien wynosi¢
2. Stad, ostatecznie zdecydowano sie na estymacje skierowanego rozmytego modelu auto-
regresyjnego rzedu 2 dla wszystkich rozwazanych rozmytych szeregdéw czasowych. Wobec
czego skierowany rozmyty model opisujacy notowania indeksu WIG20 wzgledem miary

probabilistycznej P przyjmuje nastepujaca postac

X; =X, 1-exp (1210 +A Y+ A Y+ 5t) ; (7.2)
- X
n:m(ﬁ). (7.3)
X1

Estymacji modeli dokonano poprzez minimalizacje funkcjonatu (5.36)). Otrzymane
wspélezynniki dla modelu skonstruowanego w oparciu o gaussowskie SSR przedstawiono

na rys. [7.4 Dla pozostatych modeli otrzymane wspétezynniki wygladaja bardzo podobnie.
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Rysunek 7.4: Wsp6tezynniki modelu SRAR(2) opartego na gaussowskich SSR.

4Kryterium BIC obliczono korzystajac z modutu Statsmodels (www.statsmodels.sourceforge.net)
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7.1.2. Analiza reszt modelu

W zagadnieniach symulacji najistotniejsza rzecza jest okreslenie jakimi rozktadami
prawdopodobiefistwa charakteryzuja sie reszty (btedy) skonstruowanych modeli. W roz-
wazanym przyktadzie, reszty w modelach rozmytych sg skierowanymi liczbami rozmytymi.
Zatozono wiec, ze reszty te charakteryzuja sie skierowanym rozmytym rozktadem nor-
malnym o parametrach /i, 5%, 02 oraz p. Dla kazdego z rozwazanych rozmytych szeregéw
czasowych odpowiednie parametry oszacowano korzystajac z estymatoréw zdefiniowanych
w rozdziale[6.3] Szeregi czasowe reszt dla rozwazanych modeli przedstawione sa na rys. [7.5],

natomiast wartosci parametrow oraz charakterystyki im odpowiadajace przedstawione sg

w tabeli [7.1] oraz na rys. od [7.6] do

Reszty dla trapezoidalnych SSR
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- 0.00
W

-0.01

—0.02

Nr dnia
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W

-0.01
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0.02
0.01
0.00
-0.01
—-0.02 : : ‘ ‘
—0.03 I I ! I

Nr dnia

Rysunek 7.5: Rozmyte szeregi czasowe reszt &;.
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2

Model o P
Trap_.SRAR(2) rys. 0.0001081 0.4748
Gauss_SRAR(2) rys. 0.0001078 0.4765
Emp_SRAR(2) rys. 0.0001045 0.4743

Tabela 7.1: Wartosci parametrow i charakterystyk dla rozkladéw reszt &;.
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7.1.3. Wycena opcji europejskiej

Wycena europejskiej opcji kupna na indeks WIG20 w niniejszym przyktadzie oparta
jest na procedurze Monte Carlo, w ktérej pojedyncza iteracja powtarzana N razy prze-

biega wedlug ponizszego algorytmu.

Krok 1. Wygenerowanie proby {él, 52, cee éT} skierowanych rozmytych zmiennych loso-

2 oraz p, gdzie T to liczba dni

wych o rozktadzie normalnym z parametrami ji, 52, o
sesyjnych do terminu wygasnigcia opcji.

Krok 2. Wyznaczenie Sciezek skierowanych rozmytych logarytmicznych stép zwrotu zgod-
nie ze zmodyfikowanym modelem SRAR(2). Modyfikacja dokonywana jest w taki
sposob, aby w kazdej chwili ¢ warunkowa wartos¢ oczekiwana logarytmicznej stopy

zwrotu byta réwna stopie zwrotu wolnej od ryzyka ry. Wowczas, wzgledem réwno-

waznej miary martyngatowej Q model przyjmuje nastepujaca postac
Yo =rp+& - E[&]. (7.4)

Krok 3. Wyznaczenie skierowanych rozmytych cen instrumentu bazowego w terminie

wygasniecia T zgodnie z wzorem rekurencyjnym
XT = XT—I - exp (Y/T) s (75)

gdzie wartos¢ poczatkowa X, to skierowana $wieca rozmyta notowan instrumentu
bazowego w dniu wyceny.

Krok 4. Wyznaczenie wartosci wyptaty z opcji kupna zgodnie z wzorem

H, = max (XT - K, 0) , dla wyceny rozmytej, (7.6)
H, = max (Defuzzy(f(;p) - K, O) , dla wyceny ostrej, (7.7)
gdzie n to numer iteracji, K to cena wykonania opcji, Defuzzy to pewien ustalo-

ny operator wyostrzania, natomiast funkcja max dla skierowanych liczb rozmytych

zdefiniowana jest w nastepujacy sposob

max(A,0) = max ((fa,94),0) = (max(fa(x),0), max(g(z),0)) dla z € [0, 1].
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Po wykonaniu N iteracji, skierowang liczbe rozmyta reprezentujaca cene opcji kupna
wyznaczana si¢ zgodnie z wzorem (|7.8), natomiast cene w postaci liczby ostrej zgodnie

z wzorem ((7.9)

C =T (7.8)

C = 7™ (7.9)

L
2

2\** 2\

gdzie T™ to liczba dni kalendarzowych do terminu wygasniecia podana w latach.

Tabela przedstawia wyniki wyceny europejskiej opcji kupna na koniec 30.12.2016
o roznych cenach wykonania oraz z terminem wygasniecia 20.01.2017. Wyceny uzyskane
z modeli rozmytych C) (z wykorzystaniem operatora wartosci oczekiwanej), Coy (z wy-
korzystaniem operatora $rodka ciezkosci), ker(C') (jadro zbioru rozmytego) poréwnano
z wycena z modelu Blacka-Scholesa-Mertona (BSM) oraz z cenami rynkowymi w dniu
wyceny (cena zamkniecia z dnia 30.12.2016). W symulacjach generowano po N = 10000
iteracji, a za stope wolna od ryzyka przyjeto ry = 1.335% (Srednia rentowno$¢ bonéw
skarbowych sprzedanych w 2016 rokuE[). Dla modelu BSM ustalono o = 18.898% (zmien-
nos¢ historyczna z okresu od poczatku 2010 do konca 2016 roku). Warto zauwazy¢, ze
wyceny z modelu BSM sg dla cen wykonania ponizej ceny instrumentu bazowego w dniu
wyceny (1942.92) zanizone, natomiast dla cen powyzej zawyzone. W przypadku modeli
rozmytych niezaleznie od ceny wykonania sa prawie zawsze zanizone. Ponadto, roznice
miedzy wyceng a ceng rynkowa sg Srednio duzo mniejsze dla modeli rozmytych w sto-
sunku do modelu BSM, a w szczegolnosci dla modeli wykorzystujacych operator srodka
ciezkosci. Wyceny najblizsze cenie rynkowej zostaly w tabeli [7.2] wyttuszczone.

Bardzo interesujacym wynikiem jest postaé ceny opcji w postaci skierowanej liczby
rozmytej. Na rys. przestawiona jest rozmyta cena rozwazanej opcji europejskiej z ce-
na wykonania 1950 uzyskana z modelu Trap_SRAR(2). Uzyskana cena jest niewtasciwa

skierowang liczbg rozmyta, a powstata z funkcji f i g relacja przynaleznosci moze by¢

5Zrédlo: www.finanse.mf.gov.pl
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Skierowana liczba rozmyta C
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Rysunek 7.10: Realizacja rozmytej ceny opcji europejskiej C.

interpretowana w nastepujacy sposélﬂ. Podazajac przeciwnie do narastania osi OX, od
wartosci f(0) do wartosci g(0), rynek jest zgodny, w jakim stopniu ta wartosé¢ przyna-
lezy do zbioru C. Idac dalej, po przekroczeniu wartosci ¢(0) na rynku nie ma pewnosci
co do tego, jak powinna wyglada¢ funkcja przynaleznosci (zamalowany obszar). W tym
przedziale wartosci funkcji przynaleznosci réwniez sa rozmyte (podobnie jak w zbiorach
rozmytych 2 typu). Ponadto, w skierowaniu liczby C, ktoére jest ujemne, zawarta jest in-
formacja mowigca o spadku w czasie ceny opcji, co moze by¢ utozsamione z wartoscig
czasowa opcji, cena opcji wzgledem czasu jest funkcja malejaca (przy statych pozostatych

czynnikach).

5Wykorzystano interpretacje niewltasciwych skierowanych liczb rozmytych zaproponowang w pracy [94].



cena

cena

Trap_ SRAR(2)

Gauss_SRAR(2)

Emp_SRAR(2)

wykonania rynkowa BSM C Cy ker(C) C1 Cy ker(C) Ch Cy ker(C)
1800 1784 168.6 171.5 176.9 [165.9,173.8] 171.8 176.2 [167.1,174.6] 171.8 176.8 [166.3,174.6]
1850 135 130.3 130.6 135.7 [125.4,132.9] 131.1 135.2 [126.9,133.8] 130.7 135.3 [125.9,133.7]
1900 101 97.14 95.03 99.53 [90.68,97.22] 95.01 99.43 [92.11,98.43] 94.77 98.85 [90.07,98.06]
1950 71.55  69.68 65.95 69.71 [63.63,69.01] 66.67 69.72 [63.63,69.01] 65.31 68.76 [62.38,68.46]
2000 46.33  48.02 43.75 46.68 [41.01,45.53] 43.06 46.34 [41.6,45.92] 42.6 4526 [40.47,45.63]
2050 29.50 31.8 27.65 29.83 [25.70,29.02] 27.45 29.31 [25.77,28.88] 26.24 28.19 [24.76,28.8]
2100 18.17 20.2 16.52 18.06 [15.25,17.55] 16.16 17.48 [15.06,17.17] 15.18 16.49 [14.33,17.15]

Tabela 7.2: Wycena europejskiej opcji kupna na indeks WIG20 z terminem wygasniecia 17.03.2017.

0ZHIM syopul ®vu [onyslodoans 1fodo vuaoAp, T/
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7.2. Dywersyfikacja portfela akcji

Zagadnienie dywersyfikacji portfela inwestycyjnego polega na rozdzieleniu dostepnego
kapitatu posrod dostepne aktywa w taki sposob, aby osiggnaé zatozony oczekiwany zwrot
z inwestycji przy jak najmniejszym ryzyku, lub odwrotnie, zmaksymalizowac¢ oczekiwany
zysk przy ustalonym poziomie ryzyka. W klasycznej teorii portfela zapoczatkowanej przez
Markowitza [54, 55, [56], ryzyko portfela mierzone jest za pomoca wariancji stop zwrotu
z portfela, natomiast oczekiwany zysk za pomoca wartosci oczekiwanej stop zwrotu. Stad
problem ten nazywany jest problemem Mean-Variance (MV).

Niech wektor x = [z1, 9, ..., 2,| oznacza procent kapitatlu alokowanego w aktywa i.

Woéwcezas problem MV mozna zapisaé w nastepujacy sposob
Minimalizuj > >° 042
i=1j=1

Przy ograniczeniach

n (7.10)
> WiT; = p (zatozona oczekiwana stopa zwrotu)

i=1

Sa=1 (ograniczenie na budzet)

i=1

gdzie n to liczba dostepnych aktywoéw, p; to oczekiwana stopa zwrotu z aktywa i oraz o
to kowariancja stop zwrotu aktywow ¢ i 7.

Problem jest wypuktym problemem programowania kwadratowego z ogranicze-
niami, ktére moze by¢ rozwigzane przez szerokg game algorytmow do tego przeznaczonych,
nawet dla duzej liczby aktywéw. W niniejszym przyktadzie rozwazony zostanie bardziej
realistyczny problem z dodatkowymi ograniczeniami, takimi jak ograniczenie na maksy-
malng liczbe aktywéw K w portfelu oraz ograniczenia dolne i gérne [l;, u;] na procentowy
udzial i-tego aktywa w portfelu. Ponadto, uwzgledniane sa réwniez koszty transakcyjne

zwigzane ze zmiang struktury portfela. Tak zmodyfikowany problem nie jest juz wypukty,
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dlatego rozwazony zostanie w postaci zagadnienia optymalizacji wielokryterialnej

n n
Minimalizuj > 05T
i=1j=1

0
7

Maksymalizuj anl i; — il cilri —x
Przy ograniczeniach
zn: ;=1 (ograniczenie na budzet) (7.11)
z;=0lub l; <z; <y (ograniczenie na udziaty)
#{i:z; >0} < K (ograniczenie na liczbe aktywow)
1=1,...,n

0 = [29, 29

gdzie wektor x° = [22,29,...,2%] to obecna struktura portfela, natomiast ¢; to koszt

transakcyjny zwigzany z i-tym aktywem.

7.2.1. Rozmyte stopy zwrotu

Klasycznie, stopy zwrotu z aktywéw finansowych opisywane sa za pomocg zmien-
nych losowych z pewnym rozktadem prawdopodobienstwa. Niemniej, jak wspomniano juz
wczesniej w rozprawie, istnieje wiele réznych czynnikéw wplywajacych na rynki finansowe.
Stad, uzasadnione jest modelowanie stop zwrotu z uwzglednieniem niepewnosci. W niniej-
szym przyktadzie stopy zwrotu modelowane sg za pomoca koncepcji skierowanych $wiec
rozmytych z wykorzystaniem danych wysokiej czestotliwosci.

Niech X]g? dlat = 1,...,T bedzie szeregiem czasowym notowan i-tego aktywa dla
p-tego przedziatu czasu (np. dnia, tygodnia, miesigca itp.), p = 1,..., P. Dla kazdego
przedzialu czasu p konstruowany jest proces tworzenia sie stop zwrotu RI(D? w nastepujacy

sposob
() (@)

RO _ X — Xp

pt (2)

Xpi

p

t=1,...,T. (7.12)

Nastepnie, kazdy z procesow R](ft) utozsamiany jest ze skierowang $wieca rozmyta Rz(j),
zgodnie z metodami przedstawionymi w rozdziale Przykladowo na rys. przed-

stawiony jest wykres notowan tick-by-tick spotki KGHM wraz z wolumenem w okresie
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jednego tygodnia od 20.01.2014 do 24.01.2014. Natomiast, rys. przestawia szereg
tworzenia sie tygodniowej stopy zwrotu dla spoi KGHM w tym samym okresie, wraz

z odpowiadajaca mu empiryczng skierowang $wieca rozmyta.

KGHM - Wykres T:ck-by-Tlck ‘: 200

116,
115}
114

113}

Cena
Wolumen (tys.)
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110}

109 Li i :
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Rysunek 7.11: Notowania sp6tki KGHM w okresie 20-24.01.2017.
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Rysunek 7.12: Empiryczna SSR dla szeregu tworzenia sie stép zwrotu spotki KGHM
w okresie 20-24.01.2017.
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7.2.2. Rozmyta dywersyfikacja portfela akcji

Zagadnienie dywersyfikacji portfela z uwzglednieniem niepewnosci definiowane jest
w analogiczny sposob jak zagadnienie (7.11]), z ta réznica, ze minimalizowana jest ostra
wariancja rozmytej stopy zwrotu z portfela, przy maksymalizacji ostrej wartosci oczekiwa-

nej rozmytej stopy zwrotu z portfela. Z definicji [6.19] oraz [6.20] wynika, ze ostra wartosé¢

oczekiwana i ostra wariancja skierowanych rozmytych zmiennych losowych jest rowno-
wazna klasycznej wartos$ci oczekiwanej i wariancji zmiennych losowych powstatych przez
wyostrzenie operatorem wartosci oczekiwanej skierowanych rozmytych zmiennych loso-
wych. Wobec czego rozmyte zagadnienie dywersyfikacji portfela mozna zapisa¢ w postaci

ponizszego problemu optymalizacji wielokryterialnej

n n
Minimalizuj > O, Tl
i=15=1

n n
Maksymalizuj Y prz; — Y iz — 2
i=1 i=1
Przy ograniczeniach

;=1 (ograniczenie na budzet) (7.13)

o

=1

r;=0lub [; < z; <wuy (ograniczenie na udzialy)

#{i:z; >0} < K (ograniczenie na liczbe aktywow)

1=1,...,n
gdzie 7; to ostre stopy zwrotu powstate przez wyostrzenie operatorem wartosci oczekiwanej
rozmytych stép zwrotu R, pi, to wartos¢ oczekiwana stop zwrotu 7;, 07,7, to kowariancja

stop zwrotu 7; oraz 7;. Pozostate oznaczenia sg takie same jak w zagadnieniach ((7.10))

@),

7.2.3. Wyniki empiryczne

W przyktadzie empirycznym rozwazony zostanie klasyczny oraz rozmyty problem dy-
namicznej (cotygodniowej) dywersyfikacji portfela konstruowanego z akcji spétek notowa-

nych na Gietdzie Papierow Warto$ciowych w Warszawie wchodzacych w sktad indeksu
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WIG3(E|. W tym celu, dla kazdej z 30 spotek w okresie od 05.01.2015 do 24.02.2017 skon-
struowane zostaly tygodniowe klasyczne stopy zwrotu, obliczone na postawie cen otwarcia
z poczatku tygodnia (poniedziatek) i cen zamkniecia na koniec tygodnia (pi@tek)ﬂ Oraz
stopy zwrotu bedace wyostrzonymi warto$ciami rozmytych stop zwrotu konstruowanych
zgodnie z podrozdziatem [7.2.1] Rozwazone zostana trzy rodzaje rozmytych stép zwrotu
roznigce sie typem skierowanej swiecy rozmytej (Trapezoidalna, Gaussowska, Empirycz-
na), dla ktorych parametry S;, Ss obliczane sa jako minimum i maksimum z trzech r6znych
srednich, parametry C7, Cs jako odchylenie standardowe oraz uwzgledniana jest informa-
cja o wolumenie transakcji.

W celu przeprowadzenia dywersyfikacji zatozono, ze inwestor zamierza ulokowaé¢ w ak-
cjach kapital wynoszacy 100000 PLN, maksymalna ilo$¢ roznych aktywoéw w portfelu
wynosi K = 20 oraz ograniczenia na udzial poszczegdlnych aktywéw ustalone sa na po-
ziomach [; = 0.014 i u; = 0.2. Koszt transakcyjny dla kazdego aktywa jest taki sam
i wynosi 0.38% wartosci transakeji lecz nie mniej niz 5 PLN i jest on dodatkowym kosz-
tem inwestora. Proces dywersyfikacji wykonywany jest na poczatku kazdego tygodnia
przez okres osmiu tygodni od 02.01.2017 do 24.02.2017. W taki sposob, ze na koniec
kazdego tygodnia okreslana jest aktualna struktura portfela wedtug pigtkowych cen za-
mkniecia, nastepnie w procesie dywersyfikacji ustalana jest nowa struktura portfela na
bazie stop zwrotu z okresu dwoch lat do tytu (104 tygodnie). Zmiana struktury portfela
tzn. sprzedaz lub dokupienie akcji odbywa sie po poniedziatkowych cenach otwarcia. Po-
niewaz, mozliwe jest kupno lub sprzedaz jedynie catkowitej liczby akcji, niewykorzystana
czesé kapitatu lokowana jest na lokacie o oprocentowaniu statym réwnym stopie wolnej od
ryzyka 7y = 1.335% ($rednia rentownos¢ bonéw skarbowych sprzedanych w 2016 roku@

Rozwigzaniem zagadnienia dywersyfikacji portfela lub jest zbiér port-

feli efektywnych (Pareto optymalnych). Tak, wiec dodatkowym problemem jest wybor

"Sktad portfela indeksu WIG30 na dziefi 02.01.2017r. Wykorzystane notowania spétek WIG30 poprano z ser-
wisu www.bossa.pl

8Jezeli poniedziatek lub piatek nie jest dniem handlowym to brane sg ceny z odpowiednio nastepnego lub
poprzedniego dnia notowan.

90procentowanie w skali roku.
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jednego z posréd nich. Wyboru tego dokonuje sie w praktyce zgodnie z preferencjami
inwestora, np. dla ustalonego poziomu ryzyka wybiera si¢ portfel efektywny o najwiekszej
oczekiwanej stopie zwrotu lub odwrotnie, dla ustalonej stopy zwrotu wybiera sie portfel
efektywny o najmniejszym ryzyku. Niemniej, w celu poréwnania podejscia klasycznego
z rozmytym taki wyboér moze prowadzi¢ do blednych wnioskéow. Wynika to z faktu, ze
oczekiwana stopa zwrotu na poziomie np. 5% oznacza zupelnie co innego dla klasycznych
stop zwrotu, a co innego dla stép zwrotu w podejsciu rozmytym, podobnie jest z poziomem
ryzyka. W tabeli[7.4] podane zostaly wartosci oczekiwane oraz odchylenia standardowe dla
wszystkich skonstruowanych tygodniowych stop zwrotu w rozwazanym okresie. Jak moz-
na zauwazy¢, odchylenia standardowe dla stop zwrotu w podejéciu rozmytym sa duzo
mniejsze niz w klasycznym. Co wcale nie oznacza, ze ryzyko jest mniejsze, a jedynie to, ze

jest to inna miara ryzyka. Widaé to réwniez na wyznaczonych frontach (por. rys. H

0.010 Fronty Pareto optymalne - 09.01.2017r.

e o Klasyczne g g g 3
0.008H »« « TrapeZOida|ne .................... .............................. ............ ‘. ..............
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Rysunek 7.13: Fronty Pareto optymalne dla podejscia klasycznego i rozmytego z wyko-
rzystaniem trapezoidalnych SSR otrzymane w dniu 09.01.2017.

W niniejszym przyktadzie w procesie dywersyfikacji wybierany bedzie portfel efek-
tywny o najwiekszym wskazniku Sharpe’a (ang. tangency portfolio). Wskaznik Sharpe’a,

wprowadzony przez W. F. Sharpe’a [74], to stosunek stopy zwrotu z portfela pomniejszo-

OFronty z rysunku jak i wszystkie p6zniejsze portfele optymalne wyznaczone zostaly przy wykorzystaniu
algorytmu optymalizacji wielokryterialnej IMGAMO (IMmune GAme theory MultiObjective) zaproponowanego
przez P. Jarosza et al. w [26] [27] 28)].
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nej o stope wolna od ryzyka do odchylenia standardowego z portfela. Wskaznik Sharpe’a
pozwala w tatwy sposob oceni¢ wysokos¢ premii uzyskiwanej z danego portfela w stosunku

do poniesionego ryzyka. Wyliczany jest on za pomoca nast¢pujacego wzoru

Sp="tr—"t (7.14)

Op
gdzie p,, 0, to odpowiednio oczekiwana stopa zwrotu i odchylenie standardowe z portfela,
natomiast 7y to stopa wolna od ryzyka.

Wyniki portfeli zarzadzanych wedtug rozwazanych podej$é¢ ocenione zostaty za pomo-
ca nastepujacych 5 wskaznikow: wartos¢ srednia (u), odchylenie standardowe (o), wskaz-
nik Sharpe’a (SR), wskaznik informacyjny (IR) oraz wspoétczynnik beta (Beta), wyliczo-
nych na podstawie zrealizowanych w okresie dywersyfikacji tygodniowych stép zwrotu.
Dla wskaznikow IR i Beta jako benchmark przyjeto tygodniowe stopy zwrotu z indek-
su WIG30. Wartosci wskaznikéw przedstawione sa w tabeli [7.3] czcionka wytluszczona
zaznaczone zostaly najlepsze z nich.

Jak mozna zauwazy¢, wartosci wskaznikéw dla portfeli zarzadzanych w podejsciu roz-
mytym sa do siebie zblizone i lepsze od wartosci dla podejscia klasycznego (oprécz od-
chylenia standardowego). Wskazniki SR i IR mierzace stosunek $érednich dodatkowych
stop zwrotu (ponad stope wolng od ryzyka dla SR oraz ponad stopy zwrotu benchmarku
dla IR) do poniesionego ryzyka (odchylenie standardowe dodatkowych stép zwrotu) sg
najlepsze dla podejscia rozmytego budowanego w oparciu o gaussowskie SSR. Wartosci
wspotczynnika beta, ktory mierzy wrazliwo$é zmiany wartosci portfela na zmiane wartosci

przyjetego benchmarku, sa wigksze od jednosci. Oznacza to, ze wartosci portfeli zmieniaja

Podejscie I o SR IR Beta

Klasyczne 0.01972 0.02500 0.77843  0.17778  1.14987
Trapezoidalne 0.02143  0.02552  0.82976  0.25116 1.07528
Gaussowskie 0.02182 0.02584 0.83439 0.26823 1.09107
Empiryczne  0.02129  0.02566  0.81970  0.24342  1.08751

Tabela 7.3: Wskazniki oceny jakosci skonstruowanych portfeli na bazie zrealizowanych
tygodniowych stép zwrotu.
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sie zgodnie ze zmiang benchmarku ale bardziej dynamicznie, co w przypadku wzrostow
pozwala osiagnaé lepsze stopy zwrotu, natomiast w przypadku spadkéw powoduje duzo
wieksze straty w stosunku do benchmarku. Pozadanymi portfelami sa wiec portfele o do-
datniej stopie zwrotu, wysokich wskaznikach SR i IR oraz wspotczynniku beta bliskim
zeru. Warto zaznaczy¢, ze w analizowanym okresie panowata dobra koniunktura na ryn-
ku, a indeks WIG30 osiagna w tym okresie stope zwrotu na poziomie 14.42% ($rednia
tygodniowa stopa zwrotu 1.71%).

W tabelach [7.5] oraz [7.0] przestawiono otrzymane w wyniku dywersyfikacji struktury
portfeli dla kazdego z tygodni i dla kazdego z rozwazanych podejs¢. Jak mozna zauwazy¢,
niezaleznie od podejscia, $rednio ponad 80% kazdego z portfeli stanowig akcje 6 spdtek
CDR, JSW, KER, LTS, PGN oraz PKN, a réznice miedzy ich procentowymi udziatami
w portfelach wzgledem podejs¢ sg niewielkie. Duzo wieksze réznice miedzy podejsciem
klasycznym a rozmytym mozna zauwazy¢ w wyborze spotek i ich udziatow do pozostate;j
czesci portfela. Z kolei, tabele [7.7| oraz przedstawiaja szczegdltowe zrealizowane wyniki

portfeli na koniec kazdego z tygodni.
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Klasyczne Trapezoidalne Gaussowskie Empiryczne
Spoika i o 1 o i o 1 o
ALR  0.00032 0.04428 0.00049 0.02511 0.00047 0.02592 0.00011 0.02762
ACP  0.00214 0.02618 0.00258 0.01533 0.00266 0.01569 0.00261 0.01690
LWB  0.00021 0.06303 -0.00055 0.03656 -0.00051 0.03783 -0.00099 0.04106
BZW  0.00075 0.03710 0.00029 0.02231 0.00035 0.02308 0.00020 0.02428
CCC  0.00648 0.04322 0.00266 0.02649 0.00285 0.02737 0.00338 0.02907
CDR  0.00891 0.05331 0.00534 0.03289 0.00561 0.03400 0.00603 0.03667
CPS  0.00183 0.03268 0.00196 0.02236 0.00204 0.02285 0.00199 0.02400
ENA  -0.00009 0.03930 0.00002 0.02387 0.00003 0.02469 0.00023 0.02650
ENG -0.00181 0.04549 -0.00134 0.02696 -0.00135 0.02797 -0.00121 0.02979
EUR  0.00015 0.04844 -0.00121 0.02698 -0.00122 0.02800 -0.00070 0.03070
KGH 0.00196 0.05138 0.00135 0.03129 0.00142 0.03239 0.00145 0.03435
ATT  0.00278 0.05003 0.00332 0.03232 0.00337 0.03329 0.00324 0.03470
GTC 0.00240 0.03764 -0.00123 0.02474 0.00113 0.02546 -0.00106 0.02716
ING  0.00313 0.03118 0.00212 0.02065 0.00221 0.02126 0.00258 0.02263
JSW  0.00675 0.08182 0.00794 0.05515 0.00811 0.05711 0.00776 0.05941
KER 0.00844 0.05443 0.00332 0.03323 0.00350 0.03426 0.00331 0.03656
LTS  0.00360 0.03626 0.00236 0.02221 0.00243 0.02300 0.00270 0.02415
LPP  -0.00216 0.05373 0.00010 0.03214 0.00013 0.03344 -0.00035 0.03514
MBK -0.00101 0.04126 -0.00036 0.02472 -0.00032 0.02558 -0.00045 0.02678
MIL  0.00031 0.04853 -0.00140 0.02979 -0.00134 0.03088 -0.00099 0.03222
OPL  -0.00446 0.03657 -0.00251 0.02178 -0.00263 0.02256 -0.00274 0.02427
PEO  -0.00093 0.02942 -0.00041 0.01823 -0.00040 0.01881 -0.00051 0.02010
PGE -0.00153 0.03826 -0.00152 0.02324 -0.00157 0.02404 -0.00167 0.02508
PGN 0.00255 0.03675 0.00352 0.02121 0.00356 0.02186 0.00370  0.02352
PKN  0.00581 0.03715 0.00489 0.02174 0.00500 0.02246 0.00500 0.02433
PKO  0.00008 0.03433 0.00039 0.01965 0.00045 0.02041 0.00046 0.02175
PKP  -0.00091 0.04446 -0.00078 0.02767 -0.00068 0.02871 -0.00093 0.02999
PZU  -0.00030 0.03214 -0.00030 0.01901 0.00032 0.01969 -0.00025 0.02078
SNS  0.00095 0.03654 0.00096 0.02195 0.00102 0.02276 0.00085 0.02430
TPE -0.00139 0.03953 -0.00002 0.02395 -0.00007 0.02477 -0.00030 0.02639

Tabela 7.4: Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe tygodniowych stép zwrotu dla
spotek z indeksu WIG30.



Klasyczne

Tydzien ACP BZW CCC CDR CPS EUR GTC ATT ING JSW KER LTS LPP PGN PKN SNS
02.01.2017 0.014 0 0.077 0.2 0 0.014 0.014 0 0.014 0.2 0.2 0.039 0 0.014 0.2 0.014
09.01.2017 0 0 0.088 0.2 0 0.023 0.027 0 0 0.174 0.2 0.053 0 0.02 0.2 0.014
16.01.2017 0 0 0.073 0.2 0 0.021 0.025 0 0 0.175 0.2 0.062 0 0.02 0.197 0.027
23.01.2017 0 0 0.062 0.2 0 0.015 0.039 0 0 0.15 0.2 0.074 0 0.029 0.19 0.041
30.01.2017 0 0 0.045 0.2 0 0.014 0.051 0 0 0.141 0.2  0.083 0 0.036  0.175 0.055
06.02.2017 0 0 0.032 0.2 0 0.014 0.063 0 0 0.129 0.2 0.1 0 0.037 0.165 0.061
13.02.2017 0 0 0.042 0.2 0 0.014 0.073 0 0 0.11 0.2 0.117 0 0.029 0.149 0.066
20.02.2017 0 0 0.029 0.2 0 0 0.083 0 0 0.119 0.2 0.132 0 0.018 0.169 0.051

Trapezoidalne

Tydzien ACP BZW CCC CDR CPS EUR GTC ATT ING JSW KER LTS LPP PGN PKN SNS
02.01.2017 0.016 0.014 0.015 0.2 0.015 0 0 0.014 0.014 0.2 0.2 0.036 0.014 0.044 0.2 0.015
09.01.2017  0.03 0 0.019 0.2 0.015 0 0 0 0 0.2 0.2 0.054 0 0.058 0.2 0.024
16.01.2017 0.041 0 0.014 0.2 0 0 0 0 0 0.2 0.2 0.064 0 0.067 0.197 0.017
23.01.2017 0.053 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.184 0.191 0.075 0 0.078 0.2 0.017
30.01.2017 0.065 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.175  0.19 0.084 0 0.073 0.2 0.014
06.02.2017 0.078 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.163 0.174 0.1 0 0.086 0.2 0
13.02.2017 0.085 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.141 0.158 0.118 0 0.097 0.2 0
20.02.2017 0.091 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.128 0.141 0.132 0 0.107 0.2 0

Tabela 7.5: Struktury otrzymanych portfeli dla podejécia klasycznego i rozmytego z wykorzystaniem trapezoidalnych SSR.
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Gaussowskie

Tydzien ACP BZW CCC CDR CPS EUR GTC ATT ING JSW KER LTS LPP PGN PKN SNS
02.01.2017 0.015 0.014 0.014 0.2 0.014 0 0.014 0.014 0.014 0.2 0.2 0.042 0.014 0.028 0.2 0.016
09.01.2017 0.029 0 0.026 0.2 0 0 0 0 0.015 0.2 0.2  0.057 0 0.042 0.2 0.03
16.01.2017 0.041 0 0.014 0.2 0 0 0 0 0 0.2 0.2 0.066 0 0.052 0.197 0.031
23.01.2017 0.053 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.18 0.193 0.077 0 0.063 0.2 0.034
30.01.2017 0.064 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.171 0.191 0.086 0 0.072 0.194 0.023
06.02.2017 0.074 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.159 0.172 0.102 0 0.085 0.195 0.014
13.02.2017 0.081 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.137 0.157 0.12 0 0.095 0.196 0.014
20.02.2017 0.088 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.133 0.14 0.134 0 0.105 0.2 0

Empiryczne

Tydzien ACP BZW CCC CDR CPS EUR GTC ATT ING JSW KER LTS LPP PGN PKN SNS
02.01.2017 0.014 0 0.015 0.2 0.014 0 0.015 0.014 0.015 0.2 0.2 0.022 0 0.077 0.2 0.014
09.01.2017 0.028 0 0.028 0.2 0 0 0 0 0 0.197 0.2 0.035 0 0.09 0.2 0.022
16.01.2017 0.034 0 0.014 0.2 0 0 0 0 0 0.199 0.2 0.045 0 0.097 0.197 0.014
23.01.2017 0.046 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.176  0.19 0.057 0 0.108 0.2  0.022
30.01.2017 0.044 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.166 0.189 0.067 0 0.12 0.2 0.014
06.02.2017 0.056 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.157 0.17 0.083 0 0.134 0.2 0
13.02.2017 0.065 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.136 0.155 0.099 0 0.145 0.199 0
20.02.2017 0.067 0 0 0.2 0 0 0 0 0 0.128 0.138 0.113 0 0.154 0.2 0

Tabela 7.6: Struktury otrzymanych portfeli dla podejécia rozmytego z wykorzystaniem gaussowskich i empirycznych SSR.
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Klasyczne
Tydzien  Wartos¢ portfela akcji  Wartosé lokaty  Catkowity koszt Tygodniowa stopa zwrotu Caltkowita stopa zwrotu
06.01.2017 99717.66 245.9 469.08 -0.0051 -0.0051
13.01.2017 105263.52 431.75 619.33 0.0561 0.0508
20.01.2017 104702.04 215.53 770.6 -0.0088 0.0415
27.01.2017 107850.69 343.61 923.08 0.03 0.0727
03.02.2017 106662.96 326.99 1074.06 -0.0126 0.0592
10.02.2017 112253.12 329.41 1224.54 0.0514 0.1136
17.02.2017 114437.5 262.89 1377.16 0.0176 0.1332
24.02.2017 117736.82 420.7 1528.88 0.0292 0.1663
Trapezoidalne
Tydzien  Wartos¢ portfela akecji  Wartosé lokaty Catkowity koszt Tygodniowa stopa zwrotu Catkowita stopa zwrotu
06.01.2017 97812.43 1886.89 458.06 -0.0076 -0.0076
13.01.2017 105538.27 161.88 609.25 0.0589 0.0509
20.01.2017 104224.84 486.71 761.34 -0.0109 0.0395
27.01.2017 108248.81 41.11 914.06 0.033 0.0738
03.02.2017 107279.02 145.92 1064.51 -0.0095 0.0636
10.02.2017 112294.57 166.58 1215.15 0.0459 0.1125
17.02.2017 115225.44 216.89 1368.15 0.0254 0.1407
24.02.2017 119593.04 116.75 1518.19 0.0361 0.1819

Tabela 7.7: Zrealizowane wyniki portfeli dla podejscia klasycznego i rozmytego z wykorzystaniem trapezoidalnych SSR.
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¢

Gaussowskie
Tydzien  Wartos¢ portfela akcji  Wartosé lokaty  Catkowity koszt Tygodniowa stopa zwrotu Caltkowita stopa zwrotu

06.01.2017 997702.31 2008.07 453.01 -0.0074 -0.0074
13.01.2017 105570.01 300.69 605.17 0.0605 0.0527
20.01.2017 104637.31 331.41 757.53 -0.01 0.0421
27.01.2017 108342.4 267.44 910.2 0.0335 0.077

03.02.2017 107471.96 238.14 1060.65 -0.0098 0.0665
10.02.2017 112697.99 158.2 1210.83 0.0468 0.1165
17.02.2017 115536.23 220.1 1363.69 0.0246 0.1439
24.02.2017 119939.84 118.86 1514.56 0.0363 0.1854

Empiryczne
Tydzien  Wartos¢ portfela akecji  Wartosé lokaty Catkowity koszt Tygodniowa stopa zwrotu Catkowita stopa zwrotu

06.01.2017 99180.44 427.82 463.39 -0.0086 -0.0086
13.01.2017 105226.63 273.95 614.99 0.0579 0.0486
20.01.2017 104280.99 201.3 766.27 -0.0112 0.0372
27.01.2017 107958.59 205.51 919.41 0.034 0.0724
03.02.2017 107000.15 249.83 1070.27 -0.0099 0.0618
10.02.2017 112004.97 234.37 1221.07 0.0456 0.1102
17.02.2017 115093.52 156.25 1373.69 0.0257 0.1388
24.02.2017 119456.69 124.9 1523.7 0.0367 0.1806

Tabela 7.8: Zrealizowane wyniki portfeli dla podejécia rozmytego z wykorzystaniem gaussowskich i empirycznych SSR.
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7.3. Analiza techniczna rynkéw finansowych

»Analiza techniczna to badanie zachowan rynku, przede wszystkim przy uzyciu wy-
kreséw, ktérego celem jest przewidywanie przysztych trendéw cenowych™[[l] Jak wynika
z zacytowanej definicji analizy technicznej, podstawe badan analizy technicznej stano-
wia wykresy. Sa to zaro6wno wykresy przedstawiajace bezposrednio ceny jak i rowniez
wykresy przedstawiajace réznego rodzaju wskazniki analizy technicznej. Wykresy te two-
rzone sg najczesciej z ustalonym interwatem czasu (np. godzina, dziefi itp.), co wymusza
ograniczenie sie do wykorzystania tylko kilku wartosci cen z danego okresu. Na przyktad,
tworzac wykres liniowy wykorzystuje si¢ tylko jedng cene, najczesciej jest to cena zamknie-
cia, czyli ostatnia w danym okresie. Do tworzenia wykresow stupkowych lub swiecowych
wykorzystywane sa cztery ceny z danego interwalu (otwarcia, najmniejsza, najwieksza

i zamkniecia).

7.3.1. Rozmyte wskazniki analizy technicznej

Jak pokazano w pierwszym z przykladéw, do tworzenia wykreséw cenowych réwnie
dobrze moga zosta¢ wykorzystane skierowane $wiece rozmyte (zobacz rys. . Wowcezas
na ksztalt $wiecy maja wptyw wszystkie ceny z danego okresu, a nie tylko wybrane. Co
wiecej, tak skonstruowane swiece sa skierowanymi liczbami rozmytymi. Korzystajac wiec
z dobrze zdefiniowanej arytmetyki skierowanych liczb rozmytych mozliwe staje sie two-
rzenie wskaznikow analizy technicznej, ktore w pewnym sensie zawiera¢ bedg informacje
o calym przebiegu notowan w danym okresie.

Jednym z najprostszych i zarazem najpopularniejszym wskaznikiem analizy technicz-
nej jest srednia kroczgcea (ang. moving average). Prosta srednia kroczaca rzedu p to zwykta
srednia arytmetyczna cen (najczesciej cen zamkniecia) z ostatnich p okreséw. Jej skiero-
wanym rozmytym odpowiednikiem jest réwniez zwykta $rednia arytmetyczna, jednak tym
razem jest to Srednia ze skierowanych $wiec rozmytych zbudowanych na bazie ostatnich

p okresow. Warto$é¢ skierowanej rozmytej prostej sredniej ruchomej rzedu p w chwili ¢

1 John J. Murphy: Analiza techniczna rynkéw finansowych, przektad Wojciech Madej. Wydanie oryginalne [61].
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wyliczana jest zgodnie z wzorem
1/~ ~ -
SRSMA(p) = ; (X4 X+ 4 X)), (7.15)

gdzie X, to skierowana $wieca rozmyta skonstruowana dla okresu ¢.

Na rys. na gérnym wykresie przedstawiono przykladows realizacje klasycznej
(po cenach zamkniecia, linia ciagta) oraz rozmytej (gaussowskie SSR) 9-dniowej éredniej
ruchomej dla pary walutowej EUR/PLN w okresie od 01.01.2017 do 31.03.2017 na tle
notowan w postaci dziennych Swiec japonskich. W analizie technicznej srednie ruchome
najczesciej wykorzystywane sa do okreslania aktualnie panujacego trendu na rynku. Jesli
ceny znajduja sie nad linig Sredniej, to na rynku panuje trend wzrostowy, jezeli ponizej,
to trend spadkowy. W przypadku skierowanej rozmytej Sredniej ruchomej zastosowanie
jest takie samo, z ta roznica, ze trend moze by¢ okreslony na dwa sposoby. W pierw-
szym, tworzy si¢ ostra lini¢ Sredniej ruchomej poprzez wyostrzenie skierowanych liczb

rozmytych, a interpretacja trendu odbywa sie w taki sam sposob jak w przypadku kla-

Dzienne Swiece pary walutowej EUR/PLN od 01.01.2017 do 31.03.2017

4.45 ~
4.40 JJ.
I, 0¥ #‘ﬁﬂ&rﬁ-iw“ru.
o 4351
3 #
S 430 .“ ﬂﬁ 'erﬁhiﬁl@—"—'!‘ﬁfi‘ i '5""#' ™ B.lilb_-t-uzlﬂ"h’fl
0 +
425} ‘[ﬂ ”ﬂ?- !' l
420 Il Il Il Il Il Il Il Il hm
0 10 20 30 40 50 60 70
Nr dnia
4.35 Zmiana trendu na wzrostowy 4.36 Zmiana trendu na spadkowy
A34F 3 ' i 4.34
4,33 I |
) 7 4.32
4.32 . : .
% 4.31 $ \l IJ=\| [b |: § 4.30F
O as0l I>\| bl |2|>‘ (@]
' [E 4.28
429 T
4.28] 4.26
427 Il Il L Il Il Il Il 424 Il Il Il Il Il Il
28 30 32 34 36 38 40 42 58 60 62 64 66 68 70 72
Nr dnia Nr dnia

Rysunek 7.14: Realizacja skierowanej rozmytej sredniej ruchome;j.
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sycznym. W drugim sposobie, trend wyznaczony jest za pomoca orientacji skierowanych
liczb rozmytych. Jezeli orientacja jest dodatnia to panuje trend wzrostowy, jesli ujemna
to spadkowy. Na rys. na dolnych wykresach, przyblizone zostaly miejsca, w ktory
nastepuje zmiana trendu. Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze sygnalizacja zmiany trendu
poprzez liczby rozmyte nastepuje w sposob ptynny w tym sensie, ze szeroko$¢ liczby roz-
mytej przed zmiang trendu ulega zwezeniu, a po zmianie rozszerzeniu. W analogiczny

sposob jak érednia ruchoma moga zosta¢ rozmyte inne wskazniki analizy technicznej.

7.3.2. Skierowana $wieca rozmyta jako wskaznik

Innym sposobem wykorzystania skierowanych swiec rozmytych w analizie techniczne;j
jest uzycie metod konstrukeji skierowanych swiec rozmytych bezposrednio jako wskaznika
analizy technicznej. W tym celu obliczanie skierowanej $wiecy rozmytej dokonywane jest
na ruchomym oknie obserwacji o okreslonym rozmiarze. Rozmiar okna moze by¢ okreslony
poprzez liczbe obserwacji (np. ostanie 100 notowan) jak réwniez poprzez przedzial czasu
(np. ostatnie 10 minut). Na rys. przedstawiono wskaznik analizy technicznej skonstru-
owany na bazie empirycznych skierowanych $wiec rozmytych przy uzyciu okna dtugosci 15
minut, rysowany na wykresie co 1 minute dla notowan pary walutowej EUR/PLN z dnia
11.01.2017 w godzinach od 12:00 do 16:00. Na wykresie umieszczono linie wyznaczaja-

ce nosnik (supp) oraz jadro (ker) skierowanej liczby rozmytej, linie odpowiadajaca cenie

4378 Wskaznik analizy technicznej na bazie empirycznych SSR
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Rysunek 7.15: Wskaznik analizy technicznej na bazie empirycznych SSR.
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kupna (Bid) oraz za pomoca odpowiednio zwréconych tréjkatéw informacje o skierowaniu
liczby rozmytej w danym momencie. Jak mozna zauwazy¢, cena kupna porusza sie zawsze
w obszarze ograniczonym przez nosnik (wynika to wprost z definicji empirycznej SSR).
Informacje jakie mozna odczytaé¢ z tak skonstruowanego wskaznika, to na przyktad
informacja, w jakim stopniu aktualna cena kupna nalezy do skonstruowanego zbioru roz-
mytego lub jakie poziomy przynaleznosci przebija i z ktorej strony. W celu zwieksze-
nia czytelnosci poziomoéw na jakich znajduje sie cena, wskaznik ten mozna przedstawié
w postaci oscylatora. W tym celu nalezy przeskalowaé¢ otrzymane wartosci do ustalonego
zakresu np. od 0 do 100, zachowujac przy tym ksztatty funkcji f i g. Na rys. [7.16| przed-
stawiony jest wskaznik z rys. w postaci oscylatora o wartosciach w przedziale [0, 100]

z wykorzystaniem skalowania liniowego miedzy poziomami przynaleznosci z krokiem 0.1.

Oscylator na bazie empirycznych SSR
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8O b mm b A

Cena

— Bid

20
A A up ;
v v down ;
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Rysunek 7.16: Wskaznik na bazie empirycznych SSR w postaci oscylatora.



Rozdzial 8

Podsumowanie 1 wnioski

Problematyka badawcza niniejszej rozprawy zwigzana jest z modelowaniem finanso-
wych szeregow czasowych wysokiej czestotliwodci z uwzglednieniem niepewnosci zwigzanej
zaréwno ze specyfika danych wysokiej czestotliwosci jak réwniez z otoczeniem, z ktore-
go dane pochodzg. Gtéwnym celem pracy byto opracowanie metod, modeli i algorytméw
umozliwiajacych modelowanie i symulacje finansowych szeregéw czasowych z wykorzysta-
niem modelu skierowanych liczb rozmytych jako modelu niepewnosci.

W ramach rozprawy opracowano model skierowanych swiec rozmytych, pozwalajacy
na reprezentowanie finansowych szeregéw czasowych wysokiej czestotliwosci za pomoca
skierowanych liczb rozmytych. Na podstawie przedstawionych przyktadow skierowanych
$wiec rozmytych w rozdziatach i oraz uzyskanych wynikach w praktycznych za-
gadnieniach z rozdziatu [7| mozna stwierdzi¢, ze zaproponowane metody konstrukcji skie-
rowanych $wiec rozmytych pozwalaja na zmniejszenie rozmiaru danych poprzez zmniej-
szenie ich czestotliwosci, przy jednoczesnym ograniczeniu utraty informacji o charakterze
oryginalnego szeregu. Wobec czego mozna uznaé, ze pierwsza z tez niniejszej rozprawy
moéwiaca, iz mozliwe jest przedstawienie danych finansowych wysokiej czestotliwosci za
pomocq skierowanych liczb rozmytych zachowujgc przy tym wiecej informacyi o danym
szerequ czasowym (wiecej niz w przypadku klasycznych reprezentacji notowan gietdowych

takich jak: ceny zamkniecia, stupki OHLC czy Swiece japonskie), zostala wykazana.
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Wykorzystanie modelu skierowanych liczb rozmytych wraz z rozwinieciem go o poje-
cie skierowanej rozmytej zmiennej losowej pozwolito autorowi na opracowanie w ramach
rozprawy metodologii w petni rozmytych stochastycznych modeli szeregdéw czasowych ba-
zujacych na skierowanych liczbach rozmytych, w postaci klasycznych rownan. W rozdziale
omoéwiono aspekty estymacji wspotczynnikow oraz prognozowania w takich modelach
na przyktadzie skierowanego rozmytego modelu regresji liniowej oraz modelu autoregresyj-
nego. Opracowang metode estymacji wspotczynnikow oparto na metodzie najmniejszych
kwadratow. Bazujac na przedstawionych przyktadach, tatwo jest wyobrazi¢ sobie w petni
rozmyte wersje innych dobrze znanych modeli szeregéw czasowych, jak na przyktad mode-
le klasy GARCH. Ponadto, wprowadzone przez autora w rozdziale pojecie skierowanej
rozmytej zmiennej losowej wraz z opracowanym algorytmem generowania skierowanych
rozmytych liczb pseudolosowych o rozktadzie normalnym, pozwala na stochastyczng ana-
lize reszt konstruowanych modeli rozmytych oraz wykorzystanie ich w zagadnieniach sy-
mulacji. Zaktadajac skierowany rozmyty rozkitad btedéw modelu mozliwe staje sie tez
zaadaptowanie metody najwiekszej wiarygodnosci do celéow estymacji wspotczynnikdéw
w modelach rozmytych. Powotujac sie na przyktady z rozdziatu [7| oraz otrzymane w nich
wyniki mozna stwierdzi¢, ze druga z tez niniejszej rozprawy mowiaca, iz skonstruowane
na bazie skierowanych liczb rozmytych w petni rozmyte modele szeregow czasowych pozwa-
lajg na efektywne modelowanie © symulacje finansowych szeregow czasowych oraz mozliwe
jest wykorzystanie ich w praktycznych zagadnieniach inZynierii finansowej, takich jak np.
wycena instrumentow finansowych, zostata potwierdzona.

Warto zaznaczy¢, ze opracowane w ramach rozprawy modele, metody i algorytmy
zostaly rowniez w pelni zaimplementowane w jezyku programowania Python. Przy ich
implementacji wykorzystano pakiety do obliczen naukowych w Pythonie m.in. takie jak
NumPy, SciPy, Pandas, Statsmodels oraz Matplotlib. Powstaty kod Zzrédtowy stanowiacy
swego rodzaju biblioteke do obliczen z wykorzystaniem skierowanych liczb rozmytych

dotaczony zostal w osobnych plikach do rozprawy w wersji elektronicznej.
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Skierowane liczby rozmyte w modelowaniu

i symulacji finansowych szeregéw czasowych

Streszczenie

Obszar badawczy niniejszej rozprawy koncentruje sie na zagadnieniach zwiazanych
z modelowaniem niepewnosci oraz modelowaniem finansowych szeregéw czasowych. Dane
finansowe wysokiej czestotliwosci to obserwacje zmiennych finansowych, takich jak noto-
wania akcji, kontraktéw futures lub par walutowych, notowanych z czestotliwoscia wyzsza
niz dzienna. Dane finansowe wysokiej czestotliwos$ci posiadaja unikalne cechy nieobecne
w danych mierzonych w nizszych czestotliwosciach. Ponadto, ogromna ilo$¢ informacji
znajduje odzwierciedlenie na rynku finansowym. Mozna zatem stwierdzi¢, ze dane gietdo-
we powinny by¢ rozpatrywane z uwzglednieniem niepewnosci.

Gléwnym celem pracy bylo opracowanie modeli, metod i algorytmoéw umozliwiaja-
cych modelowanie i symulacje finansowych szeregdéw czasowych z wykorzystaniem kon-
cepcji skierowanej liczby rozmytej jako modelu niepewnosci. Wykazano, ze mozliwa jest
reprezentacja finansowych szeregdéw czasowych przy uzyciu skierowanych liczb rozmytych
przy jednoczesnym utrzymaniu wiekszej ilosci informacji o zmianach cen w zatozonym
przedziale czasowym w poréwnaniu do powszechnie stosowanych wykreséw cenowych.
Co wiecej, dzigki dobrze zdefiniowanej arytmetyce skierowanych liczb rozmytych oraz
opracowanej przez autora koncepcji skierowanej rozmytej zmiennej losowej, mozliwe jest
skonstruowanie w petli rozmytych modeli szeregéw czasowych i wykorzystanie ich do
zagadnien symulacji.

Rozprawa sktada si¢ z osmiu rozdzialéw. W pierwszym z nich przedstawione sg mo-
tywacje oraz sformulowane zostalty cele i tezy pracy. W drugim i trzecim rozdziale omo-
wiono podstawowe pojecia dotyczace zbioréw rozmytych oraz skierowanych liczb rozmy-
tych. Rozdzial czwarty zawiera opis zaproponowanych przez autora metod reprezentacji
finansowych szeregéw czasowych wysokiej czestotliwo$ci za pomoca skierowanych liczb
rozmytych. W rozdziale piatym przedstawiono metodologie w petni rozmytych modeli
szeregbw czasowych. Nowe pojecie rozmytej zmiennej losowej dla skierowanych liczb roz-
mytych przedstawiono w rozdziale széstym. Rozdziat si6dmy poswiecony jest praktycz-
nym przyktadom zastosowan proponowanych modeli. W ostatnim rozdziale przedstawiono

podsumowanie pracy i przedstawiono wnioski.
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Ordered fuzzy numbers in modelling

and simulation of financial time series

Abstract

The research area of this dissertation is centered on the issues in the field of uncertainty
modelling and analysis of financial time series. High-frequency financial data are the
observations on financial variables such as quotations of shares, futures or currency pairs,
quoted at higher than the daily time scale. High-frequency financial data posses unique
features absent in data measured at lower frequencies. Moreover, an enormous amount
of information is reflected in the financial market. It can be concluded that stock market
data should be considered in the framewrk of uncertainties.

The main goal of the work was to develop models, methods and algorithms to modeling
and simulation of financial time series using the concept of ordered fuzzy number as an
uncertainty model. It was proved that it is possible to represent the financial time series
by using ordered fuzzy numbers and maintain more information about price movements
at assumed time interval compared to commonly used price charts. Moreover, thanks to
well-defined arithmetic of ordered fuzzy numbers and the concept of ordered fuzzy random
variable developed by the author, it is possible to construct full, fuzzy, stochastic time
series models and use them for simulation purposes.

The dissertation consist of eight chapters. In the first one, motivations and goals are
formulated. In the second and third chapters, the fundamental concepts of fuzzy numbers
and ordered fuzzy numbers are reviewed. The fourth chapter includes a description of
new ideas and methods for representation of financial high-frequency time series by using
ordered fuzzy numbers. In the fifth chapter, the methodology of full, fuzzy models of
time series is presented. The new concept of the fuzzy random variables for ordered fuzzy
numbers is provided in the sixth chapter. The seventh chapter is dedicated to presenting
several practical applications of the proposed models. In last chapter, the summary of this

work is presented and conclusions are drawn.
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