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Streszczenie
Metody uczenia maszynowego shuzace do predykeji wartosci funkcji o przeciw-
dziedzinie rzeczywistej (aproksymacja funkcji, regresja) maja wiele zastosowan, np.
w przewidywaniu zuzycia energii elektrycznej, wycenie rozmaitych débr czy prze-
widywaniu rezultatéw zlozonych proceséw, ktérych modele nie sa wystarczajaco
doktadne.

W niniejszej dysertacji zaproponowano algorytm uczenia maszynowego polega-
jacy na hierarchicznym podziale catego problemu regresji na czesciowo naktadajace
sie podproblemy, utworzeniu wzglednie prostego rozwigzania dla kazdego z nich,
a nastepnie taczeniu odpowiedzi rozwigzan sktadowych w celu uzyskania odpowiedzi
o btedzie mniejszym niz btedy odpowiedzi poszczegdlnych rozwigzan. Wspomniane
podproblemy, a wraz z nimi dotyczace ich rozwigzania, tworza potencjalnie wielo-
poziomowg strukture drzewa. Drzewo to tworzone jest automatycznie i w sposob
hierarchiczny: jedne sktadowe rozwiazania powstaja w oparciu o inne sktadowe,
wczesniej powstate, wykorzystujac m.in. ich odpowiedzi i bledy. Proponowany w
niniejszej pracy algorytm opisany jest w dwoch krokach: schemat algorytmu, ktory
moze posiada¢ rézne uszcezegdtowienia oraz przyktad konkretyzacji tego schematu.

W rozprawie udowodnione zostaty twierdzenia dotyczace btedu proponowanego
W niej rozwigzania, uzasadniajace jego poprawnosé¢ oraz stanowigce wskazowki dla
tworzenia konkretyzacji wspomnianego schematu algorytmu.

Proponowana metoda zostata zastosowana do rozwigzania 21 zadan ogélnie do-
stepnych, a jej wyniki poréwnano z wynikami sieci neuronowej (o czesciowo dobie-
ranej architekturze) prostego komitetu, metody bootstrap aggregating i wzmacniania
gradientowego. Rezultaty sugeruja ogélny poziom btedu proponowanego rozwigzania
zblizony do najlepszego z rozwigzan poréwnywanych oraz do najlepszych rozwiazan
tej samej kategorii znanych w literaturze, przy czym w niektérych przypadkach btad
proponowanego rozwigzania jest mniejszy. Dla wszystkich tych zadan wartosci pa-
rametréw kontrolnych proponowanego rozwiazania byty takie same. Proponowane
rozwigzanie zostato takze uzyte jako podstawa systemu przewidujacego 24-godzinny
przebieg zuzycia energii elektrycznej na obszarze Polski. Réwniez w tym zadaniu
btad byt zblizony do najlepszych rozwiazan znalezionych w literaturze.

W zwiazku z powyzszym uzasadniona jest teza rozprawy, méwiaca, ze propo-
nowane w niej rozwigzanie uzyskuje btad nizszy niz pojedynczy sktadowy element,
daje dobre rezultaty, w szczegolnosci nadaje si¢ na podstawe systemu eksperckiego
przewidujacego przebieg zuzycia energii elektrycznej na najblizsze 24 godziny oraz,
w wielu zadaniach, nie wymaga dopasowywania parametréw kontrolnych dla osig-

gniecia dobrych rezultatow.



Summary
Machine learning methods for estimation of continuous-valued functions (func-
tion approximation, regression) are used in many tasks, e.g. prediction of electric
power load, appraising of various goods or prediction of results of complex processes
that have no accurate enough models.

In this dissertation a general algorithm schema is proposed, that describes the
general framework of method of solving continuous-valued function approximation
problem, as well as algorithms that concretise that schema. The schema itself is
based on combining many simple solutions into one, potentially more accurate. Unit
solutions solve overlapping parts of the whole problem. Those parts, as well as
solutions, are organized into a, possibly multi-level, tree. That tree is constructed
automatically and in a hierarchical manner: making of some of the constituent is
based made based on previously constructed parts, using (among other things) their
predictions and errors.

In this work theorems are proven concerning errors of the method that validate
the solution and allow to form suggestions for the concretisations of the scheme.

The proposed method was applied to 21 tasks found in literature, and its accu-
racy compared with neural networks, simple committee, bootstrap aggregating and
gradient boosting. Results suggest that the general level of error of the proposed
method is similar to the best of the compared methods and to the best found in
literature, furthermore is better for at least some problems. None of the control
parameters of the proposed method was adjusted for particular tasks in the set. The
method also formed the basis for system that predicts electrical power load in state
power grid 24 hours ahead. In this case, too, results are similar to those of the best
solutions found in literature.

Because of aforementioned results, the thesis of this work stating that: the pro-
posed method achieves lower errors than it constituent elements and overall good
results, in particular it is suitable to become a basis of a system predicting power
load in Polish electric grid for 24 hours ahead, while having little need for adjusting

control parameters; is justified.
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1. Wstep

Systemy uczenia maszynowego mozna wykorzysta¢ do wielu zadan, sposrod kto-
rych wyrézni¢ mozna przynajmniej trzy podstawowe rodzaje. W wydobywaniu wie-
dzy na podstawie przyktadow tworzona jest struktura interpretowalna przez czto-
wieka. W przewidywaniu i ocenianiu chcemy pozna¢ prawdopodobna przysztosé lub
odzyska¢, na podstawie innych, brakujace dane z przesztosci lub terazniejszosci.
W przypadku sterowania potrzeba, by program wptywal w pozadany sposéb na
rzeczywistos¢. Czesto zadania ostatniego typu wymagaja predykeji i oceny.

Predykcja i ocena, ktore taczone sa tu w jedna grupe (nazywana dalej predykeja),
gdyz ich rozwigzania nieraz majg wiele wspolnego, moga dotyczy¢ wielu rodzajow
obiektow, jednak najbardziej popularne rodzaje to klasyfikacja (w ktérej odpowie-
dzig jest przynaleznosé do kategorii) i aproksymacja funkeji, regresja, w ktérej od-
powiedziami sg liczby rzeczywiste, ew. wektory.

Przyktadami zastosowan regresji moga by¢: przewidywanie zuzycia energii elek-
trycznej w roznych horyzontach czasowych (od godzin, dni [14] 61], takze rozdz. [,
do miesiecy i lat [I1]), a takze zadania uwzglednione w rozdziale [, takie jak wycena
rozmaitych przedmiotéow (domy, samochody), przewidywanie réznych zmiennych
dotyczacych pracy systeméw komputerowych, szacowanie potencjalnych wynikéw
kosztownych badan na podstawie innych, mniej kosztownych, okreslanie wtasciwego
potozenia ptaszczyzn sterujacych samolotéw. Metody uczenia maszynowego w pre-
dykcji zmiennej rzeczywistej moga by¢ tez uzywane do przewidywania zmiennych
ekonomicznych, takich jak kursy akeji lub ceny rozmaitych débr [79] [102] 103], prze-
widywania rezultatow skomplikowanych proceséw, ktorych modele nie sa wystar-
czajaco doktadne [29, [B1], czy tez przezywalnosci pacjentéw na podstawie danych
medycznych [73], 99].

Bogactwo zastosowan regresji pocigga za soba wielosé¢ rozwigzan. Jednymi z cze-
Sciej stosowanych sa metody statystyczne, sieci neuronowe réznych rodzajow, drzewa
modelowe (wspomniane dalej w podrozdziale [[L4]), metody minimalnoodlegtosciowe
[44]. Kazda z nich charakteryzuje sie odmiennymi wtadciwo$ciami i nie ma metody,
ktéra zawsze mogtaby by¢ najlepsza [100]. Dlatego nowe metody uczenia maszyno-

wego dla regresji wciaz sa pozadane, o ile tylko nie daja gorszych rezultatow dla
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wszystkich (lub prawie wszystkich) zadan od metod juz istniejacych. Dodatkowo
wiele z istniejacych rozwigzan ma parametry kontrolne znaczaco wplywajace na
ich dziatanie, a ktore wymagaja dostosowywania pomiedzy zadaniami, przerzucajac
czesé odpowiedzialnosci za nauke na srodowisko zewnetrzne (np. uzytkownika lub
inne algorytmy, w tym wyczerpujacego przeszukiwania).

Zastrzezenia te dotycza takze grupy metod, ktérych przedstawiciel jest opisy-
wany w niniejszej pracy. Sa to metody taczace wiele prostszych rozwiazan w jedno,
ktére ma by¢ skuteczniejsze dla danego zadania. W wielu pracach (wymienionych
np. w podrozdziale [[4]) pokazano, ze istotnie, takie podejscie moze dawaé bardzo
dobre rezultaty w postaci doktadniejszych przewidywan lub ocen.

W niniejszej pracy proponowana jest metoda uczenia maszynowego dla predykcji
zmiennej rzeczywistej (wektorowej) taczaca wiele prostych i wzglednie niedoktadnych
rozwigzan tego zagadnienia w jedno doktadniejsze. Metoda ta, nazywana skrotowo
“hierarchiczng aproksymacja”, wykorzystuje hierarchiczny podziat problemu na na-
ktadajace sie podproblemy oraz dynamiczne (tzn. zalezne od konkretnych danych
wejsciowych) taczenie rezultatéw poszczegblnych rozwiazan sktadowych. Udowad-
niane sa twierdzenia oraz opisywane przeprowadzone eksperymenty dotyczace tej

metody.

1.1. Cele i teza pracy

Jak wspomniano we wstepie, taczenie wielu rozwiazan w jedno dajace mniejszy
btad moze by¢ sposobem na uzyskanie dobrych predykcji, a nowe rozwigzania w tej
kwestii sa wciaz pozadane, o ile daja dobre rezultaty dla nietrywialnej grupy zadan.
Dlatego celem niniejszej pracy bylo opracowanie roéznej od istniejacych i dajacej
dobre rezultaty metody uczenia maszynowego taczacej wiele prostszych rozwigzan
dotyczacych predykeji zmiennej rzeczywistej (wektorowej) w jedno skuteczniejsze,
wykorzystujacej hierarchiczny podziat problemu na naktadajace sie podproblemy.
Ponadto, metoda ta powinna wymagac niewiele wktadu uzytkownika w postaci dopa-
sowywania parametrow kontrolnych. Metoda wykazuje cechy podobne do niektérych
rozwigzan dostepnych w literaturze (zob. podrozdziat [[4]), ale sposob ich potaczenia
jest oryginalny.

Teza niniejszej rozprawy brzmi nastepujaco:

Proponowana metoda, bedaca potaczeniem metod “dziel i zwyciezaj”
oraz komitetow:

1. Uzyskuje nizszy bltad niz pojedynczy skladowy element.
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2. Daje dobre rezultaty, tzn. poré6wnywalne ze znanymi technikami tacze-
nia klasyfikatoréw w regresji. W szczegdlnosci nadaje sie na podstawe
systemu ekspertowego przewidujacego profil zuzycia energii elektrycz-
nej na najblizsze 24 godziny.

3. Wymaga dopasowywania parametréw kontrolnych jedynie w niewiel-
kim zakresie lub nie wymaga go wcale dla osiggniecia dobrych rezul-

tatow w wielu zadaniach.

1.2. Zakres i zawarto$¢ pracy

W dalszej czesci tego rozdziatu mozna znalezé wstepne okreslenie cech propo-
nowanego w tej dysertacji rozwigzania oraz ich poréwnanie z cechami metod do-
stepnych w literaturze. W nastepnym rozdziale wprowadzone zostana bardziej for-
malnie podstawowe pojecia oraz przedstawiony ogdlny schemat algorytmu, opisane
uprzednio w pracy autora tej rozprawy [24] (tu z drobnymi modyfikacjami). W roz-
dziale [B] przytoczono oryginalne twierdzenia dotyczace skutecznosci proponowanego
rozwiazania, dowodzace prawdziwosci pierwszej czesci tezy pracy. Niektore z nich
pochodza z wczesniejszych prac autora niniejszej rozprawy [21, 24]. W kolejnym
rozdziale ({d]) zaproponowano nowe metody konkretyzujace ogdlny schemat i bedace
modyfikacjami rozwigzan proponowanych w artykutach autora niniejszej rozprawy
[23, 24]. Na koncu rozdziatu [ oszacowano ztozonosé czasowa algorytmu. W rozdziale
opisano przeprowadzone dla tej pracy eksperymenty na 21 ogélnie dostepnych [§]
zadaniach uczenia maszynowego, natomiast w rozdziale [0l sprawdzono uzytecznosé
rozwigzania dla zadania przewidywania profilu zuzycia energii elektrycznej w Kra-
jowym Systemie Elektroenergetycznym. Ostatni rozdzial ([7]) zawiera podsumowanie
pracy, w tym mozliwe kierunki rozwoju proponowanego rozwiazania. Po nim naste-
puja dodatki, w ktérych zamieszcezono dowody twierdzen (dod. [A]) oraz szczegdtowe

tabele z wynikami eksperymentéw (dod. [B]).

1.3. Cechy proponowanego rozwigzania

Opisane w niniejszej pracy rozwiazanie dzieli si¢ na dwa poziomy — schemat
algorytmu okreslajacy ogolna strukture rozwigzania i konkretne algorytmy wypet-
niajace te strukture. Rozwiazanie posiada kilka charakterystycznych cech wartych

wspomnienia na poczatku.
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Zgodnie z celami pracy, gléwnym motywem schematu algorytmu jest taczenie
wielu wzglednie prostych (takich jak sieci neuronowe z kilkoma neuronami ukrytymi)
rozwigzan podprobleméw w rozwigzanie catego problemu uzyskujace btad mniejszy
niz poszczegdlne sktadowe.

Tworzenie rozwigzania odbywa sie w sposob hierarchiczny: jedne sktadowe roz-
wiazania powstaja w oparciu o inne, wczesniej powstate sktadowe. Jednak, w od-
roznieniu od wielu rozwigzan wymienionych w podrozdziale [L4], zaleznos¢ ta polega
tylko na podziale zbioru uczacego oraz przydziale przyktadow do pozniejszej oceny,
nie za$ np. na zmianie funkcji celu. Oznacza to podziat gtdwnego problemu na pewne
podproblemy. Jest to wyraz strategii “dziel i zwyciezaj”, szeroko znanej w informa-
tyce.

Wspomniany podzial na podproblemy dokonuje si¢ automatycznie poprzez do-
pasowanie ich zakreséw do zadania. Podproblemy te ponadto naktadaja sie, tak by
przyktady byty poddawane ocenie wielu bazowych rozwiazan, co zmniejsza btad,
w sposéb znany z komitetéw (zob. podrozdzial [[4]). Dlatego mozna powiedzied,
iz proponowane rozwigzanie, oprocz cech algorytmow “dziel i zwyciezaj”, posiada
tez cechy komitetow. Podproblemy dzielone sg rekursywnie do osiggniecia warunku
stopu i tworza strukture drzewa. Skutkiem tego strukture drzewa tworza rowniez roz-
wigzania sktadowe. Kazdy wezel w drzewie rozwigzuje pewien podproblem danego
problemu, nie tylko liscie (jak w niektérych rozwiagzaniach wspomnianych w podroz-
dziale [T4]).

W czasie uzyskiwania wynikow rozwiazania wynik catosci powstaje poprzez wa-
zone usrednianie wynikéw poszczegdlnych komponentéw. Wagi te obliczane sa dy-
namicznie dla kazdego przyktadu, przy czym moga by¢ tu uzyte zmienne wejsciowe,

wyjsciowe, a takze wyniki rozwiazania sktadowego umieszczonego w rodzicu wezta.

1.4. Niniejsza praca w kontekscie innych rozwigzan z tego

obszaru

Tematyka taczenia wielu prostszych rozwiazan uczenia maszynowego w jedno
jest obecna w literaturze co najmniej od poczatku lat dziewiec¢dziesiatych ubie-
gltego wieku [38, [89], niektore teoretyczne podstawy powstawaly nawet wezesniej
[30]. Duza czesé¢ z tych prac jest zwiazana przede wszystkim z klasyfikacja, jak
np. [76] [77, 86, B9]. Dla niektérych metod udowodniono teoretycznie (za: [25], [67])
i wykazano empirycznie (np. [12} B2 46, [51]), ze takie podejscie moze dawaé dobre

rezultaty. Poniewaz klasyfikacja w tym konteksécie ma swoja, rézng od regresji spe-
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cyfike, przywotane tu zostang przede wszystkim rozwigzania przydatne dla regres;ji,

z wyjatkiem Hierarchicznego Klasyfikatora [76].

1.4.1. Metody usredniajace

Jednym z najprostszych rozwiazan taczacych wiele modeli regresji w jeden jest
prosty jednopoziomowy komitet [67, [03]. Sklada sie on z pewnej liczby rozwiazan
bazowych, ktorych wyniki sa taczone. Najprostszym z kolei komitetem jest po prostu
zestaw ustalonej liczby rozwigzan podstawowych, ktorych wyniki sg usredniane. Na-
wet taka kombinacja moze dawaé lepsze wyniki niz pojedyncze rozwiazanie [46], o ile
btedy sktadowych sie réznia [93] (maja tu zastosowanie takze niektére twierdzenia
z rozdz. B, np. tw.[Il), co jest dosé¢ tatwo spelnione w przypadku rozwiazan majacych
sktadowe stochastyczne (jak np. inicjalizacja wag sieci neuronowych). Ogolnie znane
sa natomiast metody ustalania wag dajace potencjalnie lepsze rezultaty [42, 40, [67],
w szczegoOlnosci niekiedy lepiej jest pomina¢ sieci, ktore nie pomniejszaja btedu komi-
tetu [104]. W bardziej zaawansowanych rozwiagzaniach [511 [64] kwestia staje sie takze
tworzenie poszczegolnych rozwiazan sktadowych. Zaktadajac, ze w zwyklym komi-
tecie nie manipulujemy danymi (to domena rozwiazan opisanych ponizej), mozna
wcigz powiekszy¢ réznice pomiedzy rozwigzaniami, potencjalnie zmniejszajac blad
catego komitetu. Przyktadem jest tu tzw. negatywna korelacja [64], stosowana przede
wszystkim dla sieci neuronowych, wprowadzajaca do funkcji btedu kare za posiada-
nie btedow skorelowanych z innymi sieciami. Znane sg tez zaawansowane algorytmy
konstrukcyjne dla komitetéw, np. [51].

Komitety tego typu, podobnie jak proponowane rozwiazanie, wykorzystuja usred-
nianie wielu rozwigzan w celu polepszenia wyniku, ale nie tworza struktury drzewa
ani nie starajg sie skonstruowac tatwiejszych zadan dla poszczegdlnych sktadowych

przez wydzielenie im czesci przestrzeni, na ktérej moga sie specjalizowac.

1.4.2. Wzmacnianie i wzmacnianie gradientowe

Kolejna grupe bardziej zaawansowanych metod taczenia stanowia te oparte na
tzw. “wzmacnianiu” (boosting) z najbardziej znanym algorytmem AdaBoost prze-
znaczonym do klasyfikacji [37, 66], 89, 03, T0T]. Bazuje on na dodawaniu kolejnych
podstawowych rozwiazan, przy uczeniu ktorych wieksza wage maja przyktady bted-
nie klasyfikowane w dotychczasowym zestawie. OdpowiedZ catosci dla zadanego
przyktadu powstaje przez glosowanie poszczegdlnych sktadowych, przy czym wiek-
sza waga przypisywana jest rozwiazaniom o mniejszym btedzie. Bazowe rozwigzania

s “stabe”, co w tym przypadku oznacza, ze ich btad moze by¢ dowolnie mniejszy



6 ROZDZIAL 1. WSTEP

od btedu spowodowanego losowym przypisaniem klas [37].

Od tego czasu powstalo wiele wersji dotyczacych regresji [12], 32, [37], 48 [85].
W algorytmie AdaBoost.R zaproponowanym w [37] AdaBoost jest wykorzystywany
poprzez sprowadzenie regresji do klasyfikacji binarnej w rodzaju “czy wynik jest
wiekszy niz x”. Poprzez manipulacje wagami uzyskuje sie bezposrednig zaleznosé po-
miedzy btedem $redniokwadratowym a wspomniang klasyfikacjg binarng. Algorytm
ten byt modyfikowany, przyktadem moze by¢ AdaBoost.R2 [32] ze zmienionym sys-
temem wazenia oraz uredniania. Algorytmy te sa czesto uzywane z drzewami (M5
[80] lub decyzyjnymi) jako estymatorami bazowymi, ale nie jest to koniecznoscia.

Dostepne sa réwniez inne rozwiazania tej klasy, np. [12] taczacy regresje za po-
moca mediany i uzywajacy progowania, aby zmniejszac¢ licznos¢ btedow wigkszych
od odpowiednio dobranego progu, czy algorytm AdaBoost.RT [90] wykorzystujacy
dzielenie przypadkéw na klasy “dobrze” i “Zle” ocenione ze wzgledu na przekroczenie
progowego wzglednego btedu na modul (inaczej niz wiekszo$¢ prac uprzednio cyto-
wanych w tym punkcie) i $rednig arytmetyczna do taczenia predykeji poszezegblnych
modeli.

Metoda gradientowego wzmacniania regresji (gradient boosting machine, dostepna
tez dla klasyfikacji) dla btedu éredniokwadratowego [39] przy tworzeniu kolejnych
elementow zestawu rowniez skupia sie na btedzie elementéw wezedniej utworzonych,
ale w inny sposob. Tutaj kolejne rozwigzania ucza sie negowac btad dotychczas utwo-
rzonego zestawu. W celu polepszenia generalizacji, poprawki kolejnych zmiennych
moga by¢ uwzgledniane nie catkowicie, ale pomnozone przez parametr regularyza-
cyjny 0 < a < 1. Formuta poprawek jest analogiczna z optymalizacja za pomoca
najwiekszego spadku gradientu. Powstata réwniez wersja stochastyczna, losujaca
zbiory uczace kolejnych rozwiazan bazowych (bez zwracania) [40]. Rozwiazanie za-
prezentowane w pracy [34] taczy cechy obu wspomnianych grup “wzmacniania”,
modyfikujac zaréwno sktad zbiorow uczacych kolejnych rozwigzan w zaleznosci od
btedu poprzednich, jak i funkcje celu.

Rozwiazania z dziedziny boosting tacza wiele “stabych”, prostych rozwigzan w jed-
no wieksze oraz, jak niektore z wariantow proponowanego w niniejszej rozprawie roz-
wigzania, uwzgledniaja btad juz wygenerowanych elementéw przy tworzeniu kolej-
nych. Nie dzielg jednak przestrzeni na podprzestrzenie, nawet jesli zmieniaja zbiory
uczace, i nie tworza struktury drzewa w taki sposéb, w jaki czyni to proponowana

W niniejszej pracy metoda.
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1.4.3. Bagging

Réznica pomiedzy dwoma ostatnimi rozwigzaniami z poprzedniego punktu przy-
pomina metode agregowania rozwigzan uczonych na czesciowo losowych zbiorach
“Bootstrap aggregating” (bagging) [16], 93], stosowana réwniez w regresji dla metod
niestabilnych, czyli takich, ktéore wykazuja duza zmiennos¢ wyniku ze wzgledu na
zbidr uczacy [67]. Polega ona na losowaniu przyktadéw do zbioréw uczacych aproksy-
macji bazowych ze zwracaniem, zwykle w liczbie rownej licznosci oryginalnego zbioru
(ew. mniejszej). Zaleta tej metody jest mozliwosé monitorowania btedu generalizacji
przy uzyciu btedéw poszczegdlnych rozwigzan na przyktadach, ktore nie znalazty sie
w ich zbiorach uczacych (“out-of-the-bag”; ze wzgledu na losowanie ze zwracaniem).

W wersji iterowanej powyzszego algorytmu, lterated Bagging [18], rozwiazania
sktadowe w kolejnych etapach uczone sg nie pierwotnej funkcji, ale korekt odpo-
wiedzi systemu utworzonego w poprzednich krokach — podobnie do wzmacniania
gradientowego. Kolejnymi sktadowymi rozwiazaniami sa tu instancje zwyktego bag-
gingu, a korekty sa obliczane tylko wzgledem tych podstawowych rozwigzan, ktorych
zbiory uczace nie posiadaly danego przyktadu. Tak skonstruowane rozwigzanie ma
wieksze szanse uzyskiwa¢ btad na nieznanych przyktadach nizszy, niz gdyby do obli-
czania poprawek zostalty uzyte wszystkie dostepne w danym momencie rozwigzania
sktadowe [18].

Rozwiazania tego rodzaju tacza wiele rozwigzan modyfikujac zbiory uczace, ale
(podobnie jak “boosting”) nie dziela przestrzeni na podprzestrzenie w taki sposéb,

jak rozwigzanie proponowane w niniejszej pracy i nie tworza struktury drzewa.

1.4.4. Drzewa decyzyjne i modelowe

Innym od opisanych powyzej podejsciem jest podziatl przestrzeni wejsciowej na
fragmenty, na ktérych nawet proste rozwigzania dawalyby wystarczajaco maty blad,
a nastepnie potaczenie ich wynikow, przede wszystkim przez wybor odpowiedniego
z tych prostych rozwigzan. Za analog matematyczny tej klasy metod mozna uznaé
funkcje sklejane. Jednymi z pierwszych i najbardziej znanych [I01] rozwiazan uczenia
maszynowego, ktore wykorzystywaly to podejscie, byly drzewa klasyfikacji i regresji
Classification and Regression Trees [19]. Ze wzgledu na wielka prostote klasyfikato-
réw w weztach (tylko w lisciach), ktorymi sa po prostu wartosci state (srednie), w za-
sadzie nie stosowane w praktyce jako samodzielne podstawy predykcji, przypadek
ten mozna uzna¢ za graniczny pomiedzy klasyfikatorem jednolitym a kombinacja.
Natomiast w drzewie M5 [80] wezly reprezentuja wielowymiarowa regresje liniowa

— metode, ktéra bywa stosowana jako samodzielna do rozwigzywania prostych pro-
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bleméw.

Uczenie tego drzewa polega na iterowanym podziale podprzestrzeni modelowa-
nej przez jeden z obecnych lisci na dwie podprzestrzenie, w taki sposob aby regresje
liniowe w tak utworzonych weztach jak najbardziej redukowaty btad rozwigzania.
Wspomniane regresje liniowe moga z zasady uzywac tylko niektorych zmiennych
wejsciowych. Takie postepowanie jest kontynuowane, dopoki mozliwe redukcje nie
stang sie mniejsze niz zatozony parametr. Po utworzeniu wstepnego drzewa moze
ono zostac zredukowane tak, aby zmniejszy¢ oszacowanie jego btedu na przyktadach
nieobecnych w zbiorze uczacym (tzw. pruning). Oszacowanie to zalezy od liczby
przyktadow uczacych danego wezta oraz liczby parametréw modelu. Doktadne okre-
Slenie punktu zatrzymania oraz ew. pozniejszego usuwania weztow pozostaja wciaz
istotnymi kwestiami.

Proponowane w niniejszej pracy rozwigzanie réwniez tworzy strukture drzewa
i rowniez dzieli podprzestrzen na obszary, na ktérych potencjalnie moga by¢ za-
stosowane prostsze rozwiazania. Jednak tutaj istotne jest zatozenie naktadania si¢
przestrzeni (ktére nawet jesli w przytaczanych metodach uzywane, np. wygladza-
nie (smoothing), jest znacznie mniej istotne). Ogélna postaé proponowanego w ni-
niejszej dysertacji rozwigzania jest mniej zalezna od stosowanego sposobu podziatu
i konkretnego rodzaju aproksymatora w wezle. Rozwiazania tych dwoch probleméw
przedstawione w niniejszej pracy sa wysoce nieliniowe i powodujg wyrazne roznice

w podejsciach, daja tez nizsze bledy na problemach nieliniowych (zob. rozdz. 5)).

1.4.5. Lasy drzew

Losowy Las (random forest) uzywa techniki bagging na lasach drzew decyzyjnych
(podobnie zreszta jak wiele zastosowan zwyklego bagging). Dodatkowo, w weztach
kazdego z drzew decyzyjnych uzywany jest losowy i niezalezny od innych podobnych
zbior cech, wzgledem ktorych mozna dzieli¢ przestrzen wejsciowa dla poszcezegolnych
rozwigzan bazowych [17], [62].

Las obrotéw (rotation forest) [58] réwniez uzywa techniki bagging dla drzew, ale
zamiast losowa¢ podzbiér cech do uzycia, losuje kilka zestawow cech, na kazdym
uruchamia analize sktadowych gtéwnych, wybierajac nastepnie najlepsze cechy ze
wszystkich zestawéw. Na takim losowym zestawie przyktadow i losowo obroconym
zestawie cech tworzone jest drzewo. Zastosowanie lasu obrotow do regresji opisane
jest np. w [73].

Te techniki tacza predykcje wielu drzew, stad w pewien sposéb wykonuja dziele-

nie przestrzeni na czesci, na ktoérych tatwiej bedzie sie uczyé (o ile méwimy o drze-
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wach modeli podobnych do M5 [80]), uséredniajac ich odpowiedzi. Maja jednak wy-
raznie rozng strukture, inne zatozenia dotyczace najmniejszych elementéw sktado-

wych, a wiec i sposoby uczenia od proponowanego rozwigzania.

1.4.6. Mieszaniny ekspertéow

Podobnie jak rozwigzania z dwu powyzszych grup, hierarchiczna mieszanina eks-
pertéw (Hierarchical Mizture of Experts [53]), oparta na weze$niejszej, jednopozio-
mowej strukturze mieszaniny ekspertéw [52), 53], réwniez tworzy strukture drzewa.
W lisciach owego drzewa sa tzw. eksperci — uogélnione regresje liniowe (perceptrony
bez warstwy ukrytej, z ew. transformacja nieliniowa na wyjsciu), w przypadku za-
dania regresji czesto po prostu liniowe. W weztach wewnetrznych (tzw. bramkach)
znajduja sie natomiast wektory wazace, po jednym dla kazdego wezta dziecka. Wage
danego wezta dziecka w danym wezle wewnetrznym stanowi warto$¢ funkcji wy-
ktadniczej od iloczynu skalarnego odpowiadajacego weztowi potomnemu wektora
z danym wektorem wejéciowym, znormalizowana tak, aby sumy wag dla kazdego
przyktadu sumowaty sie do jeden (tzw. miekkie maksimum). Taki model pozwala
na interpretacje probabilistyczna [53]. Bramki i eksperci uczeni sa tacznie np. metoda
gradientowa lub wartosci oczekiwanej — maksymalizacji (expectation-mazimalization
— EM) [53]. Choé¢ poczatkowo struktura drzewa byta ustalona z gory, powstaty al-
gorytmy tworzace ja automatycznie [88, [96].

Hierarchiczne mieszaniny ekspertow (HME) maja wiele wspolnych cech z pro-
ponowanym w rozprawie rozwiazaniem, takich jak tworzenie drzewa (w przypadku
algorytmu konstruktywnego), naktadanie sie obszaréw, za ktére odpowiadaja kon-
cowe rozwiazania, czy uzycie Sredniej wazonej ekspertéw (zamiast bardziej ogélne;
kombinacji liniowej). Istnieja tez wersje dokonujace podziatu na podproblemy [82],
zatem réwniez taczg cechy rozwigzan “dziel i zwyciezaj” i komitetow. Intensywne
wykorzystanie paradygmatu probabilistycznego do konstrukeji tych rozwiazan skut-
kuje jednak istotnie roznymi od opisywanej w niniejszej pracy metody algorytmami
uczenia, preferujacymi wzglednie prostych (np. liniowych) ekspertéw w lisciach. Inna
jest tez rola weztéw wewnetrznych. W HME sg one jedynie bramkami, natomiast
W proponowanej w niniejszej pracy metodzie rozwigzujg one pewien podproblem
ogblnego problemu i, oprocz wazenia odpowiedzi wynikéw dzieci, decyduja o ich
zbiorach uczacych w czasie uczenia, a w czasie dziatania ich odpowiedzi dla danego

przyktadu sa sktadowymi ostatecznej odpowiedzi.
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1.4.7. Rozwigzania rozmyto-neuronalne

Z szerokiej klasy rozwiazan hybrydowych neuronalno-rozmytych [28 31, [05]
z punktu widzenia niniejszej rozprawy najbardziej interesujace sa prace, w ktoérych,
tak jak w przypadku [28] czy [31], zbiory rozmyte uzywane sa do podziatu przestrzeni
na czesci w sposob utatwiajacy uczenie. W pierwszym ze wspomnianych rozwigzan
jego pierwszy poziom skonstruowany jest z klasyfikatora dzielacego na zadang z gory
liczbe klas. Klasy wyodrebniane sa jako przedziaty zmiennej wyjsciowej o réwnej dtu-
gosci (“niska warto$é”, “wysoka wartos¢” itp.). Drugi poziom tworza aproksymacje
funkcji (sieci neuronowe lub regresja oparta na wektorach podpierajacych) starajace
sie odtworzy¢ ksztatt funkeji w tych przedziatach. W [31] w liSciach réwniez znaj-
duja si¢ sieci neuronowe, ale przestrzen dzielona jest w sposob rozmyty na 4 czesci
w dwoch wymiarach, a nastepnie proces moze by¢ powtérzony na kolejnych pozio-
mach. Usrednianie uzywa jako wag znormalizowanych pozioméw przynaleznosci.

Wspomniane systemy, podobnie jak proponowane w niniejszej pracy rozwiaza-
nie, dziela przestrzen z intencjg utatwienia zadania rozwigzaniom sktadowym. Wy-
niki wazone sg normalizowanym stopniem przynaleznosci, jak mozna interpretowac
takze zachowanie proponowanego rozwiazania. Jednak, tak jak w poprzednio wymie-
nionej klasie rozwiazan, zasadniczo wezty wewnetrzne nie rozwiazuja bezposrednio
czesci problemu, a jedynie rozdzielajg przyktady. Ponadto w weztach tych zastoso-
wanie zbior6w rozmytych jest bardziej bezposrednie (czasem nieautomatyczne) niz
w przypadku proponowanego w rozprawie rozwigzania, w ktérym uzywane jest tylko

grupowanie rozmyte (podrozdziat A.T]).

1.4.8. Hierarchiczny klasyfikator

Rozwiazaniem dotyczacym Scisle klasyfikacji wieloklasowej, o ktorym wspomnie-
nie tu jest konieczne, jest hierarchiczny klasyfikator [75], [76, [77]. Rozwiazanie to
tworzy drzewo naktadajacych sie podprobleméw, ktére rozwiazywane sa za pomoca
tzw. stabych klasyfikatorow. Podzial oparty jest na grupowaniu macierzy pomytek
klasyfikatora rodzica tak, aby klasyfikatory w weztach miaty do rozréznienia mniej
klas, ale aby jednocze$nie dla jednego przyktadu byto wywotywanych kilka klasyfi-
katoréw, co zmniejsza szanse na uzyskanie btednej odpowiedzi. Byto ono inspiracja
dla powstania hierarchicznej aproksymacji (jak nazywa¢ mozna rozwiazanie propo-
nowane w niniejszej pracy), jednak istotne réznice miedzy klasyfikacja wieloklasowa
i zadaniem przewidywania warto$ci funkcji skutkuja znaczacymi réznicami pomie-
dzy rozwiagzaniami. Obecnie, mimo iz maja wspolnych wiele koncepcyjnych cech,

jak podzial na naktadajace si¢ podprzestrzenie, struktura drzewa czy usrednianie
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wynikow, réznig si¢ nie tylko szczegdétowymi rozwiazaniami, ale takze ogdlnym sfor-

mutowaniem podstawowych zasad.

1.4.9. Podsumowanie

Jak mozna wywnioskowa¢ nawet z powyzszego przegladu literatury, wystepuje
wiele rozwigzan dotyczacych tgczenia prostszych zadan regresji. Mozna je podzieli¢
na dwie duze grupy (w zgodzie z metodologia wystepujaca tez w [67]). Rozwiazania
z pierwszej grupy (punkty [L44] - [[L47), takze inne, takie jak wielowymiarowe ad-
aptujace sie funkcje sklejane multivariate adaptive regression splines (MARS) [38],
uwzgledniaja podzial zbioréw uczacych (zwykle poprzez podzial przestrzeni) na
mniejsze podgrupy, ktére majg utatwic¢ uczenie. Do drugiej grupy nalezg rozwigzania
wspomniane w punktach [[L4.1] - [.4.3] polegajace przede wszystkim na usrednianiu,
by¢ moze z uwzglednieniem zmiany funkcji celu lub prébami heterogenizacji po-
szczegdlnych ekspertéw za pomoca réznych technik [67], w tym zmiany zbioréw
uczacych, ale bez typowego podziatu na podprzestrzenie z zamiarem utatwienia
uczenia. Kazde z wymienionych rozwiazan wykazuje istotne roznice z proponowanym

rozwiazaniem, réwniez te najbardziej zblizone: hierarchiczne mieszaniny ekspertéw

(zob. punktI.4.6]) i hierarchiczny klasyfikator (zob. punkt [[L4.§]).



2. Podstawowe definicje i schematy

algorytmow

2.1. Wstepne wiadomosci i oznaczenia

W tym rozdziale podstawowe pojecia dotyczace opisywanego rozwiazania wpro-
wadzone zostang w sposob formalny. Ogélnym sposobem podejscia do przewidywa-
nia wartosci zmiennych o wartosciach rzeczywistych jest znajdowanie relacji typu
funkcyjnego pomiedzy zmiennymi wejsciowymi, ktorych warto$ci znamy, a zmien-
nymi wyjsciowymi, ktérych wartosci chcemy przewidziec.

W dalszych rozwazaniach zmienna wejsciowa bedzie zapisywana jako X. Przez X
bedzie oznaczona przestrzen wejsciowa, tzn. zbior wszystkich potencjalnych wartosci
tej zmiennej - zbidér mozliwych wej$¢, natomiast wartos¢ wejs¢ — wektor cech —
zazwyczaj przez x z odpowiednimi indeksami. Analogiczne pojecia odnoszace sie do
wyjscia beda oznaczane jako Y, Y i y. Przez przyklad rozumiana bedzie para (z,y):
jedna instancja wejscia i odpowiadajace mu wyjscie (niezaleznie od tego, czy wyjscie
jest, z punktu widzenia dyskusji, znane, czy nie). W opisywanym systemie przyjeto
zalozenie, ze zmienne sg wektorami liczb rzeczywistych, czyli Y C R" i X C RP.

Szukana zaleznosé¢ w ogdlnym przypadku mogtaby by¢ rozpatrywana jako relacja

R, tzn. pewien zbidr par wejs¢ i wyjs¢, takich ze
(r,y) € R <= dla wejécia = moze wystapi¢ wyjscie y (2.1)

Takie podejécie uwzglednia fakt, ze jednemu wej$ciu nie musi odpowiadaé¢ zawsze
jedno wyjscie, poniewaz moze zaleze¢ ono od czynnikOw nie ujetych w wejsciu,
by¢ z natury losowe, badZz mie¢ btedy pomiaru (podobnie zreszta jak wejscie). Nie
uwzglednia jednak tego, ze rézne wyjscia moga wystapi¢ dla jednego wejscia z r6z-
nymi prawdopodobienstwami.

Sytuacja idealna bytoby, gdybysmy byli w stanie pozna¢ lub cho¢by przyblizy¢
rozktad warunkowy wyjscia dla danego x. Jednak rzadko dla konkretnego wejscia do-

stepne jest wigcej niz jedno wyjscie, a same wejscia nie sa zwykle gesto rozmieszczone
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w przestrzeni cech. Dlatego stosowane jest w niniejszej pracy bardziej bezposrednie
podejscie, zgodnie z ktorym predykcja oznacza podanie dla danego wektora wejscio-
wego konkretnej odpowiedzi, ktéra bedzie jak “najlepsza” lub, w jakim$ znaczeniu,
najbardziej reprezentatywna.

“Najlepsza” wartos¢ w tym przypadku moze oznacza¢ wartos¢ minimalizujaca
funkcje ryzyka. W ujeciu probabilistycznym jest to wartosé oczekiwana (zwykle przy
pewnych zatozeniach co do btedu ¢) funkeji straty L : Y x V — R, okreslajacej jak
bardzo niepozadany jest konkretny btad [48]. Natomiast “reprezentatywne” moze
oznaczaé pewng statystyke - np. wartos¢ oczekiwana. Przy odpowiednich zatozeniach
o rozkladzie warunkowym te wymagania sa rownowazne (zob. s. [I4).

W niniejszej pracy uzyty zostanie zapis nawiazujacy do znajdowania wspomnia-
nej “najlepszej” wartosci. Polega on na roztozeniu relacji na dwa sktadniki - zasad-

nicza zalezno$¢ funkcyjna f (zalezng od X) oraz odchylenie, btad e:
Y =f(X)+¢ (2.2)

Sktadnik € bezposrednio reprezentuje tutaj fakt niecatkowitej zaleznosci funkcyjne;
Y od X.

Obydwa sposoby mozna traktowa¢ w sposob probabilistyczny - z jednej strony
zaktadajac istnienie prawdopodobienstwa wystapienia kazdej z par w relacji oraz
rozktadu warunkowego Y pod warunkiem konkretnego z lub, réwnowaznie, traktujac
¢ dla wspomnianej szukanej jako zmienng losowa.

Nalezy tu zauwazy¢, ze doktadne postaci szukanej funkcji oraz rozktad btedu e
s wzajemnie zalezne, a wiec zalozenia dotyczace ¢ wplywaja na postaé¢ szukanej
funkcji i mogg by¢ dobierane w zaleznosci od celu i zastosowan. Przyblizenie funkcji
f, ktére bedziemy znajdowaé, oznaczane bedzie jako f .

Jak juz zostalo wspomniane, z powodu nieznajomosci prawdziwych rozktadow
warunkowych nie da sie bezposrednio obliczy¢ funkcji ryzyka. Dlatego w tej pracy
do oceny jakosci rozwigzania stosowana jest w réznych miejscach $rednia wartosé
funkcji straty na pewnym ciggu przyktadow.

W dalszej czesci pracy ciag przyktadéw, o ile nie bedzie nalezal do bardziej
specyficznych kategorii wspomnianych ponizej, bedzie oznaczany zazwyczaj jako S
(oczywiscie z odpowiednia indeksacja), a jego licznosé jako |S|.

Funkcje ryzyka na przyktadach spoza zbioru uczacego mozna oszacowaé poprzez
testowanie, czyli obliczenie funkcji strat na pewnej probce rzeczywistych danych.
Prébka taka, czyli ciag (lub zamiennie zbidr, jezeli kolejnosé nie ma znaczenia) te-

stowy, sktadajaca sie z przyktadéw - par (x,y) - bedzie oznaczana jako T.
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Poniewaz prezentowana w tej pracy metoda nalezy do dzialu uczenia maszy-
nowego, wspomniana wyzej relacja bedzie znajdowana na podstawie istniejacego
zbioru przyktadéw o znanych poprawnych wyjsciach: zbioru uczgcego. Zbiér ten
bedzie oznaczany przez U.

Samo ustalanie rozwigzania w wiekszos$ci przypadkéw polega na znalezieniu jak
najlepiej dopasowanego przedstawiciela z pewnej zatozonej rodziny funkcji. Rodzina
ta moze by¢ dana implicite albo explicite, a dopasowania dokonuje sie na zbiorze
uczacym [48]. W tej pracy model ten jest skutkiem przyjetej architektury rozwiaza-

nia i nie jest przedstawiony wzorem.

Uzywane funkcje strat

Dobér funkcji strat wynika Scisle z zastosowania i wzgledow praktycznych. Ist-
nieje jednak kilka funkcji strat uznawanych za standardowe. W tym rozdziale uzyto
przede wszystkim $redniego btedu kwadratowego, oznaczanego tu jako MSE (od ang.
mean squared error). Dla zbioru przyktadéw S o licznosci oznaczonej [S|, gdzie x;,

yi i f (x;) sa odpowiednio i-tym wektorem wejsciowym, poprawng odpowiedzia dla

i-tego przykladu oraz otrzymanym przyblizeniem funkcji, a ||- || norma euklidesowa:
IS| )
MSE(.S) = 15 2 [l — o)l 23)

Jednym z podstawowych powodéw, dla ktérego ta funkcja strat zostata uzyta w ni-
niejszej pracy jest jej duza popularnosé. Kolejnym powodem sg jej dobre wtasciwosci
matematyczne. W szczeg6lnosci: sredni btad kwadratowy jest minimalizowany przez
srednig rozktadu warunkowego, ktéra sama w sobie jest pozadang do uzyskania sta-
tystyka. Ponadto, jego pochodna ze wzgledu na wynik aproksymacji istnieje dla
catej uzytej przestrzeni oraz jest funkcja liniowa, co utatwia stosowanie metod ja
wykorzystujacych, np. gradientowych. Proporcjonalnosé tej funkcji strat do kwa-
dratu odchylenia sprawia, ze szczeg6lnie niepozadane sg duze btedy. Jest to cecha
uzyteczna w wielu praktycznych przypadkach predykeji whasnosci funkeji.

Miara, ktora karze btedy proporcjonalnie do ich rozmiaru, jest sredni btad na

modul, oznaczany jako Fys.
IS|

abs f S |S| ZHyZ 'TZ ||1 (24>

gdzie || - || to norma I* (“Manhattan”). W rozdziatach B i [6, opisujacych eks-

perymenty, uzywany jest takze pierwiastek ze $redniego btedu kwadratowego (root
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mean squared error, RMSE) 1 jego wersje znormalizowane.

Generalizacja i uczenie

Fakt, ze zmienna wyjsciowa nie musi zaleze¢ w sposob catkowicie jednoznaczny od
zmiennych wejsciowych sprawia, ze btad na zbiorze testowym rowny 0 dla aproksy-
macji funkcji jest praktycznie nie do osiggniecia. Ponadto, fakt ten réwniez zmniejsza
wiarygodnos¢ testowania. W niniejszej pracy zatozono, ze przy odpowiednio duzych
i rozsadnie dobranych préobkach, mozna wyniki tegoz testowania uznac za miarodajne
(za np. [48]).

Z kolei btad bliski zeru na zbiorze uczacym moze nie by¢ pozadany. Jezeli zmien-
nosci wyjscia nie da sie w pelni wyjasni¢ zmiennoscig wejscia, a rozwigzanie — jak to
proponowane w rozprawie — opiera sie na dopasowywaniu funkcji na zbiorze ucza-
cym, bardzo dobre odtworzenie par wejscie-wyjscie na zbiorze uczacym moze skut-
kowa¢ dopasowaniem nadmiernym. Jest to sytuacja, w ktorej pomimo zmniejszenia
funkcji strat na zbiorze uczacym, funkcja ryzyka rosnie, co zwykle wywoluje wzrost
btedu na zbiorze testujacym. Oznacza ona niska generalizacje. Wieksze ryzyko nad-
miernego dopasowania pojawia sie w systemach o wiekszej mocy, tzn. bedacych
w stanie przyblizy¢ szersza klase funkeji [94]. Zalezy ono réwniez od tego, jak bliskie
przyblizenie prawdziwej relacji jest w stanie uzyska¢ dany system.

Podejscie konstruktywne, prezentowane w niniejszej dysertacji, mozna rozpatry-
waé jako systematyczne rozszerzanie dopasowywanej klasy funkcji, o ile w poprzed-
niej nie znalezlismy odpowiedniego rozwiagzania. Jako ze w utworzonym juz modelu
znajduje sie niebagatelna ilos¢ informacji o problemie, model ten pozostaje czescig
nowego, a jednoczesnie w duzej mierze steruje rozszerzaniem — powstaje struktura
hierarchiczna. Rozszerzanie to dokonywane jest stopniowo, w kazdym kroku doda-
wana jest aproksymacja rozwigzujaca pewien podproblem catosci. Jako najmniejszy
krok rozszerzania pozostaje ona wzglednie prosta, by uniknaé¢ nadmiernego dopaso-
wania. Aby otrzymaé¢ doktadng aproksymacje, wyniki tych aproksymacji sg taczone
w $redniej wazonej (ze zmiennymi wagami w zaleznosci od przyktadu).

Wspomniana juz hierarchiczno$¢ rozwigzania odbija sie tez w strukturze pod-
probleméw. Skoro najpierw tworzone sa rozwiazania ogdlne, a na ich podstawie
tworzone sg czesci bardziej szczegdtowe - bardziej lokalne, obejmujace tylko wycinek
calego problemu, to podproblemy réwniez wykazuja pewna hierarchiczna strukture.
Wynika to z zalozenia, ze przy ograniczonej pojemnosci modeli sktadowych, pewne
podproblemy moga by¢ tatwiejsze do nauczenia z osobna niz jako czesé wiekszego
problemu. Podproblemy te nie sg catkowicie roztaczne, gdyz, jak zostato wykazane

w twierdzeniach z rozdziatu B oraz pracach wspomnianych w podrozdziale [L4] (np.
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[42], 46, [76]), naktadanie sie podprobleméw moze ograniczaé btad. Dla systemu hie-
rarchicznego, w ktérym czedci utworzone pdzniej majg mniejszy zakres dziatania niz
utworzone wczesniej, naturalng wydawala sie struktura drzewa. Co wigcej, roztaczne
gatezie drzewa moga by¢ uczone w sposéb niezalezny, co utatwia implementacje
réwnolegta algorytmu oraz upraszcza zadanie podziatu problemu (dodajac wymaga-
nie, ze podproblem danej czesci powinien zawiera¢ sie w podproblemie jego rodzica

w drzewie). Przyktadowa struktura pokazana jest na rysunku 2.1

N
Aproksymatorl

Wezet 1

) )
Aproksymator?2 Aproksymator3 Aproksymator4

Wezet 2 Wezet 3 Wezet 4

N

) (
Aproksymator5 Aproksymator6

Rysunek 2.1. Przyktadowa struktura drzewa rozwigzania.

2.2. Podstawowe definicje rozwigzania

Rozwigzanie opisane w niniejszej pracy — hierarchiczna aproksymacja — w sensie
najbardziej abstrakcyjnym mozna okresli¢ jako specyficzng klase funkcji przypisu-
jacych zestawowi parametréw kontrolnych oraz zbiorowi uczacemu inng funkcje na-
zywana dalej nauczonym (lub gotowym) rozwiazaniem badz nauczona hierarchiczna
aproksymacjg. Stowo “nauczony” moze czasami by¢ opuszczane, o ile kontekst jest
jednoznaczny. Jest to rozwiazanie ramowe, uzywajace gotowych rozwiazan, np. sieci
neuronowych lub algorytmow grupowania jako niektorych ze swych czesci, mogace
rozwiazan tych uzywa¢ wymiennie, cho¢ zmiany w tym zakresie moga mie¢ wpltyw

na btedy metody.
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Wtasnosci definiujace proponowanego rozwigzania bedg opisywane przede wszyst-
kim w sposob algorytmiczny — jako meta-algorytm uczenia maszynowego (zob. 2.4.2))
i jego uszczegdtowienia (rozdz. M.

Nauczona hierarchiczna aproksymacja jest funkcja z przestrzeni wejs¢ do prze-
strzeni wyjs¢ HA : X — Y o opisanych nizej wtasnosciach.

Przede wszystkim, jest ona oparta na, tworzonej w czasie uczenia, strukturze
drzewa - by¢ moze réznej dla réznych zadan. W dalszej czesci pracy bedzie uzywane
skrotowe okreslenie “wezet ¢” na oznaczenie wezta drzewa o indeksie .

Niech N (i) bedzie oznaczeniem liczby dzieci wezta i.

Definicja 1 (Skladniki wezta). Kazdy wezet utworzonego (nauczonego) drzewa za-
wiera:

1. Prosta aproksymacje szukanej funkcji, okreslona na pewnym fragmencie prze-
strzeni wej$¢. Oznaczana bedzie jako g; : X; — ), gdzie &; to fragment prze-
strzeni wej$¢, na ktéorym g; jest okreSlona, a ); jej obraz. Aproksymacja ta
bedzie rozwigzaniem pewnego podproblemu problemu gtéwnego — w korzeniu
catego problemu. Ma ona by¢ prosta w sensie stosunkowo malej mocy, w celu
unikniecia nadmiernego dopasowania i zmniejszenia czasu nauki. Podstawowymi
rodzajami uzytych aproksymatoréw sa proste jednokierunkowe sieci neuronowe
(typu feed-forward) nauczane odmianami algorytmu wstecznej propagacji btedu
— por. podrozdzial

2. Funkcje kompetencyi C; : {0,...,N(i)} x X — [0,1], gdzie C;(0) oznacza
funkcje kompetencji rozwiazania sktadowego umieszczonego w i-tym wezle. Stuzy
ona jako funkcja wag przy uzyskiwaniu odpowiedzi rozwigzania wedtug réwna-
nia (2.6) przedstawionego ponizej. Jej podstawa jest oszacowanie przydatnosci
danego wezta do oceny danego przyktadu. Moze wystepowa¢ w kilku wersjach,
ktére sa opisane w pracach autora rozprawy [23, 24] oraz rozdziale @ rozprawy.
W zalezno$ci od wersji, przy obliczaniu tej funkcji wektor cech (x) moze by¢ uzyty
w sposOb bezposredni lub posredni — np. poprzez wartos¢ wyjscia przypisana mu
przez aproksymacje w i-tym wezle.

Dla kazdego przyktadu z &; suma funkcji kompetencji dla wszystkich bezposred-

nich potomkéw i rozwigzania w danym wezle wynosi 1:
N(@)

vy, Z Ci(j, o) =1 (2.5)

W przypadkach, gdy mowa jest o wartosci danej aproksymacji lub catego rozwia-

zania na jakim$ zbiorze przykladow, oczywiscie oznacza to wartosci dla wektoréw
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cech tych przyktadow.

Do opisu drzewa przydatna bedzie nastepujaca notacja: wezty bedace bezposred-
nimi potomkami danego wezta sa ponumerowane kolejnymi liczbami naturalnymi od
1 do N(i), a funkcja I : I x N — I jest zdefiniowana w ten sposéb, ze I(i, j) oddaje
unikalny indeks j-tego wezta potomnego wezta i (zbiér indekséw oznaczany jako
I). Dla wygody zapisu, za wezel potomny 0 uwaza si¢ aproksymacje w i-tym wezle
(Scislej: “wirtualny” lis¢ zawierajacy ta aproksymacje). Przypisanie rodzica do wezta
potomnego oznaczane jest przez R (R: 1 — 1I).

OdpowiedZ nauczonego rozwiazania dla danego wezla i k-tego przyktadu jest

oznaczana za pomoca g;(zx) a otrzymywana jest w nastepujacy sposob:

Definicja 2 (Wynik wezta).

NG)
gi(xr) = Z 9165 (k) - Ci(d, wx) + Ci(0, 1) - gi(,) (2.6)

Dla uproszczenia zapisu oznaczamy g; jako gri0), wtedy powyzszy wzor przyjmie

postac:
N(i)

Gilzw) = D g1 (xn) - Cil, o)
=0
Odpowiedzig rozwigzania jest odpowiedz korzenia.

Funkcja kompetencji jest podstawowym narzedziem realizacji koncepcji taczenia
wynikow wielu predykeji w jedna, potencjalnie o mniejszym bledzie.

Istnieje jednak wiele sposobow taczenia wynikow w wezle. Arytmetyczna srednia
wazona zostala wybrana przede wszystkim ze wzgledu na jej prostote oraz pewien
kompromis pomiedzy elastycznoscia, a odpornoscig na nietypowe odpowiedzi we-
ztéw. Co wiecej - pewne wyniki teoretyczne, pokazane ponizej (rozdz. Bl), wymagaja
takiego sposobu taczenia, a uzycie ich jest wynikiem przyjecia btedu sredniokwa-
dratowego jako podstawowej funkcji kosztu. Kolejnym powodem wyboru takiego
sposobu tgczenia wynikéw jest relatywna stabilno$é numeryczna i efektywnosé ob-
liczania (np. w poréwnaniu do wazonej sumy geometrycznej). Powody, dla ktérych
srednia (czyli nieujemne wspolezynniki sumujace sie do 1) nie zostata zastapiona
sumg wazong, sa dwa. Po pierwsze, srednia wazona — w odrdznieniu od sumy —
gwarantuje, ze btad catosci nie bedzie wiekszy niz najwiekszy z btedow tych aprok-
symacji, ktore otrzymaly niezerows funkcje kompetencji. Drugim powodem jest to,
ze skoro wszystkie sktadowe majg by¢ przyblizeniami tej samej szukanej wartosci,

zmiana skali za pomoca funkcji wag lub przypisywanie wag ujemnych nie posiada
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dobrej interpretacji i wprowadza dodatkowe skomplikowanie do systemu. Z kolei,
w stosunku do zwyktej sredniej lub np. mediany, srednia wazona ma wigksza ela-
styczno$é i zdolnos¢ do wykorzystania réznic nawet przy bardzo niedoktadnych prze-
widywaniach btedow poszczegdlnych aproksymacji.

[stotnymi pojeciami uzywanymi w dalszym ciaggu pracy sa zbior kompetencyi i

przestrzen kompetencyi.

Definicja 3 (Przestrzen kompetencji). Przestrzenia kompetencji nazywamy zbior
wszystkich przyktadéow, ktore moga kiedykolwiek by¢ poddane ocenie danego wezta.
Dla korzenia sa to wszystkie dozwolone przyktady: (z,y) :z € X,y € V.
Dla weztéw potomnych sg to takie przyktady (wejscia), dla ktorych funkcja kom-
petencji (wag) C' rodzica przyjmuje nieujemne wartosci — dla wezta rodzica i oraz

jego j-tego wezta potomnego: (z,y) : C;(j,z) > 0.

Definicja 4 (Zbiér kompetencji). Zbiér kompetencji danego wezta w danym zbiorze
przyktadow to przecigcie danego zbioru przyktadow oraz przestrzeni kompetencji
danego wezta. Wspomniany dany zbior nie jest, niekiedy, wyszczegdlniony explicite,

ale znany z kontekstu.

Istotng cechg odrézniajaca dane rozwigzanie np. od Hierarchical Mizture of
Ezperts (rozdz. [L4, [53]) jest fakt, ze w kazdym wezle, nie tylko w lisciach, znaj-
duje sie rozwigzanie pewnego podproblemu i jego odpowiedzi jak najbardziej moga
wejs¢ w sktad odpowiedzi calosci rozwiagzania. Gléwnym celem takiego podejscia
jest zwiekszenie stabilnosci rozwigzania. Aproksymacje w weztach wewnetrznych
majg do rozwigzania wieksze czesci problemu i otrzymuja wieksze liczby przykia-
dow uczacych niz niz aproksymacje w lisciach. Zazwyczaj sa przez to mniej doktadne
od aproksymacji w weztach potomnych (lisciach), ale tez nie wykazuja nadmiernego
dopasowania. Fakt, ze wewnetrzne wezty drzewa réwniez zwracaja przewidywang
warto$¢ wyjscia dla danego wejscia, zwieksza swobode doboru zbiorow kompetencji
dzieci, ktére dzigki temu nie musza bezwzglednie sumowac si¢ doktadnie do prze-
strzeni kompetencji rodzica. Jest on réwniez przydatny, gdy dany przyktad ocenia
jedynie jeden wezel potomny, gdyz, zgodnie z twierdzeniami z rozdziatu [3, mozli-
wos¢ uwzglednienia wyniku wiecej niz jednego rozwigzania sktadowego dla danego
przyktadu jest zasadniczo korzystna, szczegdlnie, kiedy aproksymacje w poszczeg6l-
nych weztach wykazuja cechy losowosci przy tworzeniu, jak ma to miejsce w losowo
inicjalizowanych sieciach neuronowych.

Korzystajac ze schematu tworzenia drzewa, opisanego w podrozdziale 2.4.2] w chwili
tworzenia danego wezta nie mozna by¢ pewnym, czy bedzie on liSciem, czy weztem

wewnetrznym, poniewaz struktura drzewa dostosowuje sie automatycznie, w sposob
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przede wszystkim przyrostowy, do danego zadania — co jest jedna z gtownych zalet
rozwiazania. Aproksymacje w weztach wewnetrznych musza by¢ wigc na pewnym

etapie i tak utworzone, wiec ich zachowanie nie powoduje zwiekszenia czasu uczenia.

2.3. Algorytm uzyskiwania wyniku

Algorytm 1 (Uzyskiwania wyniku). Ze wzgledu na strukture proponowanego roz-
wigzania, algorytm uzyskiwania wyniku opisany zostanie za pomoca rekurencji. We-
zet w ktorym wykonywany jest algorytm, jest nazywany weztem aktywnym, jego
indeks oznaczamy przez i.

1. Ustaw korzen jako wezel aktywny.

2. Uzyskaj predykcje wartosci funkeji z uzyciem prostej aproksymacji funkcji
w wezle aktywnym (g;).

3. Oblicz wartosci funkcji kompetencji dla danego wejécia x i wszystkich dzieci
wezta aktywnego uzywajac odpowiedzi tego wezta, w tym jego btedow i ewentu-
alnie wektora cech.

4. Dla kazdego wezta potomnego, dla ktorego wartosé funkeji kompetencji (C;(j, x))
jest wieksza niz 0, ustaw go jako wezel aktywny i uruchom dla niego rekursywnie
algorytm od punktu 2

5. Oblicz odpowiedz wezla aktywnego uzywajac réwnania (2.0]).

Odpowiedzig drzewa jest odpowiedz korzenia, zgodnie z definicja 2 s. Jak
wida¢, jest to ogdlny schemat, w ktorym nalezy przede wszystkim doprecyzowad,
jakie algorytmy zostang wywotane w punktach 2li[8l Sposoby otrzymywania funkcji
kompetencji dla punktu [3 opisane w rozdziale [ sa oryginalne, natomiast zasad-
niczo dla sktadowej aproksymacji stosowane sg istniejace rozwigzania - proste sieci
neuronowe, jednak z automatycznym (heurystycznym i do$¢ prostym) doborem ar-
chitektury sieci.

Algorytm dla danego wejscia = i danej odnogi drzewa konczy sie, jezeli nie zosta-
nie znaleziony zaden j-ty wezel potomny o C;(j, x) > 0, a wiec, zgodnie z warunkiem
(Z3), jezeli C;(0,2) = 1. Jest to zawsze spelnione w lidciu, ale dla poszczegélnych
przyktadow moze by¢ tez spetnione w wezle wewnetrznym.

Wektor wejsciowy jest najpierw rozpowszechniany w dot drzewa, ale tylko wzdtuz
niektoérych sciezek — tych, gdzie odpowiednie funkcje kompetencji sa wigksze od 0.
Nastepnie wyniki z poszczegdlnych weztéw sg zbierane w gore drzewa i usredniane
z wartosciami funkcji kompetencji jako wagami. W ogélnym schemacie dziatania

nie ma przeciwwskazan do uzycia calego drzewa dla konkretnego przyktadu, jednak
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w praktyce unika sie takiej sytuacji ze wzgledu na konstrukcje funkcji kompetencji
(zob. podrozdziat [4.1]).

Nalezy tez zauwazy¢, ze dla danego przyktadu odpowiedz rozwigzania jest srednig
wazong odpowiedzi poszczegdlnych aproksymatoréw w drzewie. Waga odpowiedzi
danego wezta dla danego przyktadu wynosi Hil;ol Ci, (Jk, x), gdzie i) to indeksy
weztow na $ciezce od korzenia do danego wezta: iy = R(igy1), txe1 = I(ix, k), to
to korzen, gl. oznacza glebokos¢, I(ig.—1,jg.—1) to indeks danego wezta. Tak pro-
sta zaleznos¢ zachodzi tylko dla pojedynczego przyktadu, natomiast aproksymacja
wynikowa nie jest kombinacjg liniowa aproksymatoréw w drzewie dzieki zmiennosci

wag C; wzgledem przyktadu.

2.4. Algorytm uczenia

Powyzszy schemat uzyskiwania wyniku wymaga juz nauczonej hierarchicznej

aproksymacji, o ktorej ponizej.

2.4.1. Podstawowe cele uczenia

Nauczona hierarchiczna aproksymacja jest drzewem o specyficznych elementach
w wezle (def. ). Algorytm uczenia powinien zatem znalezé:
1. strukture drzewa i podzial na podproblemy, ktéry wedtug pewnych kryteriow
jest odpowiedni dla danego problemu,
2. doktadne funkcje kompetencji dla kazdego wezta,
3. aproksymacje funkcji w kazdym wezle.
Cel [l w szczegdlnosci oznacza znalezienie liczby dzieci kazdego wezta. W istnieja-
cych wersjach metody cele [11 2] wykonywane sg tacznie. Nalezy zauwazy¢, ze samo
utworzenie zbiorow uczacych mozna traktowac¢ zaréwno w kategoriach podziatu na
podproblemy jak i podstawowej czedci uzyskiwania aproksymacji w danym wezle.
Dla kroétszego opisu takiego podziatu wprowadzimy dodatkowe oznaczenie - funk-

cje podziatu danych uczacych U.

Definicja 5. W czasie uczenia kazdemu wezlowi ¢ przypisywana jest funkcja po-
dziatu danych uczacych: U; : N x X x Y — [0, 1] taka, ze

Ui(j,z,y) > 0 <= (r,y) € Uy

gdzie Uy, ;) jest zbiorem uczacym j-tego dziecka wezla .
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Jezeli dana metoda aproksymacji funkcji wspiera wazenie przyktadéw wejscio-

wych, wartosci tej funkeji powinny dac si¢ uzy¢ jako wagi.

Progowanie funkcji U daje funkcje charakterystyczng zbioru uczacego. Jej war-
tosci istotne sa tylko dla przyktadow ze zbioru uczacego rodzica, poniewaz tylko
z nich mogg pochodzi¢ przyktady w zbiorach uczacych dzieci.

Podobnie jak dziatanie, uczenie w tej czedci jest opisane w formie schematu
algorytmu. Moze on by¢ konkretyzowany na wiele sposobow, niektore z nich sg

opisane w dalszej czesci dysertacji (por. rozdz. Bl).

2.4.2. Schemat algorytmu uczenia

Wejsciem systemu jest zbior danych uczacych U oraz parametry kontrolne. Pod-
stawowymi parametrami kontrolnymi sa F,,;, - okreslajacy “docelowy” btad w jed-
nym wezle oraz ograniczenie na wysoko$¢ drzewa. Alternatywnie, zamiast lub obok
drugiego parametru kontrolnego mozna podac inne ograniczenia, np. na czas uczenia
lub na sumaryczna licznos¢ zbiorow uczacych wszystkich aproksymac;ji.

Wezet, ktérego dotycza punkty algorytmu, bedzie nazywany weztem aktywnym.

Algorytm 2 (Schemat uczenia).

1. Utworz korzen i przypisz mu caty zbior U jako zbior uczacy oraz cata przestrzen
X jako przestrzen kompetencji. Wstaw go do kolejki (struktury) Q.

2. Pobierz kolejny wezet z Q, bedzie on teraz wezlem aktywnym (oznaczmy jego
indeks jako 7). Utworz w tym wezle, za pomoca metod uczenia maszynowego,
prosta aproksymacje poszukiwanej funkcji na jego zbiorze uczacym (g;). Rozwia-
zanie zastosowane tutaj powinno by¢ dos¢ proste, np. sie¢ neuronowa z kilkoma
neuronami ukrytymi. Punkt ten doktadniej zostanie opisany w podrozdziale [4.2]

3. Oblicz miare bledu tej aproksymacji na jej zbiorze kompetencji: Eps(gi, Si)-
W niniejszej pracy jest to btad bezwzgledny, ale nie jest to jedyna mozliwos¢.
Jezeli Eups(g:i,Si) < FEmin nalezy zakonczyé ten algorytm dla tego wezta bez
tworzenia weztéw potomnych. Nalezy zaznaczy¢, ze S; nie musi by¢ identyczny
ze zbiorem uczgcym — moze by¢ jego podzbiorem.

4. Dla kazdego wezta niebedacego korzeniem, poréwnaj jego btad $redniokwadra-
towy na zbiorze kompetencji z btedem jego rodzica na tym samym zbiorze. Jezeli
jest wiekszy niz analogiczny btad rodzica, a jest uzywana aproksymacja o cha-
rakterze stochastycznym (np. losowa inicjalizacja wag sieci neuronowej), utworz
aproksymacje ponownie, o ile nie powoduje to ztamania warunku z punktu bl Je-

zeli druga aproksymacja wcigz cechuje sie wiekszym bledem, zakoncz algorytm
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dla tej galezi (tego wezta), ale ponadto usun aktywny wezet z drzewa.

5. Jezeli osiggniety zostal maksymalny poziom zlozonosci drzewa podany jako
parametr algorytmu, zakoncz algorytm dla tej odnogi. Maksymalny stopien zto-
zonosci moze by¢ wyrazany w roézny sposob, w eksperymentach jest to gtebokosé
drzewa.

6. Utworz
a) Zbiory uczace dla weztéw potomnych {Uj 1y ... Ui nay }, konstruujae funk-

cje podzialu danych U;, taka ze (w4,y%) € Uy < Ui(d e, y®) > 0;
zbiory uczace majg czesci wspdlne, nie muszg tez sumowacé sie do calosci
zbioru uczacego rodzica — cho¢ w praktyce taka sytuacja jest bardzo rzadka;
liczba wezlow potomnych (N (7)) moze zostaé ustalona lub znaleziona.
b) Funkcje kompetencji C;.
7. Wstaw wezty potomne do struktury Q i wywolaj algorytm od punktu 2l

Zadania i [6h sg rozwigzywane lacznie. Sg one na tyle istotne, ze warianty
metod tworzenia tych funkcji zostaly wyodrebnione w rozdziale [l Ich tworzenie
opiera sie przede wszystkim na analizie odpowiedzi rozwigzania sktadowego wezta
rodzica, prawdziwych warto$ciach ze zbioru uczacego oraz na ich potaczeniu, czyli
btedach aproksymacji. Bardzo czesto uzywane sa tu formy grupowania. Podstawy
teoretyczne opisane w rozdziale [ réwniez w duzym stopniu stuzg jako wskazéwki
do tworzenia konkretnych realizacji tego kroku.

Najistotniejszym z punktu widzenia niniejszej pracy krokiem tego meta-algorytmu
jest punkt (opisany szczegbétowo w podrozdziale AT]). Jego doktadna realizacja
ma decydujacy wplyw na strukture drzewa i duzy wplyw na btad (rozdz. Bl po-
rOwnanie z wersjami proponowanego rozwigzania opisanymi przez autora niniejszej
pracy w artykutach [23] 24]). Kolejny punkt wymagajacy sprecyzowania to punkt 2l
Oczywiscie, jego wpltyw na wielkos¢ btedu jest réwniez duzy, jednak w zasadzie jest
on odpowiednim potaczeniem istniejgcych metod.

W punkcie 2l moze co do zasady zosta¢ uzyty dowolny aproksymator funkcji, choé
zapewne nie wszystkie dadza takie same rezultaty. W niniejszej pracy zatozono, ze
powinien on by¢ stosunkowo prosty, by ograniczy¢ ryzyko nadmiernego dopasowania.
Szczegbly aktualnie uzywanego wariantu znajduja sie w podrozdziale .21

Dwa podstawowe warunki zatrzymania algorytmu uczacego (punkty BliH4]) moga
powodowaé, ze liscie znajduja sie na réznej gltebokosci w drzewie. Sposoby znajdo-
wania funkcji kompetencji i zbioréw uczacych weztow potomnych moga powodowadé
zmiennos¢ liczby weztow potomnych, pewien wptyw na to maja takze metody two-

rzenia rozwigzan sktadowych w wezle (poniewaz uzywane sa jego predykcje i btedy).
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Potaczenie tych dwoch okolicznosci skutkowaé moze stosunkowo duza zmiennoscig
struktury drzewa w zaleznosci od zaprezentowanego zbioru uczacego. W tym sensie
mozna stwierdzi¢, ze rozwigzanie dopasowuje strukture drzewa do rozwigzywanego
zadania.

Warunki zatrzymania wymagaja pewnej znajomosci problemu — przynajmnie;
jakiego rzedu wielkosci btad jest oczekiwany, cho¢ eksperymenty nie wykazaty, aby
byto to absolutnie konieczne (rozdz. Bli[6). Drugi parametr dotyczy ograniczenia na
koszt obliczeniowy utworzenia drzewa i moze by¢, w sposob szacunkowy, przeliczony
na czas uczenia (zwlaszcza, jezeli uzyte sa rozwiazania sktadowe o liniowym czasie
nauki wzgledem rozmiaréw zbioréw uczacych). W istocie obydwa parametry doty-
cza czesciowo dylematu czas uczenia — doktadnosé: okreslenia przez uzytkownika
algorytmu tego, co chce osiagna¢ (btad) i jakim maksymalnym kosztem. W innych
aspektach rozwigzanie to stara sie by¢ w pelni automatyczne, poniewaz jego zasto-
sowaniem maja by¢ wtasnie te czesci systeméw sztucznej inteligencji, do ktérych
nie jesteSmy w stanie dostarczy¢ wiele wiecej niz przyktady uczace. Wspomnianego
kompromisu w zasadzie nie sposob jednak uniknagé¢. Zwykle, majac do dyspozycji
wieksza ilo$¢ czasu, system moze sie nauczy¢ lepiej (do pewnych granic), ale czesto
lepiej mie¢ troche gorszy wynik na czas niz lepszy po czasie. Samo rozwiazanie,
ze wzgledu na prostote rozwigzan sktadowych w weztach, wykazuje przynajmniej
czesciowa odpornosé na przeuczenie (por. rozdz. [l i [6). Odporno$¢ ta ma jednak
swoje granice: ustawienia nierealistycznie matych btedéw, potaczone z mozliwosciag
osiggniecia duzych wysokosci drzewa, moga spowodowac przeuczenie i bardzo dtuga
nauke.

Struktura Q w obecnym rozwiazaniu réwniez moze mie¢ rézne warianty. Pod-
stawowym jest kolejka priorytetowa ze wzgledu na gteboko$¢ wezta — wezet o nizszej
glebokosci ma wyzszy priorytet. W opisanym przypadku klasyfikatory sa tworzone
w porzadku pre-order. Poniewaz zasadniczo dwie galezie sa niezalezne od siebie,
zastosowano implementacje rownolegta (zob. podrozdzial B.3)). W przypadku uzy-
wania innych ograniczen na ztozono$¢ drzewa niz jego gltebokosé¢, doktadna kolejnosé
tworzenia ma duze znaczenie, potencjalnie najlepszym jest porzadek BFS, czyli “naj-
pierw wszerz”.

Podstawowsg cechg tego rozwiagzania jest podzial problemu na podproblemy. Po
uwzglednieniu algorytmu uczacego mozna dostrzec ogdlny zarys sposobu w jaki jest
to osiggane. Dzielone sg zaréwno obszary kompetencji — wezel moze dosta¢ do oceny
tylko przyktady z pewnego zakresu, jak i zbiory uczace dla weztéw potomnych, be-
dace z zasady (a w niektérych rozwiazaniach z definicji — podrozdzial [AT]) mniejsze

niz zbioér rodzica. Powigzane jest to z nadzieja, ze problem, ktory jest w jakis istotny



sposéb ograniczony, bedzie tatwiejszy (w sensie miary btedu) do nauczenia. Problem
nie moze by¢ jednak ograniczony za bardzo, bo wtedy wezet moze nie zosta¢ nigdy
lub prawie nigdy uzyty i uczenie bedzie nieefektywne. Ograniczenie to nie powinno
polega¢ na wyrzuceniu zupetnie losowych przyktadéw uczacych, gdyz moze to spo-
wodowaé brak istotnych informacji. W niniejszej pracy ta koncepcja jest domeng
heurezy pojawiajacej sie w réznych wariantach w zaleznosci od wersji rozwigzan

szezegbtowych (rozdz. [)).



3. Teoretyczne oszacowania bledu

proponowanej metody

W tym rozdziale przedstawione zostana wyniki teoretyczne dotyczace schematu
(meta-algorytmu) hierarchicznego aproksymatora. Zostana one przedstawione przed
opisem szczegdtowych wariantow algorytmu (podrozdzial ]) poniewaz od tych wa-
riantow nie zaleza, wrecz przeciwnie: opisujac sktadowe bledu dla danego wezta

i calego rozwigzania sa jedng z podstaw tworzenia owych wariantow.

Oszacowania teoretyczne a testowanie

Oszacowania teoretyczne, na podstawie matematycznych wlasnosci rozwigzan,
daja wyniki pewne (choé¢ ta pewnosé moze np. dotyczy¢ wartosci pewnego praw-
dopodobienstwa), ale kosztem czesto bardzo trudnej adaptacji do konkretnych roz-
wiazan (np. oszacowania uzywajace wymiaru Vapnika-Chervonenkisa [94]). Osza-
cowania gorne powstate w ten sposob, uzyte do okreslenia generalizacji moga by¢
nadmiernie pesymistyczne. Wydaje sie to by¢ konsekwencja potaczenia doktadnego
oszacowania z niemoznoscig uwzglednienia wszystkich cech specyficznych danego
problemu (ktérych poznanie zreszta moze nie by¢ wiele latwiejsze od rozwigzania
zadania), skutkujacego pewnego rodzaju maksimum btedu po wszystkich mozliwych
problemach w danej klasie.

Dlatego podstawowa “praktyczna’ metoda oszacowywania funkcji ryzyka oraz
jakosci rozwigzania, uzywana réwniez w niniejszej pracy, jest testowanie — obliczenie
funkcji strat na pewnej probcee rzeczywistych danych.

Podstawows zaleta testowania jest uwzglednienie wtasciwosci problemu. Jednak
ma tez ona pewne wady. Ciag testowy powinien by¢ jak najbardziej reprezentatywny
dla problemu, ktory ma by¢ rozwiazany. Skoro zas dany problem nie jest jeszcze
rozwiazany (a jesli zaszta koniecznos$é uczenia maszynowego, to by¢ moze nawet nie
jest dogtebnie poznany), to stwierdzenie z catkowita pewnoscia reprezentatywnosci
probki w zasadzie nie jest mozliwe. Liczba przyktadéw testowych jest ograniczona,
wiec zwykle bedzie ona reprezentatywna dla pewnej czeéci problemu. Zeby zatem
funkcja strat obliczona na zbiorze testowym byta uzyteczng miarg ryzyka, wymagane

jest, aby miedzy zbiorem testujacym, a testowanym systemem byto jak najmniej
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zaleznosci poza ta, ze oba dotycza catosci problemu.

W przypadku systeméw uzywajacych danych w wiecej niz jeden sposob (np. réw-
niez do tworzenia modelu jak systemy tworzenia sieci neuronowych, czy tez zwykta
selekcja sieci neuronowych) dla zachowania wiarygodnosci testowania trzeba pamie-
ta¢ o wykluczeniu danych testowych z kazdego etapu powstawania rozwiazania.

W tym rozdziale dokonano pewnych oszacowan teoretycznych, przede wszystkim
opisujacych strukture btedu, a w rozdziatach [li[6l wykonano testy na rzeczywistych

zadaniach uczacych.

3.1. Oznaczenia dotyczace twierdzen

Na poczatku zostang przedstawione dodatkowe oznaczenia, ktore bedg przydatne
przy formutowaniu twierdzen. W podrozdziale 2.1l zostal wspomniany btad srednio-
kwadratowy i btad bezwzgledny. Dla wygody btad kwadratowy aproksymacji f dla
jednego przyktadu (zy, yx) bedzie oznaczany jako:

T
N

e(f,z) =Y (flz) — yw)? (3.1)

=1

W wielu przypadkach przydatna bedzie tez uproszczona notacja dla wektora odchy-

len w danym wezle i:

ni(zr) = 9i(Tr) — Y (3.2)
mi(xr) = Gi(Tr) — Y (3.3)

Ze wzgledu na to, ze czesto operuje sie na odchyleniach weztow potomnych oraz
brane sg poszczegblne wspoétrzedne odchylen, oznaczenie to wystepuje czesto w po-
staci: ﬁ[(i,j) (xk)l

Blad sredniokwadratowy mozna zapisa¢ jako:

- 1 .
MSE(gz,S)ZE > i) (3.4)
Tk, Yk €S
takze
e(Gi, o) = [17:(ze) || (3.5)

- —
Cosinus kata miedzy dwoma wektorami oznaczony jest przez cos(£X,Y ). Nato-

miast [z;]l"_, oznacza wektor o dtugosci n 1 wspotrzednych w4, ..., ,.
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3.2. Bledy na pojedynczym przyktadzie

Gléwnym celem zamieszczonych tu lematéw jest roztozenie bltedow dla kazdego
przyktadu na czynniki poddajace sie interpretacji i dajace podstawe do dalszych

rozwazan.

Lemat 1 (Podstawowy o bledzie dla przyktadu). Dla dowolnego przyktadu xy i do-

wolnego wezla i, blgd kwadratowy wezla: e(g;, xy) jest postaci:

r N(Z

g,,xk sz 4,7) xk C,(],l‘k)

=1 7=0

2 ~ . NG) . NG
-cos” | £ {nl(i,j)(xkh' Cz(],xk)} o { Ci(%ﬂfk)] ,

j=0 Jj=0
(3.6)
=>" > day(@e)] - Cild )
=1 j:Ci(j,l‘k)>0
- cos? (K [ﬁ[(i,j)(xk)l' C@'(j,ﬂfk)] 7[ Ci(J, wx) )
3:C;(j,x1)>0 J:Ci(4,x)>0
(3.7)

Dowéd znajduje sie w dodatku [Al

Jak wida¢ btad kwadratowy sumowany po wspotrzednych zostat roztozony na
sume srednich wazonych btedéw kwadratowych weztow potomnych i aproksymacji
w wezle na poszczegdlnych wspotrzednych z funkcja kompetencji jako waga, pomno-
zonych przez kwadrat cosinusa kata pomiedzy dwoma ustalonymi wektorami. Jest
to o tyle pozadane, ze drugi czynnik jest zawsze mniejszy lub rowny 1, a co za tym
idzie, btad na danym przyktadzie jest zawsze mniejszy lub rowny sredniemu btedowi

kwadratowemu wybranych weztéw, wazonemu funkcja kompetencji:
Whniosek 1 (O nieréwnoéci dla przykltadu).
e(Ji, Ti) Z Z i (@) - Ci(d, xx) (3.8)
=1 j=0

Co wiecej, réwnos¢ zachodzi w do$¢ specyficznym przypadku, stad btad ten jest

zwykle mniejszy, o czym méwi nastepny wniosek.
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Whiosek 2 (O $cistej nier6wnosci dla przyktadu).

e(Givzr) <D T1a.)(@e)7 - Ci(d, k) <= 3jn:Culjen)>0.01 (mox )0 (3.9)
=1 j=0

M16i,5)(Tk) 7 N1im) (Tk)

Blad kwadratowy jest zatem $cisle mniejszy od $éredniej bledéw kwadratowych
uzytych estymacji, jesli tylko btedy tych estymacji sie réznig. Nalezy zauwazy¢,
ze dotyczy to rownosci wektorow 7 po wspotrzednych. Wymagane jest takze, aby

funkcja kompetencji byta niezerowa przynajmniej dla dwoch aproksymac;ji.

Dowdd. Wynika to z faktu, ze aby kat miedzy dwoma wektorami, z ktorych pierwszy

N (i)
w tym przypadku |/C;(7, x%)| . jest zawsze niezerowy, wynosit 0, drugi z nich
ym przyp i

N(2) )
({ﬁf(m) (k)1 -/ Cil7, xk)} - ) musi by¢ réwny pierwszemu pomnozonemu przez pewna
]:
liczbe. Aby to zaszto, wszystkie wspotezynniki 7p(; ;) (2 ), musza by¢ réwne sobie
wzajemnie tam, gdzie \/C;(j, zx) > 0, a wiec i Cj(j, 1) > 0. Zeby zachowaé réwnosé

w sumie, musi ona zachodzi¢ dla wszystkich wspotrzednych. O

Dzieki specyficznej postaci wektorow nie ma znaczenia, czy rozpatrujemy odpo-
wiedzi od wszystkich dzieci, czy tylko od tych, ktorych kompetencja jest niezerowa.
Powyzsze twierdzenie wskazuje, ze mozemy osiggnaé¢ btad mniejszy niz zwykta
srednia wazona bledoéw kwadratowych. Za pewna wade mozna uznaé fakt, ze funkcja
kompetencji jest niejako wielokrotnie uwiktana z funkcja btedow, stad tez pomocny

moze by¢ nastepujacy lemat.

Lemat 2 (Alternatywny o bledzie dla przykladu). Dia dowolnego przykladu xy

i dowolnego wezta i, blgd kwadratowy wezla: e(g;, xy) jest postaci:

r N() N(i) )
e(Gixk) =D D i) y(xn)i - > Cilj, )
I=1 j=0 =0
2 . N@) , N (i)
-cos” ( £ {nf(i,j)(ﬂfk)z)}jzo NG, o)) = (3.10)
ey (@)i - > Cilj, )’
=1 j:Ci(j,:L‘k)>0 j:Ci(j,$k)>0

. (3052 (l {ﬁl(i’j)(xk)l)}j:ci(j,mkbo 5 [Ci(ja xk)]j:Ci(j,xkbO)
(3.11)

Dowdd znajduje sie w dodatku [Al
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Nalezy tu zauwazy¢, ze 32;.c,(j.0)>0 165 (Tr)f < ij:(é) 16, (2k)7, ale zwykle nie
sg one réwne, o ile nie zostaty wybrane wszystkie dzieci wezta i: V;C;(j, zx) > 0, co
pociaga za soba to, ze odpowiednie katy takze zwykle nie sa rowne:

2 ~ .
coS <4( |:77[(i’j)(xk)l):|jic7;(j,$k)>0 ; [Ci(jaxk)]j:(}i(j,xk)>0> >

~ N() . i
£ {Tll(i,j)(fb’k)l)}jzo G, xk)];‘vz(o))

COS2

3.3. Przyktady dla specyficznej wiedzy o bledach

Jak mozna wnosi¢ z obserwacji dokonanych w podrozdziale[3.2] btad kwadratowy
wezta na danym przyktadzie, oprocz liniowej zaleznosci od btedow kwadratowych
weztow potomnych i aproksymacji w danym wezle, zalezy w duzej mierze od odpo-
wiedniego dobrania wartosci funkcji kompetencji do rozktadu btedéw wsréd uzytych
aproksymacji.

Bezposrednie dobranie funkcji kompetencji wymagaloby doktadnej wiedzy o bte-
dach, ktora jednak w przypadkach najbardziej interesujacych, czyli nie znajdujacych
sie w zbiorze uczacym, jest niedostepna. O ile dla pewnych duzych probek danych
takie oszacowania moga by¢ doktadniejsze, o tyle oszacowania dla konkretnych przy-
ktadow musiatyby w istocie uciekaé¢ sie do kolejnej regresji, co oznaczatoby przesu-
niecie problemu na nizszy poziom zamiast jego rozwigzania.

W praktyce okazuje si¢, ze nawet uzywanie bardzo zgrubnego i niescistego “zga-
dywania” daje do$é¢ dobre calosciowe rezultaty (rozdz. [, B [). Metody te jednak
czerpia z rozwazan, ktore zostang przedstawione ponizej. Sg one kombinacja rozwa-
zan teoretycznych i przyktadowych oszacowan numerycznych dla réznych pozioméow
wiedzy o bledzie. W przypadku, w ktérym nie mamy zadnych oszacowan btedow
wezlow, z pomoca przychodzi nam najbardziej rownanie ([B.11)). Wyrazenie, ktérym
jestesmy zainteresowani, ma trzy czynniki: jeden niezalezny od funkcji kompetencji
(suma btedéw kwadratowych), jeden zalezny tylko od niej (suma kwadratéw funk-
cji kompetencji) i jeden zalezny od obydwu (cosinus kata pomiedzy odchyleniami
i funkcja kompetencji podniesiony do kwadratu).

Jesli zatozymy, ze nie mamy wiedzy o odchyleniach i nie optymalizujemy kata
z ich udziatem, to zostaje tylko czynnik srodkowy. Jest to kwadrat euklidesowej dtu-
gosci wektora funkeji kompetencji. Wektory, ktérych moduty wspotrzednych sumuja

sie do 1, tworza kule w metryce “Manhattan”. Wér6d nich minimalng dtugo$¢ w me-
N (i)

. Poniewaz funkcja kom-

tryce euklidesowej maja wektory postaci liml

J=0
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N (i)
1
petencji jest nieujemna, jedynie wektor postaci |————— jest dopuszczalny.
N()+1];_,
1 1
N(i) +1 JN@) +1

[loczyn pierwszego i drugiego sktadnika jest wtedy $rednig arytmetyczng btedow

Jego suma kwadratow wynosi , a dtugosc¢ euklidesowa

sredniokwadratowych, ale kwadrat cosinusa kata wcigz nie musi si¢ rownacé 1 — bedzie
tak tylko jesli wektory odchylen po wszystkich wspétrzednych i wektor kompeten-
cji s rownolegte, a wiec tylko jesli wszystkie odchylenia maja taka samag wartosc.
Catkowity wynik zostanie zatem prawie zawsze polepszony. Oczekiwana wartos$c tej

poprawy zalezy od dystrybucji odchylen.

Przyklad 1. Jesli dany jest wektor na jednostkowej sferze w R™ (w tym przypadku
wektor funkcji kompetencji), to przy jednostajnym rozkladzie kierunkéw drugiego
wektora na sferze wartoscig oczekiwang kwadratu cosinusa kata pomiedzy tymi wek-

torami jest —.
n

Szczegbly uzasadnienia dla n > 2 znajdujg sie w dodatku [Al W kontekscie ob-
serwacji (B.I1]) oznaczatoby to, ze w sensie oczekiwanym blad jest réwny mniej wie-
cej Sredniej btedow kwadratowych jeszcze przed zastosowaniem zmniejszenia przez
czynnik ij:(é) Ci(J, 7x)? < 1 (ostra nieréwno$é mozemy wymusi¢ przydzielajac kom-
petencje wiecej niz jednemu rozwiazaniu szczegdtowemu). Obrazuje to mozliwosci
zmniejszenia btedu, trudno si¢ jednak spodziewac, by odchylenia aproksymacji miaty
doktadnie podany rozktad. W kolejnych przyktadach oszacowanie dotyczy jeszcze

bardziej specyficznych, lecz wciaz realistycznych warunkow.

Przyktad 2. Tylko dwa wezly potomne (wliczajac aproksymacje w danym wezle)
majg niezerows funkcje kompetencji. Rozktad odchylen tych aproksymacji na danej
wspotrzednej tworzy dwuwymiarowy rozktad normalny. Przecietna warto$¢ btedow
kwadratowych rozwiazan sktadowych wynosi 1 (jest to tez wariancja sktadowych
wspomnianego rozkladu odchylen), a przecietna warto$¢ odchylen jest réwna 0. War-
tosci funkcji kompetencji sa rowne ¢; i ¢ = 1 — ¢q. Na wykresie jedng ze zmiennych
jest réznica pomiedzy ¢y i ¢y w zakresie 0 do 0.98, druga korelacja odchylen w zakre-
sie (-0.9 do 0.9). Na rysunku Bl znajduje sie wykres btedu w zaleznosci od réznicy

i korelacji.

Zgodnie z uwagami podanymi powyzej, minimalne wartosci btedéw osiggane sa
przy réwnym wazeniu rozwiazan sktadowych, zwraca uwage bardzo silna, niemal

liniowa zaleznos$¢ od korelacji pomiedzy btedami.
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Przyklad 3. W tym przyktadzie wystepuja dwie réznice w stosunku do poprzed-
niego: oczekiwane bledy kwadratowe (bedace jednoczesnie wariancjami rozktadu
odchylen) sa nieréwne: wieksza wynosi 1.5, mniejsza 1. Ponadto wieksza wage przy-
dzielamy zawsze rozwigzaniu, ktore ma mniejszy blad oczekiwany. Wykres bledu

w zaleznosci od réznicy i korelacji zamieszczono na rysunku 3.2

0.16
0.14 F
0.12
01r
0.08
0.06
0.04
0.02

Rysunek 3.1. Wykres oczekiwanego bledu kwadratowego rysowany wzgledem réznicy
w przydzielonych funkcjach kompetencji oraz korelacji odchylen. Dla réwnych wariancji
odchylen.

W tym przypadku minimum nie bedzie juz w zerze roéznicy. Okazuje sie, ze przy

podobnych zaltozeniach da sie osiggna¢ wynik bardziej ogdlny.

3.3.1. Wiedza o oczekiwanych bledach i o kowariancji odchylen

Ponizszy lemat dotyczy strategii przy znanym oczekiwanym odchyleniu i znanej

wariancji odchylenia dla dwéch rozwiazan sktadowych.

Lemat 3. Jezeli wybrane zostaty dwa rozwigzania sktadowe o pozycjach 71 i js,
ktorych odchylenie dla danej wspotrzednej wyjscia ma tgcznie dwuwymiarowy rozktad
normalny, jego wartosé oczekiwana wynosi [uy, pe], a macierz kowariancji V- (ich

wariancje Vi1 1 Vag, a kowariancja Vis = Va1 ), ponadto VE < Vi - Vay oraz V3 +
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Rysunek 3.2. Wykres oczekiwanego bledu kwadratowego rysowany wzgledem réznicy
w przydzielonych funkcjach kompetencji oraz korelacji odchylen. Dla stosunku odchylen
réwnego 1.5.

- o < Vig + p2, VA + g - s < Voo + 3, to najmniejszy blad kwadratowy $redniej
wazonej (dla tej wspolrzednej) wystepuje dla

Ci(ja, x) :Vn + 12— Vig — pug o
Ci(j1,x)  Vag + po? — Vig — g o

_E (ﬁf(z‘,jl)(ff)zz> - E (ﬁl(z‘,ﬁ)@)l : ﬁl(z‘,p)(@l)
B (711,30 ()2) = B (71i.30) ()1 - Aoy (@)1

(3.12)

(3.13)

gdzie B oznacza wartosé oczekiwang przy danym rozkladzie, z bledem kwadratowym

(Vin — Via — pq 1o +Mh2)2
Voo + Vii — 2 Vig + o — 2 puq po + 112

=E (ﬁl(z’,jh)@)lz) +
(E (ﬁl(z‘%)(@?) - B (ﬁl(z‘,ﬁ)@)l : ﬁl(i,j2)($)l>)2

E (7irigoy(@)2) + E (firig (@) = 2 B (1) ()1 - Firgigoy (@)1
(3.15)

E(7;(2)7) =Vin + pn® — (3.14)

I

przy czym za h mozna podstawié zaréwno 1, jak i 2 (wzor jest w tym wzgledzie

symetryczny).

Uzasadnienie jest przedstawione w dodatku [Al Zatem w podanych warunkach
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wagi powinny by¢ odwrotnie proporcjonalne do oczekiwanych btedow kwadrato-
wych, jednak réznica pomiedzy nimi powinna by¢ zwigkszona lub zmniejszona w za-
leznosci od wartosci oczekiwanej iloczynu btedow. Zwiekszenie wymagane jest przy
dodatniej jego wartosci, zmniejszenie przy ujemnej. W granicy, ktérej osiggniecie jest
zabronione przez zalozenia, przy duzej wartosci oczekiwanej iloczynu iloraz wartosci
funkcji kompetencji zmierza do nieskonczonosci lub do 0, co oznacza przydzielenie
calej wagi rozwiazaniu sktadowemu z mniejszym btedem (w catkowicie zdegenero-
wanym przypadku do symbolu nieoznaczonego, w ktorym przydziat kompetencji nie
ma znaczenia).

Zalozenia tego twierdzenia sg dosy¢ silne, dlatego trudno bytoby je wprost za-
stosowa¢ do realnej sytuacji. Przede wszystkim nie znamy wartosci oczekiwanych
btedéw, a aproksymowac je mozemy tylko na odpowiednio duzych probach, podczas
gdy najbardziej przydatne bytyby oszacowania dla matych grup. Moga tez one r6znié
sie znacznie od rozktadu normalnego. Ponadto, zatozenia na Vi i pq, e ograniczaja
stosowalnosc¢ twierdzenia do przypadku, w ktérym nie ma jednoczesnie duzej réznicy
w oczekiwanych btedach i duzej korelacji tych btedéw. Dodatkowo, lemat zachodzi
dla kazdej wspotrzednej. Skoro za$ wyniki dla réznych wspotrzednych moga byé
rozne, to nie da sie zastosowaé¢ go bezposrednio do wyliczenia funkcji kompetencji
dla przyktadow z wiekszg liczba wspotrzednych wyjécia w obecnym rozwigzaniu,
w ktorym dla kazdej wspotrzednej funkcja kompetencji jest taka sama. Co prawda,
w rozpatrywanym zakresie probleméw (rozdz. 5l [) problemy z jedna wspotrzedna sa
dos¢ czeste, a problem wielowymiarowy mozna tatwo podzieli¢ na problemy o jednej
wspotrzednej. Pomimo tak wielu zastrzezen co do petnej praktycznej spetnialnosci
zatozen lematu 8 moze on pombdc w zobrazowaniu struktury btedu metody i two-
rzeniu strategii przydziatu zbioréw uczacych (por. rozdz. M.

Istotne jest, ze w réwnaniu (B3.15) od dowolnego oczekiwanego bledu kwadra-
towego dla danej wspotrzednej odejmowany jest sktadnik, ktory przy danych za-
tozeniach jest dodatni, co oznacza, ze btad kwadratowy bedzie mniejszy od bledu
kwadratowego dowolnego z wybranych weztéw. Wielkos¢ tej roznicy zalezy od wia-

snosci rozktadu, ale np. przy zerowych wartosciach oczekiwanych odchylen oraz ze-

_ V.
Voo + Vi1

wariancji wynosi V,h/2 i oznacza zmniejszenie bltedu o potowe. Natomiast przy

rowej kowariancji wynosi ona , co przy dodatkowym zalozeniu na rownosé

rownych wariancjach, zerowych odchyleniach i catkowitym ujemnych skorelowaniu
Vig = —Vi1 = — Va9, oczekiwany btad zmniejsza si¢ do 0.
Dla konstrukcji funkcji kompetencji i tworzenia rozwigzan sktadowych w wezle

bardzo istotne jest réwniez przywotane juz powyzej ujawnienie dosé¢ znacznego wpty-
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wu korelacji miedzy odchyleniami rozwigzan sktadowych na mozliwosci osiggniecia

poprawnego wyniku.

3.4. Blad wezla na zbiorze

W niniejszym podrozdziale przedstawione sa autorskie twierdzenia, ktére sa
istotnym wkladem w teoretyczng czes¢ niniejszej dysertacji. W przeciwienstwie do
poprzednich twierdzen, dotyczacych pojedynczych instancji lub specyficznych roz-
ktadéw bledu, w tej czedci zaprezentujemy wynik dotyczacy btedu MSE na zbiorze,
w odniesieniu do MSE na zbiorach kompetencji uzytych rozwiazan sktadowych. Jest
to o tyle istotne ze, co prawda, istnieja twierdzenia dotyczace maszyn zbiorczych
(komitetéw) [67], ale ponizsze dotycza sytuacji, w ktérej zbiory kompetencji tylko
czesciowo sie nakladaja, a mimo to sa w stanie uzy¢ MSE wtasnie na zbiorach

kompetenc;ji.

Twierdzenie 1. Dla wezla i oraz zbioru przyktadow S,

|SI i, ~
MSE(g:,S) =7 + Z o el J| 5 M5B(a16.) S1)+
S| r
ma:v S Z n; " — nzk T/z(fL‘k) - (316)
| | k=11= 1

gdzie:
1. ng jest liczbg bezposrednich potomkow wezta © uzytych dla przyktadu k.
2. " jest maksymalng liczbg bezposrednich potomkow wezta i uzytych dla przy-
ktadow ze zbioru S.
3. T = Zlksz‘l > 11 Trl jest roznicg pomiedzy bledem, ktory osigga ta funkcja kom-
petencyi, a bledem, ktéry osiggnetaby funkcja kompetencji C, ktéra

a) dla kazdego przykladu x uiywa tych samych weztow, co dana funkcja kompe-

tencyi,
1
b) wszystkim wybranym weztom potomnym przypisuje zawsze wage —— z wy-
jatkiem aproksymacji w danym weZle (czyli “wezta” 0), ktdrego Zwaga jest

maxr

i — Ny
maxr

n;

zwiekszana o , aby utrzymac sume funkcji kompetencyi rowng 1.
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4. o to nieujemny sktadnik wynikajgcy posrednio z (3.0)).

1 8l -

D om (3.17)

Sl iz

B 1 ;" — gy,
le = ( Z ?7[(7'7.7) (xk)lQ max + max ) nz<xk)l2) ’
Ci(j,or)>0 ;i n

0

i i

. sin? <|:?7](i7j)<xk)l -/ Cy(7, xk)]N_(Z) , [\/ Ci(j, o)

§=0 =0
Przy czym
N(@5) IS5 1 E]
1(17J)| max
mazx + mazx (7’1,2 _n2k>: (319)
2 18] 8]

Dowéd znajduje sie w dodatku [Al

Wynik opisany w [21] byl podobny, ale mniej ogdlny.

Motywem przewodnim tego twierdzenia byto wyodrebnienie z btedu $redniokwa-
dratowego catosci wptywu bledéw sredniokwadratowych poszczegdlnych rozwigzan
sktadowych. Podstawowym wyodrebnionym wptywem jest srednia wazona rozmia-
rami zbioréw kompetencji. Kolejny ze sktadnikéw to btad sredniokwadratowy aprok-
symacji w wezle ¢, w ktérym btedy na niektorych przyktadach maja wage bedaca
catkowita wielokrotnoscia wagi podstawowej (zob. pkt. Bl twierdzenia). Aproksyma-
cja w wezle i zostala wybrana do tego celu dlatego, ze jego zbiér kompetencji zawiera
wszystkie przyktady, ktore zawieraja zbiory kompetencji weztow potomnych. Nie
ma zatem niebezpieczenstwa, ze btedy beda liczone na takich kombinacjach weztéw
i przyktadéw, jakie nie powinny sie zdarzyé w praktyce (czyli dane rozwiazania
sktadowe w szczegdlnosci nie byly uczone dla tych przyktadéw i mogtyby dawacé
wieksze btedy).

Nalezy zauwazy¢, ze jezeli dla kazdego przyktadu n]"** = n;, to wszystkie sktad-
niki n"** —n;;, wyniosa 0 i wyraz je zawierajacy moze zosta¢ wyeliminowany, co
pozostawi tylko 7, ¢ i Srednig wazona btedow sredniokwadratowych.

Réwnanie ([B.I6) poza sktadnikiem 7 jest w istocie réwnaniem bltedu dla funk-
cji kompetencji C. Mozliwe jest stosunkowo proste utworzenie takiej funkeji kom-
petencji na danym zbiorze na podstawie juz istniejacej funkcji, zgodnie z pkt. [3l
twierdzenia. Sktadnik 7 mialby wtedy zagwarantowang warto$¢ 0. W praktyce nie
jest to stosowane, gdyz sktadnik 7 moze by¢ ujemny. W kontekscie tego twierdzenia
sktadnik 7 mozna traktowac jako miare wzglednej jakosci przydziatu wartosci funkcji

kompetencji.



3.5. Dodawanie poddrzewa a btad sredniokwadratowy 37

Dowod twierdzenia pozwala tez uzyska¢ bezposredni wzér na 7:

M=) (771(z',j>(37k)12'
C’L(.]7"L'k)>0

. s NG

‘(Ci(]axk)'cos Af[ﬁf(i,j)(%)l' Ci(],ffk)]

: [\/Cz(jal‘k)}N(l)> +

J=0 J=0

1 T — VO NG
T mazr cos K |:77[(i7j)<xk)l ' CZ(.]7£I<:)] ) |: CZ(juxk) —+
o n;nal‘ — Nk ) 2
n;nax nl('rk)l
2 - - N(9) _ N(3)
-cos” | £ [nl(m)(i’fk)l : Cz‘(];%)] ; [ Cz‘(],l’k)}
j=0 j=0
IS|
T= S ZZTM
| | k=11=1

Pozostaly sktadnik o jest nieujemny, wigc nie zwigksza btedu. Co wigcej, wynika
on z roéwnania (3.6]) dla zmodyfikowanej w opisany sposob funkcji kompetencji, stad
tez wniosek 2] moze zosta¢ zastosowany analogicznie takze do tej funkcji: g = 0
tylko wtedy, kiedy odchylenia aproksymacji sa rowne. Aby ich suma po wszystkich
przyktadach byta réwna 0, rownos¢ musiataby zachodzi¢ dla wszystkich przyktadow.
Stad o jest réwne zero tylko gdy odchylenia wszystkich wybranych aproksymatorow
sg réwne dla wszystkich przyktadéw i wszystkich wspotrzednych wyjscia. Za wyjat-
kiem takiego, trudnego do uzyskania, przypadku btad zostanie przez ten sktadnik

zmniejszony.

3.5. Dodawanie poddrzewa a blad sredniokwadratowy

Na podstawie twierdzenia [Il mozemy oszacowaé jak zmienia sie btad wezta, gdy
dodajemy do niego poddrzewo w czasie uczenia. Blad ten na zbiorze S zmniejszy
sie, o ile MSE(g;, S) < MSE(g;, S), co po uzyciu réwnania (3.16]) daje:

ma:v

S 7 P
+Z = JISIl\/[SE(gf(mvSf@'vﬂ)+

1 IS| r

max S Z n;* — nlk nl('rk)lz — 0. (320>
| | k=11= 1
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W szczegolnosci bedzie to prawdziwe gdy nastepujace warunki beda réwnoczesnie
spetnione:

1. Btedy weztéw potomnych na ich zbiorach kompetencyi beda nie wieksze niz ich
rodzica, na tych samych zbiorach.

2. Wspodtezynnik wzglednej jakosci 7 < 0, a wigc rozwiazanie z dana funkcjg kom-
petencji bedzie dawato nie wiekszy btad niz wersja poddana modyfikacji z twier-
dzenia [

3. Istnieje przynajmniej jeden taki przyktad zy, dla ktorego n; > 1 i odchylenia
wybranych do oceny przyktadu aproksymatorow réznia sie, co oznacza, ze ¢ > 0.
Nie sg to zalozenia szczegélnie silne. Cho¢ zagwarantowanie zalozenia [Il na nie-

znanych zbiorach moze by¢ trudne, to jednak nie jest ono catkiem bez szans na

spelnienie, a na pewno sg one wieksze niz np. wymaganie, zeby wezty te miaty btad
mniejszy od swojego przodka na kazdym przyktadzie. Zatozenie [2 mozna ostatecz-
nie wymusié¢ ustalajac funkcje kompetencji na C, natomiast [3] jest spetnione prawie

zawsze, z wyjatkiem bardzo szczegélnego przypadku (por. koniec podrozdziatu [3.4)).

Wymaganie n;, > 1 bedzie natomiast istotne w dalszych rozwazaniach.
Oczywiscie, to tylko przyktadowe warunki i ogélna postaé nieréwnosci (3.20)

pozwala, by niektore nie byty spetnione, o ile btad wynikly z tego niespelnienia

zostanie zniwelowany przez pozostate. Sg one jednak na tyle ogélne, ze moga zostac
wykorzystane jako wskazowki do konstrukcji rozwigzan szczegotowych.

Jak wptynie utworzenie nowego poddrzewa w wezle na catos¢ drzewa? Jezeli
wezltem, ktéremu dodamy potomkow, jest korzen, spowoduje ono zmniejszenie MSE
rozwiazania na danym zbiorze (speliajacym ww. warunki). Jezeli weztem, w ktérym
dodajemy poddrzewo, nie jest korzen, spowoduje ono, dla pewnych 7 i j, zmniejszenie
MSE (§1¢.,j),S) w odpowiednim miejscu wzoru na btad rodzica oraz, z pewnymi
wagami, jego przodkéw i w ten sposdb zmniejszy btad drzewa. Moze tez spowodowac
zmiany o, dla wszystkich przodkow wezta w ktérym dodajemy poddrzewo. Zmiany
te moga btad calosci rozwiazania zaréwno podnosi¢, jak i obniza¢. Ze wzgledu na
te zmiany, trudno podaé¢ doktadne wyliczenie wptywu dodania poddrzewa w wezle

innym niz korzen.

3.6. Podsumowanie

Zamieszczone powyzej wyniki teoretyczne dotyczyty ogolnej struktury propo-
nowanego rozwiazania niezaleznej od uszczegblowien schematu uczenia (zob. pod-

rozdziat [24]) wymaganych w jego punktach [2] (tworzenie aproksymatoréw funkcji



w weztach) i [Gal (podzial zbioréw uczacych i funkcja kompetencji). Miaty one
dwa podstawowe cele. Po pierwsze wstepne uzasadnienie celowo$ci zastosowanego
ogblnego podejscia. Po drugie uzyskanie wskazowek do tworzenia wspomnianych
uszczegotowien.

Najbardziej do pierwszego z tych celéw przyblizaja wnioski [l i 2l i twierdzenie
[ z podrozdziatu Whioski [ i 2] mowia, ze btad na przykladzie jest zwykle
mniejszy niz srednia wazona bledéw kwadratowych uzytych aproksymatoréw (o ile
uzyty jest wiecej niz jeden). Twierdzenie [[lnatomiast uzasadnia podobne (choé¢ nieco
bardziej skomplikowane) stwierdzenie wobec btedu sredniokwadratowego na zbiorze
oraz Sredniej wazonej btedéw sredniokwadratowych aproksymatoréw na ich zbiorach
kompetencji w tym zbiorze. Wazna zaleta wspomnianych twierdzen sa ich bardzo
ogolne zatozenia ograniczajace sie¢ do stwierdzenia, ze mamy do czynienia z danym
rozwigzaniem, nie wszystkie wezty maja identyczne odchylenia na zbiorze, ktorym
si¢ interesujemy a aproksymator w rozwazanym wezle ma przypisang niezerowq
wartosé funkeji kompetencji. Kolejnag jest uzycie zwyklych (niewazonych) bledow
sredniokwadratowych tylko na zbiorach kompetencji potomkoéw co, o ile autorowi
wiadomo, nie ma odpowiednika w literaturze dotyczacej rozwigzan wymienionych
w podrozdziale [L4l W zamian wyniki wspomnianych twierdzen i obserwacji zawie-
raja dosé¢ skomplikowane, cho¢ dajace sie oszacowac, zmienne.

W tym zakresie te ogdlne twierdzenia wspomagane sa przez obserwacje i przy-
ktady dotyczace szczegélnych przypadkéw rozktadéw odchylen (np. normalnych),
takie jak przyktad B (s. BIl) i wezesniejsze. Te twierdzenia i przyktady dostarczaja
doktadniejszych oszacowan na wielko$¢ btedu w bardziej specyficznych warunkach,
np. oczekiwany btad mniejszy niz dowolnego z dwoch uzytych aproksymatoréow z po-
danym wzorem w zaleznosci od szczegotow rozktadu odchylen. Ceng wiekszej do-
ktadnosci sg jednak silniejsze zatozenia, np. na rozktad odchylen oszacowan aprok-
symatoréow od wartosci poprawne;j.

Drugi cel zostal spelniony przez obserwacje zawierajace wzor na btad na po-
szezegblnych przyktadach lub malych grupach, tzn. lemat [ (s. 28) i wniosek [2]
(s. ) oraz, jako szczegélny przypadek, przyktad Bl Uzyskane wskazowki zostana

wykorzystane w nastepnym rozdziale.



4. Uszczegdlowienia schematéw

algorytmow

Niniejszy rozdziat przedstawia uszczegdtowienia algorytmu uczenia podanego

w podrozdziale 2.4 i algorytmu uzyskiwania wyniku z podrozdziatu 2.3

Rozwiazania podzadania podziatu zbioréw uczacych i tworzenia funkcji kompe-

tencji przedstawione w tym rozdziale opieraja sie na niektorych wnioskach wynika-

jacych z twierdzen z rozdziatu [3l

1.

7 lematu [ oraz kolejnych wynika, ze dla poszczegdlnych wspétrzednych wektor
odchylen aproksymatoréw i wektor funkeji kompetencji powinny tworzy¢ kat jak
najblizszy prostemu, a jak najdalszy zerowemu. Nie mozna tego zagwaranto-
waé bezposrednio poniewaz, na interesujacych nas nieznanych przyktadach, nie
znamy wektora odchylen. Mozna jednak zastosowac¢ posrednie wersje tej techniki.
Z réwnania (3.6]), w ktérym wystepuje srednia wazona, bezposrednio wynika, ze
gdyby nie dato sie nic powiedzie¢ o kacie odpowiednich wektoréw, to najlepiej
wybraé aproksymacje z minimalnym oczekiwanym bledem. Drugi czynnik (kwa-
drat cosinusa) moze by¢ jednak mniejszy od 1, a nawet bliski 0, tylko jezeli
wybrany zostatl wiecej niz jeden wezet.

Z kolei obserwacja z lematu [3 dla dwuwymiarowego normalnego rozktadu od-
chylen dwoch aproksymatorow sugeruje funkcje kompetencji odwrotnie propor-
cjonalng do oczekiwanego bledu kwadratowego, z doktadnoscig do dodatkowych
sktadnikow wynikajacych z korelacji odchylen.

Obydwa te wyniki maja wspélny bardzo ogélny aspekt: funkcja kompetencji
przyjmuje wiekszg wartos¢ dla aproksymacji ze spodziewanym mniejszym bte-
dem (stad zreszta nazwa “funkcja kompetencji”). Nie nalezy jednak ograniczaé
zanadto w ten sposob liczby wybranych aproksymatoréow. Jako ze oszacowa-
nie btedu jest w duzej mierze zgrubne i bardzo posrednie, doktadna formuta
ma mniejsze znaczenie, ale podstawa jest odwrotna proporcjonalnosé, by¢ moze
z progami odciecia, aby nie uzywac¢ aproksymatoréw o szczegélnie duzym ocze-

kiwanym btedzie.

. Wspomniane wyzej obserwacje oraz twierdzenie [I] unaoczniajg potrzebe two-

rzenia zbiorow uczacych oraz funkcji kompetencji tak, aby jeden przyktad byt



41

oceniany przez wiecej niz jeden aproksymator, a ponadto odchylenia aproksy-
matoréw dla tego przyktadu roznity si¢ miedzy soba — najlepiej miaty przeciwne
znaki. Jest to potrzebne, by czynnik z cosinusem w réwnaniu (3.10) mogt byé
zerowy — skoro wszystkie wspotrzedne wektora kompetencji sa nieujemne, wiec
zerowy cosinus nie zostanie osiaggniety dla zadnego wektora ze wspotrzednymi
jednego znaku. Odpowiada to wystapieniu niskiej, najlepiej ujemnej wartosci
oczekiwanej iloczynu odchylen w lemacie [3] co obnizaloby wartosé oczekiwang
btedu w umieszczonym tam wzorze.

Podstawowym sposobem, ktory mozna zastosowaé przy tworzeniu zbioréw ucza-
cych w celu realizacji wspomnianej potrzeby, jest przydzielanie réznym aproksy-
macjom réznigcych sie, ale cze$ciowo pokrywajacych (by umozliwi¢ pokrywanie
zbioréw kompetencji i ocene jednego przyktadu przez wiecej aproksymatoréw)
zbioréw uczacych.

3. Oczywiscie, blad calosci rozwigzania bedzie mniejszy, jesli btedy kwadratowe

aproksymatoréw sktadowych bedg mniejsze. Zgodnie z twierdzeniem [Il oraz wy-
nikami opisanymi w podrozdziale 3.5 w przypadku tworzenia poddrzewa w da-
nym wezle dobrze byltoby uzyskaé¢ bledy aproksymatoréw potomnych mniejsze
niz miat ich rodzic na ich zbiorach kompetenc;ji.
Dla celéow tworzenia funkcji kompetencji i zbioréw uczacych przyjete zostato na-
stepujace zatozenie: aproksymacje majg szanse uzyska¢ mniejsze btedy na swoich
zbiorach kompetencji, o ile te zbiory oraz odpowiednie zbiory uczace beda w ja-
kims sensie prostsze od zbioréw kompetencji i uczacego rodzica.

Podstawowym rodzajem wspomnianego wyzej uproszczenia jest spowodowanie, zeby

przyktady w danym zbiorze byty do siebie “podobne”. Konkretyzacje konceptu “po-

dobienstwa” sa zawarte w poszczegolnych sposobach konstrukeji zbioréw kompe-
tencji opisanych ponizej. Jedna z ich cech jest uzywanie odpowiedzi aproksymatora
rodzica jako przynajmniej jednej z podstaw do wyznaczania “podobienstwa’”. Zwig-
zane jest to gtdéwnie z zatozeniem moéwiacym, ze przyktady o podobnych wartosciach
funkcji wyjsciowej rodzica moga by¢ do siebie “podobne” dla aproksymatoréw we-
ztow potomnych. Jesli zatem ograniczymy zakres wartosci wyjscia, ktérych nauczyé
ma si¢ aproksymator, jego zadanie moze sta¢ sie tatwiejsze. Mozna na to liczy¢
zwlaszcza jezeli aproksymatory na réznych poziomach maja podobng konstrukcje.

Oczywiscie wspomniane przyktady moga mie¢ bardzo rézne cechy wejsciowe, dlatego

one tez moga zosta¢ uzyte. Utozsamienie “podobienstwa” przyktadéow z niewielka

roznicg w prawdziwej wartosci szukanej funkcji dla tych przyktadow bardzo utatwi-
toby rozwazania, jednak takie dane nie sa dostepne w czasie dziatania programu,

wiec mogg petni¢ jedynie funkcje pomocniczg.
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Nieco bardziej zaskakujace moze by¢ uzycie miary podobienstwa w punkcie [l
W metodzie opisanej w podrozdziale 4.1l podobienstwo nieznanego przyktadu do
centrum zbioru uczacego danego wezta jest traktowane jako bardzo niedoktadna
miara spodziewanego btedu tego aproksymatora na tym przyktadzie — im bardziej
dany przyktad jest “podobny” do przyktadéw ze zbioru uczacego danego wezta, tym
mniejszego spodziewamy sie btedu. Nalezy tu zauwazy¢, ze gdyby uzywana byta
regresja liniowa, takie oszacowanie bytoby niepoprawne, jako ze w takim przypadku
przyktady blizej brzegdéw zbioru uczacego maja wigksza wage przy okreslaniu wspot-
czynnika regresji niz te blizej srodka przedziatu regresji ([87]).

Wspomniane powyzej metody realizacji wskazéwek wyniktych z twierdzen mozna
podsumowac¢ nastepujaco: przyktady z jednego zbioru uczacego i kompetencji po-
winny by¢ do siebie podobne. Zbiory uczace réznych aproksymatoréw powinny by¢
rozne, cho¢ zbiory kompetencji muszg mie¢ niepuste przeciecie, co ogranicza roznice
w zbiorach uczacych. Funkcja kompetencji ma by¢ wicksza dla przyktadow bardziej
“podobnych” do zbioru uczacego. Powinna ona réwniez by¢ niezerowa dla wiekszej
liczby weztow dla danego przyktadu.

Sa to wlasnosci bardzo podobne do wtasnosci wymaganych od wyniku klastro-
wania rozmytego — przyktady w jednym klastrze sa podobne, w roéznych rézne,
ale klastry maja niepuste przecigcie. Stad taki rodzaj grupowania jest uzywany
we wszystkich wersjach tworzenia funkcji kompetencji i zbiorow uczacych weztow
potomnych.

Klastrowania w przestrzeni wyjsciowej nie mozna nazwa¢ metoda typowa dla
regresji w statystyce, cho¢ np. podzial dziedziny stosowany jest w technikach typu
spline. Jest ono natomiast powiazane z metodami rozmytymi, a konkretnie z rozmy-
waniem zmiennej wyjsciowej, ktore z kolei powoduje przesuniecie zadania w strone
klasyfikacji. Wydaje sie¢ to do$¢ naturalne, gdyz przydzial przyktadéow do zbioréw
kompetencji weztow potomnych jest pewnego rodzaju klasyfikacja. Trzeba jednak
pamigtac, ze jest to zastosowanie pomocnicze. Podstawa wciaz pozostaje dopaso-
wanie funkcji o przeciwdziedzinie bedacej przestrzeniag wektoréw o sktadowych rze-
czywistych, przeprowadzane w kazdym wezle. Z tego powodu rozwigzanie mozna
zaliczy¢ do metod hybrydowych, w szczeg6lnosci do metod neuronalno-rozmytych
w razie zastosowania sieci neuronowych jako aproksymatoréw w weztach (co jest
zwykle czynione).

Dodatkowe warunki, ktére miaty wplyw na generowanie algorytmu tworzenia
funkcji kompetencji i podziatu zbioru uczacego, dotyczyly generalizacji, efektywnosci
oraz liczby weztéw potomnych. Zasadniczo, przy wiekszej liczbie wybranych weztow

dla danego przyktadu, mozna si¢ spodziewaé¢ wiekszych zyskéw w stosunku do sred-
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niego btedu, jednak wtaczanie przyktadéw do zbioru kompetencji wielu aproksyma-
torow prowadzi rowniez do powigkszenia sumarycznej wielkosci zbioréow uczacych
weztow potomnych oraz moze prowadzi¢ do zwiekszenia bledow indywidualnych.
Metody przedstawione ponizej stanowiag kompromis pomiedzy tymi wymaganiami.

Ostatecznym kryterium oceny sa wyniki eksperymentalne (rozdz. B i [@]).

Przyklad najprostszej funkcji

W Swietle powyzszych rozwazan najprostsza funkcja kompetencji oraz funkcja
charakterystyczng zbiorow uczacych mogtaby by¢ funkcja przynaleznosci z klastro-
wania rozmytego wykonanego na wynikach aproksymacji w danym wezle. W przy-
padku uzycia jednego z najpopularniejszych algorytmoéow grupujacych, rozmytego
c-$rednich [72], dodatkowo trzeba znalezé liczbe klastréw (np. [22 02]), a ponadto
zastosowaé progowanie (np. takie jak opisane w podrozdziale E3.2)). Progowanie
jest konieczne, gdyz w innym przypadku zbiorami uczacymi i kompetencji bytby
zwykle caty zbior rodzica. Dzieje sie tak dlatego, poniewaz funkcja przynaleznosci
tego algorytmu klastrowania przybiera niezerowe wartosci dla wszystkich klastrow
dla kazdego przyktadu, o ile przyktad ten nie jest identyczny z centroidem jednego
z klastrow.

Taka funkcja dobrze ilustruje podstawowe koncepcje tworzenia funkcji kompe-
tencji i przydziatu zbioréw uczacych, ale nawet wstepne testy wykazuja, ze w takiej
formie daje wieksze btedy niz metoda przedstawiona ponizej. Ta prosta metoda
jest jednak podstawa bardziej zaawansowanych wariantéw, w tym tego opisanego

ponizej.

4.1. Metoda podziatu zbioru uczacego i tworzenia funkcji

kompetencji

W tej metodzie w jednym zbiorze uczacym oraz w jednym obszarze kompetencji
umieszczane sg przyktady podobne ze wzgledu na odpowiedzi rodzica lub ze wzgledu
na zmienne wejsciowe. Wigksza wartosé¢ funkeji kompetencji przyznawana jest tym

weztom, do zbioréw uczacych ktérych przyktad jest bardziej podobny.

Algorytm 3. 1. Odpowiedzi rodzica sa taczone z wektorami wejsciowymi dla
kazdego przyktadu. Na rezultacie tej operacji uzywany jest algorytm analizy
sktadowych gtéwnych (PCA [48]) i tworzona jest macierz ztozona ze znormali-
zowanych wektorow wtasnych macierzy kowariancji. Wybierane sa do niej wek-

tory odpowiadajace najwickszym wartosciom wlasnym, w najmniejszej liczbie
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takiej, zeby suma wartosci bezwzglednych wartosci wtasnych odpowiadajacych
tym wektorom byta wieksza od 90% sumy warto$ci bezwzglednych wszystkich
warto$ci wlasnych macierzy kowariancji. Przyjeto 12 jako dodatkowe ogranicze-
nie na liczbe wektorow.

2. Dane sa przeksztalcane z uzyciem tej macierzy (mnozone). Nastepnie wywo-
lywany jest algorytm klasteryzacji - wazone rozmyte c-Srednich [72] (takze pod-
rozdziat [L.3.1]). Waga przyktadu odpowiada pierwiastkowi z btedu kwadratowego
aproksymatora rodzica na tym przyktadzie. W tym miejscu sprawdzane jest roz-
tozenie klastrow. Jezeli centroidy sg zbyt blisko siebie, liczba wymiaréw wyjscio-
wych jest ograniczana do 4. Do znajdowania wlasciwej liczby klastréow mozna
uzy¢ algorytmu z pracy [22], jednak wstepne eksperymenty wskazaty, ze uzycie
stalej liczby, np. 5, jak w przypadku zamieszczonych w tej pracy eksperymentow,
zwykle daje dobre rezultaty, a jest mniej kosztowne obliczeniowo.

3. Wartosci przynaleznosci otrzymane w poprzednim punkcie sa czeSciowo progo-
wane zgodnie z algorytmem opisanym w podrozdziale 4.3.2, tak aby przyktady
miaty niezerowe funkcje przynaleznosci do “Srednio w przyblizeniu” 3 klastrow.

4. Sprogowana funkcja przynaleznosci zostaje funkcja przydziatu do zbioréw ucza-
cych.

5. Sprogowana funkcja przynaleznosci zostaje funkcjg kompetencji, z tym ze pewna

czesé “kompetencji”, mianowicie , jest zawsze przyznawana aproksy-

macji w danym wezle. Nastepnie Zxlixgzjab\r[t((l))s'(’j plr)zynaleZnoéci jest renormalizowana.

Ograniczenie wymiarowosci przestrzeni jest spowodowane tendencja algorytmu
rozmytych c-$rednich do grupowania wszystkich centroidow w centrum zbioru przy
duzej liczbie wymiaréw [98]. We wstepnych testach zjawisko to wystepowalo prawie
zawsze przy liczbie wymiaréow powyzej 12. Niekiedy, w zaleznosci od konkretnych
danych i punktéw startowych algorytmu (zob. punkt [L3]) wystepowato takze dla
nizszych liczb wymiaréw, lecz nigdy dla mniejszych niz 5. Stad procedura ograni-
czenia wymiarowosci opisana w algorytmie.

Przecigtna liczba niezerowych funkcji przynaleznosci rowniez zostata wybrana na

podstawie wstepnych eksperymentow.

4.1.1. Warianty

Dla celow porownawczych wykorzystano dodatkowy wariant powyzszej funkcji
kompetencji nie uzywajacy wag — wszystkie przyktady sa wazone jednakowo.
W trakcie powstawania tego rozwigzania opracowano kilka metod, sposrod kto-

rych do$¢ istotnymi byty metody “podwdjnego klastrowania” i klastrowania macie-
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rzy “pomytek”, opisane w pracach autora niniejszej dysertacji [20], 211, 24]. Pierwsza
opierata si¢ na grupowaniu rozmytym w prostym iloczynie wyjs¢ aproksymatora
rodzica i poprawnych odpowiedzi, przy czym funkcja kompetencji wykorzystywata
specyfike metod klastrowania uzywajacych centroidéw, aby otrzymaé funkcje kom-
petencji, ktora nie moze zaleze¢ od prawdziwych wartosci szukanej funkcji. Druga
polegata na wczesniejszej “granulacji” zaréwno wyjs¢ aproksymatora rodzica jak
i prawdziwych warto$ci szukanej funkcji i tworzyta z niej macierz korelacji przy-
naleznoéci do danych klastrow na podstawie ktorej tworzono odpowiednie funkcje.
Opisywana w niniejszej pracy metoda uzyskata w testach nizsze btedy od propono-

wanych wczesniej.

4.2. Tworzenie aproksymatoréow skladowych

Aproksymatory sktadowe, umieszczone w weztach drzewa tworzonego przez me-
tode opisang w niniejszej pracy moga by¢, co do zasady, dowolnego typu. W niniejszej
pracy zostaly uzyte sieci neuronowe typu feed-forward z jedng warstwa neuronéw
ukrytych oraz logistyczna funkcja aktywacji neuronéw. Dla neuronéow ukrytych jest
ona pomnozona przez 2 i pomniejszona o 1 dla uzyskania zakresu [-1,1] i oczekiwane;
wartosci aktywacji 0 (jak sugerowano w pracy [60]). Liczba neuronéw ukrytych jest

w sposob bardzo przyblizony ustalona, za praca [76]:

[0

min | [\ ] (41

gdzie p to wymiar przestrzeni cech, r - wymiar przestrzeni wyjsciowej, U; zbior
uczacy w wezle 7, a 9 to parametr, ktéry odpowiada zatozeniu, ze liczba przykta-
dow uczacych powinna by¢ kilkakrotnie (np. pieciokrotnie, stad w niniejszej pracy
¥ = 5) wieksza od liczby parametréw - polaczen. Taka sie¢ neuronowa jest na tyle
mata, ze pozwala mie¢ nadzieje na uniknigcie nadmiernego dopasowania i wzglednie
krotki czas uczenia. Sie¢ nauczana jest metoda Levenberga-Marquardta [97] (krotko
opisana w podrozdziale [3.3). Jezeli zbiér uczacy danego wezta zawiera zbyt mato
przyktadow, aby nawet sie¢ o jednym neuronie ukrytym mogta otrzymac trzy razy
wiecej przyktadéw uczacych, niz ma wag, sie¢ nie jest tworzona, chyba ze weztem,
w ktorym mamy tworzy¢ sie¢, jest korzen — jednak w takim wypadku uzywana jest
regresja liniowa. W przypadku, gdy zgodnie z punktem [ algorytmu uczenia (str.

22), sie¢ jest uczona ponownie, liczba neuronéw ukrytych zwiekszana jest o 1, o ile
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w takim przypadku zostanie zachowany warunek moéwiacy o odpowiednim ilorazie
liczby przyktadow do liczby wag. Takie dodatkowe uczenie jest wykonywane co naj-

wyzej jednokrotnie.

4.3. Algorytmy pomocnicze

W niniejszym podrozdziale opisano pokrétce algorytmy pomocnicze, niektore
istniejace w literaturze, niektére wykonane dla opisywanego rozwiazania. Metoda
walidacji wynikéw rozmytych c-srednich, przydatna przy znajdowaniu wlasciwej
liczby klastréw, opisana w pracy autora [22], moze by¢ wykorzystana w metodzie
podziatu zbioru kompetencji i przydziatu funkcji przynaleznosci opisanej powyzej,

jednak ostatecznie nie zostata uzyta w eksperymentach, a wiec nie jest tu opisana.

4.3.1. Rozmyte c-$rednich

Rozmyte c-$rednich [15, 506, [72] jest jednym z najbardziej znanych algorytméw
klastrowania rozmytego. Jego zaletami, dzigki ktérym znalazt zastosowanie w ni-
niejszej pracy, sa prostota, znane wtasciwosci oraz akceptowalna ztozonosé czasowa,
liniowa ze wzgledu na liczbe przyktadéw pomnozong przez liczbe klastréw, wymia-
row 1 iteracji.

Funkcja celu, ktéra minimalizuje rozmyte c-Srednich, ma postaé [15] [72]:

c IS

I = Z Z“ZL d(z;, ¢j)
j=1i=1

gdzie x; to i-ty wektor wejSciowy, c; to centroid j-tego klastra, d to pewna metryka,
14i; to stopient przynaleznodci i-tego wektora do j-tego klastra, c to liczba klastrow, a
S| to liczba wektoréw. Przy tym kazde u;; € [0,1] oraz 325, iy =1, Vi:z; €S,
co nazywane jest warunkiem klastrowania probabilistycznego [56]. W niniejszej pracy
przyjeto warto$¢ parametru m = 2.

Po inicjalizacji albo poprzez ustanowienie losowych przynaleznosci, albo, jak
w przypadku niniejszej pracy, poprzez ustanowienie losowych centroidéw, nastepuje
naprzemienna optymalizacja. W jednym kroku zmieniane sa stopnie przynaleznosci

Wg WZOT'U:
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a w nastepnym centroidy:
S|, m
i1 Myt T
4T TS
>im1 Hij

Dla celéw, dla ktorych jest uzywane w tej pracy, rozmyte c-$rednich ma jednak
dwie podstawowe wady: koniecznos¢ wyboru liczby klastréw oraz fakt, ze przyna-
leznosci do wszystkich klastrow sg niezerowe dla wszystkich przykitadéw, ktore nie
pokrywaja sie z centroidami klastréw. Liczbe klastrow ustawiono po wstepnych eks-
perymentach na jedna konkretng liczbe (5), co dalo zadowalajace rezultaty, choé

dostepne sa tez algorytmy wyboru liczby klastréw [22) [72] [92]. Druga cecha wyma-

gala uzycia prostego algorytmu wspomnianego w nast¢pnym podrozdziale.

4.3.2. Progowanie wartosci funkcji przynaleznosci

Niedogodnoscig zwigzang z uzyciem rozmytych c-srednich dla celéw tej pracy sa
niezerowe wartosci funkcji przynaleznosci na catej przestrzeni dla wszystkich kla-
strow, z wyjatkiem przypadku identycznosci przyktadu z jednym z centroidow. Przy
bezposrednim zastosowaniu przektadatoby si¢ to przede wszystkim na uczenie we-
ztéw na duzych zbiorach uczacych, tej samej wielko$ci co rodzica, co nie pomaga przy
zmniejszaniu btedu, a zwieksza zapotrzebowanie na moc obliczeniows. Tak nauczone
wezly bylyby uzywane takze na przyktadach, na ktérych ich wktad w koncowy wy-
nik bytby pomijalny. Stad uzywany jest prosty algorytm, w ktérym wartosci ponizej
pewnego progu sg uznawane za rowne zeru, a calo$¢ jest renormalizowana do sumy
rownej 1.

Pewnym wyzwaniem moze by¢ tutaj wybor progu. W niniejszej pracy przyjeto,
ze korzystne jest, aby wiecej niz jeden wezel potomny mial niezerowa funkcje kom-
petencji na danym przyktadzie. Przyblizenie tego wyniku osiggni¢te zostato w naste-
pujacy sposob: ustalona jest pewna liczba a, we wszystkich opisanych eksperymen-
tach rowna 3. Dla kazdego przyktadu ze zbioru kompetencji obliczane sa pierwotne
warto$ci funkcji przynaleznosci a nastepnie, wsréd wartosci funkcji przynalezno-
Sci uporzadkowanych od najwiekszej, znajdowane sa dwa elementy: 7 — o randze
[a + 0.5] oraz p — o randze |a + 0.5] (w stosowanych rozwigzaniach ich istnienie
jest zapewnione). Jako prog uzyta jest srednia po wszystkich przyktadach z wartosci
{a +0.5} + (1 — {a + 0.5})p. Jezeli progowanie dla danego wektora i przyktadu
skutkowatoby wektorem zerowym, co moze sie zdarzy¢ przy matych wartosciach
a, przyktadowi jest przypisywana przynaleznosé 1 do klastra, dla ktorego stopien
przynaleznosci przed progowaniem byl najwiekszy.

Powyzszy algorytm jest autorski.
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4.3.3. Metoda uczenia sieci neuronowych

W niniejszej pracy do uczenia sieci neuronowych uzywana jest metoda Levenberga-
-Marquardta [97] z regularyzacja. Oryginalna metoda minimalizuje sume kwadratéw
bledéw (lub ogélnie - wartosci funkcji), natomiast uzyta implementacja minimali-
zuje:

Ba)=3 3 v~ glall* +alhull? (12)

i €X

gdzie X jest zbiorem uczacym, x; i-tym wektorem wejsciowym, y; - wyjsciowym,
g(z;) odpowiedza sieci neuronowej dla x;, w wektorem wag potaczen sieci neuro-
nowej, a || - || oznacza norme euklidesowa. Parametr « zostal po wstepnych ekspe-
rymentach ustawiony na 0.001, nie byly stosowane tutaj metody jego aktualizacji,
takie jak np. opisana w [78]. Jego rola bylo zapobieganie powstawaniu wag o bardzo
duzych wartosciach, ktore mogtyby negatywnie wplywaé¢ na generalizacje. Mozna
zauwazyc¢, ze ten parametr nie jest zalezny od liczby wag i przyktadow, przez to jego
wplyw jest tym wigkszy, im mniej jest przyktadow, a wiecej wag. Jest to wlasciwosé
pozadana — majac wiecej przyktadéw w stosunku do wag, mozemy mie¢ wieksza
ufnosé co do ew. powstatych duzych wartosci wag.

Metoda Levenberga-Marquardta w kroku k przeszukuje przestrzen wag w kie-

runku 5wk WyZnaczonym przez:

gdzie J to jakobian btedu po wagach, a ej to wektor btedéw w danym kroku. Niektore
rozwigzania zastepuja macierz identycznosci przekatna JiJ.

W powyzszym algorytmie A\, jest na poczatku ustawione na wartos¢ \g. W kaz-
dym kolejnym kroku, jezeli poprzedni krok zmniejszyt blad, to A\, = Ap_1/A_,
w przeciwnym wypadku Ay = Ax_1 - A;.. W niniejszej pracy we wszystkich ekspery-
mentach przyjeto A_=4, A\, =2, \y = %. Zastosowano takze metode tzw. wielostartu,
doktadniej — losowano dwa zestawy wag poczatkowych, uczono sieci, a nastepnie wy-
bierano t¢ o mniejszym btedzie na zbiorze uczacym. Warunek stopu we wszystkich

eksperymentach ustalono na 100 epok albo $redni btad kwadratowy nie wigkszy niz
1075,
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4.4. Oszacowanie zlozonosci czasowej z uzytymi

rozwigzaniami szczegoétowymi

ZYozonos¢ obliczeniowa metody proponowanej w niniejszej pracy zalezy w istotny
sposob od ztozonosci uzytych algorytméw sktadowych i pomocniczych, dlatego zo-

stata opisana dopiero w tym podrozdziale.

4.4.1. Liczba wezléw i rozmiary zbioréw uczacych

YV pelnym drzewie przy liczbie bezposrednich potomkéw k i wysokosci n jest
E wezléw. Gdyby przyja¢ za k maksymalng liczbe dzieci dowolnego wezta,
to W_tedy liczba ta jest gébrnym oszacowaniem liczby weztow w drzewie.

Drzewo aproksymatora hierarchicznego nie musi i czesto nie jest petne z uwagi
na warunek [3 lub (] algorytmu uczenia (s. 22)). Poza tym, w ogdlnym przypadku,
liczby dzieci weztéw moga sie r6zni¢ (cho¢ w rozwiazaniu szczegétowym uzytym
w niniejszej pracy zrezygnowano zrezygnowano z tej mozliwosci (zob. podrozdziat
[4.1). Wspomniane oszacowanie dotyczy zatem maksymalnej liczby weztow.

Jesli suma liczno$ci zbioréw uczacych na kazdym kolejnym poziomie jest a razy

wigksza od sumy licznosci zbioréw uczacych na poprzednim poziomie, to suma licz-
n+l _

nosci zbiorow uczacych wynosi nie wiecej niz 71\8\ To oszacowanie moze by¢
a/ J—

jednak znaczaco zbyt wysokie.

R gdzie k jest mak-

Weztéw wewnetrznych jest odpowiednio maksymalnie
symalng liczba dzieci danego wezta, a suma licznosci ich zbioréw uczacych wynosi
a” —1

S|

-1
Podsumowujac, poniewaz aproksymacja moze by¢ tworzona i uruchamiana w kaz-

dym wezle, a zbiory uczace tworzone sa i kompetencje wyznaczane w weztach we-

wnetrznych, zachodzi nastepujacy lemat:

Lemat 4. Jezeli zbior uczgcy ma rozmiar |S|, suma liczno$ci zbioréw uczgcych
na kazdym kolejnym poziomie jest mie wiecej niz a razy wieksza od sumy licznosci

zbioréw uczgeych na poprzednim poziomie (a > 1), to
anJrl -1
1 IS|.
2. Suma rozmiarow zbiorow uczgcych w weztach wewnetrznych wynosi co najwyzej
a” —1
S|.

a—1
Analogicznie, w czasie uzyskiwania predykcji na zbiorze |T|, przy stosunku sumy

1. Suma rozmiarow zbiorow uczgcych w drzewie wynosi co najwyzej

liczby weztow o niezerowej kompetencyi na kolejnym poziomie do liczby takich weztow

na poziomie poprzednim nie wiekszym niz a
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1. Sumaryczna liczba przyktadow poddanych pod ocene aproksymatorow w weztach
n+l _ 1

wynosi co najwyziej 71\T\
a p—
2. Sumaryczna liczba przyktadow, dla ktorych trzeba wyznaczyé kompetencje, wy-

no
—|T|.

nosi co najwyzej

4.4.2. Przyklad zlozonosci dla podstawowej wersji - uczenie

W czasie uczenia w kazdym wezle trzeba utworzy¢ i uczy¢ sie¢ neuronowa, po-
nadto w kazdym wezle wewnetrznym trzeba utworzy¢ wezty potomne.

Uczenie aproksymatora w wezle ¢ sktada sie¢ z:
1. Co najwyzej liniowej, O(|S;|(r + p)), obrobki wstepnej, w tym utworzenia sieci

i inicjacji wag.
2. Uczenia sieci algorytmem Levenberga-Marquardta (LM).
3. Sprawdzenia bledéw w wezle.
Poniewaz wag oraz progdéw sieci jest w sumie nie mniej niz neuronéw, ale mniej niz
przykladéw, jedna iteracja algorytmu LM zajmuje O(rw?|S;|), gdzie w, to liczba
progéw i wag w sieci uzytych dla obliczenia jednej wspotrzednej wyjscia dla jednego
przyktadu. Wynika to z koniecznosci wyliczenia quasi-hesjanu. Wzoér ten uwzgled-
nia wyliczanie pochodnych dla kazdego przyktadu i kazdego wymiaru wyjsciowego
oddzielnie. Zoptymalizowana implementacja jest natomiast w stanie uwzgledni¢, ze
przy obliczaniu pochodnej jednego z wyjs¢ wagi od neurondéw ukrytych do pozosta-
tych wyjs¢é maja pochodng 0 i mozemy je pominac¢. Jedna iteracja algorytmu zajmuje
zatem O(rw?|S;lity,), gdzie ity, jest maksymalng liczba epok metody Levenberga-
-Marquardta. Zatem, jesli w, jest maksymalng liczbg uzytych wag sieci, a it;,, mak-

symalng liczbg epok, dla wszystkich weztéw suma dziatania wynosi:
an—f—l -1
0 71\8\7“103 -ty |- W sprawdzeniu btedéw dominuje operacja uzyskiwania

wynikow, ktora, przy zatozeniu, ze w jest liczbg wszystkich wag sieci, ma ztozonos¢
O(w|S;]), a wiec jest tu pomijalna.

Jak wida¢, ztozono$¢ obliczeniowa metody Levenberga-Marquardta zalezy przede
wszystkim od liczby wag, dlatego tez jest ona polecana dla niewielkich sieci. Zato-
zeniem proponowanego rozwigzania jest jednak taczenie prostych rozwigzan sktado-
wych, a wiec uzywane sg wtasnie sieci niezbyt wielkie. Doktadniejszy rozmiar mozna
wyznaczy¢ ze wzoru (4.]) podanego w podrozdziale 1.2 Dla uproszczenia zalézmy,

ze czesS¢ ograniczajaca liczbe neuronéw ukrytych ze wzgledu na liczbe przyktadow
1S:

,
nie zostala wykorzystana, czyli —2——— > [\/p+ Tﬂ. Skoro mamy [\/p + Tﬂ
(p+r+1)
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weztow ukrytych, to mamy tez

w= me p+r+1)+r

wag i progow w sieci neuronowej. W czasie uczenia liczba wag uzytych dla jednej

wspotrzednej wyjscia i jednego przyktadu moze by¢ podana jako:

wuz[\/m] (p+1+1)+1

Dla uproszczenia zapiszmy powyzszy wzor jako O(v/p+7r2(p+ 1+ 1)+ 1). Pa-
mietajac tez, ze O(a+b)* = O(a®*+b*+2ab), a v/p+r2(p+1+1) > roraz p+r > 2,

gtowny wzor przyjmie postac:

0 (%ﬁlr(\/w P (p+2))? tm) = (4.4)

avtt —1

=0 <ﬁ|8|r(p+r2)(p+2)2-itlm> (4.5)
Tworzenie zbioréw uczacych wymaga:

1. Uzyskania wynikéw wezla rodzica (co jest juz robione przy uzyskiwaniu jego
btedéw).

. Obrébki wstepnej o ztozonoscei O(|S;i|(r +p)?) (obliczanie macierzy kowariancji).

3. Analizy sktadowych gtéwnych (PCA) (O((r + p)?)).

Przeksztalcenia przestrzeni przez transformacje znaleziong przez PCA - O(|S;|(r+
p)?) (mniej, jesli PCA odrzucita jakie§ wspotrzedne).

5. Grupowania przez rozmyte c-Srednich, ktore w tym przypadku ma ztozonosé
O(K|Si|(r + p)it fem), gdzie it fom, to liczba iteracji rozmytego c-Srednich.

6. Uzyskania stopni przynaleznosci przyktadow do klastrow otrzymanych za po-
mocg rozmytego c-Srednich (co jednak moze by¢ robione razem z grupowaniem).
Progowania, wraz ze znalezieniem progu — O(klog k|S;|).

8. Obrébki koncowej (przydziatu przyktadéw do zbioréw) wymagajace O(alS;|)
operacji, jezeli same przyktady nie sa w zaden sposob modyfikowane.

Skoro [S;| > (r + p),itsem > k, mozna oszacowaé czas potrzebny na utworzenie

funkcji kompetencji i przydzial zbioréw uczacych w danym wezle jako O(|S;|(k(r +

P)itiem + (1 + p)? + a)). Zatem ta cze$¢ zajmuje znaczaco mniej czasu niz uczenie

aproksymatorow, zwtaszcza ze jest wykonywana tylko w weztach wewnetrznych.
Podsumowujac: uczenie aproksymatoréw jest w uczeniu wersji rozwigzania opi-

sanej w dysertacji operacja dominujaca. Czas zuzyty na nig jest zalezny wyktadniczo
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od wysokosci drzewa — por. wzér (L4). Podnoszony do potegi jest stosunek sumy
rozmiaréw zbioréw uczacych weztow z kolejnego poziomu do sumy rozmiaréw zbio-
row uczacych weztow z poprzedniego. Ponadto czas uczenia zalezy w przyblizeniu
szedciennie od rozmiaru przestrzeni wejsciowej oraz rozmiaru przestrzeni wyjsciowej.
Natomiast, co oczywiste, zalezy jedynie liniowo od liczby iteracji oraz, co istotne,
réwniez jedynie liniowo od liczby przyktadéw w zbiorze (o ile liczba ta jest na tyle
duza, aby liczba neuronéw ukrytych sieci neuronowych nie byta ograniczana przez

liczbe przyktadéw uczacych — zob. podrozdziat .2]).

4.4.3. Oszacowanie zlozonosci uzyskania odpowiedzi dla podstawowej

wersji

Uzyskanie odpowiedzi aproksymacji w wezle wewnetrznym ¢ dla zbioru |T;| wy-

maga:

1. Uzyskania wyniku aproksymacji sktadowe;j:
Ow|Ti) = O (([Vp+ 72| (p+7+1)+7)|Ti]).

2. Przeksztalcenia przestrzeni przez transformacje znaleziong przez PCA:
O(Ti|(r +p)?) -

3. Obliczenia stopni przynaleznosci przyktadéw do klastrow otrzymanych z algo-
rytmu rozmytych c-Srednich — O(k(r + p)|Ti]).

4. Progowania — O(k|T;]).

5. Uzyskania odpowiedzi weztéw potomnych.

6. Obrobki konicowej — O(a(r + p)|Til).

Po uwzglednieniu rzeczywistych zaleznosci miedzy liczba przyktadow, wag itp., jak

przy szacowaniu ztozonosci uczenia, ztozonos¢ uzyskiwania wyniku wynosi:

O((k+r+ne+p+([Vorr2|w+rr+1+r))ITi)

W lisciach jest to tylko:

0 ((wa (p+r+1) +r) |Ti|)

Ogoétem w drzewie bedzie to

O((an_l(k+r+p)(r+p)+&zl GW} (p+'r’+1)+'f’)> |T|>

a—1 a —

Podobnie jak w przypadku uczenia, uzyskiwanie wyniku zalezy wykladniczo (z

podstawa a) od wysokosci drzewa, a liniowo od wielkosci zbioru testowanego. Takze
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liniowo zalezy od poziomu rozgalezienia drzewa. Tym razem nie sa wymagane ite-

racje, a zaleznosci od liczby wymiaréw przestrzeni sa w przyblizeniu kwadratowe.

4.4.4. Podsumowanie

Czas uzyskiwania wynikéw aproksymatora w wersji podstawowej przy niewiel-
kich gtebokosciach drzewa jest poréwnywalny z analogicznym czasem dla sieci neu-
ronowej o kilkudziesieciu neuronach ukrytych. Ze wzgledu na zaleznos¢ wyktadnicza
czasOw uczenia i uzyskiwania wynikéw od wysokosci utworzonego drzewa praktyczne
sg tylko niewielkie jego wysokosci. Silna zaleznos¢ ztozonosci obliczeniowej metody
od liczby wymiarow wejsciowych ogranicza zastosowanie do co najwyzej umiarkowa-
nych liczb cech wejéciowych oraz wyjsciowych. Sugeruje to kazdorazowy rozdzial za-
dania o wyjsciu wielowymiarowym na zadania o wyjsciach o matej (najlepiej réwnej
1) liczbie wymiaréw. Pamietaé¢ przy tym trzeba, ze wiele zadan, np. te wymienione
w rozdziale [l ma jedng zmienng wyjsciows. Nalezy zauwazy¢, ze zaleznosci od wy-
miarowosci przestrzeni zmniejszytyby sie bardzo, gdyby uzy¢ mniej od nich zaleznego
algorytmu uczenia sieci (mogloby to jednak wymaga¢ podniesienia liczby iteracji)

lub mniej od nich zaleznego algorytmu wyznaczania liczby neuronow ukrytych sieci.



5. Wyniki eksperymentalne dla ogdlnie

znanych zadan

W celu oceny przydatno$ci metody opisanej w niniejszej rozprawie do celéw
praktycznych zostata ona przetestowana na 21 zbiorach danych ogolnie dostepnych
(niniejszy rozdzial) oraz w problemie krotkoterminowego przewidywania profilu zu-
zycia energii elektrycznej (rozdz. [d). Zbiory danych wykorzystane w opisanych poni-
zej zadaniach pochodza przede wszystkim z repozytoriow UCI [63] i DELVE [83], i sa
czescia tzw. “Weka Regression Datasets” [8], wiekszos¢ wskazuje (w chwili pisania ni-
niejszej pracy niedostepna) strone http://www.ncc.up.pt/ ltorgo/Regression/DataSets.html
jako pierwotne zrodto. Uzycie ogdlnie dostepnych zbiorow danych ma te podstawowa
zalete, ze otrzymane wyniki mozna tatwo zweryfikowa¢. Ponadto ich dostepnos¢ oraz
ich wykorzystanie w literaturze pozwalaja porownywaé¢ wyniki rozwigzan opisanych
w roznych pracach.

Wykorzystane zostato 21 zadan, ktére mozna podzieli¢ na 3 grupy: dane sztuczne
z jawng funkcja zadana (zadania [[H3), zadania polegajace na powtérzeniu wynikow
symulacji wykonanej z uzyciem dedykowanych systemow, nieposiadajace jawnie wy-
specyfikowanej odpowiedzi (zadania[dH9)) i wreszcie zadania oparte na rzeczywistych
danych pomiarowych (I0HZI]). W tej ostatniej grupie mozna wyrézni¢ podgrupe zbio-
réw matych (< 500 przyktadéw, zbiory [[6H2T]). Pierwsza grupa jest istotna, poniewaz
nie tylko znana jest z catkowita pewnoscig funkcja szukana, ale tez wiadomo, jak
wiele mozna sie o tej funkcji z danego zbioru nauczy¢. Zadania oparte na zbio-
rach rzeczywistych natomiast sg szczegdlnie wazne, poniewaz to wlasnie dziatanie
w rzeczywistych problemach jest ostatecznym testem uczenia maszyn i sztucznej

inteligencji.

5.1. Zadania

Zgodnie z sugestiami zawartymi w [60] numeryczne dane wejSciowe zostaly znor-
malizowane tak, aby wszystkie mialy wariancje réwna 1 i érednia réwna 0. Dane

wyjsciowe zostaly znormalizowane liniowo tak, aby miescity sie doktadnie w zakresie
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0.05 - 0.95. Zmienne dyskretne zazwyczaj zostaly zamienione na zestawy zmiennych
binarnych (z wyjatkiem zadania 2T]).

W nawiasach po nazwie zadania zostaly wymienione skréty nazw zbiorow funk-
cjonujace w literaturze anglojezycznej, ktore powinny pozwoli¢ na ich tatwe wy-
szukanie, a ktére ze wzgledu na swoja zwiezto$¢ zostaly uzyte takze w tablicach
z wynikami (w kilku przypadkach skrécone jeszcze bardziej).

1. Plaszczyzny dwuwymiarowe (2dplanes). Zadanie sztuczne, docelowa funkcja ma

postac:

fx) =

3+ 3xy+ 225+ 24 +N(0,1), dlaz =1
-3+ 35 + 226 + 27 + N(0,1), dlaz; = —1

gdzie N(0,1) oznacza rozklad Gaussa. Przy czym x; przyjmuje tylko te dwie
wartosci z rownym prawdopodobienstwem, a pozostate zmienne wejsciowe przyj-
muja z jednakowym prawdopodobienstwem wartosci ze zbioru {-1,0,1}. Zbior,
wymieniony m. in. w [19], zawiera 40768 przyktadéw i 10 atrybutéw wejsciowych,
przy czym ostatnie 3 sa nieuzywane.

2. Zadanie sztuczne “Friedmana” (friedman). Uzyte np. w [38], choé¢ tam wspo-
mniany jest jeszcze wezedniejszy artykut. Rowniez zadanie sztuczne, prawdziwa
funkcja ma postaé: f(x) = 10sin(mwxy - 22) +20(z3 — 0.5)% + 1024 + 55 + N(0, 1).
Zbiér danych zawiera takze 40768 przyktadow oraz 10 atrybutéw wejsciowych,
z czego tylko pierwsze 5 jest wykorzystanych. Zbiér wykorzystywany dosé czesto
do testowania roznych rozwigzan, np. drzew decyzyjnych, metod statystycznych,
ale takze metod wzmacniania gradientowego (gradient boosting) i innych [16] [38].

3. Zadanie sztuczne, o kilku “zatamaniach” (mv). Funkcja

1
35 — 53:4, dla 29 > 1

10 —2xy  wpp.,oile —2 < xy < 2.

fle)=9 3- x1/xy WDD., 0 ile z; = yes
Te + T1 wpp., o ile zg = normal
71/2 wpp.

Zbior ten rowniez sktada sie z 10 atrybutéw wejsciowych i 40768 przyktadow.
5 atrybutéw jest losowanych z rozktadu jednostajnego na réznych przedziatach.
Wsréd pozostalych atrybutéw 3 (x3, 7, xg) sa nominalne, a 2 (z4 i r¢) maja inne
formy i sa cze$ciowo zalezne od poprzednich.

4. Symulacja kolejek w banku (bank8fm). Jeden z rodziny zbioréw powstalych w wy-



56

ROZDZIAL 5. WYNIKI EKSPERYMENTALNE DLA OGOLNIE ZNANYCH ZADAN

10.

niku prostej symulacji zachowan klientéw bankow. Klienci okresleni sa kilkoma
parametrami, takimi jak miejsce zamieszkania (uzywane w celu okreslenia prefe-
rencji wzgledem danego banku wynikajacych z jego dostepnosci), stopien skom-
plikowania sprawy, z ktéra przychodza, czy cierpliwo$¢. Celem przewidywania
jest utamek oséb, ktére opuszczaja bank ze wzgledu na zbyt dlugie kolejki [83].
Symulacja ta zostala przeprowadzona bezposrednio w celu wygenerowania ro-
dziny zbioréw danych, umieszczonych nastepnie w repozytorium DELVE [83].
Symulacja steru wysokosci (elevators). Dane te powstaly w wyniku symulacji
zachowania samolotu F16 [20, 27, [33]. Zadane manewry byly wykonywane na
symulatorze ACM przez autora oryginalnych notatek — Rui Camacho. Na pod-
stawie pomiaréw 18 zmiennych wykonanych w czasie tych symulacji, takich jak:
predko$¢ wznoszenia/opadania, wysokosé, cel wysokosciowy, przechyly samolotu
oraz pochodne po czasie niektérych z tych wielkosci, starano sie odtworzy¢ decy-
zje dotyczace ustawienia steru wysokosci [26], 27]. Zbior zawiera 8752 przyktadow.
Symulacja réznicowa steru wysokosci (§ elevators). Jak whl ale zamiast wartosci
bezwzglednych odtwarzane byty zmiany nastaw steru wysokosci. Wykonana zo-
stata réwniez selekcja atrybutéw, wskutek czego liczba zmiennych wejsciowych
zmniejszyta si¢ do 6. Liczba przyktadéw wynosi 7129.

Symulacja réznicowa ustawienia lotek (§ ailerons). Podobnie jak w @], ale celem
byty zmiany w nastawie lotek. Liczba zmiennych wejsciowych wynosi 5. Liczba
przyktadow jest rowna 7129.

Symulacja predkosci katowej ramienia robota (puma8NH ). Dane pochodza z sy-
mulacji zachowania ramienia robota Puma 560. Dany zbior jest jednym z rodziny
oSmiu zbiorow dotyczacych tego problemu umieszczonych w repozytorium DE-
LVE [83]. Na podstawie osmiu danych wej$ciowych, w rodzaju katow, predkosci,
ew. innych danych cztonéw ramienia robota, nalezy wyznaczy¢ predkosé katowa
jednego z ramion.

Symulacja ustawienia ramienia robota (kin8nm). Zbiér danych wygenerowany
w 1996 r. przez Zoubin Ghahramani za pomoca 6wczesnego pakietu jezyka Ma-
tlab z zakresu robotyki: “The Matlab Robotics Toolbox”. Dotyczy obliczania
pozycji koncéwki ramienia robota na podstawie danych o wzglednej pozycji ra-
mion z dodanym szumem [41]. Ten zbiér réwniez jest jednym z rodziny zbior6w
danych dostepnych w DELVE [83]. Zawiera 8192 przyktadéw. Koncéwka Snm
oznacza 8 zmiennych wejsciowych, duza nieliniowos¢, ale sredni poziom szumow.
Wyznaczanie wieku stuchotek (abalone). Zbiér danych dotyczacy gatunku jadal-
nych mieczakow z rodziny stuchotek, Haliotis rubra. Celem jest okreslenie wieku

mieczaka, badanego bardziej bezposrednio za pomoca pracochtonnego liczenia
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pierscieni wzrostu z uzyciem mikroskopu, na podstawie innych pomiaréow, np.
rozmiaréw, masy calego okazu oraz réznych jego czesci (muszli, miesa) [68], [70].
Zawiera 4177 przyktadow, 7 zmiennych wejsciowych.

11. Wycena (grup) doméw w Kalifornii (california housing). Zbiér dotyczacy cen
domoéw umieszczony w repozytorium StatLib [I], wymieniany m.in. w [54]. Celem
jest wyznaczenie mediany ceny domu na pewnym obszarze (census block group
wg terminologii United States Census Bureau — w przyktadzie srednia liczba
mieszkancoéw w takiej “grupie kwartatéw cenzusowych” wyniosta 1425.5). Dane
pochodza ze spisu powszechnego, kazdy przyktad jest zbiorcza charakterystyka
jednego obszaru. Osiem zmiennych wejsciowych obejmuje m.in. liczbe ludnosci,
liczbe pomieszczen i sypialni w obszarze, liczbe doméw, mediane wieku budyn-
kow. Zbior zawiera 20640 przyktadow - wszystkie obszary wspomnianego typu
z Kalifornii z roku 1990.

12. Wycena (grup) doméw, wersja tatwiejsza (house8L). Dane pochodzace z repo-
zytorium DELVE [83]. Tak jak i dane zbioru powyzej pochodza ze spisu po-
wszechnego, ale uzywana jest inna wielkosé jednostkowego obszaru (State-Place)
i inny obszar. Ten zbiér obejmuje 8 zmiennych wejsciowych, niektére podobne do
uzytych w poprzednim zbiorze, ale sa tez dane demograficzne dotyczace wieku
i rasy mieszkancow i wlascicieli. W zbiorze jest 22784 przyktadow. Celem réwniez
jest przewidywanie mediany cen domow na danym obszarze. Litera L w ozna-
czeniu odpowiada mniejszej trudnosci problemu ze wzgledu na lepsza selekcje
zmiennych [83].

13. Wycena (grup) doméw, wersja trudniejsza (housel6H). Jak powyzsze, ale 16
zmiennych wejsciowych i 22784 przyktadéw. Litera H oznacza wysoka trudnosé
ze wzgledu na niezbyt dobra selekcje zmiennych [83].

14. Przewidywanie czasu spedzonego przez procesor w trybie uzytkownika (cpu act).
Zbiér z repozytorium DELVE [83]. Dane dotycza aktywnosci uniwersyteckiego
systemu komputerowego z rodziny Sparc. Na podstawie 21 cigglych atrybutow
wejsciowych w rodzaju: czestos¢ odezytow i zapisow pomiedzy pamiecig systemu,
a pamiecia uzytkownika, liczba wywolan systemowych na sekunde (osobno tez
odezytéw i zapisow), liczba wywolan nowych proceséw, czestosci roznych operacji
dotyczacych stron pamieci, dtugos¢ kolejki proceséow, wielkos¢ wolnej pamieci,
nalezy obliczy¢, jaki procent czasu procesor spedzi w trybie uzytkownika. Zawiera
8192 przyktaddow.

15. Przewidywanie czasu spedzonego przez procesor w trybie uzytkownika (cpu_small).
Jak zbior[14] ale w przewidywaniu nie sa dostepne dane dotyczace stronicowania.

16. Szacowanie zuzycia paliwa samochodéw (autoMpg). Zbiér danych dotyczacy zu-
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17.

18.

19.

20.

21.

zycia paliwa (w milach na galon) samochodéw osobowych uzywanych w USA

[63, B1]. Ma 5 zmiennych wejéciowych: liczba cylindréw, moc, pojemnosé silnika,
masa, przyspieszenie. Zmienne dotyczace pochodzenia i marki, obecne w orygi-
nalnym zbiorze, zostaly usuniete. Zawiera 398 przykltadow.

Wycena samochodéw (auto). W tym przypadku na podstawie réznych danych
dotyczacych samochodu (wymiary, spalanie itp., ale takze utrata wartosci wg
ubezpieczycieli) nalezy przewidzie¢ cene samochodu. Zbior zawiera zaledwie 159
przyktadow, ale 14 zmiennych wejsciowych. Pochodzi z repozytorium UCI [63],
uzyty np. w [81].

Przewidywanie poziomu markera insuliny (diabetes). Zbiér jest bardzo maly: 43
przyktady, 2 zmienne wejSciowe. Na podstawie wieku pacjenta i niedoboru zasad
w serum jego krwi nalezy przewidzie¢ poziom markera insuliny — peptydu C [47].
Wycena (grup) doméw w Bostonie (boston housing). Na podstawie 12 zmien-
nych wejsciowych typu: liczby przestepstw w jednostce czasu, zanieczyszczenia
powietrza, wielkosci budynkow, liczby nauczycieli na ucznia w miejscowosci na-
lezy przewidzie¢ mediane (z obszaru nazywanego Census-tract) ceny doméw na
przedmiesciach Bostonu [45]. Zawiera 506 przyktadow [63], 81, 83].

Przewidywanie wydajnosci procesora (m_cpu) [63]. W tym zadaniu na podstawie
6 zmiennych wejsciowych, dotyczacych czasu trwania cyklu procesora kompute-
rowego (z konca lat 80), wielkosci pamieci gtéwnej i cache oraz opublikowane;
wydajnosci, nalezy przewidzie¢ wydajnos¢ rzeczywista, testowang w oryginalnym
artykule.

Przewidywanie czasu dzialania serwomechanizmu (servo). Dotyczy przewidywa-
nia czasu dziatania serwomechanizmu ze wzgledu na dwa stopnie wzmocnienia
oraz wybér rodzaju $ruby (5 mozliwosci) i silnika (5 mozliwosci) — w sumie
4 zmienne wejsciowe. Zawiera 167 przyktadow [0, [81]. W tym przypadku dys-
kretne zmienne oznaczajace wybor sruby i silnika zostaty bez zmian — nie zostaty
zbinaryzowane, poniewaz znaczaco podniostoby to wymiarowos¢ tego niewiel-

kiego zbioru.

5.2. Uzyte algorytmy

W tej czesci eksperymentow zostaly uzyte nastepujace wersje proponowanej me-

tody:

1.

Z ustawieniem maksymalnej gtebokosci drzewa na 3 (co oznaczato 4 poziomy)

oraz btedu granicznego na 0.
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2.

7 ustawieniem maksymalnej gtebokosci drzewa na 3 oraz btedu granicznego na
potowe btedu aproksymacji takiej, jak umieszczona w korzeniu (uzyskanego jako
srednia z trzech prob).

7 ustawieniem maksymalnej gtebokosci drzewa na 3 oraz btedu granicznego na

0, ale nie uzywajaca wag przy grupowaniu w metodzie opisanej w podrozdziale

1l

Dla poréwnania zostaly przetestowane rowniez ponizsze algorytmy:

1.

“Dobra” sie¢ neuronowa. Sieci byty identyczne jak te w weztach opisywanego
rozwigzania, za wyjatkiem liczby neuronéw ukrytych, ktéra byta dobierana. Mi-
nimalng testowang liczba byta liczba zgodna z oszacowaniem podanym w punkcie
[4.2] - taka jak uzywana dla aproksymacji w korzeniu tworzonego drzewa. Maksy-
malna liczba byta mniejsza z: 7-krotnosci liczby minimalnej (zeby nie uczyta sie
duzo dtuzej niz cate 4-poziomowe drzewo) oraz liczby takiej, zeby liczba przykta-
déw na jedng wage byta nie mniejsza niz 2. Az do 4-krotnosci liczby minimalne;j
byty testowane wszystkie kolejne liczby neuronéw, powyzej, do 6-krotnosci, byta
testowana co druga (dla zmniejszenia wymaganego czasu), a powyzej co trzecia.
Optymalna w tych warunkach liczba neuronéw ukrytych byta wybierana przez
3-krotne powtorzenie 10-krotnej walidacji na catym zbiorze dla kazdej liczby. Za-
mieszczone wyniki pochodza natomiast z kolejnych 10 cykli 10-krotnej walidacji
wykonanych dla najlepszej liczby.

Komitet. Sieciami bazowymi byty sieci neuronowe identyczne jak w korzeniu
proponowanego rozwiazania, o liczbie neuronéw ukrytych zgodnej ze wzorem
(£1) z podrozdziatul[d.2 Liczba sieci zostala tak dobrana (40), aby suma licznosci
zbioréw uczacych tych sieci byta w duzym przyblizeniu réwna sumie licznosci
zbiorow uczacych rozwiazan sktadowych w weztach. Jako odpowiedz komitetu
zostala wybrana érednia — wstepne eksperymenty ze $rednig wazong nie wykazaty
poprawy.

Agregacja modeli ze zmiana zbioréw uczacych bagging [16] opisana pokrétce we
wstepie (L4.3] s. [). Elementami sktadowymi byty takze sieci neuronowe takie
same jak w powyzszych punktach (zwykle uzywane sa tu drzewa regresji).
Wzmacniane gradientowe (gradient boosting, nazywane takze “Additive Regres-
sion” [37] wspomniane w podrozdziale [L4.2] s.H]). Elementy sktadowe byty takie
same jak w powyzszych punktach. Zostaly wyprobowane nastepujace wartosci
parametru skalowania: 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5. Procedura testowa byta podobna
jak w punkcie [I} najpierw powtérzono 3-krotnie 10-krotng walidacje na calym
zbiorze, aby wybrac¢ parametr, a p6zniej wybrany parametr testowano doktadniej

10 razy 10-krotng walidacja. Tak, jak w punkcie 2 zostato uzytych 40 sieci.
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Trzy z modeli wybranych do poréwnan, podobnie jak proponowane rozwiazanie,
tacza wiele prostych rozwiazan w jedno, potencjalnie doktadniejsze. Wtasnie to po-
dobienstwo oraz dostepno$¢ implementacji byta kluczem przy ich wyborze. Uzywaly
one takich samych elementow sktadowych jak proponowane rozwigzanie, a ich roz-
miar i czasochtonnos$¢ miaty by¢ zblizone do proponowanego rozwiazania, dzieki
czemu wyniki eksperymentow moga stanowi¢ podstawe do oszacowania potencjatu
rodzajow potaczen prostych sieci w jedno wieksze i doktadniejsze rozwigzanie.
Nalezy zauwazy¢, ze parametry kontrolne proponowanej metody oraz baggingu
i komitetu nie byly dopasowywane do poszczegolnych zadan w zaden sposodb. Na-
tomiast w przypadku sieci neuronowej oraz wzmacniania gradientowego testowano
rozne wartosci jednego, potencjalnie najwazniejszego parametru i ostatecznie rapor-
towano rozwigzanie, ktore okazato sie najlepsze we wstepnej walidacji. Walidacja
ta uzywata calego zbioru danych, czyli wybor tych rozwigzan zalezatl posrednio od
danych testowych. Takie postepowanie moglto wprowadzi¢ nieréwnowage w testach
na korzysc¢ tych dwu rozwiazan, tj. sieci neuronowej i wzmacniania gradientowego. Ze
wzgledu jednak na wage owych parametrow i trudnosé¢ w ich oszacowaniu a-priori
uznano opisang metode za dobry kompromis, o ile poréwnujemy gtéwnie rozwig-
zanie proponowane. Naturalnie, w tych dwu rozwiazaniach mozna dostosowywac
nawet wiecej parametréw kontrolnych, np. dobieraé¢ specjalnie sieci we wzmacnianiu
gradientowym albo zmienia¢ algorytmy lub wspotczynniki uczenia czy liczbe warstw
w sieci neuronowej. To samo mozna jednak powiedzie¢ o rozwigzaniu proponowa-
nym, w ktorym nie dostosowywano ani jednego, nawet podstawowego, parametru
kontrolnego. Dla komitetow i agregacji modeli ze zmiana zbioréw uczacych (bagging)
testowano tylko maksymalna dopuszczalna liczbe (i jeden rodzaj) sieci, poniewaz jej

zmniejszenie nie powinno powodowac¢ wzrostu doktadnosci rozwigzan.

5.3. Implementacja proponowanego rozwigzania

Algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku Java. Wykorzystana zostalta
w nich biblioteka WEKA ( Waikato Environment for Knowledge Analysis) [43]. Im-
plementacje dwoch algorytmoéw uprzednio istniejacych: “Bootstrap Aggregating”
i wzmacniania gradientowego pochodza z tej biblioteki (ew. z drobnymi modyfika-
cjami). Implementacja komitetu, tak jak i proponowanej metody zostala wykonana
przez autora niniejszej pracy. Dla celow m.in. tej pracy powstaty réwniez implemen-
tacje algorytmoéw pomocniczych: wykorzystywanych we wszystkich rozwigzaniach

sieci neuronowych uczonych algorytmem Levenberga-Marquardta [97] (zob. punkt
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M33)) oraz wykorzystywanego w proponowanym rozwiazaniu rozmytego c-Srednich
[72] (opisanego pokrétce w punkcie [3.1]).

Implementacja pozwala na zréwnoleglenie obliczen. Dostepna jest pula watkow
Javy o zadanej przez uzytkownika wielkosci. Pojedynczym zadaniem jest uczenie
jednego wezta (uczenie rozwiazania sktadowego i tworzenie zbioréw uczacych dla
weztow potomnych).

Implementacja metody Levenberga-Marquardta, zgodnie z [97], nie przechowuje
catego jakobianu w pamieci (jak niektére z dostepnych implementacji), w zamian
za to uzywa ona pamieci proporcjonalnej do iloczynu sumy liczby weztow ukrytych
i wyjsciowych oraz liczby przyktadow dla przechowywania posrednich wynikéw ob-
liczen dla ich pdzniejszego wykorzystania. Dzieki temu, ze uzyte sieci sa nieduze,
wymagania pamig¢ciowe sa umiarkowane, mniejsze niz wymagania implementacji

“pamieciowo-naiwnej” [97].

5.4. Procedura testowa i miary btedu

W testach zostata uzyta metoda 10-krotnej walidacji krzyzowej ze stratyfikacja:
zbiér byl dzielony na 10 czesci tak, aby Srednia odpowiedzi w kazdej czesci byta
zblizona. Nastepnie na 9 czesciach algorytm byt uczony a na jednej testowany, co
powtarzano 10 razy, tak aby dane rozwigzanie zostato przetestowane na kazdej cze-
sci. Cala procedure powtorzono 10 razy, — w sumie dla kazdego zadania wykonano
100 cykli nauki i testowania.

W tablicach uwzgledniono przede wszystkim znormalizowany pierwiastek ze $red-

niego btedu kwadratowego (NRMSE, normalized root-mean squared error).

NP ) — il
Sy — Y2

NRMSE = J (5.1)

gdzie S to dany zbidr, x; to i-ty wektor wejsciowy, y; wyjsciowy, f to odpowiedz
rozwigzania, Y to $rednia po wszystkich wektorach wyjéciowych, || - || to norma
Euklidesowa.

Miara ta zwieksza wage duzych btedow i z definicji jest zgodna z btedem $rednio-
kwadratowym. Jest wyrazona w jednostkach, w ktorych jest wyrazony problem (w
odréznieniu od btedu kwadratowego albo logarytmicznego), a wiec dos¢ intuicyjna.
Zapisano $redni blad ze wszystkich 10 powtérzen 10-krotnej walidacji (NRMSE)
oraz odchylenie standardowe w tych dziesieciu probach (e NRMSE).

Dla poréwnania ogoélnego potencjalu rozwigzan potrzebna byta miara podsu-
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mowujaca efektywnosé na bardzo odmiennych zbiorach danych. Taka role mogtby
peti¢ znormalizowany pierwiastek ze $redniego bledu kwadratowego, ale poniewaz
odchylenie standardowe wartosci wyjs¢ od Sredniej, uwzgledniane przez te miare,
nie jest jedyna miarg skomplikowania zadania, zdecydowano si¢ w tej pracy przyjac
miare¢ jeszcze bardziej odporng na réznice pomiedzy zadaniami — rangi. W tym
przypadku, uzyta jest specjalnie utworzona miara nazywana tu ‘“rangg istotna”.

Przez “istotna range” dla rozwigzania ¢ rozumiem powiekszong o 1 liczbe roz-
wigzail j, takich ze dla danego zadania (NRMSE; + cNRMSE;) x 1.03 < NRMSE; —
oNRMSE;. A zatem: oprocz tego, ze Srednie z dziesieciu prob powinny by¢ odlegte
od siebie przynajmniej o dwa odchylenia standardowe (po jednym z kazdego rozwia-
zania), to musi zosta¢ zachowany dodatkowy “trzyprocentowy” odstep. Dzieki temu
w zasadzie mozna powiedzie¢, ze jesli jakie$ rozwigzanie ma nizszg range, to znaczy,
ze istnieje dos¢ duze prawdopodobienstwo, ze jego Sredni btad jest lepszy przynaj-
mniej o 3%. Konkretne wartosci sg tu w zasadzie arbitralne, mozna sobie wyobrazi¢
cala rodzing miar “4, € istotnych”, w ktérych (NRMSE; + 6oNRMSE;) * (1 +¢) <
NRMSE; — §6NRMSE;, ale uzyte wartoéci (6 = 1,e = 0.03) mozna uznaé za sub-
optymalne. Wspomniane 3% jest minimalng r6znica btedéw, ktérag mozna uznaé za
majaca znaczenie praktyczne (choé to, oczywiscie, zawsze zalezy od konkretnego
zadania). Jest to tez, w zaokragleniu do pelnych procent, usredniona po wszystkich
zadaniach réznica pomiedzy NRMSE najlepszego rozwiazania dla danego zadania
i NRMSE drugiego w kolejnosci.

Uzywane sa takze, przede wszystkim w dodatkach:

e Sredni btad na modul, (zob. wzér ([24), s. [d). Podano érednig z 10 préb i od-
chylenie standardowe.

e Pierwiastek ze éredniego btedu kwadratowego (nienormalizowany):

S Mg () — il

X (5.2)

RMSE = $

Oproécz $redniej i odchylenia standardowego z 10 prob wpisano takze =+, czyli
maksymalne odchylenie pojedynczej wartosci od sredniej (z 10 préb).

e Przeskalowany pierwiastek ze sredniego btedu kwadratowego:

S () — i) - 252
X

SRMSE = J (5.3)

gdzie s to wspotezynnik skali — wektor odwrotnosci réznic miedzy maksymalnymi
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i minimalnymi wspo6trzednymi (na kazdej pozycji) w wektorach wyjsciowych.
Odpowiada przeskalowaniu zmiennej wyjéciowej tak, aby miescita sie pomiedzy
-11 1, co jest czasem uzywane. Oczywiscie mozna z tej wartosci tatwo otrzymac

wersje dla skalowania do przedziatu [0, 1].

5.5. Wyniki eksperymentéw i ich oméwienie

5.5.1. Przykladowy przebieg uczenia

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie przykladowy przebieg al-
gorytmu uczenia, czyli tworzenia drzewa hierarchicznej aproksymacji, opisanego
w og0lnej formie w punkcie (s.22), z poszczegdlnymi komponentami opisanymi
w poprzednim rozdziale. W przebiegu eksperymentéw z niniejszego rozdziatu zostato
utworzonych 6300 drzew. Dla celow pogladowych opisane zostanie jedno z drzew
utworzonych dla zadania nr (boston housing) i sposobu tworzenia aproksymacji
nr 2, czyli docelowym bledzie ustalonym na potowe btedu korzenia.

Na poczatku na podstawie sredniej z 3 prob uczenia aproksymacji o takiej struk-
turze, jaka docelowo byta uzyta w korzeniu, docelowy $redni btad na modut zostat
automatycznie ustalony na 0.9. Liczba neuronéw ukrytych w korzeniu zostata auto-
matycznie ustalona na 4. Sie¢ neuronowa w ostatecznie uzytym korzeniu, z btedem
na modut zaledwie 1.55, osiggneta wynik lepszy niz te, ktore postuzyty do ustalenia
progu. Transformacja przed klastrowaniem (zob. pkt [[lalgorytmu z podrozdziatu[d.T],
s.d3) wybrata 7 kierunkéw (tab.[B.1]). Byé¢ moze ze wzgledu na specyfike skalowania,
wyjscie (pierwszy wiersz) mialo nizsze wagi, niz wiekszosé pozostatych zmiennych.

Klastrowanie w korzeniu w polaczeniu z progowaniem (opisanym w punkcie [4.3.2))
podzielito zbior uczacy korzenia na 5 podzbioréw o licznoséciach 368, 181, 229, 361,
223, przy licznosci calego zbioru uczacego 455. Tablica ilustruje naktadanie si¢
klastrow. Jak wida¢ zbiory ¢; i ¢4 byty bardzo podobne.

Uczenie weztéw potomnych dla klastrow pierwszego i trzeciego nie powiodto sie
— daly one na swoich zbiorach uczacych (bedacych jednoczesénie zbiorami kompeten-
cji) btad wyzszy niz korzen. Czwarty wezet potomny byl uczony dwukrotnie (zob.
podrozdziat [L.2] s. AH). Wszystkie trzy powstale w ten sposéb wezly miaty bledy
wieksze niz ustalony prog zatrzymania.

Dla potomkéw pierwszego z nich algorytm przewidziat zbiory uczace o nastepu-
jacych rozmiarach: 132, 137, 79, 132, 57. Aproksymacja na pierwszym z nich nie
zostala ostatecznie uwzgledniona ze wzgledu na zbyt duzy blad, a ostatni wezet

mial btad mniejszy niz zatozony prog zatrzymania. W pozostatych weztach nauka
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Tablica 5.1. Kierunki wybrane przez PCA przed klastrowaniem wynikéw w korzeniu
przyktadowego drzewa.

V1 (%] V3 V4 Vs Ve (%4
0.046 | -0.047 | 0.067 | 0.003 | 0.051 | -0.010 | 0.002
-0.251 | 0.292 | 0.262 | -0.048 | -0.070 | -0.182 | -0.776
0.259 | 0.304 | 0.307 | -0.027 | -0.307 | -0.380 | 0.238
-0.345 | -0.114 | -0.012 | -0.014 | 0.014 | -0.093 | 0.361
0.002 | -0.453 | 0.272 | -0.774 | -0.308 | 0.145 | -0.047
-0.341 | -0.229 | 0.108 | 0.166 | -0.072 | -0.168 | 0.198
0.197 | -0.163 | 0.560 | 0.135 | 0.501 | 0.074 | -0.076
-0.315 | -0.321 | -0.033 | 0.160 | 0.040 | -0.048 | -0.137
0.317 | 0.351 | -0.049 | -0.164 | -0.174 | -0.004 | 0.108
-0.317 | 0.262 | 0.279 | -0.194 | 0.180 | -0.162 | 0.120
-0.333 | 0.232 | 0.218 | -0.135 | 0.123 | -0.223 | 0.298
-0.202 | 0.334 | -0.342 | -0.424 | 0.441 | 0.299 | 0.012
0.210 | -0.241 | -0.356 | -0.246 | 0.322 | -0.763 | -0.122
-0.313 | 0.068 | -0.246 | 0.055 | -0.411 | -0.097 | -0.125

Tablica 5.2. Naktadanie si¢ zbioréw uczacych dla bezposrednich potomkéw korzenia
w przyktadowym drzewie.

C1 C2 C3 Cq Cs
c1 | 368 122 2 357 195
co | 122 181 149 126 71
c3 2 149 229 6 115
cq | 357 126 6 361 184
cs | 195 71 115 184 223

byta kontynuowana. Dla potomkéw drugiego rozmiary zbioréw wyniosty 263, 176,
96, 293, 240, wszystkie miaty btedy na swoich zbiorach kompetencji nizsze niz ich
rodzic, ale wyzsze niz prog zatrzymania, a wiec algorytm byt w nich kontynuowany.
Licznosci zbioréw uczacych potencjalnych potomkéw trzeciego bezposredniego po-
tomka korzenia wyniosty z kolei 150, 63, 185, 132, 75. Dla ostatniego z tych zbiorow
wezet nie zostal jednak utworzony z powodu zbyt wysokiego btedu. W pozostatych
weztach algorytm byt kontynuowany.

Na ostatnim poziomie zostato utworzonych i uwzglednionych 40 aproksymato-
row, 8 kolejnych zostato odrzuconych ze wzgledu na zbyt duzy btad, a 12 nie zostato
w ogdle utworzonych z powodu zbyt matej liczby przyktadow (zob. podrozdziat[4.2)).

Ostatecznie powstata struktura przedstawiona jest na rysunku b1l Opréocz ogdl-
nej struktury uwzgledniono na nim rozmiary zbioréw uczacych (liczba potozona
wyzej w obrebie oznaczenia wezta) i btedy NRMSE aproksymacji w danym wezle na
jego zbiorze uczacym (liczba polozona nizej) dla wezldéw z pozioméw od pierwszego
(korzen) do trzeciego. Dla weztéw z poziomu czwartego dane te opuszczono z uwagi

na czytelnosé diagramu. Szarym tltem wyrézniono wezlty usuniete ze wzgledu na btad
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Rysunek 5.1. Struktura przyktadowego drzewa dla zadania housing. Liczby w we-
ztach: rozmiar zbioru uczacego (wyzsza), NRMSE (nizsza). Szare tto oznacza usu-
niety wezet, gruba obwddka — wezet o btedzie nizszym niz docelowy.

aproksymacji na wlasnym zbiorze uczacym wiekszy niz btad rodzica na tym samym
zbiorze. Pogrubiona krawedz otacza wezty o srednim btedzie na modut nizszym niz
docelowy btad. Nalezy zauwazy¢, ze btad NRMSE dla jednego z weztow jest wyzszy
od wpisanego btedu NRMSE jego rodzica, a mimo to nie zostat on odrzucony. Dzieje
sie tak dlatego, ze poréwnywane sa btedy na zbiorze kompetencji dziecka. W przy-
padku uzytej funkcji kompetencji zbiér kompetencji dziecka jest wybrany ze zbioru
uczacego rodzica i jest rowny zbiorowi uczacemu dziecka.

Wszystkie zbiory uczace aproksymatoréw zawieraty tacznie 15490 przyktadow,
z czego 7432 w aproksymatorach odrzuconych. W pierwszej z tych liczb zbiory uczace
niektorych zaakceptowanych weztow, a w drugiej zbiory uczace wszystkich odrzu-
conych weztéw, sa uwzglednione podwdjnie, na skutek powtarzania uczenia (zob.
punkt oraz pkt @l gléwnego algorytmu, s. 22)). Sposrdéd weztéw istotnie utworzo-
nych 32 wezly byly uczone dwukrotnie (gl. na nizszych poziomach), a 25 (tacznie
z korzeniem) jednokrotnie.

Lacznie wystapity 4 préby uczenia sieci o 5 neuronach ukrytych, 14 prob o 4
neuronach ukrytych, 32 o 3, 50 o 2 i 15 o jednym neuronie ukrytym. Te ostat-
nie odpowiadajg regresjom liniowym z jedna funkcjag nieliniowa natozong na koncu.

Ponowne uczenie sieci byto tu traktowane jako oddzielna préoba.
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5.5.2. Poréwnanie wynikéw testowanych rozwigzan

W tablicach do B.7 oraz w dodatku [Bl zostaly zaprezentowane wyniki opisa-
nych powyzej eksperymentow. W tablicach do .7 znajduja sie dane dotyczace
miary NRMSE oraz rankingi dotyczace wynikow na zbiorach testowych. W do-
datku Bl zostaty podane inne miary btedéw dla zbiorow testowych oraz podstawowe
wyniki na zbiorach uczacych. Raportowane wyniki i rangi powstaly w oparciu o dane

o pelnej precyzji (nie uzytej w tablicach ze wzgledu na czytelnosé).

Tablica 5.3. Wyniki na czesciach testujacych dla proponowanych rozwiazan.

Rozwiazanie: | [ (docelowy btad 0) (3 bledu korzenia) | Bl(bez wag)
Zadanie NRMSE | oNRMSE |NRMSE| oNRMSE NRMSE pNRMSE
2dplanes 0.227 0.0000 0.227 0.0000 0.227 | 0.0000
friedman 0.205 0.0002 0.205 0.0002 0.205 | 0.0002
mu 0.008 0.0003 0.033 0.0169 0.010 | 0.0002
bankS8fm 0.188 0.0001 0.188 0.0003 0.188 | 0.0003
elevators 0.282 0.0007 0.282 0.0010 0.281 | 0.0007
delevators 0.594 0.0005 0.594 0.0003 0.595 | 0.0003
dailerons 0.537 0.0017 0.536 0.0017 0.537 | 0.0016
pumaSNH 0.561 0.0003 0.562 0.0003 0.562 | 0.0003
kin8nm 0.397 0.0026 0.398 0.0020 0.399 | 0.0021
abalone 0.645 0.0020 0.645 0.0017 0.644 | 0.0015
california 0.480 0.0007 0.481 0.0005 0.481 | 0.0005
house8L 0.569 0.0013 0.570 0.0022 0.581 | 0.0023
housel6 H 0.621 0.0020 0.620 0.0050 0.627 | 0.0032
cpu_act 0.125 0.0005 0.125 0.0004 0.125 | 0.0006
cpu_small 0.157 0.0004 0.156 0.0006 0.157 | 0.0004
autoMpg 0.326 0.0028 0.323 0.0030 0.324 | 0.0032
auto 0.459 0.0296 0.458 0.0434 0.469 | 0.0484
diabetes 0.929 0.0319 0.914 0.0377 0.926 | 0.0318
boston 0.297 0.0078 0.299 0.0096 0.295 | 0.0064
m cpu 0.357 0.0235 0.367 0.0369 0.376 | 0.0424
Servo 0.247 0.0164 0.244 0.0128 0.244 | 0.0118
Srednia 0.391 0.392 0.393

Jak mozna zauwazy¢ w tablicach i 5.4 oraz na rysunkach i w wielu
zadaniach (np. dwuwymiarowe plaszczyzny, zbiory pochodzace z symulacji z wy-
jatkiem kinematyki ramienia robota kin8nm, szacowanie zuzycia paliwa autoMpg)
wiele z poréwnywanych metod miato bardzo zblizone wyniki. Moze by¢ to skutkiem
duzego podobienstwa elementéw sktadowych rozwiazan (zob. podrozdzial [5.2]).

Zgodnie z oczekiwaniami, na wiekszych zbiorach réznice pomiedzy wynikami na

zbiorze uczacym i zbiorze testujacym byly niewielkie, zwykle nie przekraczajace
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Rysunek 5.2. Poréwnanie btedu NRMSE na zadaniach sztucznych i powstatych z sy-
mulacji.

kilku procent, z istotnym wyjatkiem zbioru mv. Zupelnie nie dziwi to w przypadku
komitetu. Jest jednak interesujace dla wzmacniania gradientowego, a takze w przy-
padku pierwszego z proponowanych rozwigzan, gdyz jeden z gtéwnych parametréow
kontrolujacych generalizacje (“docelowy btad” pkt B w punkcie Z4.2) zostal w isto-
cie wylaczony — ustawiony na 0. Zjawisko to jest w czesci wynikiem ograniczenia
gtebokosci drzewa, oraz wprowadzenia w uczeniu sieci neuronowej kary za duze wagi
(wspomniane w punkcie £33] s. A])). Czesciowo wynika jednak réwniez z cech ar-
chitektury systemu. Jedna z tych cech moze by¢ przypisywanie istotnie niezerowej
kompetencji weztom wewnetrznym w drzewie (zob. [A]]), operujacym na wiekszych
zbiorach danych, a przez to bardziej ogolnym. Jest to mozliwe, poniewaz one tez ucza
sie rozwigzywac¢ podproblem danego problemu, a nie tylko rozdziela¢ przyktady, jak
np. w HME [53]. Inna cechg moze byé uzywanie §redniej wazonej z ograniczonymi
do przedziatu [0,1] wspdtezynnikami (zamiast np. arbitralnych, optymalizowanych
wag). Pomaga¢ moze réwniez to, ze wezly ucza sie podprobleméw gltéwnego pro-
blemu — ograniczonych co prawda, ale nie modyfikowanych poprzez np. zmiane
funkcji celu jak we wzmacnianiu gradientowym.

Na zbiorach mniejszych roznica pomiedzy zbiorami testowymi i uczacymi jest wy-
raznie wieksza — najlepiej wypadajg w tej kwestii bagging i komitet. Pomimo iz jeden
z parametrow kontrolujacych generalizacje jest wytaczony i uzywane sg doktadnie

te same parametry kontrolne, co na wigkszych zbiorach, proponowane rozwigzania
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Rysunek 5.3. Poréwnanie btedu NRMSE na zadaniach ze $wiata rzeczywistego.

zachowuja réznice pomiedzy skutecznoscia na zbiorach uczacych i testujacych w roz-
sadnych granicach, cho¢ istotnie szerszych niz w przypadku wspomnianych wyzej
rozwigzan (zob. tab. BH). W tym przypadku znaczenie miala zasada méwiaca, ze
kazda sie¢ w drzewie powinna mie¢ odpowiednig liczbe przyktadoéw do nauki, w razie
braku ktérej liczba weztéw ukrytych (czyli rowniez wag) moze zostaé¢ ograniczona,
a w skrajnych przypadkach sie¢ moze nie zostaé utworzona (zob. podrozdziat d.2]).

Najnizszy sredni znormalizowany pierwiastek ze sredniego btedu kwadratowego
osiggnely rozwigzania proponowane, ale réznice nie byly duze: 3.8% pomiedzy naj-
lepszym i najgorszym.

Jak mozna zauwazy¢, szczegdlnie w tablicach z dodatku [Bl (gdyz tam znajduje
sie nieznormalizowany RMSE), zadania sztuczne o ptaszczyznach dwuwymiarowych
i friedman zostaty w kilku przypadkach rozwigzane bardzo dobrze, z btedem mniej
niz o 1% wiekszym od teoretycznego optimum - RMSE=1, wynikajacego z obecnosci
gaussowskiego szumu o o 1.

W obliczu tak wielu réznych zadan $redni NRMSE ze wszystkich zadan moze
nie wystarcza¢ do porownania efektow uczenia przy uzyciu réoznych metod. Dlatego
w tablicach i 5.7 podano “istotne rangi” (zob. podrozdzial (.4]) uzyskane na
poszczegblnych zbiorach i ich srednig. Ze wzgledu na duze podobienstwo btedow
trzech wersji proponowanego rozwiazania, te rozwigzania, ktére miaty wiekszy btad
od jednego z nich, miaty zwykle wickszy btad niz wszystkie i odpowiednio nizsza

range w tablicy Dla oceny proponowanego rozwigzania lepsza jest w takim
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Tablica 5.4. Wyniki na czesciach testujacych dla rozwigzan poréwnywanych.

Rozw.: [ SSN (komitet) B (bagging) 4 (Wzm. Grad.)

Zadanie NRMSE gNRMSE | NRMSE pNRMSE | NRMSE ¢ NRMSE | NRMSE |sNRMSE

2dplanes 0.227 | 0.0000 | 0.227 | 0.0000 | 0.227 | 0.0000 | 0.228 | 0.0000
friedman 0.202 | 0.0001 | 0.209 | 0.0002 | 0.224 | 0.0062 | 0.201 | 0.0001
muv 0.024 | 0.0011 | 0.018 | 0.0001 | 0.021 | 0.0005 | 0.015 | 0.0000

bankSfm 0.187 | 0.0008 | 0.190 | 0.0001 | 0.190 | 0.0002 | 0.186 | 0.0003
elevators 0.285 | 0.0041 | 0.289 | 0.0008 | 0.299 | 0.0023 | 0.313 | 0.0317
delevators | 0.597 | 0.0007 | 0.596 | 0.0002 | 0.595 | 0.0002 | 0.594 | 0.0004
dailerons 0.538 | 0.0029 | 0.542 | 0.0000 | 0.539 | 0.0010 | 0.532 | 0.0014
pumaSNH | 0.561 | 0.0005 | 0.561 | 0.0001 | 0.561 | 0.0001 | 0.561 | 0.0004
kin8nm 0.275 | 0.0015 | 0.470 | 0.0005 | 0.443 | 0.0019 | 0.267 | 0.0013

abalone 0.642 | 0.0027 | 0.635 | 0.0003 | 0.636 | 0.0010 | 0.640 | 0.0014
california | 0.459 | 0.0009 | 0.498 | 0.0003 | 0.494 | 0.0008 | 0.448 | 0.0014
houseSL 0.566 | 0.0036 | 0.592 | 0.0007 | 0.586 | 0.0008 | 0.555 | 0.0014
housel16H | 0.631 | 0.0035 | 0.626 | 0.0058 | 0.657 | 0.0028 | 0.624 | 0.0018
cpu-act 0.133 | 0.0023 | 0.126 | 0.0020 | 0.131 | 0.0008 | 0.124 | 0.0011
cpu-small | 0.161 | 0.0027 | 0.160 | 0.0015 | 0.162 | 0.0005 | 0.150 | 0.0007

autoMpg 0.370 | 0.0084 | 0.330 | 0.0180 | 0.333 | 0.0019 | 0.329 | 0.0060

auto 0.550 | 0.0590 | 0.394 | 0.0899 | 0.446 | 0.0169 | 0.482 | 0.0544
diabetes 0.920 | 0.0432 | 0.875 | 0.1013 | 0.938 | 0.0177 | 1.112 | 0.0513
boston 0.387 | 0.0165 | 0.310 | 0.0335 | 0.344 | 0.0057 | 0.306 | 0.0069
m cpu 0.493 | 0.0483 | 0.327 | 0.0636 | 0.368 | 0.0112 | 0.327 | 0.0331
servo 0.302 | 0.0251 | 0.255 | 0.0304 | 0.333 | 0.0071 | 0.274 | 0.0060
Srednia 0.405 0.392 0.406 0.394

Tablica 5.5. Srednia geometryczna NRMSE bledéw testowych jako procentéw
NRMSE na zbiorach uczacych.

Rozwigzania: | Proponowane Istniejace
Zbiory | m B | O(SSN) |R(Kom.) | B(Bag.) | HHWG)

“duze”[IHIH 103.7 | 103.7 | 103.2 | 105.2 101.4 101.3 107.0
“male”I6H2T] | 204.6 | 202.9 | 204.9 | 188.5 170.9 172.1 258.5
Wiszystkie 125.9 | 125.6 | 125.6 | 124.3 117.7 117.9 137.7

razie tablica 5.7, choé¢ jest tam zamieszczone tylko jedno (potencjalnie najlepsze)
z proponowanych rozwigzan. 7Z tablicy mozna natomiast wnioskowac, ze podsta-
wowa wersja proponowanego rozwigzania miata minimalng przewage nad pozosta-
tymi dwoma, w szczegdlnosci nad metoda nie uzywajacag wag, co sugeruje niewielka
ale istniejaca ich przydatno$¢ wag klasteryzacji (zob. pkt [ algorytmu tworzenia
dzieci z podrozdziatu 1] s. 44]) dla rozwiazania.

Zgodnie z tablica (B.7) najnizsze $rednie “istotne rangi” osiagnely proponowane

rozwiazanie oraz wzmacnianie gradientowe. Poréwnanie bezposrednie wskazuje, ze
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Tablica 5.6. “Istotne rangi” na czesciach testujacych.

Rozwigzania: | Proponowane Istniejace
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wzmacnianie gradientowe miato mniejsza “istotna range” dla 3, a wigksza dla 2 za-
dan, natomiast w 16 zadaniach “istotne rangi” tych dwoch metod bytly takie same.
Dla zadan, dla ktorych “istotne rangi” wzmacniania gradientowego byty wieksze
niz “istotne rangi” rozwiagzania proponowanego w rozprawie, btedy wzmacniania
gradientowego byly wigksze o 84% i 20%. Dla tych zadan, dla ktérych zaszed?
przypadek odwrotny, bledy proponowanego rozwigzania byty wicksze o: 49%, 7%
i 4%. Jak widaé, roznice na korzy$¢ proponowanego rozwigzania sg mniej liczne,
ale wieksze, dlatego sredni NRMSE (tab. i[5.4) proponowanego rozwiazania jest
nizszy (cho¢ zaledwie o ok 1%) niz wzmacniania gradientowego. Pozostale rozwiaza-
nia maja wieksze srednie “rangi istotne”, chociaz dla kilku zadan réznice pomiedzy
wszystkimi testowanymi rozwigzaniami byty nieznaczne, czego objawem sg réwne
“rangi istotne”.

Uwzgledniajac czasy z tablicy [B.8 z dodatku Bl widaé, ze $redni czas uczenia
systemu jest wyzszy niz czasu uczenia poréwnywanych rozwigzan — réznice docho-

dza do kilkudziesieciu procent. Mozna zauwazy¢ wyrazng zaleznos¢ czasu uczenia
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Tablica 5.7. “Istotne rangi” przy uwzglednieniu tylko podstawowej wersji propono-
wanego rozwigzania.

Rozwigzania: | Proponowane | Istniejace
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od liczby wymiaréw i liniowg od liczby przyktadéw. Dla niektorych zbiorow system
uczylt sie duzo dtuzej niz inne poréwnywane rozwiazania taczenia wielu zmiennych
(nawet trzykrotnie), ale dla kilku innych czasy byty zblizone do pozostatych roz-
wigzan. Nalezy jednak pamietacé, ze sposob zbierania tych informacji byt niezbyt
doktadny (zob. nota do tablicy [B.8]). Czasy uczenia wzmacniania gradientowego
nie uwzgledniaja czasu testowania parametru, ktory byt ok. 1.5 raza wigkszy, od
czasu ostatecznego testu. W tablicy w dodatku wystepuje suma zuzycia czasu dla
wszystkich procesoréw i wszystkich rdzeni. Rzeczywisty czas uczenia proponowanego
rozwiazania byl krétszy ze wzgledu na zréwnoleglenie (zob. podrozdzial (£.3). Dla
rozwigzania z niezerowym warunkiem stopu, czasy uczenia dla kilku zadan byty
znacznie nizsze, z powodu mniejszej liczby weztow w drzewie.

Za ogoblnie zwigkszone zapotrzebowanie na moc procesora odpowiedzialne sa
w duzej mierze algorytm grupowania oraz powtarzanie uczenia, jezeli wynik byt

gorszy (zob. 2.42] s. R2)). W pierwszym przypadku jednak dotyczy to tylko weztow
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wewnetrznych, ktére, przy zadanych ustawieniach, odpowiadaja za ok. 1/3 sumy
zbioréw uczacych, a sam algorytm dzialta szybciej niz uczenie klasyfikatoréw w wezle.
Powtarzanie uczenia zdarzato sie ze zréznicowana czestoscia, ale zwykle dotyczyto
lidci i, w przyblizeniu, wystepowalo na ok. 1/4 catkowitej sumy licznosci zbioréw
uczacych — mniej przy ustawieniu parametru zatrzymania na wartos¢ niezerows.
7, drugiej strony, ze wzgledu na usuwanie poddrzew, drzewa nie musza by¢ petne,
co obniza liczbe rozwigzan koniecznych do nauczenia. Stad tez biorg sie znaczace
roznice w stosunkach czaséw uczenia proponowanego rozwigzania i rozwigzan po-
rownywanych dla réznych zbioréw.

Biorac pod uwage obydwa sposoby poréwnan, mozna stwierdzi¢, ze w tym ekspe-
rymencie najlepiej sprawdzily sie: podstawowa wersja proponowanego rozwiazania
oraz wzmacnianie gradientowe, wyprzedzajac pozostate rozwigzania porownywane,
w tym sie¢ neuronowsq, ktéra ma wyniki nie gorsze niz pojedynczy element sktadowy
rozwigzania (ze wzgledu na procedure wybierania liczby weztow, sie¢ stanowiaca
taki element zawsze jest uwzgledniona). Nalezy jeszcze raz zaznaczy¢, ze parametry
kontrolne proponowanego rozwigzania nie byly dostosowywane do zadan, podobnie
jak w przypadku komitetu i bagging. W przypadku wzmacniania gradientowego na-
tomiast, jak réwniez w przypadku sieci neuronowej, poréwnano wyniki z uzyciem

kilku wartosci parametru kontrolnego i wybrano najlepsze.

5.5.3. Poréwnanie wynikéw eksperymentéw z wynikami w literaturze

Dzieki obecnodci uzytych do testowania zadan w literaturze mozna poréwnaé
proponowane rozwigzanie z kilkoma innymi, nie przetestowanymi bezposrednio.

Inne wersje proponowanego rozwiazania bylty w przesztosci [23] 24] testowane na
zbiorach housing i autoMpg. Wersja obecna osiaga wyraznie lepsze rezultaty (o ok.
5-10% bledu bezwzglednego) od kazdego z tych rozwiazan na tych zbiorach.

W pracy [73] uwzgledniono 6 metod taczenia drzew regresji w ztozone struktury:
lasy obrotéw (rotation forests - proponowany we wspomnianym artykule), iterowany
bagging, AdaBoost.R2-W, AdaBoost.R2-S i losowe podprzestrzenie. Procedura te-
stowa byta nieco inna - stosowana byta 5-krotnie 2-krotna walidacja krzyzowa, co
mogto da¢ gorsze wyniki. Wszystkie te rozwigzania zostaty uruchomione na wszyst-
kich zadaniach wspomnianych w niniejszej pracy i podano btad RMSE. Na 15 z nich
proponowane rozwiazanie uzyskato mniejszy btad (RMSE) niz ktérykolwiek wérod
6 rozwigzan podanych w tamtym artykule, przy czym dla kilku (housing, m_cpu,
servo) réznice byly duze (dochodzace do 100% mniejszego btedu). Dla zadania §

ailerons wyniki byty niemal identyczne. Na pigciu zbiorach przynajmniej jedno z 6
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zaprezentowanych tam rozwigzan dato mniejsze bledy. Dla najlepszego pojedynczego
rozwiazania z cytowanego artykutu liczba zadan z mniejszym btedem wyniosta 3 (m.
in. california housing).

Z kolei w nieco starszej pracy [90], w ktorej wprowadzany byt algorytm Ada-
Boost.RT (z drzewem M5 jako podstawowym rozwiazaniem), algorytm ten zostat
poréwnany z AdaBoost.R2, metoda z [12], Big Error Margin (BEM), bagging i sie-
cia neuronowa. We wszystkich trzech zadaniach, ktore byty raportowane zaréwno
w niniejszej dysertacji, jak i w cytowanej pracy (boston, autoMpg, friedman) pro-
ponowane w niniejszej dysertacji rozwigzanie dato mniejsze btedy od wszystkich
wymienionych tam rozwigzan.

W artykule [84] zaproponowana zostala metoda uczenia ekstremalnego (eztreme
learning) dla sieci o funkcjach radialnych (radial basis function), nazwana NME2-ELM,
na podstawie algorytmu I-ELM [84]. Opr6cz wymienionych metod w pordéwnaniu
uczestniczyty jeszcze odmiany uczenia ekstremalnego EI-ELM i CI-ELM, a takze
zwyklta regresja na wektorach no$nych (support vector regression SVR). Raporto-
wano RMSE dla zmiennych wyjsciowych przeskalowanych do przedziatu [0,1]. Na
wszystkich 7 wymienionych tam zbiorach (abalone, auto, boston, california housing,
dailerons, delevators, m_cpu) rozwigzanie proponowane w niniejszej pracy dalo re-
zultaty lepsze od dowolnego z wymienionych w [84] rozwiazan, ale kosztem wielo-
krotnie wigkszego czasu nauki, zwlaszcza dla duzych zbiorow. W przypadku czterech
z wymienionych w cytowanym artykule rozwigzan jest to skutek zalozen uczenia eks-
tremalnego, ktore ma charakteryzowac si¢ wtasnie przede wszystkim krétkim czasem
uczenia, nawet kosztem doktadnodci.

W pracy [36] mozna znalezé testy na 2 zbiorach uzytych réwniez w niniejsze;
pracy: boston i kin8nm, dla hierarchicznych mieszanin ekspertow. Btad HME, ME,
drzew MARS3.6 oraz sieci neuronowej jest wyraznie wiekszy niz btad proponowanego
rozwigzania na obydwu zbiorach. Komitet selekcyjny - metoda prezentowana przez
autoréw cytowanej pracy ma mniejszy btad na zbiorze boston.

Hierarchiczng aproksymacje mozna porownywac tez do nieco mniej znanych roz-
wigzan. Uczenie “spéjne z doswiadczeniem” jest tematyka pracy [74]. Oznacza to
uczenie maszynowe uwzgledniajace pewna uprzednig wiedze o problemie. Poniewaz
jednak bazuje na wielu regresjach liniowych, bledy ($redniokwadratowe) na 5 z 6

opisanych tam zbiorach sa wieksze, mniejsze natomiast na jednym zbiorze (m_cpu).



5.6. Podsumowanie

Wyniki rozwigzania dla 21 zadan opisanych w tym rozdziale mozna okresli¢ jako
dobre. Hierarchiczna aproksymacja daje btedy mniejsze niz dobierana do zadania
sie¢ neuronowa oraz komitet i bagging. Daje zblizone rezultaty do dopasowywanego
do zadania (wzgledem jednego parametru) wzmacniania gradientowego. Pozytywnie
wypada tez poréwnanie z wymienionymi metodami dostepnymi w literaturze - btedy
byly w wiekszosci mniejsze lub zblizone do btedéw tych metod.

Wartym uwagi jest fakt, ze rozwiazanie nie mialo modyfikowanych zadnych pa-
rametréw kontrolnych, a wiec nie wymagato dodatkowej kontroli uzytkownika na

zadnym z zadan i uzywalto standardowych metod przetwarzania danych.



6. Przewidywanie zuzycia energii

elektrycznej w Polsce

6.1. Motywacja

Energia elektryczna jest jednym z podstawowych no$nikow energii wykorzysty-
wanych we wspotczesnej gospodarce. Ma ona jednak istotna wade: w skali prze-
mystowej nie mozna jej magazynowa¢ bezposrednio, a jedynie po przeksztalceniu
na inne rodzaje energii. Takze w formie przeksztatconej przechowuje sie ja jedynie
w stosunkowo niewielkich ilodciach, zaréwno w systemie (gdzie moga tego dokony-
waé gloéwnie elektrownie szczytowo-pompowe), jak i u uzytkownikéw koncowych.
Jej chwilowa produkcja musi zatem niemal idealnie odpowiadaé¢ aktualnemu zuzy-
ciu. Przy obecnie uzywanych mocach, wzgledy ekonomiczne sugeruja jej produkcje
w duzych osrodkach i przez urzadzenia majace pewna “bezwladnosé¢” produkceji - np.
w Elektrowni Opole czas przejécia od stanu zimnego, czyli stanu po postoju ponad
48 godzin, do uzyskania pelnej mocy wynosi ok. 6 godzin [65], a nawet ze stanu gora-
cego (postdj ponizej 6 godzin) ok. 4.5 godziny. Stad wynika duza potrzeba prognoz
krétkoterminowych (z wyprzedzeniem od godziny do tygodnia) [59, [69]. Prognozy
srednio i dlugoterminowe uzyteczne sa przede wszystkim w logistyce (np. dostawy
surowcow do elektrowni, planowanie) i dtugoterminowej grze rynkowe;j.

Opracowano wiele réznych technik stuzacych do przewidywania zuzycia energii
elektrycznej w krotkim horyzoncie czasowym, przyklady mozna znalezé w [14] (35,
611, [71] lub monografii [59]. Wséréd uzytych metod mozna znalezé zaréwno klasyczne
metody statystyczne, np. regresje liniows, autoregresje, filtry Kalmana, jak i systemy
regutowe, a takze metody uczenia maszyn, takie jak sztuczne sieci neuronowe, regre-
sje opartg na wektorach nos$nych, systemy rozmyte i rozmyto-neuronalne, algorytmy
genetyczne [49] 55 57, 59]. Znajduja tu tez zastosowanie transformacje zmieniajace
dziedzine, np. falkowe [57, OT]. Temat wciaz jest do$é popularny, ostatnio powstaty
np. artykuty [13, 49} [55] 57, O1].
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6.1.1. Podstawowe wiadomosci o rynku energii elektrycznej w Polsce

Hurtowy obrot energig elektryczng w Polsce odbywa sie przede wszystkim po-
przez Towarowa Gietde Energii (TGE S.A.) [4, 5]. W zakresie energii elektrycznej
funkcjonuja tam:

1. Rynek Terminowy Towarowy.

2. Rynek Praw Majatkowych.

3. Rynek Dnia Biezacego.

4. Rynek Dnia Nastepnego.

W kontekscie prognoz krotkoterminowych ze wspomnianych powyzej najbardziej
interesujace sa Rynek Dnia Biezacego i Rynek Dnia Nastepnego.

Na Rynku Dnia Biezacego zawierane sg kontrakty godzinowe na dostawe 1 MWh
w konkretnej godzinie doby. Na 1 dzien przed dostawa, w godzinach 11:30 do 14:30
mozna zawiera¢ kontrakty na dowolna godzine nastepnej doby. W dobie dostawy, od
godziny 8 do 14:30 mozna zawiera¢ kontrakty na niektére godziny obecnego dnia:
w godzinach 8 do 8:30 na godziny 12-24, w godzinach 8:30 do 9:30 na godziny 13-24,
9:30 do 10:30 na godziny 14-24 itd. Zawierane kontrakty podsumowywane sa w tzw.
Grafikach Pracy, okreslajacych saldo dostawy/odbioru energii elektrycznej w kazdej
godzinie. Transakcje zgtaszane sa do Operatora Sieci Przesytowych [4, [10].

Rynek Dnia Nastepnego ma czesé, ktora dziata podobnie do Rynku Dnia Bieza-
cego, z tym, ze kontrakty na wszystkie godziny zawierane sa w godzinach 8-14:30 na
dwa dni przed terminem dostawy i w godzinach 8-13:30 na 1 dzien przed terminem
dostawy. Oprocz tego (w podobnych terminach) mozna zawieraé¢ 3 rodzaje kontrak-
tow blokowych na dostawe energii elektrycznej: w kazdej godzinie doby, w kazdej
z godzin zwiekszonego zapotrzebowania (7-22) oraz poza nimi (22-24 i 0-7). Na oby-
dwu tych rynkach rozliczeniem jest rzeczywista dostawa energii, nie sa dopuszczane
rozliczenia czysto finansowe [4].

Rynek Bilansujacy jest inna odmiang obrotu energia. Jest to rynek techniczny,
ktorego dziatanie stuzy utrzymywaniu réwnowagi pomiedzy popytem i podaza ener-
gii elektrycznej, o ktérej wspomniano wyzej, a jego operatorem jest Operator Sieci
Przesylowej (dla energii elektrycznej — Polskie Sieci Elektroenergetyczne)[6].

Na tym rynku operator sieci przede wszystkim kontraktuje rezerwe operacyjna
mocy, a takze udzialy w regulacji pierwotnej o czasie reakcji od sekund lub wtérnej,
o czasie reakcji rzedu minut, polegajace na instalacji w okreslonych elektrowniach
odpowiednich uktadéw regulacji pierwotnej lub wtérnej [9]. Ze wzgledu m.in. na
koszty utrzymywania rezerw (zwl. przeznaczonych do szybkiego uzycia) i niemoznosé

przechowania energii niewykorzystanej, uzycie mechanizmow rynku bilansujacego
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jest kosztowne [0, [4].
Obrot energia elektrycznag odbywaé sie moze poza wymienionymi wyzej rynkami
w formie kontraktéw dwustronnych [5].
Kroétkoterminowe prognozy zuzycia energii elektrycznej dla calej sieci moga by¢
przydatne m.in. do:
1. Ustalania ofert dostarczenia energii elektrycznej przede wszystkim na Rynkach
Dnia Biezacego i Dnia Nastepnego.
2. Ustalania doktadnych potrzeb rezerw mocy o czasie rozruchu liczonym w godzi-

nach przy znajomosci stanu transakcji na rynkach handlowych.

6.2. Zadanie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostanie rozwiazanie prognozujace zuzy-
cie energii elektrycznej, a konkretnie profil zuzycia, czyli wartosci zuzycia energii
elektrycznej w 24 kolejnych godzinach. Majac dane z godziny hs i wczesniejszych
(zob. punkt [6.3.7]), nalezy przewidzie¢ zuzycia w chwilach hg + 1, hs +2,... hs + 24.
To zadanie jest identyczne jak rozwiazywane w [14]. W owej pracy wskazano go-
dziny startowe dajace najlepsze rezultaty, co potwierdzilty wstepne testy wtasne.
Uwzgledniajac te fakty oraz czas pracy rynkéw krétkoterminowych energii (podroz-
dziat E1.7]), uznano, ze najlepsze czasy do startowania prognoz to godziny 8 i 11.
Prognozy uzyskiwane o tych godzinach sa dokladniejsze niz prognozy z wiekszosci
innych godzin, a takze sa dostepne zaraz na poczatku sesji rynkéw krotkotermino-

wych.

6.3. Rozwigzanie

Podobnie jak w [14], zaproponowany zostal system hybrydowy. Sktada sie on

z dwoch gtéwnych czesci:

1. Zespotu 24 hierarchicznych aproksymacji — kazdej dla innej godziny docelowej
(czyli takze innego wyprzedzenia prognozy), uzywanego dla dni “zwyktych”: dni
roboczych oraz sobot i niedziel niebedacych dodatkowymi dniami wolnymi od
pracy.

2. Zestawu 33 (30 dla startu o 8) regresji liniowych - 22 uzywanych do przewidywa-
nia zuzycia w czasie dodatkowych dni wolnych od pracy (jedna na kazda godzine
takiego dnia), a 11 (8 przy starcie prognozy o godzinie 8) do przewidywania

zuzycia od konca dodatkowego dnia wolnego do poczatku nastepnej prognozy.
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Pierwsza godzina, na ktoéra przewidywanie odbywalo sie za pomoca regresji linio-
wej, byla godzina 3 w nocy dodatkowego dnia wolnego od pracy. Oznacza to, ze
dziatata ona juz w dzien poprzedzajacy. Regresja ta uczyta si¢ réznicy pomiedzy
zuzyciem w godzinie docelowej, a zuzyciem w punkcie “sklejenia” — godzinie 2
w nocy. Poniewaz prawdziwe zuzycie z tej godziny nie jest dostepne w czasie

przewidywania, uzyto uprzedniej predykcji.

Podzial taki zostal zastosowany ze wzgledu na duze réznice w przebiegach zuzycia

energii elektrycznej pomiedzy dodatkowymi dniami wolnymi od pracy a pozostatymi

[14], a takze duze bledy w godzinach bezposrednio nastepujacych po dodatkowych

dniach wolnych od pracy w rozwigzaniu, w ktorym regresja liniowa uzywana byta

tylko dla dodatkowych dni wolnych od pracy. Uzycie uprzednich prognoz jako danych

wejsciowych oznacza, ze system byl rekursywny.

6.3.1. Dane wejSciowe

Danymi wejsciowymi dla czesci uzywanej dla “zwyktych” dni byty:

Zuzycie energii elektrycznej na 1, 2, 24, 25, 26, 48, 49 i 50 godzin przed godzing na

ktérg wykonywana jest predykcja (h,). Jezeli prawdziwe dane byty niedostepne,

uzywana byta uprzednio wykonana predykcja dla odpowiedniej godziny. Dane

te zostaly tak znormalizowane, aby zakres 7500MW - 27500MW odpowiadat

przedziatowi [0,1].

Zuzycie energii elektrycznej na godzine, 25 godzin i 49 godzin przed godzina, o

ktorej wykonywana jest prognoza (8 lub 11).

Dane o temperaturze: prognozowana srednia temperatura z godziny, na ktoéra

wykonywana jest predykcja hy, i dwoch wezesniejszych ((T'[hy|+1[hy,—1]+T[h,—

2])/3) oraz analogiczne $rednie z 24 (T'[h, — 24] + T'[h, — 25] +T'[h, — 26])/3) i 48

(T'[h, — 48] + T'[h, — 49] + T'[h, — 50])/3) godzin wczesniej. Temperatura zostata

znormalizowana przez odjecie 5 stopni i podzielenie rezultatu przez 20.

Dane o czasie:

a) Dzien roku, znormalizowany tak, aby zakres zmiennej wyniést [—1, 1].

b) Odlegto$é danego dnia od srodka roku, znormalizowana j.w.

¢) Zmienna binarna méwiaca, czy dzien jest niedziela.

d) Zmienna dyskretna méwiaca, czy dzien jest poniedziatkiem (-1), sobota (+1),
czy innym dniem (0).

e) Dla pozostatych dni tygodnia — numer dnia tygodnia znormalizowany tak,
jak w pkt. 1.

f) Informacja czy poprzedzajacy dzief byt dodatkowym dniem wolnym od pracy.
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Dane uzyte jako wejscia sieci neuronowych w pracy [14] miaty podobna ogélna postaé
(wartosci chwilowe i Srednie z wezesniejszych zuzyé energii elektrycznej oraz dane
o temperaturze), ale roznily sie szczegdtami.

Dane przekazywane regresji liniowej:

1. Prognoza zuzycia energii elektrycznej na godzine “bazowa”’ (2 w nocy) - tylko
dla godzin od 3 do godziny startowania prognozy.

2. Zuzycie energii w godzinie poprzedzajacej godzine, w ktorej uruchamiana jest
prognoza.

3. Temperatura z powyzszej godziny.

Prognozowana temperatura z godziny, na ktérg dokonywana jest predykcja.

5. Czy dzien, na ktory wykonujemy prognoze, to dzien wolny, czy nastepujacy po
nim.
6. Zestaw zmiennych binarnych okreslajacych rodzaj swieta.

Dane dotyczace energii elektrycznej zostaly pobrane ze strony Polskich Sieci
Elektroenergetycznych [6]. Oryginalne dane sa danymi chwilowymi dla przedziatéw
15-minutowych. Dla zmniejszenia czasu uczenia uzyto tylko danych dotyczacych
pelnych godzin (lub érednich z danej godziny - w zaleznosci od wersji zadania).

Prognozy dotyczace temperatury zostaty wykonane w Interdyscyplinarnym Cen-
trum Modelowania Uniwersytetu Warszawskiego, za pomoca modelu Unified Model
(UM) przy pomocy oprogramowania MetOffice [2]. Wyniki tego modelu sa obli-
czane czterokrotnie w ciggu doby dla warunkéw poczatkowych z godzin 0, 6, 12
i 18 (wedtug czasu UTC) [3]. Dla prognozy zuzycia energii elektrycznej uruchamia-
nej o godzinie 11 uzyto danych o temperaturze pochodzacych z prognozy pogody
z godziny 6, natomiast dla prognozy zuzycia energii elektrycznej uruchamianej o 8
uzyto danych pochodzacych z prognozy pogody rozpoczynanej o pdiocy. Sg to
najnowsze prognozy pogody, ktore moga by¢ uzyte w danych godzinach, ze wzgledu
na ok. 4-godzinne oczekiwanie na wykonanie prognozy. Przewidywane temperatury
obliczono dla miast wojewodzkich. Jako prognoza podawana byta srednia prognozo-

wana temperatura wazona liczbag ludnosci wojewodztw.

6.3.2. Parametry kontrolne

Regresja liniowa uzywata selekcji atrybutéw analogicznej do drzew M5 [80].
W czesci uzywajacej metody opisanej w niniejszej pracy zmieniono nastepujace pa-
rametry w stosunku do tych uzywanych w rozdziale 5t glebokosé drzewa zmniejszono
do 1, a wspoétezynnik, z jakim karane sa duze wagi (zob. punkt £3.3]), zostal pod-
niesiony do 0.005.
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6.3.3. Procedura testowa

Rozwiazanie uczono najpierw na danych z lat 2009 do 2011, a testowano na
roku 2012 (by¢ moze niezbyt szczesliwie, ze wzgledu na Mistrzostwa Europy w Pitce
Noznej 2012, ktére nie byly uwzglednione w danych), co stuzyto przede wszystkim
znajdowaniu parametrow kontrolnych, z wynikiem podanym powyzej. Nastepnie
uczono rozwigzanie na danych z lat 2009-2012, a testowano na danych z petnego
roku 2013 (okresie 02-01-2013 do 01.01.2014 wlacznie) i te wyniki sa prezentowane
w rozprawie. Test powtérzono 10-krotnie (jednak zmienno$é pomiedzy przebiegami
byta nieduza), a btad usredniono.

W tym eksperymencie raportowano przede wszystkim MAPE (mean absolute
percentage error):

O lys — g(a)]

MAPE =Y — (6.1)
i=1 @

wyrazony w procentach.

Testowano dwie godziny startowe dla prognoz: 8 i 11.

Testowano tez dwie wersje zadania - przewidywanie wartosci chwilowych zuzycia
energii elektrycznej albo przewidywanie srednich godzinowych (powstatych z usred-

nienia po 4 wartosciach z przedziatéw 15-minutowych).

6.4. Wyniki i dyskusja

6.4.1. Przykladowy proces uczenia

Ponizej opisano proces tworzenia drzewa aproksymacji dla przewidywania sred-
niego godzinowego zuzycia energii elektrycznej na godzine 20 przy starcie prognozy
o godzinie 11. Drzewa aproksymacji dla innych godzin oraz dla innych wariantéw
byty podobne.

Drzewo to, zgodnie z ustawionym parametrem kontrolnym, ma tylko dwa po-
ziomy, co ogranicza czas uczenia. Na rysunku podano w weztach liczbe przykta-
déw uczacych oraz btad na modut (w MW) na zbiorze uczacym.

Tym razem wstepna selekcja cech przed klastrowaniem (pkt [Il algorytmu z pod-
rozdziatu (1], s. 3) wybrala jedynie 5 z 21 mozliwych wektoréw. Sg one umiesz-
czone w tablicy [6.1l Po grupowaniu i progowaniu rozmiary zbioréw uczacych dzieci
wyniosty 718, 835, 837, 602, 1148. Wielkosci czesci wspolnych zbioréw zaznaczono
w tablicy Co ciekawe, pierwszy zbiér uczacy zostat podzbiorem zbioru drugiego.

Oba natomiast majg wiele wspélnych przyktadow ze zbiorem pigtym.
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Tablica 6.1. Kierunki wybrane przez PCA przed klastrowaniem wynikéw w korzeniu
przyktadowego drzewa z godziny 20.

V1 (%] V3 V4 (Y5

-0.1252 | -0.0310 | 0.0594 | -0.1425 | -0.0282
0.0370 | 0.0064 | -0.0007 | -0.0470 | -0.9275
-0.6472 | -0.0548 | 0.0390 | 0.0805 | -0.2477
-0.0233 | 0.9447 | 0.2537 | -0.0345 | 0.0150
-0.0268 | 0.2227 | -0.9397 | -0.0275 | 0.0096
0.0188 | 0.0210 | -0.0111 | 0.9067 | -0.0710
0.0013 | -0.0053 | 0.0151 | 0.0089 | -0.0129
0.5467 | 0.0476 | -0.0265 | -0.0886 | -0.2136
0.2705 | 0.0257 | -0.0155 | -0.0457 | -0.1107
0.1775 | 0.0160 | -0.0121 | -0.0242 | -0.0751
-0.1358 | -0.0297 | 0.0595 | -0.1542 | -0.0272
-0.1306 | -0.0297 | 0.0611 | -0.1700 | -0.0375
-0.1288 | 0.0148 | -0.0733 | -0.0882 | -0.0282
-0.1393 | 0.0163 | -0.0801 | -0.0848 | -0.0280
-0.1344 | 0.0186 | -0.0889 | -0.0861 | -0.0393
-0.1254 | 0.0931 | -0.0311 | 0.0334 | -0.0292
-0.1357 | 0.0972 | -0.0281 | 0.0396 | -0.0280
-0.1307 | 0.1047 | -0.0270 | 0.0449 | -0.0387
-0.0774 | -0.0241 | 0.0550 | -0.2162 | 0.0141
-0.0802 | 0.0321 | -0.1138 | -0.0868 | 0.0032
-0.0750 | 0.1305 | -0.0250 | 0.0489 | 0.0016

Tablica 6.2. Naktadanie si¢ zbioréw uczacych dla bezposrednich potomkéw korzenia
w przyktadowym drzewie.

C1 C2 C3 Cq Cs5
cp | 718 718 212 91 607
co | 718 835 323 140 724
c3 | 212 323 837 470 735
cy4 91 140 470 602 434
cs | 607 724 735 434 1148

Wszystkie utworzone wezty potomne miaty btad na swoich zbiorach uczacych

mniejszy niz btad korzenia i zostaty zachowane. Kazdy z nich byt uczony tylko raz.

Drugi wezet potomny ma taki sam btad na modut na swoim zbiorze uczacym, co

korzen na swoim. Na zbiorze uczacym drugiego wezta potomnego $redni btad korze-

nia byt jednak nieco wigkszy i wyniést 166MW. Ogolnie, dla tego zadania bardzo

rzadko wystepowala potrzeba ponownego uczenia lub usuwania weztéw potomnych

(pkt M gtéwnego algorytmu, s.[22), co jest czesciowo spowodowane po prostu mniejsza,

gtebokoscia, ale do pewnego stopnia zapewne tez charakterystyka zadania.

Jednokrotne uczenie catosci systemu zajeto ponizej 2 minut na dwurdzeniowym

procesorze komputera przenosnego. Odpowiedzi dla catego zbioru testowego (1 rok)

uzyskiwane byly w czasie ponizej sekundy.
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Rysunek 6.1. Struktura przyktadowego drzewa dla przewidywania energii elektrycz-
nej z godziny 20. Liczby w wezltach: rozmiar zbioru uczacego (wyzsza), blad bez-
wzgledny (nizsza).

6.4.2. Skuteczno$¢ rozwigzania

W tablicach [6.3]1[6.4] przedstawiono wyniki dotyczace sredniego btedu MAPE dla
danego dnia tygodnia i godziny dla przewidywania Sredniej godzinowej, za godziny
startu prognozy uznajac odpowiednio 11 i 8. Tablice te nie uwzgledniaja specjalnych
dni wolnych od pracy.

Mozna tatwo zauwazy¢ oczekiwany fakt, ze w “zwyktych” dniach tygodnia btedy
s mniejsze. Jednak najwieksze btedy wystepuja nie dla niedzieli, ktéra ma profil
zuzycia najbardziej odbiegajacy od profilow innych dni, ale w poniedziatek rano.
Prognozy te jednak sg wykonywane w niedziele, utrudnieniem w uczeniu moze by¢
wiec rozbieznos¢ miedzy profilami zuzycia dni, z ktérych pochodza dane wejsciowe,
a dniem docelowej prognozy. Ciekawym zjawiskiem jest istotnie, tzn. o kilkanascie
procent, mniejszy btad w $rode niz we wtorek i czwartek. Wiekszy btad we wtorek
moze wynika¢ z uzycia danych wejsciowych z niedzieli, a wiec mniej bezposrednio
uzytecznych, z uwagi na réznice w profilach zuzycia pomiedzy niedzielg a wtorkiem.

Mozna zauwazy¢ ogoblng zaleznos¢, ze im dalej od startu prognozy, tym btedy
wicksze, ale nie jest to zalezno$¢ $cisle monotoniczna. Od godziny nastepujacej po
godzinie startu prognozy do godzin 17-20 btedy prognozy wzrastaja. Nie jest to
zwykta pochodng wystepujacego wtedy szczytu zapotrzebowania, poniewaz MAPE
jest niezalezny od skali.

Nastepnie blad spada (ok. 0.2% MAPE) i osiaga ponowne minimum lokalne ok.
godzin 21-23 (w zaleznosci od dnia). Nastepnie rosnie i w godzinach 2-4 we wtorek,
czwartek i piatek, o godzinie 6 w sobote, Srode i niedziele oraz o 7 w poniedziatek,
osiaga dla wigkszosci dni maksimum dobowe. Pdzniej, od godziny 7, w wiekszosci
dni tygodnia troche spada, cho¢ jest to mniej zaznaczone w sobote i niedziele.

Co ciekawe, wiele z tych trendow jest niezaleznych od czasu startu prognozy.
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Tablica 6.3. Sredni MAPE dla poszczegdlnych godzin doby i dni tygodnia, przy
przewidywaniu $rednich wartosci godzinowych w dniach niebedacych wolnymi od
pracy. Godzina startu prognozy byta 11.

Dzien Nd Pn Wt Sr Czw Pt Sb Srednio
Godzina

0 0.84% | 0.98% | 0.88% | 0.84% | 0.72% | 0.87% | 0.88% | 0.86%
1 0.98% | 1.29% | 1.33% | 0.95% | 0.89% | 0.87% | 0.97% | 1.04%
2 1.09% | 1.76% | 1.71% | 1.13% | 1.34% | 1.28% | 1.03% | 1.33%
3 1.23% | 1.76% | 1.54% | 1.18% | 1.56% | 1.50% | 1.23% | 1.43%
4 1.51% | 1.45% | 1.51% | 1.14% | 1.60% | 1.61% | 1.41% | 1.46%
5 1.77% | 1.36% | 1.49% | 1.12% | 1.49% | 1.39% | 1.43% | 1.44%
6 1.89% | 1.56% | 1.26% | 1.21% | 1.18% | 1.30% | 1.49% | 1.42%
7 1.55% | 1.92% | 1.04% | 0.99% | 0.94% | 1.13% | 1.34% | 1.27%
8 1.47% | 1.84% | 0.90% | 0.92% | 0.91% | 0.97% | 1.29% | 1.19%
9 1.44% | 1.66% | 0.95% | 0.88% | 0.96% | 0.87% | 1.32% | 1.16%
10 1.29% | 1.57% | 1.01% | 0.88% | 1.02% | 0.88% | 1.24% | 1.13%
11 1.22% | 1.49% | 1.09% | 0.95% | 1.11% | 0.88% | 1.12% | 1.12%
12 0.40% | 0.29% | 0.25% | 0.34% | 0.27% | 0.25% | 0.33% | 0.31%
13 0.57% | 0.47% | 0.36% | 0.48% | 0.41% | 0.47% | 0.56% | 0.47%
14 0.71% | 0.66% | 0.60% | 0.48% | 0.61% | 0.58% | 0.73% | 0.63%
15 0.90% | 0.72% | 0.62% | 0.53% | 0.75% | 0.61% | 0.86% | 0.71%
16 0.91% | 0.87% | 0.64% | 0.58% | 0.80% | 0.71% | 0.90% | 0.77%
17 0.93% | 0.97% | 0.79% | 0.57% | 0.83% | 0.84% | 0.88% | 0.83%
18 1.05% | 0.91% | 0.74% | 0.59% | 0.76% | 0.90% | 0.93% | 0.84%
19 0.98% | 0.87% | 0.70% | 0.61% | 0.69% | 0.88% | 0.80% | 0.79%
20 0.86% | 0.89% | 0.75% | 0.65% | 0.56% | 0.74% | 0.87% | 0.76%
21 0.80% | 0.66% | 0.69% | 0.62% | 0.50% | 0.64% | 0.83% | 0.68%
22 0.74% | 0.52% | 0.62% | 0.58% | 0.63% | 0.80% | 0.79% | 0.67%
23 0.77% | 0.75% | 0.75% | 0.56% | 0.70% | 0.83% | 0.80% | 0.74%
Srednio | 1.08% | 1.13% | 0.92% | 0.78% | 0.89% | 0.90% | 1.00% | 0.96%

Pozwala to przypuszcza¢, ze na ten blad wplyw maja czynniki zewnetrzne, zwiek-
szajace chaotycznos$¢ zuzycia energii elektrycznej w okreslonych porach dnia lub
dniach tygodnia, ewentualnie zmienne nie uwzglednione w modelu, ktérych wptyw
zwieksza sie w tych godzinach.

Poniewaz btedy te pojawiaja si¢ w okolicach zwigkszonej aktywnosci bytowej, nie
za$ zawodowej — mniej wiecej w czasie wychodzenia z domu i tuz po powrocie z pracy
duzej liczby ludzi, takze w weekendy, kiedy nie tylko btad jest troche wiekszy przez
caty dzien, ale jego poranny szczyt takze pojawia sie pdzniej — mozna przypusz-
czaé, ze z nia wladnie maja zwigzek. Czynnikiem moze by¢ tu np. nastonecznienie,
powodujace wtaczanie lub nie $wiatet czy ogrzewania, ale tez fakt, czy w danym
momencie telewizja emituje wyjatkowo ciekawy program. Niestety, takie dane nie
byty dostepne w czasie powstawania niniejszej pracy.

W tablicy zamieszczono wyniki dla dni dodatkowo wolnych od pracy, uzy-

skane przy pomocy zestawu regresji liniowych. Elementy charakterystyczne dla prze-
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Tablica 6.4. Sredni MAPE dla poszczegdlnych godzin doby i dni tygodnia, przy
przewidywaniu srednich warto$ci godzinowych w dniach niebedacych wolnymi od
pracy. Godzing startu prognozy byta 8.

Dzien Nd Pn Wt Sr Czw Pt Sb Srednio
Godzina

0 0.94% | 0.97% | 0.93% | 0.85% | 0.82% | 0.93% | 0.89% | 0.90%
1 0.98% | 1.32% | 1.31% | 0.90% | 0.91% | 0.97% | 0.96% | 1.05%
2 1.13% | 1.83% | 1.76% | 1.14% | 1.24% | 1.30% | 1.00% | 1.34%
3 1.28% | 1.89% | 1.66% | 1.23% | 1.43% | 1.60% | 1.17% | 1.46%
4 1.55% | 1.66% | 1.56% | 1.22% | 1.45% | 1.73% | 1.40% | 1.51%
5 1.93% | 1.75% | 1.56% | 1.28% | 1.42% | 1.48% | 1.47% | 1.56%
6 2.08% | 2.17% | 1.30% | 1.40% | 1.30% | 1.23% | 1.54% | 1.58%
7 1.77% | 2.20% | 1.09% | 1.15% | 1.05% | 1.05% | 1.49% | 1.41%
8 1.56% | 2.00% | 0.99% | 0.93% | 0.99% | 1.02% | 1.38% | 1.27%
9 0.71% | 0.42% | 0.40% | 0.39% | 0.37% | 0.36% | 0.59% | 0.46%
10 1.02% | 0.66% | 0.69% | 0.56% | 0.67% | 0.66% | 0.84% | 0.73%
11 1.22% | 0.81% | 0.89% | 0.76% | 0.85% | 0.73% | 0.95% | 0.89%
12 1.25% | 0.85% | 0.91% | 0.78% | 0.96% | 0.79% | 1.06% | 0.94%
13 1.26% | 0.91% | 0.94% | 0.74% | 1.01% | 0.81% | 1.19% | 0.98%
14 1.36% | 0.99% | 1.03% | 0.75% | 1.14% | 0.82% | 1.19% | 1.04%
15 1.46% | 1.10% | 1.02% | 0.80% | 1.24% | 0.84% | 1.17% | 1.09%
16 1.48% | 1.19% | 0.99% | 0.87% | 1.28% | 0.92% | 1.16% | 1.13%
17 1.46% | 1.26% | 1.00% | 0.82% | 1.19% | 1.02% | 1.17% | 1.13%
18 1.41% | 1.10% | 0.92% | 0.82% | 0.95% | 1.00% | 1.13% | 1.05%
19 1.33% | 1.00% | 0.85% | 0.81% | 0.84% | 0.93% | 0.96% | 0.96%
20 1.22% | 0.97% | 0.85% | 0.75% | 0.74% | 0.79% | 1.05% | 0.91%
21 1.01% | 0.85% | 0.80% | 0.72% | 0.70% | 0.69% | 0.94% | 0.82%
22 0.81% | 0.63% | 0.70% | 0.70% | 0.79% | 0.78% | 0.88% | 0.76%
23 0.78% | 0.79% | 0.72% | 0.68% | 0.78% | 0.87% | 0.84% | 0.78%
Srednio | 1.29% | 1.22% | 1.03% | 0.88% | 1.01% | 0.97% | 1.10% | 1.07%

biegu btedu oméwione dla “zwyktych” dni rowniez tutaj sie zaznaczaja, cho¢ z pew-
nymi modyfikacjami. Najbardziej widoczng z tych zmian jest znaczace zwicksze-
nie bledéw, ale znajac prace [14], nie mozna bylo sie spodziewaé niczego innego.
Popotudniowe “dobre” przewidywania sg tutaj troche podzniejsze, pdzne sa takze
wysokie btedy. Co ciekawe, duzo wieksze btedy wykazuje aproksymacja okresu tuz
po Swiecie, gdzie — zwlaszcza o godzinie 7 — bledy sa bardzo duze. Przynajmniej cze-
sciowo za ten stan wydaje sie odpowiadac rozbiezno$é miedzy “zwyklymi” dniami
po dniach wolnych i “dtugimi weekendami”, w ktorych przebieg wyraznie sie rézni,
a ktorych obecnie uzywany zestaw regresji liniowych nie potrafi dobrze odréznié.
Wtasnie system przewidujacy na “dzien po” specjalnym swiecie wydaje sie¢ mieé
najwiecej potencjatu do zmniejszenia btedu. Podobne, cho¢ nieco bardziej ogdlne,
spostrzezenie zostato umieszczone w [14].

W tablicy mozna znalezé podsumowanie bledéw rozwiazania dla zbioréow

uczacych i testujacych z réznymi godzinami startowymi i doktadnym celem przewi-
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Tablica 6.5. Sredni MAPE przy przewidywaniu $redniego zuzycia godzinowego, dla
poszczegolnych godzin doby dla okreséow “specjalnych” - dodatkowych dni wolnych
od pracy i okreséw bezposrednio po nich. Godzing startu prognozy byta 11:00.

Dni dodatkowe Dni nastepujace po dodatkowych
Godzina MAPE Godzina MAPE
3 2.04 % 1 2.23%
4 2.56 % 2 1.97%
5 3.23 % 3 4.05%
6 2.92 % 4 2.95%
7 3.54 % 5 2.76%
8 3.66 % 6 5.16%
9 4.30% 7 12.04%
10 4.24% 8 4.56%
11 5.06% 9 8.40%
12 1.61% 10 5.66%
13 1.43% 11 7.86%
14 1.47%

15 1.81%

16 2.29%

17 2.09%

18 2.01%

19 2.25%

20 2.06%

21 1.91%

22 1.66%

23 1.91%

24 2.29%

Lacznie 3:00-24:00 | 2.51% | Lacznie 1:00-11:00 4.98%

dywan (Srednia z 4 wartosci czy wartosé chwilowa). Przewidywanie sredniej z danej
godziny jest obarczone mniejszym bledem, gdyz krotkotrwate fluktuacje uwzgled-
niane w danych chwilowych sa przez usrednianie wygtadzane, nawet jesli ta srednia

brana jest tylko z 4 wartosci odlegtych o 15 minut.

Tablica 6.6. Podsumowanie bledéw rozwiagzania dla éredniego zuzycia godzinowego
oraz chwilowego zuzycia o pelnych godzinach. Dla catego roku, tacznie ze swigtami

dodatkowymi.
Start  $érednia/chwilowa | Zbiory testujace Zbiory uczace
MAPE Eaps MAPE Eops
11 $rednia 1.08 % 186 MW | 0.95% 160 MW
8 $rednia 1.16 % 200 MW | 1.00% 170 MW
11 chwilowa 1.15% 199 MW | 1.01% 171 MW
8 chwilowa, 1.24 % 213 MW | 1.06% 180 MW

Ponadto, w zgodzie z obserwacjami z [14], godzina 11 jest lepsza godzina do starto-
wania prognoz, cho¢ prognozy srednich godzinowych z godziny 8 tez nalezy uznaé

za doktadne. Biorac pod uwage, ze opisywane zjawisko moze by¢ wyraznie zmienne
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w czasie oraz fakt, ze testowano rozwigzanie na danych z catego nowego roku bez
douczania, roznice btedéw pomiedzy zbiorami testujacymi i treningowymi nie sg

duze.

6.4.3. Poréwnanie z metodami dostepnymi w literaturze

Biorac pod uwage wyniki opisywane w innych pracach dla zadan krétkotermi-
nowego przewidywania zuzycia energii elektrycznej, wynik MAPE 0.96% w dniach
“zwyktych”, a 1.08% po uwzglednieniu dni specjalnych, wypada dobrze. W pracy
[14], w ktérej metodyka byta najbardziej podobna (i po czesci postuzyta za podstawe
niniejszej), najlepszy raportowany MAPE wynosit 1.1% dla systemu hybrydowego
opierajacego sie na podobnych zasadach, co system proponowany, jednak réznego
w istotnych szczegdtach. W systemie przewidujacym zuzycie w dniach dodatkowo
wolnych od pracy uzyto systemu eksperckiego bazujacego na $rednich zuzyciach
z poszczegolnych godzin. Jako podstawowych rozwigzan dla dni “zwyktych” uzyto
w cytowanej pracy sieci neuronowych. Dane we wspomnianej pracy byty réwniez
najbardziej podobne, cho¢ dane o temperaturze pochodzity z innego zZrodta, a catosé
odnosita sie do innego (wezesniejszego o 10 lat) okresu.

Podanego ogdlnego problemu — krotkoterminowego przewidywania zuzycia ener-
gii elektrycznej — dotyczyto tez wiele prac z ostaniach lat, chociaz konkretne pro-
blemy — obszar, z ktérego przewidywano i dokladny przebieg prognozy — réznity
sie. Na przyktad w pracy [55], w ktérej dla kazdej godziny osobno uzywano systemu
sieci potaczonych algorytmem “bagging”, MAPE wyniost ok. 1.75%. Zuzycie zostato
zarejestrowane w Nowej Anglii. W zasadzie przewidywanie byto zawsze z horyzontem
24-godzinnym, ale z powodu uzycia Sredniej zuzycia z poprzedniego dnia, stawato
sie przewidywaniem profilu (z godzina startowa 00:00).

Podobnie zostato skonstruowane przewidywanie dla pracy [57], w ktorej rozwia-
zanie bylto testowane na danych z 4 miesiecy. Osiggnieto tam MAPE 2.00% przy
uzyciu prognozy temperatury, nieco mniej przy uzyciu rzeczywistej temperatury.
Dla zuzycia energii elektrycznej na obszarze Nowego Jorku przy uzyciu do prze-
widywania transformat falkowych dla okresu testowego wynoszacego jeden miesiac
(lipiec) zarejestrowano btad MAPE 1.82%.

Z kolei w pracy [49] réwniez dla Nowego Jorku, ale dla okresu testowego 3 mie-
siecy, MAPE wyniost 3.34%. W artykule tym do jednoczesnego znajdowania dobrych
cech 1 optymalizacji parametréw regresji wektoréw nosnych (SVR) uzywany jest al-
gorytm memetyczny (memetic algorithm) oparty na metodach optymalizacji rojem

czastek (particle swarm optimization).
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Nizsze bledy raportowano dla innych danych w pracy [91], uzywajacej transfor-
mat falkowych potaczonych z addytywnym modelem Holta-Wintersa oraz metoda
wazonych najblizszych sasiadéw. Osiggnieto tam MAPE 1.02 % 1 1.09% dla zuzycia
odpowiednio w Kalifornii i Hiszpanii. Okresy testowe byly jednak w tej pracy krotkie
- wynosity odpowiednio 3 i 4 tygodnie, kazdy wybrany z innej pory roku.

Uzyskiwane w niniejszej pracy btedy leza w zasiegu raportowanych przez rozwia-
zania komercyjne, np. TESLA, w ktérym z uzyciem wiekszej réznorodnosci danych
wejsciowych raportowane MAPE wynosza 0.84-1.56% [7], jednak dotycza przewi-
dywan z uzyciem rzeczywistej temperatury. Btad MAPE z uzyciem temperatury
prognozowanej jest tam szacowany jako potencjalnie wyzszy o 0.5 - 1% MAPE,
z kolei uwzglednianie ostatnich trendéw w profilu zuzycia ma podnosié¢ skutecznosé
0 0.15 — 0.30%. Po zsumowaniu dostajemy zakres 1.04% — 2.41%.

Warto tu dodaé, ze zmiana rozwiazania wobec tych uzytych dla zupelnie odmien-
nych zadan w rozdziale [ byta do$¢ prosta i wynikata przede wszystkim po prostu
z checi skrocenia czasu uczenia. Wstepne wyniki z rozwigzaniem identycznym do
tego z rozdziatu [ byty o 0.04% MAPE wyzsze od opisywanego (MAPE ok. 1.12%),
ale nie zostaly ukonczone ze wzgledu na wiekszg czasochtonnosé i sygnalizowang
nieco gorsza generalizacje. Z drugiej strony — fragmentaryczne testy z uzyciem sieci
neuronowej z dobrang odpowiednia liczba neuronéw dawalty podobne (MAPE ok.

1.15% dla przewidywania Sredniej startujacego o godzinie 11) rezultaty.

6.5. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale oszacowano przydatno$é¢ proponowanego rozwigzania do
tworzenia systemu przewidujacego profil zuzycia energii elektrycznej na nastepne
24 godziny z rozdzielczoscia godzinowa (uzywana tez np. na Rynku Bilansujacym
w Polsce [6]). Oszacowanie to wypadto pozytywnie, wyniki sa zblizone lub lepsze od
wynikéw podobnych zadan dostepnych w literaturze oraz zblizone lub nieco lepsze
od wynikéw rozwigzania komercyjnego.

Ponadto wskazano mozliwe obszary oraz sposoby rozwoju i polepszenia skutecz-
nosci rozwigzania w postaci dotaczenia dodatkowych danych, np. o nastonecznieniu
lub ew. dodatkowych specjalnych okazjach zwiekszajacych zuzycie pradu (dotycza-
cych np. telewizji), znalezienia lepszego modelu do przewidywania zuzycia w pierw-
szej potowie dnia po dodatkowym dniu wolnym od pracy oraz uwzglednienia “dtu-

giego weekendu”.



7. Podsumowanie 1 wnioski

W niniejszej dysertacji opisano metode taczenia prostych rozwiazan dotycza-
cych przewidywania warto$ci funkcji o przeciwdziedzinie rzeczywistej wielowymia-
rowej w jedno rozwiazanie o potencjalnie mniejszym btedzie. Metoda ta opiera si¢
na podziale problemu na podproblemy z wykorzystaniem zmiennych wejsciowych
i odpowiedzi oraz btedéw niektorych z uprzednio utworzonych rozwigzan jednostko-
wych. Podproblemy oraz rozwigzania zorganizowane sg w strukture drzewa. Kazde
z rozwiazan uczone jest dla pewnej cze$ci problemu (caly problem w korzeniu).
Podproblemy naktadaja sie, a w czasie dziatania dla kazdego przyktadu uzywane
sa odpowiedzi kilku rozwiazan jednostkowych, ale zasadniczo nie wszystkich. Odpo-
wiedzi te sa uzyskiwane zarowno w lisciach, jak i weztach wewnetrznych.

W rozprawie opisano ogélny schemat algorytmu (zob. rozdz. 2 opisany wczesniej
przez autora niniejszej pracy w [24]) oraz przedstawiono jego uszczegdlowienia: spo-
soby rozwiazania podzadan tworzenia rozwigzan sktadowych w wezle drzewa oraz
podzialu zbioru uczacego i tworzenia przestrzeni kompetencji dla weztéw potom-
nych (zob. rozdz. M]). Oszacowano tez ztozonosé czasowa algorytmu z uwzglednieniem
uszczegblowient (zob. podrozdziat [1.4)).

Ponadto, udowodniono twierdzenia dotyczace prezentowanej metody (zob. rozdz.
B dowody w dodatku [Al). Najwazniejsze z nich wyprowadzaja btad $redniokwa-
dratowy poddrzewa rozwigzania zaczepionego w danym wezle na danym zbiorze
w zaleznosci od:

1. Bteddéw sredniokwadratowych poddrzew zaczepionych w weztach potomnych i btedu
rozwigzania obecnego w danym wezle na ich zbiorach kompetencyi, ktére nakta-
daja sie, ale nie sg tozsame.

2. Sktadnika jakosci funkcji kompetencji — relatywnego do funkcji, ktéra wszystkim
wybranym weztom przydziela rowna kompetencje (a zatem mozna tatwo sprawic,
by skltadnik ten wyniést 0).

3. Dodatkowego sktadnika zwigzanego z nieréwnolegloscia funkcji kompetencji i od-
chylen od poprawnego wyniku odpowiedzi weztow. Sktadnik ten jest zawsze nie-
dodatni, a $cisle ujemny zawsze poza bardzo trudnym do uzyskania przypadkiem

(zob. podrozdzial B4]). Zatem zmniejsza on blad.
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Twierdzenia te, w potaczeniu z twierdzeniem z podrozdziatu B.5 pozwalaja stwier-
dzi¢, ze btad sredniokwadratowy na zbiorze uczacym danego wezla wraz z jego
niepustym poddrzewem jest prawie zawsze mniejszy od btedu samego rozwigzania
obecnego w wezle drzewa (bez uwzgledniania poddrzew). Dla zbioru testujacego
wyznaczaja one gtéwne sktadniki btedu.

Wyniki teoretyczne postuzyty rowniez jako podstawa dla rozwigzan szczegoto-
wych konkretyzujacych schemat algorytmu opisanych w rozdziale [4l

W niniejszej rozprawie prezentowane sg takze eksperymenty dotyczace skutecz-
nosci rozwigzania. Wyniki proponowanej metody w 21 ogélnie dostepnych zadaniach
uczenia maszynowego porownano z wynikami sieci neuronowych i trzech innych me-
tod taczenia aproksymacji funkcji w jedna doktadniejsza (rozdz. [). Na podstawie
proponowanej metody wykonano tez system przewidujacy profil zuzycia energii elek-
trycznej w Polsce (rozdz. [@]).

7 wnioskow z twierdzen, gtownie z twierdzenia [I s. i podrozdziatu oraz
eksperymentéw mozna wysnu¢ wniosek, ze opisywany sposob taczenia rozwigzan
sktadowych rzeczywiscie pozwala uzyska¢ mniejszy btad, takze poza zbiorem uczg-
cym. Z eksperymentu poréwnawczego i poréwnania wynikéw z literaturg wynika, ze
dla wielu zadan rozwigzanie wykazuje btedy nizsze od btedow duzej czesci innych roz-
wigzan stosowanych dla tego rodzaju zadan, w szczegdlnosci dla zadania przewidy-
wania profilu zuzycia energii. Ani w eksperymentach, ani w przytaczanej literaturze
nie znaleziono tez zadnej metody, ktéra dawataby istotnie lepsze sumaryczne wyniki
od proponowanego rozwigzania. Oznacza to dobre wyniki proponowanej metody.

Roéwniez na podstawie eksperymentu poréwnawczego, w ktorym dla wszystkich
21 zadan parametry kontrolne byty takie same oraz eksperymentu dotyczacego elek-
troenergetyki wynika, iz rozwigzanie daje dobre wyniki nawet z domyslnymi warto-
Sciami parametréw kontrolnych dla szerokiego zakresu zadan.

Powyzsze pozwala stwierdzié¢, ze teza pracy zostala wykazana, a cel
osiggniety.

Rozwiazanie nie jest, oczywiscie, bez wad. Jego bltedy, usrednione po wielu za-
daniach, nie sg nizsze od analogicznych érednich dla najlepszych stosowanych roz-
wiazan, takich jak wzmacnianie gradientowe (zob. rozdz. [l). Zastosowane szczegd-
towe rozwigzania, takie jak analiza sktadowych gloéwnych czy sieci neuronowe, sg
zalezne od przetwarzania danych wejsciowych, cho¢ w eksperymentach opisanych
w rozdziale Al uzyto standardowych technik. Co wiecej, czasy uczenia sg dosé¢ duze
(zob. tab. i podrozdzial 4]), zwiekszane tatwo przez zwiekszenie glebokosci
drzewa (ktére jednak mozna ograniczyé¢ do pozadanego rozmiaru), a takze przez

zwickszenie liczby wymiarow, cho¢ temu ostatniemu mozna przynajmniej czesciowo
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zaradzi¢ stosujac inne rozwiazania szczegdétowe. W przypadku zmiennej wyjsciowej
wielowymiarowej zmniejszenie czasu uczenia mozna uzyskaé¢ poprzez rozpatrywanie
kazdej wspotrzednej wyjscia oddzielnie, cho¢ potencjalnie moze to zwiekszy¢ btad.
Rozwigzanie jednak mozna stosowac dla wyjs¢ bedacych wektorami rzeczywistymi,
cho¢ nalezaloby zmieni¢ algorytm uczenia, na zalezny np. liniowo od liczby wag
sieci neuronowej (inny niz uzyte odmiany wstecznej propagacji), ewentualnie zmie-
ni¢ architekture sieci sktadowych. W tym wzgledzie istotne jest jednak tez to, ze
ztozonos¢ ze wzgledu na liczbe przyktadéw uczacych dla danych o umiarkowane;j
liczbie wymiaréw jest liniowa.

Decyzje dotyczace rozwigzania wynikaty w duzej mierze z checi ograniczenia
nadmiernego dopasowania. Taka role spelnia tu np. brak modyfikacji funkcji celu,
przetwarzania zmiennych wejsciowych, czy nawet brak podawania na wejscie weztom
potomnym wynikow rodzicéw (co bylo testowane we wstepnych eksperymentach
i dawalo mniejsze bledy na zbiorach uczacych, wieksze na testujacych). W tym
Swietle nalezy takze rozpatrywaé niewielkie (2-6) liczby weztéw ukrytych w sieciach
neuronowych, sktadnik regularyzujacy (zob. podrozdzial str. [48)), ogranicza-
nie liczby wag przez liczbe przykladéw (podrozdziat [4.2]) podzielona przez ustalong
liczbe czy rezygnacje z tworzenia weztéw dla zbyt matych liczb przyktadéw (tamze).
Ogodlnie, potaczenie tych technik mozna uznaé za skuteczne, roznice w NRMSE po-
miedzy zbiorami testowymi a uczacymi (tab. [B.0]) sa mniejsze niz we wzmacnianiu
gradientowym, cho¢ wiecksze niz w przypadku zwyktych komitetow.

Niewielkie wymogi dotyczace ustawiania parametréow kontrolnych sg wynikiem
przede wszystkim wlasnie wspomnianej wewnetrznej kontroli ztozonosci — cho¢ para-
metréw mozliwych do ustawienia jest duzo, wartosci domyslne zachowuja sie dobrze,
a gléwnym parametrem, ktéry mozna zmienié¢, jest czas nauki — poprzez glebokosé
drzewa (mozliwe sa réwniez inne rodzaje tej regulacji). Kontrola ta nie wykorzystuje
danych walidujacych, co zmniejsza wymagania dotyczace liczby przyktadow ucza-
cych, ale jednak pozostawia ocene generalizacji w sferze zgrubnych oszacowan, co
moze zwieksza¢ btad.

Dlatego kontrola ztozonosci i generalizacji z wykorzystaniem automatycznej wa-
lidacji moze by¢ jednym z kierunkéw rozwoju rozwiazania. Nalezy tez zauwazy¢, ze
wagi przykltadow sa znane juz w czasie uczenia, nie maja na nie wpltywu wyniki
nauki poszczegdlnych weztéw, jak w wielu innych rozwiazaniach [37, [67]. Wstepne
eksperymenty dotyczgce wersji proponowanego rozwigzania modyfikujacej funkcje
kompetencji ze wzgledu na wyniki nauki bezposrednich potomkéw danego wezta
wykazaly wysokie btedy na zbiorach testowych, ale moze to wynika¢ wtasnie z tego,

ze uzywane byty btedy na zbiorach uczacych, a nie pewnego rodzaju walidacji.
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Nadal poszukiwane moga by¢ nowe metody podziatu zbioréw uczacych i uzyski-
wania funkcji kompetencji. By¢ moze daloby sie tu uzy¢ reprezentacji posrednich
z rozwigzan, np. aktywacji weztéw ukrytych w sieciach, jako podstawy podziatu.
Mogtoby to da¢ dobre rezultaty, poniewaz aktywacje takie sa wynikiem dziatania
transformacji nieliniowej, a wiec pewnej zmiany reprezentacji, ktora powstata w od-
powiedzi na dostosowywanie sieci do zadania, bedacej zatem potencjalnie bardziej
uzyteczna w rozroznianiu “prawdziwych” podziatéw. Oznaczaloby to jednak wiek-
sze uzaleznienie si¢ od postaci rozwigzan sktadowych obecnych w weztach drzewa
rozwigzania.

Wspomniane reprezentacje posrednie mozna tez wykorzysta¢ do uczenia aproksy-
macji w weztach potomnych danego wezta, jako utatwienie, a jednoczesnie wytworze-
nie gtebszej struktury. Uzycie wyjsé rodzica jako wejsé¢ wezléw potomnych we wstep-
nych eksperymentach nie dalo jednak dobrych rezultatow. Mozna tez poszukiwaé
innych algorytméw uczenia, np. takich, ktére przynajmniej czeSciowo zneutralizuja
wady rozwigzania. Wysoki koszt obliczeniowy moga pomoc zmniejszy¢ rozwijajace

sie od pewnego czasu metody uczenia ekstremalnego [50].



A. Dowody

Aby pomniejszy¢ objetosé kolejnych dowoddéw, ponizej zostang podane proste,

ale bardzo przydatne tozsamosci:

0i(xr)t =9i(Tx)1 — Yrt
z definicji odpowiedzi wezta (def. 2))
N(i)
= Z Grgy (@i Ci(d, 2r) — ym

z definicji sumowania sie funkeji kompetencji do 1 (réwn. 225])
N (i) N (i)

= Zgz(zg xr) - Ci(d, ) Z Ci(J, k) - Yni

poniewaz w obu sumach wystepuja te same wagi i z definicji 7 (réwn. B.3))

N(4) N(3)
=> (G106, (@) — yw) - Ci(J, T Z N16i.5) (@x)i - Ci(J; T) (A1)
=0

wyrazy, w ktorych C;(7, z) = 0, nic nie wnosza do sumy, wiec

= > raq (@ Ciljwr) (A.2)

j:Ci(j,:L‘k)>0
Dowody twierdzen z podrozdzialu (o pojedynczym przykladzie)
Niech 3., (j.en)>0 Mr(ig) (Tk); > 0. Z réwniania (AJ) i definicji btedu kwadrato-

wego 3.1k
r ) r N(2) 2
e(Gi, ox) = 4 (i(zr))” = (Z(ﬁf(i,j)(xk)l) - Ci(7, xk))

r (NG ?
= (Z(nI(ZJ) .’L‘k \/C juxk \/C .773:]4: )
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7 wlasnosci iloczynu skalarnego

r NG) 2 [ NO) 2
e(gi, Tr) Z( an(u z)7 -\ Cild, zn) - Z\/ (g, Tr) -

- COS (4 [’fn(i,j)(l’k)l : \/m) , |

—
o
T
=) =
| p—
=2
.
8
ol
N—
| I
o,
T
s =
N———
\—/
[\

Z M1 (i) xk

- cos? <4 [ﬁ[(i,j)(ﬂfk)l A\ Ci(d, 7)

N () NG

Wszystkie wyrazy pod modutami sa nieujemne, a zatem

N(i) N(i)

e(gi, Tx) Z > iy (@n)i - Cildoze) - Y Cild, ) -

=1 j=0 §=0

. cos> <A{ [ﬁj(i,j)(ﬂfk)l A/ Ci(7, zx)

N(i)

, [\/ Ci(J, vr)

N(i)>
§=0

Jj=0

suma funkcji kompetencnji to 1

r N(i) . ) .
= Z Z M16.5)(@x)i - Ci(J, vx)-
I=1 j—0
N(3)

. cos? <4 ['fn(i,j)(m)l A/ Ci(7, zx)

e

Co dowodzi réwnosci (B.6]). O

Druga réwnosé (8.7) wynika z dwéch prostych obserwacji. Po pierwsze, wyrazy

Jj=0

1.5 (@k)7 - Ci(d, zk) z Ci(j, xx) = 0 sa zerowe, wigec mozna je opusci¢ w sumowaniu:

N (i)
Yo ()i - Cildak) = Y. ey ()i - Cild, o)
7=0 7:Ci(J,x)>0

Po drugie, z wlasnosci cosinusa, standardowego iloczynu skalarnego dla liczb rze-

czywistych i funkcji kompetencji (nieujemnosé), mozna doprowadzi¢ odpowiednie
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wyrazenia do analogicznej postaci - wytaczamy z sumy wyrazy zerowe:

- - N(9) : N(4)
cos (£ [m(’?i)(%)z : Ci(jvxk)} ; [ Cz‘(],%)} B
Jj=0 j=0
_ Y00 i (@i - Cill )

\/ij(é) (771(@',]')(%)1 “/CilJ; i, ) \/Zj —o Ci(j, z1)

. Zj;ci(j,mk»o nl(i,j)<xk‘)l -Ci(g, z1)
a ~ . 2 .
\/Zj:Ci(j,:vk)>0 (Uf(i,j)(l’k)l ) Cz'(%ﬂ?k)) : \/Zj:Ci(j,:vk)>0 Ci(J, 21

= cos (K [ﬁ[(i,j)(xk)l -/ Ci(J, Jfk)} ) [ Ci(J, zx) )
7:Ci(j,zg)>0

sq rzutami

]C’L(]7xk)>0

Wektory [ﬁl(z‘,j)(ﬂfk)l -/ Ci(4, xk)}jici(jyl'k)>0 oraz [ Ci(7, xk)}jici(jyl'k)>0
pierwotnych wektorow na podprzestrzen powstalta przez wyzerowanie odpowiednich
wspotrzednych, ale te wspotrzedne miaty juz warto$é 0, stad cosinus mozna liczyé
takze w podprzestrzeni.

Dowdd lematu [2] przeprowadzany jest analogicznie do poprzedniego. Znow ko-
rzystajac z tego, ze 3 5.c,(ja)>0 M1 (xp)f > 0, z réwnania (AJ) i whasnosci bledu
kwadratowego (B.5) wyprowadzamy:

r r  [N() 2
e(Gi an) = Y (ilze))? = > (Z(ﬁl(i,j)(xk)l) - Ci(7, $k))

=1 =1 \ j=0

z wlasnosci iloczynu skalarnego

r N(3) N(i)
=Y Z Mgy (@e)f - | Y Cild, or)?
=1 j=0

- cos (A{ [ﬁf(i,j)@k)l)}j‘vf(;) Cild, k>]N(i)>)

r NG N(3)

:ZZ 1(i,5) (z0)f

k) ‘ . (COS (4 [ﬁf(i,j)(:ck)l)}jzo  [Ci (7, xk)];v:(é)))Q

Wszystkie wyrazy pod modutami sa > 0

r N(5) N(3) NG i 2
=3 > i ()i Z Cilj, i) - ( (&< @] GG ) ’))
=1 j=0

Catkowicie analogicznie mozna udowodnié¢ druga cze$¢, jedynie tym razem korzysta-
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jac od razu z réwnosci ([A.2)) zamiast tylko z (A1)

e@i,xk):i(ﬁm)l)%i( 5 <ﬁz<i,j><xk>l>-ci<j,xk>)

=1 =1 j:Ci(j,JBk)>0

z wlasnosci iloczynu skalarnego

= Z( D G S Cildyk)? -
=1 7:C;

(4,2x)>0 7:Ci(j,xx)>0

2
- €os <L< ['fll(z‘,j)(%)l)L:Q(j’xmo S[E162 xk)]j:ci(j,xk»o))

Z Cl(.77 xk>2 '

]C’L(Jvmk)>0

T

=2

=1

S g ()] ’

]C’L(]7xk)>0

2
: (COS (Af [ﬁl(i’j)<xk)l)}j:0i(j,xk)>0 G, fﬁk)]j:ci(j,zk»o))

Wszystkie wyrazy pod modutami sa > 0

:i Yoo apR)ic Y. Ciljia)? -

=1 j:C;(j,z1)>0 7:Ci(j,x1)>0

2
' (COS (4 [’fll(z‘,j)(fb’k)l)L:Ci(mmo (162 xk)]j:ci(j,mk»o))

Nalezy zauwazy¢, ze druga réwno$¢ ma nieco inny charakter od poprzedniego, w
, ;- ~ 2 N(i) ~ 2 . /
87c2eg0IN0SCi 3.0, (.20 (i) (Tk)i < X0 M1i,5)(T)7, ale zwykle nie sa one réwne,

co pociagga za soba to, ze odpowiednie katy takze zwykle nie sg réwne:

cos? (A{ [fn(m)(xk)Z)L:Ci(Mk»O ,[Ci (7, xk)]j:Ci(j,xk)>0) >

N()

cos? <4 [ﬁ[(i,j)(xk)l)}j , 1Ci(, $k)]jv%))

=0
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Dowdéd twierdzenia o bledach na zbiorze (Tw. [1)
Najpierw skorzystajmy z definicji btedu $redniokwadratowego (8.4 oraz lematu
[ (str. 28, dowiedzionego powyzej).

S| r

k=11=1 5:C;(j,zr)>0

Jj=0

. cos? (K {ﬁ[(i,j)(l’k)l -/ Ci(7, xk)] ,

. . ; N() N()
Oznaczajac £ {nf(m)(:ck)l : Ci(j,xk)}jzo ) [,/C’ (j,xk)} przez o oraz

) NG NG
£ {nl(i,j)(%)z' Ci(],ffk)} L { Cz‘(],%)]
i

mujac to samo wyrazenie, otrzymujemy:

przez @, a nastepnie dodajac i odej-

‘S| T
\S\ 2.2 (( > ey Cill, xk)) cos’® (a)

k=11=1 Ci(j,xr)>0
= 1 ;" — gy, i
+ ( b mu,n(:ck)?nmam + T nl(xk)12> cos® (@)
Ci(J,xr)>0 1 i
=~ 1 ng = gy, -
B ( Z nl(%]) (xk)? max + max ' nl(xk)?) C082 (a))
Ci(Gar)>0 o n;

Po przegrupowaniu:

‘S| T
S X (ot (w0 - L ot@)

k=11=1 \C;(j,x)>0
n"% — ni
- T () - cos® (@)
(A
5 1 n"* — g -
+( Z nl(i,j)(%)? et : pop : 'ﬁz‘(%)?) - cos” (04)>
Ci(jszr) >0 L L

Czes¢ tego réwnania jest réznicg bltedu pomiedzy dang funkcja, a funkcja opisang w

twierdzeniu, zatem:

S| r 1 nmaT _ g
Y3 m | X @i+ T ()] | - cos® (@)
|S| Ci( n; n;

k=11=1 i (j,21)>0 ?
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Uwaga, 3¢, (j.z,)>0 Jest warunkiem obejmujacym dwie sumy - po ki po j. Korzystajac

rowniez z jedynki trygonometrzyczne;j:

S| r ) e
- @ Z Z ( Z ﬁl(i7j)<xk>12 maz T o maxnlk : nz(l’k)lz) . (1 — sin? (@))
Ci(

k=11=1 \C;(j,zx)>0 i n;

IS|
- ma:v Z Z Z ﬁ[(@j) (xk)l2 + (n;naaﬂ - nlk) 772(%)
ER2t=av

1 Ay ~ 2 1 n;nax_nik 2 A
s > Do ()i omaz © T maz “ni(zy); | - sin® (@)
k=11=1 \Ci(jzk)>0 i i

Ten drugi sktadnik mozna okresli¢ jako gg

1 |S‘ - -~ max
=T g & Z Z ( o g (@) + (0 = ng) '772‘(%)12)
Ci(

IS| r

|S| ZZQM

k=11=1

Zmieniajac kolejno$¢ sumowania:

1 S| 1 S|

= ma:v |S| Z Z ZT/I(%] xk ma:v |S| Z n* — nzk 771@19)12

k=1C; (j,o)>0 I=1 k=1 1= 1
IS| r

|S| ZZQM

k=11=1
IS| S| r

= ma:v |S| Z Z ZTH(Z’J ma:v |S| Z ng " — nlk nl(xk)? -0

k=1 C;(j,x,)>0 =1 k=11= 1

1 Y9 r 1 EE

=T e D w2 2 Ty ()i + o SOS T — ) i) — o
e ‘S‘ k:C |S|

? Jj=0 i (j,x)>0 =1 k=11= 1
1 s, 1
=T + max 77[ 2, :I;k
n’ Z |S| |SI 7j)| Z Z )

t Jj=0 k:C;(j,xr)>0 =1

S| r

mam|S| Z Z P = Tsz nl(xk)IQ -0

k=11=1
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7, pOWYZSzego

% S| r
— W |SI(i7j)| MSE S dl max ) 2
=T+ Z ma:v_|S| ( 1(i,) I’J) nya |S| ZZ _nlk nz(xk)l -0
j=0 4 k=11=1
Przy czym,

™= D (”I(m)(ﬂfk)?'
Ci(4,xk)>0
j=0

: (C’i(j, 7} - cos’ <A{ [m(”)(xk) \/Ci (j,xk) -
_ nnlm - cos’ (& [ﬁf(i,j)(xk)z -/ Ci(7, xk)]]AV(:, [\/ Ci(J, xk)}ﬁ?) ))

1 J= J=

n;" "t — ny,
T T mar ik}
e — 1N — 1 N()
-cos” | £ [nl(i,j)(%)z' Ci(],ffk)} L [ Cz‘(],m)] »
J= J=
1 'i r
T =1a1 Tkl
Sl i=i=
A takze:
. 1 n; T — g
Okt = ( > @)+~ '?h(fﬂk)z?) :
Ci(j,zx) i i
N (i) N(9)
S |:77[(2 j)( ) CZ(]) $k):| ) ) |: C (ja :L‘k)] 0
J= J=
1 5‘: r
0 =7qy Okl
Sl i=i=

Dowéd twierdzenia z podrozdzialu (dodawanie poddrzewa)

Nalezy udowodnié, ze przy odpowiednich zatozeniach (str. B7) btad wezta po

utworzeniu dzieci bedzie mniejszy niz btad aproksymacji w danym wezle.
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MSE(@, S) =
|SI(ZJ ‘ Sl ma:v
T+ Z mam S MSE( I(i,5)» SI(Z] mam S Z Tsz
j:O | | | |k 1i= 1
N(Z |SI 1])| 1 ‘SI . max
ST+ Z max S MSE(Q“ Sl(i,j)) nmaz . |§ Z - nlk
j:O IS] eS| o 2 1
Sri 1 "
=T+ Z |maI:v( — S||S Z an(xk)12+
i=o " - IS] 81 k:Cy (g ) >0 =1
IS|
mam Z n;"* — Tsz Th(xk) -0
|S|k 111

7, zalozen twierdzenia p jest dodatnie, a wiec

ST 1 "
MSE(g;, S Z m(w( J) S|1S Yo Domila)it
‘ ‘ | I(i,5) ‘ k:Ci(j,a)>0 I=1
ma:v n;"* — nlk i (xk)l
|S|k 111
zmieniajac kolejno$¢ sumowania
S| S | 1
I(z,
- Z Z Z mam( ]‘S‘ |S ‘nl(xk)lQ+
k=11=1 j:C;(j,zx)>0 ¥ 1(i,4)
max ng* — nlk "1 ('rk>l
|S|k 111

taczac obie sumy i wyciggajac state

S| r
ma:v Z Z i nlk) ’ nl(xk)lQ + Z nl(xk)l
|S| k=11=1 ( j:Ci(j,:L‘k)>0 Sl(i7])|
S| r
ma:v S Z Z e nlk) ’ nl(xk)IQ + nl(xk)lQ Z 1
| | k=11=1 7:C;(4,xx)>0
S| »r
max Z Z ( ;= nlk nl('rIC)lz + 7]@(',’1:]4))[2”2]{:)
|S|k i
S| » 1 IS| r
nas S Zznmax xk‘ l § Z n2<xk) MSE(QH )
| li=ia Slim =

A wiec przy zalozeniach twierdzenia MSE(g;,S) < MSE(g;, S).

Th'(ﬂfk)z2 -0

Th‘(fb’k)% -0

5 S16,5)]
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Uzasadnienie przyktadu [1l z podrozdziatu [3.3]

Nalezy obliczy¢, jaka bedzie oczekiwana warto$¢ cos®(L[xy, ..., T, [21,- - -, 2n))
przy ustalonym wektorze x z hipersfery jednostkowej n wymiarowej oraz jedno-
stajnym rozktadzie kierunkéw z. Kierunki z beda reprezentowane przez wektory
y z hipersfery jednostkowej. W takim razie nalezy policzy¢ wartosé¢ oczekiwana
cos®(£[xy, ..., xn], Y1, -, Yn]), Przy czym y maja jednostajny rozktad na hipers-

ferze jednostkowej.

Na poczatku nalezy zauwazy¢, ze wspomniana wartos¢ oczekiwana nie zmienia
sie przy obrocie calej przestrzeni, a wiec nie jest tez zalezna od konkretnego wyboru
wektora x. Wystarczy wigc, ze zostanie policzona dla jednego konkretnego wektora.

Niech bedzie to wektor taki, ze wszystkie wspotrzedne rowne sg 0 z wyjatkiem
ostatniej, réwnej 1 : V;—y 12, =0, z,, = 1.

Cosinus wektoréw y i x bedzie zatem réwny ich iloczynowi skalarnemu (oba maja
normy réwne 1) i bedzie to z,y, = Yn.

Pozostaje pytanie, jaka wage powinien mie¢ dany kat. Poniewaz dtugos¢ wektora
y ma sie réwnaé jeden, a zatem tez >0="y? = 11 =" 1y2 = 1 — 32, co beda
speliaty wszystkie wektory lezace na sferze bedacej brzegiem kuli n — 1 wymiarowe;
o promieniu /1 —y2. Zatem dany kat powinnismy uwzgledni¢ proporcjonalnie do
powierzchni tej sfery, ktéra zostanie oznaczona jako S,_o(1/1 — y2). Zauwazmy, ze
jesli y, jest cosinusem kata 6, to /1 — 32 jest modulem z jego sinusa. Poniewaz cos? i
|sin| sa parzyste i maja okres rowny 7, wystarczy jesli policzymy warto$¢ oczekiwang
dla dodatnich wartosci sin i dodatniej wartosci cos (w pozostatych “éwiartkach”

hipersfery bedzie taka sama):

0=

9:0% Sp_2(sin 0) cos? 0d6
0=

9—o> Sn_o(sin@)db

3

(ME

Niech C?_, oznacza powierzchnie n — 2 wymiarowe] sfery o promieniu 1. Wtedy

mozna zapisac:

96:0% =, (sin )" 2 cos® 0db

Joco® Sia(sin0)n=2d0

Sr_5 jest niezalezne od y,, wiec po prostu mozna je wyja¢ przed catke i skrécic, a
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pozniej przeksztatci¢

f;:og (sin )"~ cos®0df 96:0% (sin #)"~3 cos? sin Hd0
Jo=F (sin 6)n—2d6 S22 (sin 6)n~3 sin 00

Pamietajac, ze w danym zakresie sin > 0 i sin® +cos? = 1:

uy

f;:f(l — cos?f)"T L. —1cosf - —2cos 6 sin 0d6
f;:og(l — cos20) T L. —1cos™16 - —2cos B sin0do

Podstawiajac u = cos(#)? oraz skracajac —%, otrzymuje sie¢:

n=l_q 1 nol g1
(1 —w)T uzdu - uo(l—u)Q uzdu  B(

n_4)
' 2
= a —u)ngl_lu_%du — 51 =) T lwidu B3, "7

,%5%)

NN
3

gdzie B oznacza funkcje B Eulera. Przy czym n musi wynosi¢ co najmniej 2. Prze-

ksztatcajac dalej otrzymujemy:

B TEICHIG+2h ArGeh | G 1
B T TOTETG 150  TG+5) TE+50)G+5) 7

co jest wynikiem podanym w przyktadzie.

Dowéd lematu [3] — przyktad z wiedza o bledach

Na poczatku przeprowadzone zostanie rozumowanie dla dowolnej liczby weztow,
po czym, gdy rozwazania ogdlne wymagaltyby zbyt skomplikowanych zatozen, wcze-
$niej uzyskane fakty zostang zastosowane do obliczenia konicowego twierdzenia.

Jesli rozktady btedéw maja tacznie rozktad normalny i wazone sa wektorem
kompetencji C, to macierz kowariancji wynosi CTVC' a érednie C - p, gdzie V to
macierz kowariancji, a u to wektor srednich.

W tym miejscu wprowadzone zostana oznaczenia stosunku kompetencji i-tego
wezta do kompetencji pierwszego wezta, ktory zawsze ma mieé¢ niezerowa funkcje
g,acozatymldme Ry =1, R, >0.
Ponadto wektor kompetencji, to wektor R podzielony przez sume wartosci bez-

T
ﬁ, czyli CTVC = }inﬂf Pochodne
1 1

tego wektora ze wzgledu na wspotrzedne mozna policzy¢, korzystajac z wlasnosci

kompetencji, zatem w tych oznaczeniach R; =

wzglednych (metryke L1) wektora R: C' =

pochodnej (wszystkie potrzebne zachodza dla tak regularnej funkeji).
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5(RTVR) 9 T
)_ W'HRW—R VR-

Il

0 (IR
JRy

1 (RTVR
OR, \ ||R|[?

205 R Vi) (5 Ri)? = 3 2 R Vi - 250 Ry
N || BRI}
_2(%iRi- Vi) S, Ry =25 % RiR
N [ RII?

2(S; % RiR: - Vi) — 25,5, RiR; Vi

[1R[F

2(%i% BBy - (Vi — Vi)
N | RII?

Pochodne ze wzgledu na sume C' - u = Wyniosa

| R|]1
OB 1)) gy — g, 2UE
o <R'/~L>_ 5Rk MCSRk
R \ || R[|x |R|[?
ullBll = R
|IR[[3
_ S Ri(pe — 1)
|R|[F

(A.8)
(A.9)

(A.10)

majac ten wzor, mozna policzy¢ pochodna wzgledem kwadratu wspomnianej sumy:

0 ((R-u\\ _ 6 [(ZiRi-m\®

O Ry <|IRH1> - ORy (2-%)
:221‘3@"/%‘ 0 (R'M>
il 0Rp \[|R][x

YiRi-pi i Rip — 1)

> R |RI[?
iRy -y 30 R — pi)

Jedis
i 2 R R (e — p1:)
|| RI[?

=2

=2

=2

Suma kwadratow odchylen od 0, to suma $redniej podniesionej do kwadratu i warian-

2
R- RT'VR
cji ( M) + . Przy znajdowaniu optimum funkcji kwadratowej przydatne

|| &l IR}



jest znalezienie miejsc zerowych pochodne;j:

5 (R : u>2 L BIVR 2 (%, RiR; - (Vi — Vi) o oS BB (i = )
oRy, \ \ ||R]] ||R[[? ||1RI[} ||1RI[}

(S Rl - (Vi = Vi + gk = 1))
B |IR[[?

Wystarczajacym warunkiem zerowania pochodnej w tym przypadku jest

(ZZ RiR; - (Vi = Vij + (e — m))) =0

Dla liczby weztow z niezerowa kompetencja rownej 2, jest tylko jeden utamek R,

zatem z zadanymi zalozeniami:

(RS(Vm — Voo + pa(pe — p12)) + Ro(Via — Vig + pa(pe — 1))
+Ro(Vag — Vig 4+ pia (pe — p12)) + (Via — Vin + pa (g2 — 1)) =0
(Ro(p2(pe — p1)) + Ra(Vaz — Vig) + (Viz — Vi + pa (2 — 1)) = 0
(Ra((Vaz — Vig) + pa(p2 — 1)) + (Vig — Vin + pa(pe — p11))) = 0
_ Vig = Vin + pa(p2 — pu1) _ R,
(Vo = Via) + pa(p2 — pi1))
V11+M%—V12—,u1,u2 _p :@
Vag + 113 — Via — papio ? 4

Warto zauwazy¢, ze zgodnie z zatozeniami i wzorem, przy zmianie Ry o pewien
€ pochodna stanie si¢ niezerowa, ze znakiem zgodnym ze znakiem ¢, czyli istotnie w
tym punkcie bedzie minimum lokalne.
Jak wida¢, to rozumowanie da si¢ przeprowadzi¢, z koncowym wynikiem wigk-
szym od zera, tylko pod pewnymi warunkami, wymienionymi w lemacie.
Wyliczenie btedu, to podstawienie powyzszego wyniku (pamietajac, ze Ry = 1)
do wzoru wspomnianej wyzej wtasnosci: suma kwadratéw odchylen od 0, to suma
( R ) * R'VR
[1R]| |2

zostalo tu zapisane.

. W stosunku do swojej wagi zajmuje to wiele miejsca, wiec nie



B. Wyniki testow

W dodatku [Bl prezentowane sa wyniki testéw na 21 znanych zadaniach. W sto-

sunku do tabel podanych w treéci, tu dodano inne miary bledéw, m.in. w celu

tatwiejszego poréwnywania wynikow z wynikami dostepnymi w literaturze.

Tablica B.1. Wyniki na cze$ciach testujacych rozwigzania [l — proponowanej wersji

z ustawieniem domyslnego btedu na 0.

Zadanie RMSE | cRMSE + Eups o E s NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00012 0.00020 0.797 0.00013 0.227 0.082
friedman 1.025 0.00094 0.00163 0.816 0.00077 0.205 0.066
mu 0.085 0.00285 0.00434 0.049 0.00188 0.008 0.004
bank8fm 0.029 0.00002 0.00003 0.021 0.00002 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00000 0.00001 0.001 0.00000 0.282 0.057
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.109
dailerons 0.00016 | 0.0000005 | 0.0000006 | 0.00011 | 0.0000005 0.537 0.079
puma8NH 3.16 0.002 0.00337 2.42 0.002 0.561 0.262
kin8nm 0.105 0.00067 0.00119 0.082 0.00050 0.397 0.148
abalone 2.08 0.006 0.00959 1.46 0.003 0.645 0.154
california 55408 81 130 37719 64 0.480 0.228
house8L 30078 67 120 16303 30 0.569 0.120
housel6H 32790 103 148 16983 7 0.621 0.131
cpu_act 2.29 0.009 0.015 1.65 0.008 0.125 0.046
cpu_small 2.88 0.007 0.015 2.07 0.005 0.157 0.058
autoMpg 2.54 0.022 0.035 1.81 0.019 0.326 0.139
auto 2700 174 399 1602 58 0.459 0.181
diabetes 0.670 0.02302 0.052 0.516 0.02011 0.929 0.419
boston 2.73 0.072 0.155 1.87 0.033 0.297 0.122
m_cpu 57.4 3.8 7.9 28.8 1.1 0.357 0.100
SETVo 0.386 0.02554 0.045 0.212 0.01016 0.247 0.112
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Tablica B.2. Wyniki na czesSciach testujacych rozwiazania 2 — proponowanej wersji

z ustawieniem domyslnego btedu na potowe btedu korzenia.

Zadanie RMSE | cRMSE + FEaps ocE s NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00009 0.00015 0.797 0.00012 0.227 0.082
friedman 1.026 0.00085 0.00160 0.816 0.00064 0.205 0.066
mv 0.345 0.17590 0.254565 0.241 0.12848 0.033 0.016
bank8fm 0.029 0.00004 0.00007 0.021 0.00003 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00001 0.00001 0.001 0.00000 0.282 0.057
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.109
dailerons 0.00016 | 0.0000005 | 0.0000006 | 0.00011 | 0.0000005 0.536 0.079
pumaSNH 3.16 0.001 0.00243 2.42 0.001 0.562 0.262
kin8nm 0.105 0.00053 0.00091 0.082 0.00036 0.398 0.148
abalone 2.08 0.006 0.01005 1.46 0.004 0.645 0.154
california 55510 55 114 37777 60 0.481 0.229
house8L 30107 116 196 16317 33 0.570 0.120
housel6H 32753 266 638 16943 141 0.620 0.131
cpu_act 2.30 0.007 0.013 1.65 0.004 0.125 0.046
cpu_small 2.88 0.012 0.024 2.06 0.005 0.156 0.058
autoMpg 2.52 0.023 0.038 1.81 0.014 0.323 0.138
auto 2692 255 369 1614 89 0.458 0.180
diabetes 0.659 0.02715 0.051 0.516 0.01819 0.914 0.412
boston 2.75 0.089 0.132 1.87 0.044 0.299 0.122
m_cpu 59.0 5.9 8.2 28.8 1.7 0.367 0.103
Servo 0.381 0.02001 0.034 0.217 0.01147 0.244 0.110

Tablica B.3. Wyniki na czesciach testujacych rozwigzania 3] — proponowanej wersji

nie uzywajacej wag przy klastrowaniu.

Zadanie RMSE | cRMSE + FEubs oFEqps NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00008 0.00017 0.797 0.00007 0.227 0.082
friedman 1.026 0.00115 0.00163 0.816 0.00080 0.205 0.066
mu 0.102 0.00183 0.0047712 0.062 0.00140 0.010 0.005
bank8fm 0.029 0.00004 0.00008 0.021 0.00003 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00000 0.00001 0.001 0.00000 0.281 0.057
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.595 0.109
dailerons 0.00016 | 0.0000005 | 0.0000007 | 0.00011 | 0.0000003 0.537 0.079
pumaSNH 3.16 0.002 0.00366 2.42 0.001 0.562 0.262
kin8nm 0.105 0.00056 0.00119 0.082 0.00046 0.399 0.149
abalone 2.07 0.005 0.01080 1.46 0.003 0.644 0.154
california 55488 56 125 37781 61 0.481 0.229
house8L 30683 119 269 16793 69 0.581 0.123
housel6H 33150 167 257 17376 102 0.627 0.133
cpu-act 2.30 0.011 0.017 1.65 0.004 0.125 0.047
cpu_small 2.89 0.007 0.013 2.08 0.004 0.157 0.058
autoMpg 2.53 0.025 0.041 1.81 0.018 0.324 0.138
auto 2756 285 440 1628 94 0.469 0.184
diabetes 0.667 0.02295 0.035 0.514 0.01737 0.926 0.417
boston 2.71 0.059 0.117 1.89 0.027 0.295 0.121
m_cpu 60.5 6.8 11.3 30.0 1.8 0.376 0.106
Servo 0.381 0.01834 0.037 0.220 0.01082 0.244 0.111
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Tablica B.4. Wyniki na czedciach testujacych poréwnywanego rozwigzania [Il — wy-
brana sie¢ neuronowa.

Zadanie RMSE | cRMSFE + FEubs oFE s NRMSE | skalowany
2dplanes 0.999 0.00017 0.00035 0.798 0.00022 0.227 0.082
friedman 1.008 0.00068 0.00126 0.802 0.00065 0.202 0.065
mu 0.245 0.01109 0.019185 0.167 0.00637 0.024 0.011
bankS8fm 0.028 0.00013 0.00020 0.021 0.00010 0.187 0.071
elevators 0.002 0.00003 0.00006 0.001 0.00000 0.285 0.058
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.597 0.109
dailerons 0.00016 | 0.0000009 | 0.0000019 | 0.00011 | 0.0000004 0.538 0.079
pumaSNH 3.16 0.003 0.00587 2.42 0.003 0.561 0.262
kin8nm 0.073 0.00041 0.00082 0.056 0.00025 0.275 0.103
abalone 2.07 0.009 0.01852 1.46 0.005 0.642 0.153
california 52986 107 187 35834 70 0.459 0.218
houseS8L 29887 190 335 16349 78 0.566 0.120
housel6H 33352 184 372 18120 102 0.631 0.133
cpu-act 2.45 0.042 0.088 1.71 0.007 0.133 0.050
cpu-small 2.96 0.050 0.090 2.07 0.011 0.161 0.060
autoMpg 2.89 0.066 0.108 2.05 0.034 0.370 0.158
auto 3234 347 648 1978 149 0.550 0.216
diabetes 0.663 0.03110 0.066 0.508 0.02531 0.920 0.414
boston 3.55 0.151 0.266 2.44 0.080 0.387 0.158
m_cpu 79.2 7.8 124 36.1 1.9 0.493 0.139
servo 0.471 0.03908 0.061 0.293 0.01655 0.302 0.137

Tablica B.5. Wyniki na czesciach testujacych rozwiazania poréwnywanego 2] — pro-
stego komitetu.

Zadanie RMSE | cRMSE + Eus 0E s NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00003 | 0.00007 | 0.797 0.00003 0.227 0.082
friedman 1.045 0.00105 | 0.00221 | 0.831 0.00079 0.209 0.067
mu 0.184 0.00112 0.002 0.115 0.001 0.018 0.008
bank8fm 0.029 0.00001 | 0.00002 | 0.021 0.00001 0.190 0.072
elevators 0.002 0.00001 | 0.00001 | 0.001 0.00000 0.289 0.059
Selevators | 0.001 0.00000 | 0.00000 | 0.001 0.00000 0.596 0.109
Sailerons | 0.00016 | 0.0000000 0 0.00012 | 0.0000000 | 0.542 0.080
puma8NH |  3.15 0.001 0.00093 | 2.42 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.124 0.00014 | 0.00021 | 0.097 0.00011 0.470 0.175
abalone 2.05 0.001 0.00208 1.44 0.001 0.635 0.152
california 57411 30 77 39698 24 0.498 0.237
houseS8L 31260 36 75 17237 25 0.592 0.125
housel6H | 33103 309 874 17228 97 0.626 0.132
cpu_act 2.32 0.037 0.104 1.68 0.018 0.126 0.047
cpu_small 2.95 0.028 0.079 2.13 0.012 0.160 0.060
autoMpg 2.58 0.141 0.400 1.85 0.087 0.330 0.141
auto 2317 529 1492 1430 282 0.394 0.155
diabetes 0.630 0.07300 0.207 0.491 0.05533 0.875 0.394
boston 2.85 0.308 0.875 1.95 0.165 0.310 0.127
m_cpu 52.6 10.2 29.0 27.6 3.9 0.327 0.092
servo 0.398 0.04741 0.134 0.239 0.02089 0.255 0.115
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Tablica B.6. Wyniki na cze$ciach testujacych rozwigzania poréwnywanego [8] — Bo-

otstrap aggregating.

Zadanie RMSE | cRMSE + FEups oEps NRMSE | skalowany
2dplanes 0.999 0.00013 0.00021 0.798 0.00012 0.227 0.082
friedman 1.120 0.03097 0.07743 0.887 0.02227 0.224 0.072
mu 0.221 0.00548 0.01124 0.144 0.00383 0.021 0.010
bank8fm 0.029 0.00002 0.00004 0.021 0.00001 0.190 0.072
elevators 0.002 0.00002 0.00003 0.001 0.00000 0.299 0.061
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.595 0.109
dailerons 0.00016 | 0.0000003 | 0.0000009 | 0.00012 | 0.0000003 0.539 0.080
pumaSNH 3.15 0.001 0.00156 2.42 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.117 0.00051 0.00122 0.091 0.00034 0.443 0.165
abalone 2.05 0.003 0.00453 1.45 0.002 0.636 0.152
california 57007 95 163 39342 75 0.494 0.235
house8L 30991 43 82 17025 41 0.586 0.124
housel6H 34705 147 249 18121 91 0.657 0.139
cpu_act 2.41 0.015 0.025 1.75 0.004 0.131 0.049
cpu-small 2.99 0.009 0.020 2.17 0.003 0.162 0.060
autoMpg 2.60 0.015 0.029 1.84 0.019 0.333 0.142
auto 2623 99 179 1550 53 0.446 0.175
diabetes 0.676 0.01278 0.021 0.559 0.01579 0.938 0.423
boston 3.16 0.052 0.095 2.12 0.024 0.344 0.141
m-cpu 59.1 1.8 2.8 28.7 0.6 0.368 0.103
Servo 0.520 0.011 0.0132 0.267 0.0066 0.333 0.151
Tablica B.7. Wyniki na czesciach testujacych rozwigzania poréwnywanego [ —
wzmacniania gradientowego.
Zadanie RMSE | cRMSE + Eups 0Eqps NRMSE | skalowany
2dplanes 1.000 0.00017 0.00035 0.798 0.00014 0.228 0.082
friedman 1.004 0.00052 0.00095 0.799 0.00038 0.201 0.065
mu 0.156 0.00047 0.00083 0.092 0.00092 0.015 0.007
bank8fm 0.028 0.00004 0.00008 0.021 0.00004 0.186 0.070
elevators 0.002 0.00021 0.00039 0.001 0.00001 0.313 0.064
delevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.108
dailerons 0.00016 | 0.0000004 | 0.0000008 | 0.00011 | 0.0000005 0.532 0.079
pumaSNH 3.15 0.002 0.00344 2.44 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.070 0.00034 0.00052 0.054 0.00024 0.267 0.099
abalone 2.06 0.005 0.00898 1.46 0.003 0.640 0.153
california 51673 167 378 34811 109 0.448 0.213
house8L 29327 75 129 15841 40 0.555 0.117
housel6H 32964 97 167 17026 58 0.624 0.132
cpu_act 2.28 0.019 0.038 1.62 0.003 0.124 0.046
cpu-small 2.77 0.013 0.023 1.97 0.006 0.150 0.056
autoMpg 2.57 0.047 0.090 1.79 0.030 0.329 0.140
auto 2833 320 539 1605 122 0.482 0.189
diabetes 0.801 0.03696 0.082 0.634 0.02228 1.112 0.501
boston 2.81 0.063 0.114 1.91 0.031 0.306 0.125
m_cpu 52.5 5.3 9.5 28.9 1.5 0.327 0.092
servo 0.428 0.001 0.0136 0.234 0.001 0.247 0.124
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Tablica B.8. Zuzycie czasu procesora (suma zuzycia czasu rdzeni) AMD Opteron
8350 (2GHz) dla catej procedury testowej (10x10-krotna walidacja), dla metod ta-
czenia rozwiazan i “duzych” zbioréw. Uzyskane poleceniem time.

Rozwiazanie
Proponowane Istniejace

Zadanie @M (“blad 07) [2(“5 korzenia”) komitet bagging (Wzm. Grad.)!
2dplanes 117744 121951 104479 85008 84248
friedman 157136 159506 105803 87903 84071
mu 160498 25767 127787 86104 48288
bank8fm 14435 14708 13621 11825 12112
elevators 122393 122846 106630 62531 68582
delevators 14330 14551 14559 10183 10346
dailerons 7720 8457 9218 6663 6760
pumaSNH 14176 14799 13637 12561 11762
kin8nm 15061 15266 13290 11331 11838
abalone 7328 7582 8621 6534 6828
california 35183 35933 33401 32547 30503
house8L 42375 44542 35709 35482 33940
housel6H 135315 142809 79419 71477 73306
cpu-act 83925 26724 67117 35710 39939
cpu_small 24839 27502 20932 15743 17953
Suma 952458 782942 754222 571603 540477

1Szukanie warto$ci parametru wzmacniania gradientowego nie zostalo wliczone. Dokladniej: liczba
w tabeli powstalta poprzez podzielenie przez 2.5 czasu calej procedury, tacznie z testowaniem war-
tosci parametru.

Tablica B.9. NM RSFE na zbiorach treningowych.

Rozwiazanie | Proponowane Istniejace

Zadanie m B |[OSSN) | B(Kom.) | BiBag.) | (WG)
2dplanes 0.226 | 0.226 | 0.226 | 0.227 0.227 0.227 0.225
friedman 0.204 | 0.204 | 0.204 | 0.200 0.209 0.224 0.199
mu 0.008 | 0.033 | 0.010 | 0.023 0.226 0.039 0.047
bank8fm 0.181 | 0.182 | 0.183 | 0.178 0.188 0.187 0.174
elevators 0.269 | 0.270 | 0.271 | 0.268 0.283 0.294 0.260
delevators 0.584 | 0.584 | 0.585 | 0.587 0.592 0.590 0.582
dailerons 0.523 | 0.522 | 0.526 | 0.512 0.534 0.532 0.490
pumaSNH 0.549 | 0.549 | 0.548 | 0.556 0.558 0.557 0.546
kin8nm 0.387 | 0.388 | 0.389 | 0.265 0.467 0.439 0.240
abalone 0.584 | 0.584 | 0.585 | 0.625 0.616 0.618 0.593
california 0.474 | 0.475 | 0.475 | 0.445 0.496 0.492 0.423
house8L 0.547 | 0.547 | 0.569 | 0.534 0.586 0.580 0.523
housel16H 0.580 | 0.577 | 0.601 | 0.570 0.610 0.644 0.583
cpu-act 0.115 | 0.114 | 0.115 0.116 0.121 0.126 0.108
cpu_small 0.149 | 0.149 | 0.150 | 0.137 0.156 0.159 0.134
autoMpg 0.225 | 0.226 | 0.229 0.262 0.279 0.272 0.217
auto 0.141 | 0.142 | 0.133 0.227 0.140 0.172 0.067
diabetes 0.570 | 0.572 | 0.572 | 0.659 0.587 0.504 0.465
boston 0.160 | 0.160 | 0.160 | 0.247 0.214 0.244 0.154
m cpu 0.135 | 0.138 | 0.140 | 0.128 0.146 0.201 0.126
servo 0.127 | 0.129 | 0.132 | 0.195 0.164 0.197 0.123
Srednia 0.321 | 0.322 | 0.324 | 0.331 0.342 0.346 0.298




Najbardziej przydatne oznaczenia

x — wektor wejsciowy, xp — k-ty wektor wejsciowy w danym zbiorze przyktadow.

y — oczekiwane wyjscie, y, — k-te oczekiwane wyjscie w danym zbiorze przyktadow.

S, T, U — odpowiednio: zbior przyktadow, zbior testowy, zbidr uczacy.

|S| - licznosé zbioru przyktadow.

MSE - btad éredniokwadratowy.

NRMSE - znormalizowany (podzielony przez odchylenie standardowe wartosci funkcji)
pierwiastek bledu sredniokwadratowego.

1 — zwykle indeks wezta, ktérego dotyczy dany wzor itp.

N (i) liczba bezposrednich potomkéw wezta o indeksie 4.

Ci(j, ) wartosé funkcji kompetencji w wezle ¢ dla j-tego bezposredniego potomka i
wektora wejsciowego xy,

C;(0, zx) warto$¢ funkcji kompetencji dla aproksymacji w wezle 1.

I(i,7) indeks j-tego bezposredniego potomka wezta i.

g; — aproksymacja funkcji rozwigzaniem sktadowym w wezle i.

g; — aproksymacja funkcji przez cate poddrzewo wezta 1.

dri,j) — aproksymacja funkcji przez poddrzewo j-tego potomka wezla i.

ni(x) = gi(x)) —yr — réznica pomiedzy odpowiedzig aproksymacji w wezle ¢ a prawdziwa
wartoscig wyjscia.

ni(zx) = gi(rx) — yx — réZnica pomiedzy odpowiedzia poddrzewa aproksymacji zakorze-
nionego w wezle ¢ a prawdziwa wartoscia wyjscia.

£ A, B — kat pomiedzy wektorami A i B.

[a;]?, — wektor o wspolrzednych a; dlai=0,...n.
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