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Przedmowa

Przedstawiony ponizej obszerny esej autorstwa Profesora Jana Rychlewskie-
go zostal opracowany w czasie jego pobytu jako profesora wizytujacego w In-
stytucie Probleméw Mechaniki w Moskwie w 1983 roku. Po$wiecony on jest
analizie spektralnej symetrycznych tensoréw czwartego rzedu — sztywnoéci C
i podatnosci S opisujacych wlasnosci liniowo sprezystych materialéw anizo-
tropowych. Przedstawiona ogdlna analiza podzielona zostala na poszczegdlne
klasy anizotropii materialowych, takich jak: anizotropia tréjkliniczna (pelna),
monokliniczna, ortotropowa, tetragonalna, trygonalna, kubiczna, oraz izotropia
transwersalna i pelna.

Metodologia analizy spektralnej zostala szczegdélowo opisana w podreczni-
kach algebry liniowej, a zwtaszcza aspekty obliczen numerycznych. Problem do-
tyczacy wartosci wlasnych dla symetrycznej macierzy A w postaci Au; = A\ju;
wymaga wyznaczenia dwoéch zbioréw wzajemnie sprzezonych obiektow: skala-
row wlasnych \; i wektoréw wlasnych u;. Réwnanie det(A-AI) = 0 mozna spro-
wadzi¢ do postaci wielomianu charakterystycznego, ktérego pierwiastki okresla-
ja skalarne wartosci wlasne A;. Drugim waznym zagadnieniem problemu warto-
$ci wlasnych jest wyrazenie macierzy A w postaci rozktadu spektralnego wzgle-
dem warto$ci wlasnych: A = uAu” = Euj)\jujr. Dla macierzy niesymetrycznych
zachodzi podobny rozktad wzgledem prawych i lewych wektoréw wlasnych:
A = UAVT = Euj)\jv;‘-F, gdzie zachodzg zwiazki Av; = \ju;, u]TA = )\jv;‘-F.
Numeryczna analiza probleméw wlasnych dla symetrycznych i niesymetrycz-
nych macierzy A jest szeroko przedstawiona w monografii A. Kietbasinskiego
i H. Schwetlicka pt. Numeryczna algebra liniowa (WNT, Warszawa 1992).

Przechodzac od ogdlnej analizy spektralnej w rachunku macierzowym do li-
niowej mechaniki ciat sprezystych, stany odksztalcenia i naprezenia opisujemy
za pomoca tensoréw drugiego rzedu €, o, a prawo Hooke’a o = Cg, poprzez
symetryczny tensor sztywnosci sprezystej czwartego rzedu C. Parametryczna
postac tego tensora oraz liczba liniowo niezaleznych charakteryzujacych go pa-
rametrow zalezy od klasy anizotropii materiatlu. Analiza spektralna tensora C
przeprowadzona w pracy J. Rychlewskiego dla poszczegdlnych klas anizotro-
pii wykazala, ze tensor C mozna przedstawi¢ w postaci spektralnej jako sume
maksimum szesciu iloczynéw modutéw Kelvina i odpowiadajacych im tensoréw



vi

wilasnych C = A\jwi Qw1 + Aows @ wo + A3w3 ® w3 + Aqwy ® w4 + Asws @ Ws + Agws @ we.
W raporcie podano jawne wzory na wartosci prawdziwych moduléw sprezysto-
sci (Kelvina) i odpowiadajace im postacie tensoréw wiasnych dla réznych klas
anizotropii materialu. Dla réznych klas anizotropii sformutowano réwniez pro-
blem okreslenia grup symetrii tensora C.

Monografia J. Rychlewskiego stanowi prace przelomowa. Szeroko znane prace
dotyczace tego samego zagadnienia, a wiec wyznaczenia prawdziwych modutéw
sprezystosci i odpowiadajacych im tensoréw wlasnych autorstwa M. Mehraba-
diego i S.C. Cowina (Eigentensors of linear anisotropic materials, The Quarterly
Journal of Mechanics and Applied Mathematics, 43(1): 15-41, 1990), a takze
S. Sutcliffe’a (Spectral decomposition of the elasticity tensor, Journal of Ap-
plied Mechanics, 59(4): 762-773, 1992) zostaly opublikowane pdzniej, kolejno
w latach 1990 i 1992.

Prof. Zenon Mroz
Przewodniczacy Komitetu Redakcyjnego
serii Biblioteka Mechaniki Stosowanej
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Glosa

Rozpatrzono prawo konstytutywne klasycznej teorii sprezystosci — prawo
Hooke’a. Wprowadzono pojecie wlasnego stanu sprezystego czastki. Na tej pod-
stawie wyjasniono strukture tensora sztywnosci. Pokazano w szczegdélnosci, ze
uktad 21 statych, opisujacy w sposéb ciggly wlasnosci sprezyste, sklada sie
w istocie z trzech odrebnych poduktadéw: 6 prawdziwych modutéw sztywnosci,
12 dystrybutoréow sztywnosci i 3 katéw. Pokazano tez, ze prawo Hooke’a dla
dowolnego ciata anizotropowego mozna przedstawi¢ w postaci sumy p < 6 praw
prostej proporcjonalnosci.

Instytut Probleméw Mechaniki Akademii Nauk ZSRR, 1983 r.



81 Uwagi wstepne

W calej mechanice o$rodkéw cigglych trudno jest wskazaé prostsza, bardziej
znang i czesciej stosowang w praktyce inzynierskiej relacje niz prawo Hooke’a.
Pokaze, ze nie osiagnieto granic jego zrozumienia i ze réwniez tutaj mozna
napotka¢ na zielone pedy przyciagajace $wiezoscig i przynoszace uzyteczne,
przydatne owoce.

Prawo odkryte przez Roberta Hooke’a [1] zostalo dopracowane przez naj-
wiekszych matematykéw, mechanikéw i fizykéw. Z tego punktu widzenia, ktéry
jest przyjmowany w tej pracy, dwa okresy byly szczegdlnie znaczace. Pierwszy
dotyczy dziel genialnej francuskiej szkoty z lat 20. ubiegtego wieku. Nastep-
nie A. Cauchy ukonczyl tworzenie koncepcji tensora naprezen, co dalo jemu,
C. Navierowi i S.D. Poissonowi mozliwo$¢ nadania prawu Hooke’a dla cial izo-
tropowych zasadniczo kompletnej, prawie wspolczesnej postaci [2].

To prawda, ze spor w ich dyskusji na temat liczby statych sprezystych zostat
rozstrzygniety stosunkowo niedawno [3]. Drugi okres obejmuje dzialalno$é F. Neu-
manna, jego ucznia W. Voigta i szkoty Voigta. Opracowali oni podstawy teorii
anizotropowe] sprezystosci i podali opis wlasnosci sprezystych krysztaléw [4].
Wiyniki tej szkoty nadal sa podstawa odpowiednich rozdzialéw w podrecznikach
fizyki krysztaléw [5, 6] i stopniowo weszly do kanonu podstawowej literatury
podrecznikowej na temat teorii sprezystoéci i mechaniki oérodkéw ciaglych.

Badania F. Neumanna i W. Voigta byly przenikniete patosem uwzglednienia
symetrii, ktéra rzadzi zjawiskami w krysztalach. ,Krysztal mozna poréwnac |...]

z orkiestra, prowadzona przez dobrego dyrygenta. [...| Ta analogia artystycznie
wyjasnia, dlaczego w przypadku krysztatléw pojawiaja sie cate obszary zjawisk,
calkowicie nieobecnych w przypadku innych ciat [...] Niektore zjawiska, rozkwi-

taja w nich z cudowng réznorodnoscig i wdziekiem, w innych cialach mozna
je wychwycié¢ tylko pod postacig niewyraznych i monotonnych wartosci sred-
nich [...]” — jak pisal W. Voigt [4].

We wszystkich naukach przyrodniczych obecno$¢ symetrii w obiekcie prowa-
dzi do fundamentalnych wnioskéw. Iloéé¢ informacji wynikajacych z rozwazenia
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symetrii z reguly jest tym wieksza, im wyzsza jest symetria. Ale ma to tez pew-
nag wade: wraz ze spadkiem stopnia symetrii ilos¢ tych informacji sie zmniejsza,
malejac do zera, gdy zadnej nietrywialnej symetrii nie mozna zaobserwowac.
Niezwykle rozwinieta maszyna teorii grup, w szczegdlnosci teorii reprezentacji
grup, wraz z brakiem symetrii utyka w martwym punkcie, a wraz z jej zniknie-
ciem zaczyna buksowaé¢ w miejscu — nie majac gdzie sie zaczepic.

Tak sie dzieje i w teorii wlasnosci sprezystych. Izotropia, izotropia poprzecz-
na, ortotropia i symetria kubiczna ilustruja efektywnos¢ istniejacego opisu
wlasnosci sprezystych metodami symetrii. Jednoczeénie ciala pozbawione try-
wialnych elementow symetrii istniejaca teoria pakuje do jednego woreczka z dre-
twa etykieta ,symetria trojskosna” [5-8|. Ich wlasnosci rozréznia sie tylko we-
dtug niejasnych i monotonnych zbioréow 21 réznych od zera sktadowych tenso-
ra sztywnosci w przypadkowo wybranej bazie. Pigkne przyklady wyrdznienia
w takich cialach specjalnych baz materialnych [9, 10] tylko cze$ciowo i nie we
wszystkich przypadkach tagodza sytuacje. Bezradnosé teorii skazuje tutaj eks-
perymentatora na uciazliwe poszukiwania.

Warto podkresli¢, ze ciala wykazujace silnie anizotropowe wtasnosci spre-
zyste beda, w oczywisty sposob, pojawia¢ si¢ w technice coraz czeéciej. Rzecz
w tym, ze symetria jest szybko tracona w miare komplikacji struktury mate-
rialéw kompozytowych. Wystarczy na przyklad uzbroi¢ izotropowa matryce
trzema réznymi i nieprostopadlymi wigzkami wldkien, aby uczyni¢ kompozyt
calkowicie niesymetrycznym.

Na szczescie bez wzgledu na to, jak wazna jest symetria, prawidtowosci po-
jawiaja sie nie tylko na jej skutek. W tej pracy proponuje przyjrzeé sie prawu
Hooke’a poprzez koncepcje sprezystych stanéw wilasnych ciata. Okazuje sie, ze
nawet przy catkowitym braku symetrii w ciele sprezystym mozna wykry¢ zja-
wiska, ktére mozna wychwyci¢ w postaci catkowicie klarownych i bynajmniej
niemonotonnych wielkosci. W szczegdlnosci bedzie pokazane na przyklad, ze
wymieniony wczesniej zbior 21 skladowych tensora sztywnosci moze byé za-
stapiony zbiorem 6 prawdziwych modutéw sztywnosci®, 12 dystrybutoréw
sztywnosci i 3 katoéw, orientujacych ciato w laboratorium.

Cechg charakterystyczna proponowanego podejscia jest to, ze daje ono tym
wiecej informacji o wlasnosciach sprezystych, im nizsza jest symetria rozpatry-
wanego ciala.

W pracy rozpatrzono gléwna, catkiem prosta czesé teorii. Jedyne trudne
pytanie mozna sformutowaé nastepujaco: dlaczego tego nie zrobiono (jesli nie
zrobiono!) 80 lat temu?

*Pogrubione stowa sg wyrazeniami kluczowymi w niniejszej pracy. Wszystkie przypisy
gwiazdkowe pochodza od ttumacza — przypis redakcji.
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Notacja. Uzywamy bezindeksowego (absolutnego) zapisu tensorowego; w prze-
ciwnym razie trudno byloby w gaszczu indekséw spostrzec prostote propono-
wanych pomystow.

Wszystkie tensory wystepujace w tej pracy sa euklidesowe, tj. sa elementami
przestrzeni tensorowych T, = E® ... ® E (p-krotnie) poczawszy od ,fizycznej”
3-wymiarowej wektorowej przestrzeni euklidesowej E.

Mamy zatem:

p =0 — liczby Qyeey €y ey Ly o
p =1 — wektory m,n,...
p =2 — tensory drugiego rzedu w,T,...
p =4 — tensory czwartego rzedu C,S, ..

Tensory drugiego rzedu w, ... sa symetryczne, jesli w = w™?, tj. sa z podprze-
strzeni tensorowej”

S=sym EQFE cTh.
Tensory czwartego rzedu beda pochodzi¢ tylko z podprzestrzeni tensorowej
T=S®ScTy.

Ortogonalne tensory drugiego rzedu beda oznaczane symbolem Q, ...

Wiasnosci tensoréw euklidesowych opisano w dodatku A. Jednakze, dla zro-
zumienia istoty niniejszej pracy, nie jest konieczne zapoznanie sie z trescia tego
dodatku i znajomo$¢ bezindeksowego zapisu tensorowego. Wystarczy umiejet-
nos¢ przepisania dowolnego wzoru w zwyklym kartezjanskim zapisie indekso-
wym. Ponizej znajduje si¢ niewymagajace dodatkowych wyjasnien zestawienie
wszystkich réwnowaznosci, ktére sa do tego celu konieczne i wystarczajace™™:

n, w, C < ny, wij, Cijr
1 <> 6ij
nem, n®w <« n;m;, NwWjk
weT < WijTkl
2 3
w”, w < WijWjk, WijW kWl
wn, ndom <> Wiy, Wijnim;
kkk 1/2
]| o (wiywi)Y
xXT > QT

"Dla przejrzystosci EQ E=T¢ i S®S = T; — przypis tlumacza.

" Oznaczenia operacji tensorowych maja nastgpujace znaczenie: ,,” to zwezenie po dwéch
indeksach (tensory drugiego rzedu), ,,-” to pelne nasuniecie (zwezenie po wszystkich powtarza-
jacych sie indeksach), ,,0” to zwezenie po dwoch indeksach (tensory czwartego rzedu), ,*” to
transformacja ortogonalna (obrét plus odbicie lustrzane), ,ox” oznacza permutacje indekséw
— przypis ttumacza.

lwll = (w - w)?

— przypis ttumacza.
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- B < i B

C-w < Cijuwi

x-C-B <« CijriiBr

A-B < AjiuBijn

CoS < CiikiSkipg

Qrw <« QiQruwj”

Q*xC  « QijQuQpQstCiigt
IC] < (CiymCir)'?

Wazna role w naszych rozwazaniach odgrywa dobrze znany tensor czwartego
rzedu p(4)™* okre$lony jednoznacznie nastepujacym warunkiem:

I w=w dla dowolnego w € S.

Bedziemy go nazywaé jedynka. Z tej definicji wynika, ze
1

1) = 5 Gikdji + udtj).

Zauwazamy réwniez, ze

Q+IU) =19 dla dowolnego Q € O,

gdzie O oznacza grupe ortogonalnych transformacji przestrzeni E, ktére dla
zwiezlosci bedziemy nazywaé obrotami’

Q +w = QwQT < Qi;Qrwj (QQT =1) - przypis thumacza.

""Dla spéjnosci i przejrzystosci notacji w miejsce oryginalnego oznaczenia 1 tensora czwar—
tego rzedu przyjeto oznaczenie I, ktéry w zapisie indeksowym przyjmuje postaé I i kl) -
przypis ttumacza.

***O:{Q €T>:QQT =1, det Q = +1} — grupa ortogonalna, R={Q ¢T>: QQ* = Q7Q =1,
det Q = +1} — wladciwa grupa ortogonalna — przypis tlumacza.



§2 Sprezyste stany wfasne

Tematem niniejszej pracy jest powszechnie znane prawo Hooke’a. Przyjmu-
jemy, ze:

1) naprezenie jest liniowa funkcja odksztalcenia,
2) deformacje sa male,

3) deformacja jest liczona od pewnego naturalnego, nienaprezonego stanu od-
niesienia,

4) tensor naprezenia jest symetryczny,
5) wplyw temperatury i innych pdl jest pomijalny.
Przy tych zatozeniach Prawo Hooke’a przyjmuje postaé
o=C-¢, 0ij = Cijki€ki- (2.1)

Tensor C bedziemy nazywaé tensorem sztywnos$ci. Ogélnie rzecz biorac, pra-
wo Hooke’a mozna zapisa¢ w postaci odwrotnej

£e=S- o, €ij = OijklOKkl- (2.2)

Tensor S bedziemy nazywali tensorem podatnosci. Tensory CiS" sa uwaza-
ne za elementy 36-wymiarowej podprzestrzeni tensorowej 7 c T} i sa wzajemnie
odwrotne w takim sensie!, ze

CoS=SoC=1". (2.3)

Scigle méwiae, w tym celu konieczne jest odniesienie naprezenia do arbitralnie ustalonego
uktadu odniesienia; wtedy o traci wymiar fizyczny. Czytelnik moze zalozyé, ze tak uczyniono,
jesli jest mu tak wygodnie.

*Tensory sztywnosci i podatnoéci C i S oprécz tego, ze posiadaja symetrie Cijn = Cjin
i Cijmr = Cijik, wynikajace z ich przynalezno$ci do przestrzeni T4, to dodatkowo maja symetrie
Cijkt = Criiz; por. takze wzory (3.1) 1 (3.5) oraz towarzyszacy tekst — przypis thumacza.
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(W dalszym ciagu nie bedziemy juz, z reguly, stosowaé zapisu indeksowego wzo-
réow, odsylajac zainteresowanego zapisem indeksowym czytelnika do ,,slownika”
podanego na stronach 3 i 4).

Zgodnie z ustalong tradycja bedziemy opisywaé¢ wlasnosci sprezyste tensorem
sztywnosci C.

Rozwazmy O-orbite tensora C w przestrzeni T, tj. wszystkie tensory sztyw-
nosci Q * C, jakie otrzymuje sie z C na skutek wszystkich obrotéw Q € O.
Bedziemy ja oznaczaé¢ (C)*. Gdy w mechanice uzywa sie okreslenia ,material
sprezysty”, ma sie na mysli (niejawnie) wladnie te O-orbite. Bedziemy O-orbite
nazywa¢ materialem sprezystym (C).

Niezmienniki okreslone na 7T, tj. skalarne funkcje postaci w: 7 — T spelnia-
jace warunek

m(Q*C) =n(C) dla wszystkich CeT7T, QeO, (2.4)

sa faktycznie zadane nie na tensorach sztywnosci, lecz na materiatach. Natu-
ralnym jest nazywanie ich niezmiennikami materialowymi, a ich wartosci 7(C)
materialowymi stalymi sprezystosci. (Sktadowe C;j,; tensora sztywnosci C
w arbitralnie wybranej bazie nie sg materialnymi stalymi sprezystosci; zostato
to dawno dostrzezone [27], ale z jakiego$ powodu milczy sie o tym w podrecz-
nikach). Funkcje izotropowe okreslone na T, tj. funkcje postaci: f: T — T
(dowolnego rzedu p), speliajace warunek

f(Q+C)=Q = f(C) dlawszystkich CeT, QeO, (2.5)

w sposOb naturalny nazywa sie materialowymi funkcjami tensorowymi, a ich
wartoéci f(C) tensorami materialowymi.

Niech B bedzie ciatem stalym z punktami materialnymi X, ... Bedziemy mo-
wié, ze cialo B jest zbudowane z materiatlu sprezystego (C), jesli dla dowolnego
punktu X € B obowiazuje prawo Hooke’a z tensorem sztywnosci C(X), przy
czym C(X) € (C) dla dowolnego X € B. Cialo z materialu sprezystego (C)
bedziemy nazywaé jednorodnym, jesli

C(X) =C =const dla wszystkich X eB. (2.6)

* ,Dwa tensory lezg na jednej orbicie wtedy i tylko wtedy, gdy nieuporzadkowane uktady
ich wartosci gltéwnych sa jednakowe”. J. Rychlewski, Symetria przyczyn i skutkéw, PWN,
Warszawa, 1991, s. 33 — przypis ttumacza.
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(Méwiac potocznie, to oznacza, ze wszystkie czastki maja nie tylko identycz-
ne wlasnosci sprezyste, lecz sa tez jednakowo zorientowane). Jednorodne cialo
sprezyste mozna po prostu utozsami¢ z tensorem sztywnoéci. I w tym wtasnie
sensie dalej bedziemy méwié¢, uzywajac wyrazenia: jednorodne cialo sprezyste
C lub, krétko, cialo sprezyste C.

Przejdziemy teraz od tych nudnych, aczkolwiek obowigzkowych definicji, do
istoty sprawy tego opracowania.

WeZmy dowolne ciato sprezyste C. W ogdlnym przypadku tensory napreze-
nia o i odksztalcenia €, zwiazane prawem Hooke’a (2.1) i (2.2), sa nie tylko
nieproporcjonalne, tj. o # Ae dla dowolnego A, lecz takze i nie sa wspotosiowe™.
Cialo izotropowe nie stanowi tu wyjatku. Jednakze

moze sie zdarzy¢, ze odksztalcenie € i naprezenia o sg tak dobrane
dla danego ciala sprezystego C, ze € i o sg $cidle proporcjonalne, tj.

o =\¢e Oij = )\Eij (2.7)
dla jakiejs statej A.

Bedzie tak oczywiscie dla € = w, gdzie A i w sg zdefiniowane warunkiem

Cw=)w]|. (2.8)

Nasuwajace sie tutaj pojecia — wartoé¢ wlasna i element wlasny — zaszyfru-
jemy (lub, jesli czytelnik zechce, rozszyfrujemy), uzywajac terminologii mecha-
nicznej i wyrazimy z nalezytg starannoscia.

Definicja 0. Parametr A bedziemy nazywaé¢ modulem sztywnosci
ciala sprezystego C, jedli istnieje symetryczny tensor drugiego rze-
du w spelniajacy warunek (2.8). Sam tensor w bedziemy nazywaé
sprezystym stanem wlasnym ciala C, odpowiadajacym moduto-
wi sztywnosci .

Sprezysty stan wlasny w mozna w razie potrzeby interpretowaé albo jako
stan odksztalcenia, albo jako stan naprezenia (patrz przypis 1 na s. 5).

*Dwa tensory A i B € S, nazywamy zgodnymi, jezeli ich kierunki gléwne pokrywaja sieg,
tj. A= Aipy ® py + Aopyy © pyp + Aspiy © fypp, A = Bipy ® py + Boptyy © pyp + Bapy ® pygp-
Niektore z A moga by¢ sobie réwne, i analogicznie niektére z By (H1, - 1, = 0k1). Dwa tensory
A, B € S, nazywamy wspoélosiowymi, gdy podprzestrzenie wlasne tych tensoréw pokrywaja
sie, tj. sa one zgodne, a gdy wartosci wlasne sa wielokrotne, to jesli np. A1 = Az, to musi by¢
B = Bs, por takze s. 68 w [P10] — przypis tlumacza.
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Najprostszy sprezysty stan wlasny pokazano na rys. 1, gdzie a, b, ¢ bedziemy
traktowacé jako tréjke ortonormalna widkien materialnych ciata. Odksztalce-
nie czystego Scinania

1
0 -y 0
1 2
i ~ 1
8—27(a®b+b®a) v o0 o)
0 0 0

przy ktérym dlugosé widkien a, b, ¢ nie zmienia sie (w ramach teorii matych
odksztalcen!) i pary wlékien (a, c), (b, c) pozostaja prostopadle, odpowiada
tutaj naprezeniu czystego Scinania

0 70
c=7(a®b+b®a) ~ T 0 0|
0 0 0

przy czym modultem sztywnosci jest modul postaciowy A = G(a,b)

o=2G(a,b)e, T=G7.

Rys. 1. Czyste Scinanie. Najprostszy sprezysty stan wlasny.*

W przypadku ciala izotropowego bedzie tak dla dowolnej pary widkien or-
togonalnych a, b. W §10 pokazemy, ze ta wtasnos$¢ definiuje ciato izotropowe.
Istnieja jednak ciata, dla ktérych nie znajdzie si¢ ani jednej pary wtdkien orto-
gonalnych a, b, majacych pokazana wlasnoéé¢ na rys. 1.

Drugim najprostszym sprezystym stanem wlasnym jest w =1 (rys. 2). Czy-
sto objetosciowemu stanowi odksztalcenia

*Podpisy pod rysunkami zostaly dodane przez ttumacza — przypis redakcji.
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- 0 0

e=—-cl1l ~ 0 15 0
3

1

0 0 -

3

odpowiada tutaj stan hydrostatycznego naprezenia

c 0 0

o=0l ~ 0 o O

0 0 o

A

<= =>
& N
VA

Rys. 2. Odksztalcenie czysto objetosciowe (sferyczne).
Drugi najprostszy sprezysty stan wlasny.

Modutem sztywnosci bedzie modul sztywnosci objetosciowej K
o=3Kge, oc=Ke.

Tak bedzie w przypadku ciata izotropowego, ale istnieje wiele cial, ktore takiej
wlasnosci nie maja. Kula z takiego materialu pod wplywem dziatania cisnienia
hydrostatycznego ulega deformacji w elipsoide.

Dowiedziemy bezzwlocznie twierdzenia ustanawiajacego fizyczng tres¢ wpro-
wadzonych pojec.

Twierdzenie 1. Jezeli tensor w jest sprezystym stanem wlasnym
ciala C odpowiadajacym modutowi sztywnosci A, to dla dowolnego
obrotu Q tensor Q* w jest sprezystym stanem wlasnym ciala Q*C €
(C) odpowiadajacym temu samemu modulowi sztywnosci .

Dowéd. Jesdli C- w = \w, to

(Q+C) (Q+w)=Qx(C-w)=AQxw. ¢ (2.9)
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Stad najwazniejszy wniosek:

moduly sztywnosci i niezmienniki stanéw wlasnych sprezystosci sg
takie same dla dowolnych dwdch ciat z tego samego materiatu.

Proponowany sposéb opisu wlasnosci sprezystych opiera sie na nastepujacym
przekonaniu:

stany wlasne sprezystoséci i modutly sztywnosci zawieraja wszystkie
informacje o makrostrukturze ciata, ktore sg niezbedne do opisu jego
sprezystego zachowania.

Zostanie to udowodnione w nastepnym paragrafie.

Uwaga 1. Przedstawiony tutaj pomyst i pierwsze wyniki byly prezentowa-
ne w trakcie wyktadéw z mechaniki oérodkow ciaglych, ktore wyglaszatem od
péznych lat 60. XX w. w wielu osrodkach naukowych w Polsce i w Zwiazku Ra-
dzieckim. Jesli chodzi o moje dziatania w sprawach dalekich od mechaniki, to
nie spelnitem ani wtedy, ani pézniej danej moim stuchaczom obietnicy wydru-
kowania pracy, z wyjatkiem bardzo zwieztego omowienia istoty sprawy w moim
odrecznym skrypcie [11], s. 54 (patrz dodatek B). Jak uprzejmie poinformo-
wal mnie A. Blinowski, w ostatnim czasie ten pomys! wielokrotnie pojawiatl
sie w [12] dla jednego konkretnego przypadku, z powolaniem sie na autora
skryptu [11].
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Bedziemy rozpatrywaé tylko takie ciata sprezyste, dla ktérych istnieje po-
tencjal sprezysty

20(e)=0-e=¢-C-¢, (3.1)

o = 0. (3.2)

Cala niniejsza praca opiera sie na tej przyjemnej okolicznosci, ze forma bili-

niowa
o-B=o-IU) . B =tr(af) (3.3)

okazuje si¢ poprawnie zdefiniowanym iloczynem skalarnym w S, przy czym
jest ona zgodna ze strukturg produktu tensorowego S = E ® F. Przestrzen S
z tym iloczynem skalarnym, nie przestajac by¢ produktem tensorowym, jest
takze 6-wymiarowa abstrakcyjna przestrzenia euklidesowa (patrz dodatek A).

Tensory C € T bedziemy rozpatrywaé jako liniowe operatory [ : § - S
przeksztalcajace S w siebie:

l(w)=C-w dla dowolnego w €S. (3.4)

Istnienie potencjalu sprezystego (3.1) jest réwnowazne z nastepujacym warun-
kiem:

x-C-B=B-C-«a dladowolnych «,pB €S, (3.5)
tj. - 1(B) = B - I(x). Takie liniowe transformacje przestrzeni euklidesowych sa
nazywane symetrycznymi. Wiec:

tensor sztywnosci C mozna uwazaé za symetryczny operator liniowy,
ktory przeksztalca 6-wymiarowa euklidesowa przestrzen symetrycz-
nych tensoréw drugiego rzedu S na siebie.

W dalszym ciagu, dla zwieztosci, nie bedziemy odrézniaé tensora od realizo-
wanej przez niego zgodnie ze wzorem (3.4) transformacji liniowej.
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Ukazane, calkowicie naturalne spojrzenie na tensory sztywnosci zawiera rdzen
calej pracy. Dalszy ciag to tylko kwestia techniki, przy czym jest ona dobrze zna-
na. Rzeczywiscie, dzialanie operatorow symetrycznych w przestrzeniach eukli-
desowych zostalo opisane przez matematykéw juz dawno i wyczerpujaco (patrz
na przyklad [13-15]). Nam przyjdzie tylko przettumaczyé w niezwykle zwiezlej
formie dostepne informacje na jezyk tensoréw euklidesowych.

Kazdy operator liniowy dzialajgcy w przestrzeni skonczenie wymiarowej jest
jednoznacznie okreslony jego wartosciami na elementach arbitralnie ustalonej
bazy. Przyjmiemy dla wygody ortonormalng baze S

0 K#+1L,
wri, ..., Wy (.UK‘LULZCSKLE{ 1 K=1 (3.6)

gdzie K, L =1,...,VI. (W dalszym ciagu bedziemy oznaczaé¢ bazy w S duzymi
tacinskimi indeksami; nie zaklada sie sumowania po powtarzajacych sie in-
deksach oznaczonych duzymi tacinskimi indeksami). Zapisujac dowolny tensor
x €S w tej bazie, mamy
X =01y + ... + ayivyi, O =X-Wg. (37)
Teraz
C-a:aIC-w1+...+aVIC-wVI
(3.8)
=[(C-wp)@wi+...+(C-wvyp) ® Wyr] - &

dla dowolnego « € S. To implikuje fundamentalng tozsamosé: dla dowolnego
tensora C € T i dla dowolnej bazy ortonormalnej wg, K =1,..., VI

CZ(C'(UI)®(UI+...+(C-(UVI)®(UVI. (39)

To jest szczegdlny przypadek wzoru (A.20), por. dodatek A.

Uwaga 2. Ze wzgledu na znaczenie wydedukowanej tozsamoéci podamy ja
w kartezjanskim zapisie indeksowym, bez uzycia terminologii geometrycznej.
Twierdzimy, ze dla dowolnego tensora Cjj;i; z wewnetrzng symetrig

Cijil = Cjirt = Cijire = Chiij (3.10)
i dowolnej szostki symetrycznych tensorow
WI iy oeey WVT 4j5 WK ij = WK ji (3.11)
speliajacych warunki

WK ijWL ij :5KL7 K,L:I,...,VL (3.12)
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prawdziwa jest tozsamosc:

Cijil = Cijpgwi pgwi ki + - + CijipgWVI pgWVT ki (3.13)
lub, réwnowaznie, ze dla dowolnej szostki (3.11) i (3.12) jest spelniona tozsa-
mosé .

WI W L+ o+ WV WV R = 5(6ik5jl +00k5)." 4 (3.14)

Tozsamos$é (3.9) jest réwnowazna nastepujacemu stwierdzeniu: dla dowolnej
ortonormalnej bazy (3.6)

149 = W ® Wi + ... + Wy ® Wy (3.15)

Rzeczywiscie z (3.9) wynika (3.15) zgodnie z sama definicja 1), T odwrotnie,
z (3.15) wynika (3.9), poniewaz C o I(**) = C dla dowolnego C € T.

Gloéwna role w teorii symetrycznych odwzorowan przestrzeni euklidesowych
odgrywaja projektory. Znajdziemy ich obraz tensorowy. Rozwazmy podprze-
strzen P c S i jej ortogonalne dopelnienie P+. Wzér

S=PaoP" (3.16)

oznacza, ze dla kazdego tensora o € P istnieja doktadnie dwa tensory ap i 0(75,
takie ze
X =op + &p, op - o =0, ap e P. (3.17)

Tensor ap nazwiemy, jak zwykle, ortogonalng projekcja « na podprze-
strzen P. Rozwazymy tensor P € T jednoznacznie zdefiniowany wzorem

P-ax=ap dladowolnego «eS. (3.18)

Tensor ten bedziemy nazywaé projektorem ortogonalnym na podprze-
strzen P (rys. 3). Latwo jest otrzymaé jawna postaé¢ P.

1
¥ e

P
| o

Rys. 3. Projekcja na podprzestrzen P za pomoca projektora ortogonalnego P.

*%((521@(5]1 + 5il5kj) = 1(45) — przypis ttumacza.
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Niech L = dimP < 6. WeZzmy ortonormalna baze wry, ..., wvyy, tak aby L
tensoréw
W AT, WKL o WKL (3.19)
znajdowalto sie w P. Wtedy P-w g1 = Wk .1, ..., P-Wk 1 = Wk, 1 jednoczesnie
P - wp =0 dla dowolnego wr ¢ P. Zgodnie z tozsamoscia (3.9) otrzymamy

P=Wraa®Wgi+...+ WKL ® WKL, (3.20)

W samym P projektor dziala jak operator jednostkowy: P-a = ¢ dla wszystkich
ax e P. W zwiazku z tym

S

P=Po .. oP=P dladowolnego s2>1. (3.21)

Wymiar P jest réwny liczbie skltadnikéw w reprezentacji (3.20)
Dwa ortogonalne projektory: P na P; i P2 na Py nazwiemy wzajemnie or-

togonalnymi, jesli podprzestrzenie P1, Py sa ortogonalne, Py 1L Pa. Oczywiscie
jest to réwnowazne z rownoscia

P1 o P2 = P2 o P1 =0. (323)

System parami wzajemnie ortogonalnych projektoréw Py, ..., P,, nazywany
jest rozkladem jedynki, jesli

1) =P+, +P,. (3.24)

Dowolny rozktad jedynki mozna uzyskaé¢ wybierajac odpowiednia baze wedlug
wzoru (3.15) i odpowiednio grupujac wyrazenia skladowe. Rozklad jedynki
(3.24) odpowiada rozkladowi przestrzeni na sume prosta parami wzajemnie
ortogonalnych podprzestrzeni:

S=Pi1®..aeP,, (3.25)
gdzie Py =ImP,, a=1,...,p.

I na odwrét, rozktad (3.25), gdzie P, L Ps dla a # 3, stanowi rozklad jedynki
(3.24), gdzie P, to ortogonalny projektor na P,.

Teraz jesteSmy w stanie przedstawi¢ gtéwne twierdzenie — twierdzenie spek-
tralne — teorii symetrycznych odwzorowan przestrzeni euklidesowych, w na-
szym przypadku. (Tutaj i w dalszej czeéci bedziemy uzywaé dla cztonéw rozkta-
du (3.24), (3.25) i wszystkich im odpowiadajacych elementéw rozktadu greckich
indeksow; nie zaklada sie sumowania po powtarzajacych si¢ indeksach).

Twierdzenie 2. Dla dowolnego ciata sprezystego C istnieje doktad-
nie jeden rozklad ortogonalny przestrzeni tensoréw symetrycznych
drugiego rzedu

S=Pie..0P, Po L Pg, a %, p <6, (3.26)
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i dokladnie jeden zbiér parami réznych parametréw
ALy ey Apy AatAg dla azp,

taki ze

[C=MPi+..+ AP, (3.27)

gdzie P, sg ortogonalnymi projektorami na P,,.

Dowdd. Mozna znalezé w nieco innej terminologii na przyktad w [13, 14, 16]. ¢
Skladniki P, sumy prostej (3.26), ktére dalej graja gléwna role, maja catko-
wicie jasng interpretacje fizyczna:

podprzestrzen P, stada sie ze wszystkich sprezystych stanéw wla-
snych o module sztywnosci Ay, a=1,...,p.

Rzeczywiscie, dla dowolnego w € P, mamy
C-w=MNPi+...+)P)) w=\w. (3.28)

Projektory P, we wzorze (3.27) bedziemy nazywaé¢ projektorami mate-
rialowymi podprzestrzeni P, — materialowymi podprzestrzeniami, a roz-
klady (3.26) i (3.27) materialowymi rozkladami odpowiadajacymi cialu C.

Po napisaniu uktadu réwnan:

1) =P +..+P,,
C= )\1P1 + ...+ )\pPpa

(3.29)
(p=1)
pC = A’flPl o+ )\z‘le
za pomocy wyznacznika Vandermonde’a:
1 ... 1
Al A
a=| " ) QRO (3.30)
P p2a> 21
-1 -1
Y,

otrzymamy jawne wyrazenia [13]

(C=MIU) 0. 0 (C= A1 IU9)) 0 (C= A IU9) 0. 0 (C =\ IU)

Po o= o o= ) O = Aast) - Ca = Ay)

(3.31)
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Zwrécimy takze uwage na wzory
Ao =C-P,. (3.32)

Moduty sztywnosci A, sa, jak zwykle, pierwiastkami réwnania charaktery-
stycznego, ktére tutaj przyjmuje postac

det(C = AIU4)) = X0 4 41 (C)A° + ... + a5 (C) A + ag(C) = 0, (3.33)
gdzie
det (A) = det (Axyr), (3.34)
przy czym
Yo AKLEVK-A-VLZALK (3.35)

jest macierza (6 x 6) zwiazana z tensorem A i dowolnie ustalong bazg ortonor-
malna vi,...,vy1 w S. Wyboér tej bazy nie wplywa na wspoétczynniki a;.
Liczba

qa =dimPo" = Py (3.36)

ijij
to krotnosé A, jako pierwiastka réwnania (3.33).

Przyjeliémy twierdzenie spektralne w najsilniejszy mozliwy sposéb, byé moze
troche niezwykly. Mozna podaé¢ inne réwnowazne sformutowania. Biorac pod
uwage fakt, ze twierdzenie to odgrywa, naszym zdaniem, centralna role w opisie
wlasnosci cial sprezystych, podajemy jeszcze trzy stwierdzenia ré6wnowazne
twierdzeniu 2:

1) Dla dowolnego ciata sprezystego C istnieje, co najmniej jedna
baza ortonormalna w S,
wr, ..., Wy, Wx Wy, =0Kr, (3.37)
skladajaca sie ze sprezystych stanéw wlasnych,
C-wg =g wg. (3.38)

2) Dla dowolnego ciala sprezystego C istnieje co najmniej jedna baza
ortonormalna (3.37) i sze$¢ parametréw Ap, ..., Ay, takich ze

‘C = A[WT ® W + ... + AyTWyT ® W |. (339)

3) Dla dowolnego ciala sprezystego C istnieje co najmniej jedna baza
ortonormalna (3.37), taka ze macierz

Cgr=zwg-C-wy, (3.40)

jest diagonalna.

*dim Py = tr (P(a)) = P(a) -1U9) _ przypis tlumacza.
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Rozwazymy macierz (3.40). Je$li wg, K =1,..., VI jest baza w S, to przez
samg definicje iloczynu skalarnego przestrzeni liniowych 36 tensordéw

wrgeow,, K, L=I..VI (3.41)

jest baza T =S ®S. Macierz (3.40) jest macierza sktadowych C w tej bazie, tj.
spelniona jest tozsamosé

VI
C-= Z CrrLWwg ® Wi, (3.42)
K,L=1

)

To jest szczegdlny przypadek wzoru (A.14), por. dodatek A [s. 84].

Przydatne jest przesledzenie ekwiwalentno$ci wzordéw (3.27) i (3.39).
Wzér (3.39) wynika z (3.27) z uwagi na (3.20). I odwrotnie, jesli w (3.39)
uwzgledni sie wszystkie pokrywajace sie A, to na podstawie (3.20) dochodzi-
my do (3.27) przy jednoznacznos$ci wszystkich sktadnikéw sumy. Zauwazymy,
ze jesli wszystkie A sa parami rézne (tj. pierwiastki (3.33) sa jednokrotne), to
(3.39) jest po prostu wzorem (3.27) z

Pi=wi® wi,...,Pg = wyr @ wyr. (343)

Wzor (3.39) jest bardzo szczegblnym przypadkiem wzoru (B.1).

Wzér (3.27) (lub (3.39)) bedziemy nazywali podstawowym wzorem struk-
turalnym ciala sprezystego. Dowolny ortonormalny zbiér stanéw wtasnych
wg, K =1,..., VI tensora C bedziemy nazywaé jego tensorowa baza mate-
rialowa.

Wybieramy jakas kolejno$¢ sktadnikéw w (3.27), na przyklad: sktadnik A\, P,
jest zapisywany przed sktadnikiem AgPgs (nie sumowac!), jedli ¢o < ¢3, a przy
do = 43, jeSli Aq > Ag. Wtedy wszystkie A\, 1 P, (jak réwniez, oczywiscie, zbibr
komponentéw p) sa wartosciami pewnych funkcji na 7 od argumentu C. To
bedziemy mieli na my$li przy formulowaniu nastepnego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Parametry Aq,...,\, odpowiadajace cialu sprezy-
stemu C zgodnie ze wzorem strukturalnym (3.27) sa materialowy-
mi stalymi sprezystymi, a materialowe projektory Pi,...,P, sa
materialowymi tensorami, odpowiadajacymi C.

Dowéd. Niezmienniczo$é moduléw sztywnosci

Aa(Q * C) =2\ (C), a=1,..,p, (3.44)
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wynika z twierdzenia 1. Izotropia P,
P,(Q*C)=Q=Py(C) (3.45)

wynika natychmiast z jawnych wzoréw (3.31). ¢

Przestrzenie stanéw wlasnych dla ciata Q*C beda, zgodnie z twierdzeniem 1,
obrazami przestrzeni stanéw wtasnych ciata C, przy obrocie Q.

Na zakoniczenie wprowadzimy jeszcze jedno uzyteczne pojecie. Materialowe-
mu rozktadowi przestrzeni S (3.26) odpowiada rozlozenie liczby 6 = dimS na
dodatnie sktadowe calkowite q1,...,q, (3.36) (lub, jesli Panstwo sobie zycza,
schemat Younga [17]).

Bedziemy ten rozklad zapisywaé w postaci

(g1 + ...+ qp), @ <. < qp, (3.46)

i nazywa¢ pierwszym wskaznikiem strukturalnym rozpatrywanego cia-
ta C. Pierwszy wskaznik strukturalny jest oczywiscie taki sam dla ciatl z tego
samego materiatu, tj. jest charakterystyka materiatu.

Uwaga 3. Zwrécimy uwage, ze w rzeczywistosci A, (C), P, (C) sa nawet ,bar-

dziej niezmiennicze niz potrzeba”?.

Rzeczywiscie, rozwazymy grupe A sktadajaca sie ze wszystkich liniowych
transformacji & na siebie, zachowujaca iloczyn skalarny, tj. grupe automorfi-
zméw S jako 6-wymiarowa przestrzen euklidesowa [18]. Definiujaca wlasnosé
przeksztalcenia z A jest nastepujaca: obrazem dowolnej ortonormalnej bazy
wr, ..., Wy jest inna ortonormalna baza, powiedzmy vi, ..., vyr. Identyfikujac,
jak zwykle, zgodnie ze wzorem (3.4) transformacje z A z tensorami K € T,
otrzymujemy zgodnie z (3.9)

K=vi® wi+...+ vy ® wyr. (347)

Jest to ogdlne wyrazenie automorfizmu S jako 6-wymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej. Grupa obrotéw O podstawowej przestrzeni F, dzialajaca w S jest
3-parametrows podgrupa w 15-parametrowej grupie A. Obrotowi Q € O odpo-
wiada tensor

K(Q):Q*w1®w1+...+Q*wVI®wVI. (3.48)

2Tak jak méwimy, tr (w) ,jest bardziej niezmienniczy niz potrzeba”; poniewaz jest nie-
zmienniczy wzgledem calej liniowej grupy przeksztalcen S, a nie tylko wzgledem jej ortogo-
nalnej czesci.
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Przeniesiemy dzialanie A z S do kwadratu tensorowego 7 = S ® S tak jak
zwykle, tj.
C->KoCoK™, (3.49)

gdzie
K= (VI®(.UI+...)_1 = (Wr®vr+...). (3.50)

Latwo wykazaé, ze twierdzenie 3 mozna uogélni¢ w nastepujacy sposob: dla
dowolnego K € A

Aa(KoCoK™) =), (C), (3.51)
P, (KoCoK ) =KoP,(C)oK™. (3.52)
Ta niezmienniczo$¢ wydaje sie mie¢ mniejsze znaczenie, poniewaz, najogoélniej

rzecz ujmujac, cialo Ko C o K! jest zbudowane z innego materiatu niz
cialo C.






84 O matematycznej i fizycznej tresci wzoru
strukturalnego

Przy omawianiu wzoru strukturalnego w wysoko wykwalifikowanych zespo-
tach pojawily sie¢ nastepujace watpliwosci o nietrywialnym charakterze.

4.1. Czy wzdér strukturalny nie jest wynikiem informacji a priori wprowadzo-
nej do opisu prawa Hooke’a z teorii transformacji n-wymiarowych przestrzeni

euklidesowych?
Nie, nie jest. Dzialania:
(et, B) > - B, (Qijs Br) = cijBij, (4.1)
a-C-a, aij = Cijria, (4.2)

sg operacjami tensorowymi. Jednoczesnie, dzigki szczesliwemu zbiegowi oko-
licznosci, operacja (4.1) jest poprawna definicja iloczynu skalarnego, a operacja
(4.2) jest liniowym odwzorowaniem S w siebie. Nie wykorzystaliSmy zad-
nych innych zalozen ani jawnych, ani ukrytych. Przestrzen liniowa S
z dzialaniem (4.1), zgodnym ze struktura tensorowa w S, jest (nie jest za$
sztucznie zastgpowana!) 6-wymiarowa przestrzenig euklidesowa. Wszystkie
wnioski wynikajace z tego faktu sa prawdziwe, ale z pewnoscia nie sa calg
prawda o S, poniewaz S jest nie tylko 6-wymiarowa przestrzenia euklideso-
wa. (Tych, ktérzy nie lubia jezyka wspolczesnej algebry, odsytamy do dodatku C
[s. 87], gdzie wyprowadzenie wzoru strukturalnego jest nakreslone droga pelnej
s<arytmetyzacji” rozpatrywanych struktur).

Tym samym odpowiedZ na pytanie o matematyczny status wzoru struktu-
ralnego zostalta wyczerpana.

4.2. Cala konstrukcja jest oparta na definicji iloczynu skalarnego (4.1). Ilo-
czyn skalarny mozna wprowadzi¢ do przestrzeni liniowej na nieskonczenie wiele
sposobdw. Czy to pozbawia wzoér strukturalny tresci fizycznej?
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To nie jest tak, ale — zeby wyjasni¢ te okoliczno$¢ — trzeba bedzie sie troche
potrudzié. Sprecyzujemy problem.
Rozwazmy dowolny iloczyn skalarny w S, tj. forme biliniowa

(o, B) >x@ B (4.3)

symetryczna (¢ © B =  © &), dodatnio okreslona (x® a >0 dla « #0).*
Potrzebujemy, aby byly dla niej spetnione dwa warunki:

1) niezmienniczo$¢ wzgledem grupy obrotéw O generujacej przestrzeni E

(Q+x)o(Qx*p)=axop (4.4)

dla wszystkich «, 3 € S i dla dowolnego Q € O (jest to wymdg zgodnosci
formy (4.3) ze struktura tensorowa, juz dostepna w S);

2) symetria dowolnego tensora sztywnosci C, spelniajacego warunek istnienia
potencjatu sprezystego (3.1), w odniesieniu do (4.3):

xo(C-B)=po(C-«) (4.5)
dla wszystkich «, 3 € S.

Teraz problem mozna sformutowaé nastepujaco: czy oprécz (4.1) istnieja in-
ne iloczyny skalarne (4.3) spelniajace wymogi (4.4) i (4.5)7 Odpowiedz jest
twierdzaca, ale banalna. Zaczniemy od lematu, majacego samoistng wartos¢.

Lemat 1. Dowolny iloczyn skalarny w przestrzeni symetrycznych
tensorow drugiego rzedu S = sym F® FE niezmienniczy wzgledem gru-
py obrotéw O pierwotnej 3-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej F

ma postac
x OB =kitr(ax)tr(B) + koo - B (4.6)
= k1oyi B85 + koo Bij, '
gdzie
3k1+ ko >0, ko > 0. (47)

*Uzyte w oryginalnym tekécie niniejszego wywodu oznaczenie dowolnego iloczynu skalar-

nego ,x” zostalo zastapione w ttumaczeniu oznaczeniem ,®”, tak by dziatanie to nie byto

mylone z iloczynem wektorowym, dla ktérego powszechnie jest uzywane oznaczenie ,x” —

uwaga ttumacza.
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Dowdd. Dostateczno$é jest oczywista: (4.6) jest forma biliniowa, symetrycz-
na i dodatnio okreslona. Rozpatrzmy konieczno$¢. Poniewaz reprezentacja (4.6)
musi by¢ inwariantna, istnieje zatem taka funkcja rzeczywista f dziewieciu
zmiennych, ze

xo B = f(tr(a), tx(B), tr(ap),
tr(a?), tr(B?), tr(a?p), (4.8)
tr(ap?), tr(a’), (%)),
gdzie w nawiasach jest wypisany dobrze znany funkcjonalnie kompletny zbiér

niezmiennikéw na S ® §. Nakladajac na f warunki biliniowosci, symetrii i do-
datniodci, otrzymujemy (4.6) i (4.7) tr(af) = x-pB. ¢

Teraz mozemy udzieli¢ odpowiedzi.

Twierdzenie 4. Tensor sztywnosci C jest symetryczny wzgledem
niezmienniczego iloczynu skalarnego (4.6) wtedy i tylko wtedy, gdy
k1 =0, tj.

xoB=k(ax-B), k>0. (4.9)

Dowdd. Dostatecznosé jest oczywista. Rozpatrzymy koniecznosé. Niech (4.5)
bedzie spelnione dla (4.6). Wezmiemy «, 3 € S niezerowe i ortogonalne w sta-
rym znaczeniu

x-p=0, a#+0, B 0. (4.10)

Zgodnie ze wzorem strukturalnym (jest on udowodniony dla (4.1); watpliwosé
tkwi tylko w jego fizycznej jednoznacznosci!) oczywiscie istnieje taki tensor
sprezystosci, dla ktorego P1 = a® «, Py = 3 ® 3, tj.

C-a=)\a«, C-B=punp, A% L. (4.11)

Teraz
pexop)=ao(C-B)=po(C-a)=A(cx-B), (4.12)

skad
xo B =0. (4.13)

Wobec tego kazda para «, B, ortonormalna w starym znaczeniu (4.1), powinna
by¢ ortonormalna i w nowym sensie (4.3). Biorac pod uwage (4.6), otrzymujemy
kr=0. ¢

Tloczyn skalarny, dla ktorego mozna wykonaé konstrukcje wzoru struktural-
nego, jest zatem okreslony tak, jak mozna bylo sie spodziewaé, z doktadnoscia
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do dodatniego mnoznika. W naszym przypadku wynik ten oznacza, co naste-
puje:
Wzér strukturalny (3.27) jest zdefiniowany dla dowolnego

ciala z doktadnos$cig do wyboru uktadu jednostek wymiaro-
wych dla naprezenia.

To wyczerpuje odpowiedz na pytanie o fizyczna tres¢ proponowanego sposobu
opisu ciat sprezystych.



85 Reprezentacja prawa Hooke’a
w postaci rozktadu ortogonalnego

Wezmiemy ciato sprezyste C. Jego wzér strukturalny pozwala przeksztalcié
dowolny tensor T € & w nastepujacy sposéb. Wprowadzimy projekcje ortogo-
nalne T na materialowe podprzestrzenie P, ciala C

T =Py, a=1,..,p. (5.1)

Przypomnimy, ze
Pg-t, =0, dladowolnego a#f3, (5.2)

lub réwnowaznie
To-Tg =0, dla dowolnego o #f3. (5.3)

Normy projekcji bedziemy oznaczaé¢ nastepujaco:
Ta = [Ta| = (T-Pa - 7). (5.4)
Tensor T mozna zapisa¢ jednoznacznie jako sume jego projekcji na podprze-

strzenie materialne
T=T1+...+ T, (5.5)

Szczegdlnym przypadkiem tej reprezentacji jest przedstawienie tensora w po-
staci sumy czesci kulistej i dewiatorowej, por. (10.7).
Uzyjemy reprezentacji (5.5) do tensora naprezenia i tensora odksztalcenia

O=01+..+0,, E=€1+...+ €, (5.6)

Podstawiajac to do (2.1), otrzymamy ogdlna postaé¢ prawa Hooke’a dla do-
wolnego ciata sprezystego

‘0‘12)\181, ey, Op=ApE, . (5.7)
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Ta nowa postaé¢ prawa Hooke’a jest uogélnieniem podrecznikowej formy prawa
Hooke’a dla ciata izotropowego przedstawianego w postaci dwéch réwnosci ten-
sorowych: prawa proporcjonalnosci czeéci sferycznych i prawa proporcjonalnosci
czeéci dewiatorowych tensoréw o, € (10.9).

Kazde z p < 6 réwnan tensorowych (5.7) jest liniowo niezalezne od pozosta-
tych. Réwnanie z numerem a odpowiada p, réwnaniom skalarnym.

Z (5.7) wynika, w szczeg6lnosci, proporcjonalno$é norm

Oa = AaEas a=1,...p. (5.8)

Jesli uzyje sie pewnej tensorowej bazy materialowej w g (dla p = 6 zdefinio-
wanej z dokladnoscia do znakéw), to zachodzi

O =01W1 + ... + oyiWvyi, Ok =0 -Wg, (5.9)
€ =Wy + ... +eyvIWVI, EK =€ Wk, (510)

i prawo Hooke’a sprowadza sie do szesSciu réwnan skalarnych

‘O’IZ)\IEI,...,UVIZ)\VIEVI‘. (5.11)

Prawo Hooke’a w postaci (5.7), a tym bardziej w postaci (5.11), prawie bez-
posrednio odzwierciedla sformutowanie samego autora anagramu ut tensio sic
vis [1, 2], ktory znajduje sie w tytule niniejszej pracy. Mozna przyjaé, ze Robert
Hooke bytby zadowolony.

Rozwazymy odwrotnosé prawa Hooke’a (2.2). Mozna wprowadzié¢ stany wia-
sne T tensora podatnoéci S i moduty podatnosci u zgodnie ze wzorem

S-t=pT. (5.12)
Jednak jest to niepotrzebne, jak wskazuje proste twierdzenie:

Twierdzenie 5. Stany wlasne tensora podatnosci pokrywaja sie
z odpowiednimi sprezystymi stanami wiasnymi, a moduty podatno-
Sci sg odwrotnoéciami modutéw sztywnodci.

Dowdéd. Jesli C- w = Aw, to

1 1 1
S-w==S-(C-w)=-1") . w="w. 5.13
W =+ (C-w) 3 W= w ¢ (5.13)
Dlatego natychmiast otrzymujemy odwrotnosé C(X)
1 1
S=—P;+...+ —P,|. 5.14
)\1 1+ + >\p P ( )
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Tutaj A1,..., A, to moduly sztywnosci, a P1,...,P, to projektory materiatowe,
o ktérych mowa w twierdzeniu 2. Jesli zastosujemy tensorowa materiatowa baze
wp, to

1 1
S=—wWWi+...+ — Wy ® WyJ. (5.15)
Al AVI

Odwrotnosé prawa Hooke’a mozemy od razu uzyskaé z (5.7)

€q = — O, a=1,...,p. (5.16)






86 Energia sprezysta

Podstawiajac materialowy rozklad (5.6) i (5.7) do wyrazenia (3.1), otrzymu-
jemy nastepujace wyrazenia energii sprezystej dla dowolnego ciala:

20=0-¢= (6.1)
=Xl + +)\pz-:z= (6.2)
1 1
- )\_10% +o o+ /\—pag, (6.3)
gdzie
Ea = (8a : Sa)l/Zy Oa = (Ua : 0-04)1/2- (6.4)

Stad wynika nastepujace fundamentalne twierdzenie:

Twierdzenie 6. Energia sprezysta jest dodatnia dla dowolnego ten-
sora odksztalcenia € # 0 wtedy i tylko wtedy gdy

Ar>0,...,0,>0/. (6.5)

Zwracamy uwage na ekstremalng prostote znalezionych nowych warunkéw
dodatniej okreslonosci energii sprezystej. Przydatne jest poréwnanie p
nieréwnosci (6.5) ze znanymi warunkami Sylvestera nalozonymi na skladowe
Ciji (patrz, np. [10]).

Jesli przyjmiemy jakas tensorowa materiatowa baze wr, ..., Wy, to:

20 = \1€F + ... + \y1 sy = (6.6)

1 5 1 5
=—o07+..+— Oyr, 6.7
)\I I )‘VI VI ( )
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gdzie
EK =¢&€-Wg, O =0-Wkgk, (68)

Ar >0, K=1,..,VL (6.9)
Ta reprezentacja energii sprezystej umozliwia nastepujaca interpretacje geome-
tryczna:
powierzchnie stalej wartosci energii
&(¢e) = const (6.10)

sg 6-wymiarowymi elipsoidami w przestrzeni tensoréw symetrycz-
nych &, przy czym osie elipsoid maja kierunki sprezystych stanéw
wlasnych rozwazanego ciata C, a dlugoéci potosi sa réwne odpo-
wiednim modutom sztywnosci.

Przy pokrywaniu sie wartosci A\g = Ay, elipsoidy zyskuja odpowiednig syme-
trie, a gdy A1 =... = Ayt = A (patrz (10.1)), staja sie one kulami.



87 Niektdére materiatowe state i tensory
sprezystosci

Wprowadzimy dla ciata sprezystego C dwie ortonormalne diady materiatowe
n®n, me®m, n-n=m-m=1, n-m=0, (7.1)

tj. dwa ortogonalne kierunki materialu (dwa ortogonalne wiékna). Rozwazymy
dobrze znane stale materialowe ciata sprezystego (patrz na przyklad [5])
modul objetoSciowego Sciskania K*

—=1-S-1, (7.2)
modul Younga F(n) na kierunku n ® n:

1
mE(n@n)‘S‘(n@)n), (7.3)
wspolczynnik Poissona v(m,n) w kierunku m ® m przy rozciaganiu

w kierunku n ® n:

v(m, n) _
W:—(méom)-s-(n@n) (7.4)

*Nalezy zachowaé ostroznoé. Skalar okreslony wzorem (7.2) nazywany jest wspolcze-
$nie wspollczynnikiem (modutem) Scisliwosci (compressibility factor) 1 oznaczany litera
B8=1-S-1. Natomiast w literaturze przedmiotu najczeéciej spotykany jest obecnie wsp6i-
czynnik (modul) sprezystosci objetosciowej (bulk modulus) okreSlony wzorem K =
él -C-1. W ogélnym przypadku dla sprezystych materiatéw anizotropowych wartosci tych
moduléw nie stanowiq wzajemnej odwrotnosci. Wartosci tych wspélczynnikéw sa wzajem-
nie odwrotne dla tzw. materialéw objetosciowo-izotropowych, tj. takich, dla ktérych tensor 1
jest stanem wlasnym. W szczegélnoéci dla materiatow izotropowych jest K = 3(TE2V) =1/8 -
przypis ttumacza.
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i modutl sztywnoS$ci postaciowej G(m,n) przy odksztalceniu postacio-
wym (m®n)+ (n®m):

1

1C(m, ) - (men) S (men). (7.5)

Korzystajac ze wzoru strukturalnego (3.39), otrzymujemy nastepujace eleganc-
kie wyrazenia:

1 _tr(wn)? tr(wv)?

, 7.6
K Al AV (7.6)
2 2
L __(om)” - (wvm)” (7.7)
E(n) AL Avi
_y(m, n) _ (mwm)(nwin) - (meIm)(nwVIn)’ (78)
E(n) A1 Avi
2 2
! _ (mwm) o+ (mwym)” . (7.9)
4G(m, n) A1 AV
Tutaj
tr(wg) = wkii, (7.10)
NnWxN = WK NN, (7.11)
2mwKn = 2wKijmmj. (712)

Jest to nic innego jak wzgledna zmiana objetosci, wzgledne wydtu-
zenie widkna n ® n i kat $cinania wldékien m ® m, n ® n odpowiadajacy
odksztalceniu wyg, K =1,..., VL.

Gdy moduty sztywnosci maja te sama warto$¢ Ax = Ap, sumy odpowia-
dajacych im wyrazen odpowiadajg czlonom AP, w najogdlniejszym wzorze
strukturalnym (3.27).

Otrzymane wzory dobrze zgadzaja si¢ z intuicyjnym rozumieniem sprezyste-
go stanu wlasnego wg:

1) nie ma on wktadu do modutu objetoéciowego ciala K, jesli odpowiadajace
mu odksztalcenie objetosciowe tr(wy) jest réwne zeru;

2) nie ma on wktadu do modutu Younga E(n), jesli odpowiadajace mu wydtu-
zenie nW gN Wynosi zero;
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3) nie ma on wkladu do odpowiedniego wspétczynnika Poissona v(m,n)/E(n),
jesli jedno z wydluzen mw gm, nw gn jest réwne zeru;

4) nie ma on wkladu do modulu postaciowego G(m,n), jesli odpowiadajacy
mu kat Scinania mw gn wynosi zero.

Otrzymane wzory znacznie ulatwiajg zrozumienie i, najwyrazniej, pomoga
w wyznaczaniu wprowadzonych modutéw sztywnosci i sprezystych standéw wtla-
snych dla réznych cial sprezystych, zwlaszcza kompozytéw. Moim zdaniem cata
gra ,byla warta Swieczki”, choéby ze wzgledu na uzyskanie tych wzoréw.

Aby wymieni¢ najbardziej podstawowe, wstepne praktyczne informacje o cia-
tach sprezystych, warto dysponowaé¢ narzedziami pozwalajgcymi po prostu, na
ile to mozliwe, poréwnywac te ciata pod wzgledem sztywnosci i anizotropii.

Jako uzyteczne miary ogélnej sztywnosci ciata moga by¢ zaproponowane, na
przykitad:

1) norma C jako operator liniowy (patrz na przyktad [15])
I(C) =sup|C- «f, (7.13)
aelC

gdzie || = (t-7)"?, a K to sfera jednostkowa w S;

2) wielko$é proporcjonalna do normy C jako tensora czwartego rzedu

_ 1 .
m(C) = %IICII, (7.14)

3) niezmiennik liniowy ) )
n(C) = gtf(v) = g Cikik: (7.15)

gdzie tensor v jest zdefiniowany wzorem (7.21).
Stosujac wzér strukturalny (3.39), otrzymujemy natychmiast:

l(C) :max()\l,...,)\v[), (716)
1/2

m(C) = [é(A% + ... +A%,I)] , (7.17)

n(C) = é()\I"'---J")‘VI)? (718)

gdzie [(C) to maksymalny, m(C) to $redniokwadratowy, a n(C) to $redni aryt-
metyczny modul sztywnosci.
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Jako uzyteczna miare anizotropii ciata C mozna zaproponowaé ,wzgledna,
srednia, kwadratowa anizotropie sprezysta’, wprowadzona w [10], lub nastepu-
jaca bardziej precyzyjna miare:

_d({C))
5(C) = (C)” (7.19)
gdzie
d(<C))EX7%130>IIX—YII=glgg|lC—Q*CII, (7.20)

to $rednica (C). (Ten problem ekstremalny zostal rozpatrzony w [19]).
Nowozylow [9] zwrdcil uwage na dwa niezwykle tensory p, v o sktadowych*

pij = Cigrk,  Vij = Clikkj = Cikjk- (7.21)

Sa to liniowe funkcje izotropowe C, tj. tensory materialowe ciata. Kazdy
materialowy symetryczny tensor drugiego rzedu, liniowo zalezny od C, bedzie
mial postaé ap + bv.

Tensor u opisuje reakcje ciatla na deformacje sferyczng: jeéli € = 1, to o =
C-1=p [9]. Mozna go wyrazié¢ nastepujaco

n= )\Itr(wl) wr+ ...+ )\VItI'(LUVI) wWyI- (7.22)

Wkitad do p daja tylko niedewiatorowe sprezyste stany wlasne.

Tensor v odgrywa role w dynamice fal sprezystych. Mozna go wyrazi¢ naste-
pujaco

V= )\I CUI2 + ...+ /\VI (U%/I. (7.23)

Uwaga 4. Ze wzoréw (3.22) i (3.23) natychmiast wynika, ze zaproponowany
w [9] interesujacy wybér tak zwanych gltéwnych osi anizotropii nie jest uniwer-
salny. Latwo jest wskazaé¢ wiele przyktadéw, gdy cialo jest catkowicie anizotro-
powe, a jednocze$nie tensory u, v albo majg wspolng o$ symetrii, albo w ogdle
sa tensorami sferycznymi.

Teoria propagacji fal sprezystych jest oparta na tak zwanym tensorze Chri-
stoffela x(n) o sktadowych x;; = Cjjmn;ng**, gdzie n oznacza falowy wektor
normalny (fazowy). Zgodnie ze wzorem strukturalnym (3.39)

X(n) = AWM ® Win + ... + Ay Wyrn ® yn. (7.24)

Ten wzér ma wiele konsekwencji, nad ktérymi nie bedziemy sie tutaj zatrzy-
mywac. Zwrécimy tylko uwage, ze dodatnia okreslonosé x(n) jest natychmiast
widoczna.

usC-1=tr(n)=1-C-1, v=((2,3)xC)-1 = tr(v) = v-1 = tr(C) — przypis ttumacza.
**x =nCn — przypis ttumacza.
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Na podstawie wzoru strukturalnego przeanalizujemy kwestie okreslenia zbio-
ru niezaleznych parametréw skalarnych, ktore w sposéb ciagly opisuja rézno-
rodnosé ciat sprezystych.

Zgodnie z (3.39) problem sprowadza sie do okreslenia zbioru niezaleznych
parametréw, ktére w sposéb ciagly opisuja réznorodnosé tensorowych reperéw
materialowych. Wezmy reper wg, wg-wy =0k, K,L=1,...,VI. Kazdy z ten-
sorow W g bedziemy opisywadé trzema liniowo niezaleznymi niezmiennikami, na
przyktad $ladami tensoréw Wg, WrxWg, WrgWKr Wk 1 trzema parametrami,
ustalajacymi kierunek osi gtéwnych w g w laboratoryjnym uktadzie wspotrzed-
nych, na przyklad katami Eulera 0g, ¢x, Y. W ten sposéb kazdy tensor w g
zastepujemy szostka parametrow, na przyktad:

tI‘((UK), tr(w%)a tr(w:;()a 0K7 YK, va

8.1
K=1,.. VL (®.1)

Otrzymanych 36 parametréw jest zwiazanych 21 warunkami ortonormalnosci;
sze$¢ z nich to warunki normalizacji |wk|? = tr(w? ) = 1. Pozostatych 30 para-
metréw, na przyktad:

tr(w}(), tr(w%), Or, vK, VK, (8.2)
jest zwiazanych 15 warunkami ortogonalnosci
wg-wp=0 dla K+L. (83)

Uporzadkujmy parametry w nastepujacy sposob. Jako parametry liniowo
niezalezne wybierzmy na przyktad 3 parametry ustalajace osie pierwszego
tensora w laboratoryjnym uktadzie wspoétrzednych:

05017 @Y = ¢r1, 1/}5%; (84)
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i na przyklad 12 liniowo niezaleznych niezmiennikéw tensoréw™

X1 = tr(wy), ..., x6 = tr(wvyr),

5 5 (8.5)
X7 = tr(wy), ..., x12 = tr(wyy).
Pozostate 15 niezmienniczych parametréw, na przyktad:
QK, PK, 1#[(, KZH,...,VI, (86)

wyrazimy z 15 warunkéw (8.3) za pomoca 15 liniowo niezaleznych wielkosci 6,
©s ¢7 X155 X12-

Wobec tego liczba parametréw we wzorze strukturalnym (3.39), w ogdlnym
przypadku, jest rowna 6 + 12 + 3 = 21. Odpowiada to liczbie niezerowych skta-
dowych podawanej w podrecznikach,

Cijkla ivjakal:172737

tensora sztywnosci C w laboratoryjnym ukladzie wspéirzednych. Tak tez po-
winno by¢, poniewaz oba zbiory parametréw opisuja w sposob ciagly réznorod-
nos¢ tensoréw sztywnosci.

Uwaga 5. Czytelnik z nastawieniem analitycznym bedzie domagal sie wyja-
$nien i bedzie mial racje. Oto najwazniejsze z nich. Stowa ,w ogdlnym przy-
padku” nalezy rozumieé¢ nastepujaco: rozwazane jest otoczenie ||[C — CY| <
pewnego tenora C°, w ktérym )\(}( sg parami rézne i wszystkie w(l)( maja parami

rézne wartosci wlasne.

Teraz, stosujac twierdzenie o funkcji niejawnej (zob. na przyklad [20]),
trzeba pokazaé, ze warunki (8.3) rzeczywiscie definiuja w sasiedztwie pewne
odwzorowanie 15 parametréow (8.4) i (8.5) w 15 parametréw (8.6). Te zmud-
ng procedure mozna najwyrazniej pominaé, pozostajac w ramach rozsadnego
zwyczaju pracy nad mechanika. Ponadto nasze rozwazania sugeruja, ze zbidr
Wy jest dobrze zdefiniowany, tj. znane sg znaki wyg i porzadek wr, ..., Wyr.

*Poprawiono wystepujacy w oryginale blad literowy x7 = tr(w?), ..., x12 = tr(w3y). Warto
zwrocié uwage, ze zaproponowany tutaj przez Jana Rychlewskiego zestaw niezmiennikéw cha-
rakteryzujacych tensor Hooke’a stanowi pewien prosty przyktad ilustracyjny. Ogolnie rzecz
biorac, mozna skonstruowaé nieskonczenie wiele niezmiennikéw tensora Hooke’a, ale maksi-
mum 18 sposréd nich moze by¢ wzajemnie liniowo niezaleznych. Dobér zbioru liniowo niezalez-
nych niezmiennikéw tensora, wlasciwego dla danego problemu modelowego, stanowi bardziej
akt sztuki, niz jest dzialaniem rutynowym. Patrz np. praca A. Ziétkowskiego [P14], gdzie zo-
stal szeroko oméwiony dobér optymalnego zestawu (trzech) niezmiennikéw dla symetrycznego
tensora drugiego rzedu interpretowanego, jako naprezenie Cauchy’ego — przypis ttumacza.
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Latwo jest pokazaé, ze w otoczeniu C° jest to wykonalne. I wreszcie, w otocze-
niu C° mozna uzgodnié wybér znakéw wektoréw wlasnych dla kazdego w .
Tym samym dobrze zdefiniowane sg wielkosci Ok, px, VK.

Uwaga 6. Przy zadaniach obliczenia liczby parametréw definiujacych pewna
roznorodnosé ciat badacz czesto nie docenia nastepujacych kwestii. Bez narzu-
cenia na parametry pewnych wymagan (ciaglosci, charakteru algebraicznego
itp.) samo sformulowanie problemu o liczbie parametréow jest bezsensowne.

Rzeczywiscie, juz Georg Kantor pokazal, ze n-wymiarowa przestrzen R"
w sposéb jednoznaczny odwzorowuje si¢ na proste R i skonstruowal konkret-
na technike takiego odwzorowania. Bezsensowne jest na przykiad pytanie o to,
jak wiele liniowo niezaleznych niezmiennikéw definiuje symetryczny tensor dru-
giego rzedu z dokladnoscia do obrotu — zawsze mozna skonstruowaé¢ jeden
taki niezmiennik. Juz na etapie formutowania problemu potrzebujemy ciagto-
$ci odwzorowania R™ — T, rozumianego w sensie normy ||C|| w przestrzeni 7.
Pominelidmy tutaj i pomijamy dalej zwiazane z tym szczegdly techniczne. ¢

Oto kolejne obliczenie liczby parametréw we wzorze strukturalnym (3.39),
w sposob ciagly opisujacych réznorodnosé ciat sprezystych:

6+5+4+3+2+1+0=21.

Rzeczywiscie w ogdélnym przypadku liczba modutéw sztywnosci Ag wynosi 6,
liczba swobodnych parametréw tensora wip, zwigzanego warunkiem normali-
zacji, wynosi 5, liczba swobodnych parametrow tensora wrir, zwigzanego wa-
runkiem normalizacji i warunkiem ortogonalnoéci do poprzedniego tensora, jest
rowna 4, ..., liczba swobodnych parametrow tensora wvyi, zwigzanego warun-
kiem normalizacji i warunkami ortogonalnosci do poprzedniej piatki, wynosi
Zero.

Biorac pod uwage fundamentalny charakter zagadnienia statych sprezystych,
podsumujmy.

Komentarz. Réznorodno$é ciat sprezystych, dla ktérych istnieje po-
tencjal sprezysty, mozna w sposob ciagly opisaé, w ogélnym przypad-
ku, zbiorem 21 parametrow sktadajacym sie z trzech nastepujacych,
bardzo rézniacych sie miedzy soba podzbioréow.

Po pierwsze, jest to 6 jednoznacznie zdefiniowanych dla danego ma-
teriatu sprezystego wymiarowych stalych materialowych (nie-
zmiennikéw tensora sztywnosci)

)\]_,...7>\VI, (I)
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majacych fizyczny wymiar naprezenia i dodatnio okreslonych. Prze-
gladajac wzory (5.11), (6.6), (7.16)—(7.18), widzimy, ze te stale opi-
suja stopien ogblnej sztywnosci materiatu. Sg to prawdziwe modutly
sztywnos$ci materialu. Odpowiadajg im moduty podatnosci

-1 -1
)\I 7...’)\\/1.

Po drugie, jest to 12 bezwymiarowych stalych materialowych
(niezmiennikéw tensora sztywnosci)

X1s--0r X12 (II)

(zdefiniowanych na przyktad wzorami (8.5)), stanowiacych funkcjo-
nalnie kompletny i nieredukowalny uktad niezmiennikéw tensorowe-
go materiatlowego repera wr, ..., Wyr. Niezmienniki te niejako rozkta-
daja sztywnos¢ po wldknach i ptaszczyznach materiatu. Ich najwaz-
niejsza wlasnoscia jest to, ze sa one takie same dla tensora sztywnosci
C i podatnosci S. Te stale bezwymiarowe bedziemy nazywaé dys-
trybutorami sztywnoSci.

Po trzecie, sa to 3 nie niezmiennicze parametry, na przyktad katy
Eulera

0,0,9, (I11)

ustalajace orientacje konkretnego ciata wykonanego z rozpatrywane-
go materialu sprezystego wzgledem laboratoryjnego uktadu odnie-
sienia.

Przypadki zdegenerowane, gdy niektére modutly sztywnosci sie pokrywaja:
AK = AL, dla niektérych par K, L,
i/lub dystrybutory sztywno$ci podlegaja jakimkolwiek wigzom
fi(le"'aXlZ):O7 1=1,..., k<12, (87)
wymagaja odrebnego badania. Zbiory (I)—(III) sprowadzaja sie do zbioru
()‘la”'))\p; le"’axt; 901)"'7@11)
(8.8)
p <6, t<12, u <3,

gdzie \; sa parami roézne i xi,..., x¢ stanowia kompletny zbiér ciaglych nie-
zmiennikéw projektoréw Py, ..., P, ze wzoru (3.27). Symbol

[p+1t+u] (8.9)
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bedziemy nazywaé¢ drugim wskaznikiem strukturalnym rozwazanej klasy ciat
sprezystych. Wzor strukturalny zapiszemy w postaci

Cijer = MPy ijer (X150 X3 P10y Pu) +
(8.10)

et APy it (X s Xt P15 00 Pu)-

Poniewaz istnieje obszerny material eksperymentalny dotyczacy anizotropii
materialéw sprezystych (zob. na przyktad [21-23]) opracowany w funkcji warto-
sci sktadowych Cjj,; w wybranych bazach materialowych, powstaje praktyczna
potrzeba odwrocenia tej zaleznosci

Aa = Aa(Cijr), xXo = Xo(Cijna), @e = 0e(Cijrr)- (8.11)

O zamknietych wzorach, w ogdélnym przypadku, nie moze byé nawet mowy —
przeszkadza w tym réwnanie széstego stopnia (3.33). Obliczenia numeryczne
nie przedstawiajg trudnosci. Jednak dla najwazniejszych przypadkéw wszystko
silnie si¢ upraszcza. Pokazemy to w §10 na przyktadzie cial poprzecznie izotro-
powych.
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Zastuzong popularnoscia cieszy sie w mechanice osrodkéw ciaglych koncep-
cja ciata niescisliwego. W przypadku ciata izotropowego jest ona bardzo natu-
ralna, lecz w ogdélnym przypadku anizotropii jest wyraznie sztuczna. Problem
sprezystosci cial ze sztywnymi wewnetrznymi wiezami uzyskuje bardzo jasna
fizyczna interpretacje w ramach opracowanego tutaj podejscia.

Wezmy ciato sprezyste

C=\Pi+..+ AP, +...+),P, (9.1)

i zal6zmy, ze w odniesieniu do sprezystych stanéw wtasnych z przestrzeni P,
cialo jest znacznie sztywniejsze, niz dla wszystkich innych, tj.

)\V > )\1,...,)\,,_1, )\1/+1,~~7Ap- (92)

W takim przypadku nastepujaca idealizacja moze okazaé si¢ uzasadniona; po-
datno$¢é w odniesieniu do wszystkich stanéw z podprzestrzeni P, jest
réwna zeru, tj.

At =0. (9.3)

v

Bedziemy nazywaé ten warunek warunkiem [-krotnych sztywnych wiezow,
gdzie | = q,. Nadamy tej idealizacji poprawna postac.
Tensor podatnosci odpowiadajacy cialu (9.1) z warunkiem (9.3) bedzie mial

postaé
S = ! Pi+..+ ! P,i+ ! Pooa+...+ ! P (9.4)
= )\1 1+ ... )\V_l v-1 AIH_I v+l T oo )\p P+ .

Dla dowolnego odksztalcenia € otrzymujemy
&, =P,-¢e=P,-(S-0) =0, (9.5)

tak jak powinno by¢. Podstawiajac wzér dla malych odksztatcen wyrazonych
za pomocy przemieszczen u, otrzymujemy réwnania w funkcji przemieszczen

P, (Vu) =0, Py ijri uk, 1 = 0. (9.6)
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Liczba niezaleznych warunkéw skalarnych jest tutaj rowna g, = [. Jesli w1, ..., W,
jest pewna baza w Py, to te warunki zgodnie z (3.20) maja postaé:

W(1) pg Up,g = 0, - W(a) pg Up,g = - (9.7)

Rozpatrzymy problem naprezen. Prawo Hooke’a w postaci (2.1) z tensorem
sztywnosci (9.1) przy (9.3) jest niepoprawne w czlonie

o=..+\P, e+ (9.8)

czlon ten reprezentuje nieoznaczonosé typu oo - 0.
Wprowadzimy rozktad

S=P,;aP,, (9.9)
P,=P1®..0P10P,10...0P, (9.10)

i zapiszemy
0=0,+0,, o, €PL, o, €P,. (9.11)

Prawo Hooke’a okresla tylko aktywna czes¢ naprezen o,. Reaktywna czesé
naprezen o, nie jest zwiazana z deformacjami i jest okreslona tylko réwnaniami
ruchu (réwnowagi) i warunkami brzegowymi dla naprezen.

Wobec tego tensor sztywnosci dla ciala sprezystego ze sztywnymi wiezami
(9.6) bedzie mial postaé

C-= )\1P1 + ...+ )\V_1PV_1 + )\V+1PV+1 + ...+ )\pPpa (9.12)
a prawo Hooke’a przyjmuje postaé
0,=C"¢g,. (9.13)

Zauwazymy, ze operator C okazuje sie uogdlnionym operatorem odwrotnym
operatora S [15], tj.
CoS=1U4) =104 _p (9.14)

Niescisliwos¢ jest szczegdlnym przypadkiem jednowymiarowych sztywnych
wiezow, [ = 1, kiedy

1
P,=;lo1. (9.15)

Innym szczegdlnym przypadkiem jednowymiarowych sztywnych wiezéw, [ = 1
jest nierozciggliwo$é wzdhuz pewnego kierunku n ® n. Wtedy

P,=n®n®na®n. (9.16)
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Pieknie, powie wyrafinowany czytelnik, ale zadanie znalezienia odpowiednich
sprezystych stanéw wlasnych dla danego sprezystego ciata nie jest wcale proste,
w kazdym razie od strony obliczeniowej. Odpowiadam na to: rozwiazywanie
tego zadania wprost bedzie konieczne tylko w wyjatkowych przypadkach. Wrecz
przeciwnie, mysle, ze lepiej jest zrobi¢ co$ odwrotnego:

Cialo sprezyste nalezy charakteryzowaé jego zbiorem sprezystych
stanéw wlasnych i odpowiadajacych im moduléw sztywnosci.

Podamy pierwsze proste przyktady.

10.1. Idealnie sprezyste ciata

Definicja 1. Cialo sprezyste bedziemy nazywaé cialem idealnie
sprezystym, jesli dowolny symetryczny tensor drugiego rzedu jest
jego sprezystym stanem wlasnym.

Zwrécimy uwage, ze jesli wzor strukturalny (3.27) zawiera wigcej niz jeden
czton, to istniejg tensory, ktére nie sa wtasne. Dlatego dla p = 1 tensor sztyw-
noéci i prawo Hooke’a przyjmuja postac*

C=)MI®*)  o=xe  A>O. (10.1)
Wskazniki strukturalne to liczby catkowite

(6), [1+0+0]. (10.2)

*Uwaga: wystepujacy we wzorze (10.1) wspdlczynnik oznaczony jako A nie jest wspdlczyn-
nikiem Lamego A. Przypadek ciata idealnie sprezystego mozna zinterpretowaé jako przypadek
graniczny ciata izotropowego (por. sekcja 10.2) ponizej, dla ktérego wspdlczynnik Lamego
A =0. Wtedy staje si¢ jasne, ze wspdlczynnik A wystepujacy we wzorze (10.1) nalezy zinter-
pretowaé jako odpowiednik wspélczynnika Lamego 2u — przypis ttumacza.
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Istnienie rozwazanych cial jest teoretycznie mozliwe, ale nie sg one dobrg ide-
alizacja rzeczywistych materialéw.

10.2. lzotropowe ciata sprezyste
Przyjmiemy nastepujaca odswiezajaca definicje,

Definicja 2. Izotropowym ciatem sprezystym bedziemy nazywaé
cialo sprezyste, dla ktorego kazde czyste Scinanie jest sprezystym
stanem wlasnym?®.
Po to, aby wychodzac z tej definicji, przejs¢ do znanego prawa Hooke’a,
wykorzystamy nastepujacy lemat (obowiazujacy dla dowolnego symetrycznego
operatora w przestrzeni euklidesowej).

Lemat 2. Niech P, D beda podprzestrzeniami sprezystych stanéw
wlasnych tensora sztywnosci C. Jedli P nie jest ortogonalna do D, to
cala suma prosta P @ D sklada sie ze sprezystych stanéw wlasnych.

Dowéd. Niech Ap, Ap beda wartosciami wlasnymi, odpowiadajacymi sta-
nom witasnym z P i D, odpowiednio. Poniewaz P i D sg nie ortogonalne, istnieja
zatem Tt e P, p € D, takie ze 7t- p £ 0. Wtedy

Apm-p=p-C-t=m-C-p=Apm-p,
tji. Ap=Ap. ¢

Twierdzenie 7. Rozklad materialowy (3.26) ma dla ciala izotropo-
wego postaé

S=PeD, (10.3)

gdzie P to 1-wymiarowa przestrzen tensoréw sferycznych, D to 5-wy-
miarowa przestrzen dewiatorow.

Dowéd. WeZzmy pewna ortonormalng baze ni, na, ng i pieé¢ czystych Scinan

010 011 0 01
Ty~ 1 0 0|, Ty ~ 1 0 0[], T3~ 0 0 1 [,
0 00 1 00 110
(10.4)
1 1 0 0 0 O
Ty~ 1 -1 0 |, =~ 0 1 1
0 0 O 01 -1

3Nie prébuje tutaj zastapié¢ ta definicjg tej dobrze znanej. Moim zadaniem jest uwypukle-
nie na tym obrazie niezauwazonych subtelnosci.
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Oczywiscie Tq,...,T5 jest baza (nie ortonormalng!) dla przestrzeni dewiato-
réw D. Poniewaz Lin T1, Lin T9 sg przestrzeniami standéw wlasnych zgodnie z sa-
ma definicja ciala izotropowego, T1-T2 # 0, zatem zgodnie z lematem Lin (71, T2)
sktada si¢ ze stanéw wilasnych. Kontynuujac w tym samym duchu, stwierdza-
my, ze Lin(Ty,...,T5) = D sklada sie ze stanéw wlasnych. Ale w takim razie
dopetnienie P = D* sklada si¢ ze standéw wlasnych. ¢

Poniewaz projektory na przestrzen tensoréw sferycznych i przestrzen dewia-
torow sg dobrze znane*,

1 1
Ip=2lel,  Ip=1"-1s1, (10.5)

tensor sztywnosci dla ciata izotropowego mozna wyrazi¢ nastepujaco

CZ/\pIp-i-)\DID:

. (10.6)
=30 - ) 1o+ Ap T8,
Rozklad (5.6) przyjmuje postaé
0=0p+0p, £=¢ep+Ep, (10.7)
gdzie, na przyklad:
0'7;517;-0:(%&0) 1, op=Ilp-oc=0-0p. (10.8)
Ortogonalny rozktad prawa Hooke’a (5.7) przyjmuje postaé
op = \p €p, op = A\p €p. (10.9)

Widzimy, tak jak zapowiadalismy w §5, ze wszystkie te formuly, dobrze znane
dla ciata izotropowego, w rzeczywistosci sa szczegdlnymi przypadkami naszych
ogolnych zwigzkow.

State Lamégo mozna wyrazi¢ za pomoca modutéw sztywnosci Ap, Ap naste-
pujaco:

1 1
A= g(Ap—)\D), o= 5)\1). (10.10)
Dla modutu Sciskania objetosciowego i wspdtczynnika Poissona mamy:
1 Ap — A
K=-\p, v=—2_7D (10.11)
3 2)\7) + )\D

*Ip 1L Ip — przypis tltumacza.
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Wskazniki strukturalne dla klasy cial izotropowych sa réwne
(1+5), [2+0+0]. (10.12)

Parametry dystrybutorow sztywnosci xi,...,x12 1 katy orientujace wzgledem
laboratoryjnego uktadu wspoétrzednych 6, o, ¥ sa nieobecne, poniewaz nie ma
czego dystrybuowac¢ i nie ma czego orientowaé: w ciele nie ma ani jednego
wlékna materiatu, ktére mozna by wyréznié.

Poréwnujac (10.6) z (10.1), widzimy, ze

cialo idealnie sprezyste to izotropowe cialo sprezyste ze
wspo6tczynnikiem Poissona réwnym zeru®.

Uwaga 7. Jesli wiemy z géry, ze tensor sztywnosci ciala izotropowego ma
postaé (10.6), to od razu jest jasne, ze tensory sferyczne i dewiatory sa spre-
zystymi stanami wlasnymi. Jest to pokazane (bez wykorzystywania koncepcji
sprezystego stanu wiasnego!) w prawie kazdym podstawowym podreczniku teo-
rii sprezystosci. ¢

Zakladajac )\731 =0, otrzymujemy nieScisliwe ciato izotropowe
C=XMpIp. (10.13)

Przypadek A\ = 0 odpowiada ciatu sprezystemu, catkowicie sztywnemu po-
staciowo. Wtedy

C = \pIp, (10.14)
1
€= (gtra) 1 (10.15)

(nie myli¢ z idealna ciecza!). Ten przypadek, najwyraZniej, jest trudniejszy do
zrealizowania w praktyce.

10.3. Objetosciowo-izotropowe ciata sprezyste

Wskazane jest wyrdznienie nastepujacej rodziny cial sprezystych.

Definicja 3. Objetosciowo-izotropowym bedziemy nazywaé kaz-
de cialo sprezyste, dla ktérego tensor sferyczny jest sprezystym sta-
nem wilasnym.

*A=XAp - Ap =0= v =0 — przypis thumacza.
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Twierdzenie 2 dla ciat objetosciowo-izotropowych ma nastepujaca postac:
S=Pe(Di®..0D,), (10.16)
C=KA1)+(mPi+..+p,Py), (10.17)

gdzie P jest 1-wymiarows przestrzenia tensorow sferycznych, K jest modutem
sztywnosci objetosciowej, D1, ..., Dy to ortogonalny rozklad przestrzeni dewia-
toréw D, P1,...,P, to odpowiadajacy mu rozklad jedynki Ip przestrzeni D,

P1+...+P7=ID, v <5. (1018)

Nie bedziemy zajmowac sie szczegdtami opisu cial objetoéciowo-izotropowych.
Odnotujemy tylko nastepujace cickawe twierdzenie:

Twierdzenie 8. Jesli ani jedno czyste Scinanie nie jest sprezystym
stanem wlasnym ciata objetosciowo-izotropowego, to v = 5, tj. pierw-
szy wskaznik strukturalny ma posta¢ (1+1+1+1+1+1).

Dowéd. Przeprowadzimy przez przeciwienstwo. Pokazemy, ze w dowolnej
dwuwymiarowej podprzestrzeni przestrzeni dewiatoréw znajduje sie czyste $ci-
nanie. Rzeczywiscie, wezmy nieproporcjonalne, ale poza tym dowolne dewia-
tory m, p rézne, oczywiécie od czystych $cinan, tj.* tr(m®) # 0, tr(p3) # 0.
Rozwazymy niezerows liniowa kombinacje T = am + bp, a® + b% # 0 i zazadamy,
zeby T bylo czystym $cinaniem,

tr(®) = a® tr(m®) + b3 tr(p?) + a®btr(m?p) +

10.19
+ab*tr(mp?) = 0. ( )

Poniewaz b # 0, zatem wprowadzajac ¢ = a/b, otrzymamy réwnanie
t3tr(m?) + t2 tr(mp) + ttr(mp?) + tr(p%) = 0, (10.20)

ktore ma co najmniej jedno rzeczywiste, niezerowe rozwiazanie. ¢

Definicja 2 i twierdzenie 8 zwracaja nasza uwage na szczegdlna role czy-
stych écinan. Wyrazajac to nieco nieprecyzyjnie, ale za to pogladowo, mozna
powiedzieé, ze stan wlasny czystego $cinania jest jakby Sladem izotropii w ani-
zotropowym ciele.

4Konieczny i wystarczajacy warunek, aby tensor byt czystym $cinaniem, ma postaé tr(t) =
tr(t®) = 0.
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10.4. Poprzecznie-izotropowe ciata sprezyste

Zaczniemy od specjalnego przykladu. Opisujemy sprezyste wlasnoséci kom-
pozytu pokazanego na rysunku 4. Izotropowa osnowa jest zbrojona rodzing
cienkich réwnolegltych ptaskich warstw z innego izotropowego materiatu i wiaz-
ka sprezystych widkien prostopadia do warstw. Kierunek wiékien okreslony jest
diada k ® k. Uzywamy bazy ortonormalnej nj, no, n3 = k.

Rys. 4. Przyktad kompozytu poprzecznie-izotropowego, o izotropowej osnowie
zbrojonej rodzina cienkich réwnoleglych ptaskich warstw z innego izotropowego
materiatu i wiazka sprezystych wlokien prostopadta do warstw.

Po pierwsze, jasne jest, ze poniewaz warstwy sa cienkie, a polaczenia wié-
kien z warstwami nie sa sztywne, zatem w przypadku dowolnego (malego!)
odksztalcenia Scinajacego

0 0 p
00 ¢ (10.21)
p q O

warstwy 1 widkna zachowuja sie jak ciala sztywne, tj. odksztalca sie tylko osno-
wa’. Poniewaz osnowa jest izotropowa, zatem dowolne $cinanie jest jej stanem
wlasnym, z jednym i tym samym modutem sztywnosci. Dlatego dowolne $cina-
nie (10.21) jest sprezystym stanem wlasnym rozpatrywanego kompo-
zytu. OtrzymaliSmy Ps3, 2-wymiarowa przestrzen sprezystych stanéw wlasnych
postaci (10.21).

Ortonormalng bazg w P3 bedzie na przyktad para:

00 1
5 3
wi= mek+kem)~Y2[0 0 0| (10.22)
> >
10 0
00 0
5 2
w1v=£(n2®k+k®n2)~£ 0 0 1 (10.23)
2 2 | o 4

SDlatego nie ma sensu wzmacnianie preta skrecanego w kierunku osi k ® k!
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Projektor na P3 ma postac*

P3 = wip ® wipp + Wiy ® Wiy =

1 1 (10.24)
:5(01+02—5)x[1®1—1®k®k—k®k®1]+§k®k®k®k,

gdzie e = (1234), 01=(1324), 09=(1432)".
Po drugie, w przypadku dowolnego odksztalcenia Scinajacego w ptaszczyz-
nie warstw, tj. odksztalcenia postaci

u v 0
v —u 0 (10.25)
0 0 O

wldokna przemieszczaja sie jak ciala sztywne, a odksztalca sie tylko osnowa

i warstwy. Poniewaz zarowno osnowa jak i warstwy sa izotropowe, Scinania

(10.25) sa ich stanami wlasnymi. Dlatego dowolne $cinanie (10.25) jest

sprezystym stanem wlasnym rozpatrywanego kompozytu. Uzyskalidémy

P4 — 2-wymiarowa przestrzen Scinan wlasnych postaci (10.25), Py L Ps.
Ortonormalna baza w Py jest na przyklad

\/5100

2
wv=7(n1®n1—n2®n2)~7 0 -1 0 |, (10.26)
0 0 O
1 0
2 2
(1)\/[2—(111®IIQ+112®111)~£ 1 00 (10.27)
2 2
000
Projektor na P, ma postaé  :
Py=wvy®wy+wyr® wyy =
(10.28)

1
:§(al+ag)><[1®k®k—k®k®1]—2k®k®k®k,

gdzie o1 = (1324), 05 = (1432).

*Przypis tlumacza: P3 mozna réwnowaznie, bardziej klarownie, wyrazié w postaci
Ps=1(m®k+ken;)®(mek+ken;)+1(n:®k+k®n;)® (n:®k +k®n,),
n;-nz =n;-k=ny-k=0 (gdzie n; i na sa dowolne).
**s, o1, 02 oznaczajg permutacje indekséw — przypis ttumacza.
***Przypis ttumacza: P4 mozna réwnowaznie — bardziej klarownie, wyrazi¢ w postaci
P;=2(n1®n1-1m28n3)® (N1 ®N1 -n2®n2)+3(n1 ®N2+12®n01) ® (N ® Nz + N2 @ my).
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Po trzecie, rozpatrzymy P = (P3 @ P4)*. Przywolujac definicje (10.21)
i (10.25) przestrzeni P3 i P4, widzimy, ze dopelnienie ortogonalne P jest
2-wymiarowe i sktada sie z tensoréw postaci

(10.29)

W przypadku naszego kompozytu, tak jak i dla kazdego innego ciata sprezy-
stego, rozktad przestrzeni S na sume przestrzeni stanéw wilasnych powinien
by¢ kompletny, (3.26). Dlatego albo cata P sklada si¢ ze sprezystych stanéw
wlasnych, albo P dzieli sie na dwie 1-wymiarowe podprzestrzenie sta-
néw wlasnych, P =P; & Po. W ogblnym przypadku, tj. dla dowolnego zbioru
sztywnosci osnowy, warstw i widkien oraz okreélonych udziatéw objetosciowych
warstw wldkien, dla pierwszej mozliwosci nie ma uzasadnienia. Nie ma tak-
ze uzasadnienia dla wyrdznienia jakiejkolwiek pary Pi, Po. Dlatego koniecz-
ne jest rozwazenie wszystkich ortogonalnych rozktadéw P, tj. wszystkich
par ortonormalnych wi, wy w P. Latwo zauwazyé, ze stanowia one zbidr

1-parametrowy, ktéry mozna wygodnie przedstawi¢ w postaci:

Wi = g[sin(x)l +v/3sin(xo - x)k ® k]

sin() 0 0
~ \/75 0 sin(x) 0 , (10.30)
0 0 V2 cos(x)

w1y = ?[cos(x)l +v/3cos(xo - )k ®K]

cos(x) 0 0
~ g 0 cos(x) 0 . (10.31)

0 0 —ﬂsin(x)
Tutaj x jest parametrem rodziny, przy czym bez utraty ogélnosci mozna zato-
zy¢é, ze
0<x<m/2, (10.32)

®Dobra jest tez posta¢ wr = g(s)[1+sk ® k], wimr = g(¢) [1 +tk ® k], gdzie g(z) = (2 +
3z +3)Y2 3+ (t+s)+st=0.
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X0 jest zas okreslone przez warunek wiy = @1, tj. ta(xo) = V2*. W ten sposéb
otrzymalismy dla rozpatrywanego kompozytu 1-wymiarows przestrzen stanéw
wlasnych P; proporcjonalnych do wr i 1-wymiarowa przestrzen stanéw wia-
snych Ps proporcjonalnych do wrp. Dla projektoréw na Py, Po mamy

1
P1:w1®wI:§sin2(X)1®1+

+§ sin(x)sin(xo-x)[1®9k®k+keoko 1]+ (10.33)
+gsin2(X0—X)k®k®k®k,

1
Py =W ® wyp = §COS2(X)1®1 +

- ? cos(x)cos(xo—x)[19keok+keok®1]+ (10.34)

3
t3 cos’(xo-x) kokokok.

W ten sposéb wszystkie sprezyste stany wlasne rozpatrywanego kompozytu
zostaly wyznaczone.

Przy poszukiwaniu sprezystych stanéw odwotaliémy sie do pojeé¢ mechanicz-
nych zwiazanych konkretnie z kompozytem pokazanym na rys. 4. Jedli jednak
przyjrzeé sie uwaznie, to mozna spostrzec, ze wydzielenie przestrzeni odpowied-
nich $cinan (10.21) i (10.25) jest poprawne dla dowolnej konstrukcji o symetrii
osiowej. Mozna to Scisle wykazaé [24], jednak utrzymujac jednolita metodologie,
przyjmiemy tutaj, co nastepuje:

Definicja 4. Poprzecznie-izotropowym cialem sprezystym be-
dziemy nazywaé cialo sprezyste, dla ktérego mozna wskazaé taki
kierunek k ® k, ze dowolne Scinanie

T=a®k+ko®a, ak =0, (10.35)
i dowolne Scinanie
T=a®b+b®a, ak=bk=ab=0, (10.36)

sg sprezystymi stanami wlasnymi.

7 tej definicji wywnioskujemy postaé tensora sztywnosci. Przede wszystkim
zauwazamy, ze Scinania (10.35) tworza liniowa podprzestrzen w S. Podobnie,

*sin(xo) = %, cos(xo) = % — przypis tlumacza.
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Scinania (10.36) tworza liniowa podprzestrzen w S. Te podprzestrzenie sa ni-
czym innym, jak tylko Ps3 i P4, odpowiednio. Teraz, uzywajac lematu, natych-
miast dowodzimy, Ze Scinania (10.35) maja wspdlny modul sztywnosci, tak samo
jak i §cinania (10.36). Innymi stowy Ps i Py sa przestrzeniami stanéw wlasnych.
Ale takze i Py, Po dla pewnego Y, juz zaleznego od danego ciata beda przestrze-
niami stanéw wlasnych. W ten sposéb udowodniliémy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9. Dla dowolnego poprzecznie-izotropowego ciata roz-
ktad strukturalny ma postac:

S=P10Pr®P3 & Py, (10.37)

gdzie P, Po zaleza od x i k®k, a P3, Py od k ® k; to oznacza, ze
tensor sztywnosci mozna wyrazi¢ wzorem:
C-= )\1P1(X, k® k) + )\QPQ(X, k® k) +
(10.38)
+ )\3P3(k ® k) + >\4P4(k ® k),

gdzie P, ..., P4 sg okreslone wzorami (10.33), (10.34), (10.24) i (10.28).

Zamiast argumentu k ® k mozna wprowadzi¢ dwa katy,
kek < o1, ¢, (10.39)

ustalajace k ® k wzgledem laboratoryjnego uktadu wspétrzednych. Wskazniki
strukturalne klasy poprzecznie-izotropowych cial, w ogélnym przypadku, maja
postac:
(1+1+2+2), [4+1+2]. (10.40)
Sprezyste stany wlasne ciala poprzecznie-izotropowego sa pokazane na rys. 5.
ZnalezliSmy pie¢ statych materiatowych ciata poprzecznie-izotropowego

A1, Az, Az, Ag, X (10.41)

Znaczenie pierwszych czterech statych jest catkowicie jasne; w szczegdlnosci s,
A4 sa to po prostu moduly $cinania (postaciowe) dla (10.35) i (10.36). Nie-
co bardziej skomplikowana jest mechaniczna interpretacja parametru dys-
trybucji sztywno$ci y. Material poprzecznie-izotropowy jest objeto$ciowo-
izotropowym wtedy i tylko wtedy, gdy

V3

6
X = X0, gdzie sin(yg)= %, cos(xo) = 3 (10.42)

i w konsekwencji:
V3 V6
3

Wi = , i1 = F (1 -3k® k) (10.43)
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w Sinw

I | vy
> =4
cos» A \

Rys. 5. llustracja graficzna sprezystych stanéw wlasnych materiatu
poprzecznie-izotropowego.

Ze wzoréw (7.6)—(7.8) wynika, ze:

1 _cos’(xo-x) |, sin’(xo - x)

% " » (10.44)
1 cos?(x) . sin?(x)
s LY (10.45)
v(k) V2 1 1
B T 4 ) (72 ) A_l)' (10:46)

Podkreslimy nastepujaca charakterystyczng ceche parametru x: gdy tylko
A1 = A9, wartos¢ x przestaje odgrywaé role*.

Wyrazimy nowe stale poprzecznie-izotropowego ciata (10.41) przez konwen-
cjonalne state, ktérymi sg rézne od zera sktadowe Cjji,; w bazie ny, ng, ng = k:

Ci1 = Cr111 = C2222 = Ca2, Ch2 = Cr122,

013 = 01133 = 02233 = 023, 033 = 033337 (1047)

1
Caa = Ca323 = Ci313 = Css, 5(011 - C12) = C1212 = Cgs,

*A1 = X2 < C13 = 0 — przypis ttumacza.
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(zob. na przyklad [5, 10])*. Najlatwiej bedzie to zrobié¢ tak: zapiszemy prawo
Hooke’a w postaci (5.11); dla naprezen mamy nastepujace zaleznosci:

1 :
o1 =0 -wp=——=(011 +092)sin(x) + o33 cos(x),

V2

1 .

O =0 Wi =——=(011 +022)COS — 033 Ss1n s
ﬂ( 1 ) cos(x) (x)

o111 = 0 - g1 = 30137

. (10.48)
oy =0 - Wiy = EU%’

1
oy =0 -Wy = E(O’n - 0'22),

1
OV =0 -Wvyy = ng

Analogiczne wzory otrzymamy dla ey, ..., eyy. Prawo Hooke’a w postaci (5.11)
przyjmuje dla poprzecznie-izotropowego ciata postac:

[%(Ull + 0'22) sin(x) + 033 COS(X):| = )\1 [%(611 + 822)8111(}() + £33 COS(X):|,

[%(011 +092) cos(X) — 033 SiH(X)] = A2 [%(811 +&92) cos(x) — €33 Sin(X)],

013 = A3€13, 023 = \3€23,

o11 — 022 = Aa(e11 — €22), 012 = A\4€12.
(10.49)

Zwrocimy uwage na pierwsza z tych zaleznosci. Najwyrazniej, mozna uwazac,
ze o1 i 1 w ciele poprzecznie-izotropowym odgrywaja role, ktéra w ciele izo-
tropowym gra $rednie ci$nienie tr(o) i odpowiadajace mu odksztalcenie obje-
tosciowe tr(e).

*Materialy poprzecznie-izotropowe sg jednoznacznie scharakteryzowane przez 5 liniowo nie-
zaleznych statych sprezystosci — przypis ttumacza.
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Poréwnujac (10.49) ze standardowym zapisem:
o11 = Crie11 + Craezn + C3ess,

092 = Cr2e11 + Ca2e92 + C13€33,

(10.50)
o33 = Ci3e11 + Cr3e22 + C33€33,
093 = 2C44e93, 013 = 2Cue13, o012 = (C11 — Cr2)e12,
otrzymujemy”:
A = V2013tg(x) + Cs3,
A2 = —V2C13tg(x) + Ci1 + Ciz,
(10.51)
A3 = 2044,
A =C11 - Cho,
gdzie tg(x) jest dodatnim pierwiastkiem réwnania:
V2C13(tg(x))* + (C33 - C11 - Ch2) tg(x) - V2 C13=0" . (10.52)

Jesli Cy1 + C1a = C33 + C13 to tg(x) = V2, tj. cialo jest objetoéciowo-izotro-
powe.

Zbiér stalych materialowych (10.41) okresla sie dla kompozytéw na podsta-
wie parametrow materialowych ich komponentéw. Na przyktad, dla wczesniej
rozwazanego kompozytu (10.41):

1) A3 jest modulem postaciowym osnowy,

2) A4 zalezy od modulu postaciowego osnowy, modulu postaciowego warstw
i udziatu objetosciowego warstw,

3) A1, A2 i x zalezy od wszystkich parametréw kompozytu, przy czym dla
malego udziatu objetodciowego zbrojenia, wptyw wspdtczynnikéw Poissona
warstw i wldkien mozna zaniedbad.

*Poprawiono nastepujace bledne oryginalne wzory A2 = —v/2tg(x) + C11 + Ci2, Aa = (C11 -
Ca2). Mozna pokazaé, korzystajac z (10.52), ze jest réwniez A1 = /2 013@ + (C11 + Ch2),

Ao = —\/i 0137@(1)() + (C33. Dla ja,SIlOéCi 2C44 =2C55 1 C11 — C12 =2Cs6 — przypis ttumacza.

" Jawne rozwigzanie tego réwnania wzgledem tg(x) przyjmuje postaé¢ 2v/2Chs - tg(x) =
(011 + 012 - 033) + \/(011 + 012 - 033)2 + 80132; 0< X < 71'/2 — przypis ttumacza.
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Wz6r strukturalny (10.38) pozwala wyr6znié wiele interesujacych specjalnych
przypadkéw cial poprzecznie-izotropowych. Zwrécimy uwage na niektére z nich:

1) A3 = Ay — wskazniki strukturalne tej klasy maja postaé
(I1+1+4), [3+1+2]; (10.53)
tak bedzie na przyktad dla kompozytu pokazanego na rys. 6;
2) A1 = Ao — wskazniki strukturalne tej klasy maja postaé
(2+2+2), [3+0+2]; (10.54)
jest to szczegblny przypadek ciala objetosciowo-izotropowego®;

3) x =0, )\Il = 0; tak bedzie na przykltad dla kompozytu z nierozciagliwymi
wloknami;

4) x = 0, )\51 = )\11 = 0; tak bedzie dla kompozytu pokazanego na rys. 4,
z nierozciagliwymi warstwami;

5) x =0, )\Il = )\51 = A\;! = 0; tak bedzie dla kompozytu z nierozciggliwymi
wloknami i warstwami.

Rys. 6. Przyklad kompozytu poprzecznie-izotropowego o izotropowej osnowie
zbrojonej wiazka réownoleglych sprezystych widkien.

*Powyzsze stwierdzenie jest bledne. Warunek A; = A2 prowadzi do réwnania wigzéw
tg(x)? = -1, por. wzory (10.51) i uwaga pod wzorem (10.52), ktérego spelnienie jest nie-
mozliwe. Zatem dla przypadku A1 = A2 wzér (10.52) nie obowiazuje. Material poprzecznie-
izotropowy jest objetosciowo-izotropowy wtedy i tylko wtedy, gdy x = Xxo, por. (10.42).
Dla materialu poprzecznie izotropowego i jednocze$nie objetosciowo-izotropowego jest A1 =
2Chs + 6'337 Ao = =Chz + Cs3 — przypis tlumacza.
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Uwaga 8. Przestrzenig Scinan nazwiemy dowolna podprzestrzen P c S
skladajaca sie z czystych $cinan, tj. tensoréw T spelniajacych warunki tr(T) =
det(T) = 0.

Mozna udowodni¢ nastepujace interesujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.
1. Dowolna 2-wymiarowa przestrzen Scinan jest albo przestrzenia
plaskich dewiatoréw (10.36), albo przestrzenia Scinan osiowych
(10.35).

2. Dowolna para wzajemnie ortogonalnych 2-wymiarowych prze-
strzeni Scinan ma postac¢ (10.35) i (10.36) przy odpowiednim wy-
borze.

3. Trojwymiarowych przestrzeni $cinan w S nie ma.

To twierdzenie wskazuje na szczegdlne miejsce zajmowane przez ciata po-
przecznie-izotropowe wsrdd cial anizotropowych.

10.5. Ortotropowe ciata sprezyste

Zaczniemy od definicji.

Definicja 5. Ortotropowym cialem sprezystym bedziemy na-
zywaé dowolne ciato sprezyste, dla ktérego istnieje taka tréjka wza-
jemnie ortogonalnych kierunkéw k®k, 191, m®m, mk = ml = kl = 0,
ze $cinania:
T=kol+11k,
v=lgm+mael, (10.55)
p=keom+maek,

sq sprezystymi stanami wlasnymi.

Juz sama intuicja inzynierska wystarcza do stwierdzenia, ze tak bedzie, na
przyktad w przypadku kompozytu pokazanego na rys. 7; izotropowa osnowa
jest tutaj zbrojona dwoma plasko-réwnoleglymi wzajemnie ortogonalnymi ro-
dzinami cienkich warstw.

Wyprowadzimy wzor strukturalny. WeZmiemy baze ortonormalna n; zorien-
towang w kierunkach wskazanych w definicji. Wprowadzamy ortonormalny sys-
tem czystych Scinan:
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V2

0
0 wry ~ ——
0 2

= o O
o O O
S O =

(10.56)
00 0
wy~~2[0 0 1
010

Zgodnie z definicja 5 otrzymujemy l-wymiarowe przestrzenie Scinan wiasnych
Px proporcjonalnych do wg, K =1II,1V, V.

¥ 2

Rys. 7. Przyktad kompozytu ortotropowego o izotropowej osnowie zbrojonej dwoma
ptasko-réwnoleglymi wzajemnie ortogonalnymi rodzinami cienkich warstw.

Rozpatrzymy P = (Pii@Prv@®Py)*. Ta przestrzen jest 3-wymiarowa i sklada
sig z tensorow postaci

oo

00
qg 0 |, (10.57)
0 r

tj. ze wszystkich tensorow, dla ktorych kierunki okreslone w definicji sg kierun-
kami gléwnymi. Wszystkie ortogonalne rozktady P uzyskujemy, rozpatrujac
zbiér wszystkich ortonormalnych baz w P. Te ostatnie dogodnie jest zapisaé
w nastepujacy sposob:

WK1 0 0
wr~|l 0 wgs 0 |, K =1,11,111, (10.58)
0 0 WKS

gdzie
(UK-LUL:LUKZ‘(.ULZ':(SKL. (10.59)
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Utozsamiajac w g z liczbowa trojka (wi1,wke,wks), widzimy, ze te tréjki po-
winny stanowi¢ baze ortonormalng w przestrzeni liczbowych tréjek R? ze zwy-
ktym iloczynem skalarnym. Baze te okreslaja trzy parametry

X15X25 X3 (1060)
w roli ktorych mozna wziagé¢ na przyktad:
XKEtI‘((UK) = WK1 + WK + WK3, (10.61)
lub powiedzmy, katy Eulera wzgledem standardowej bazy (1, 0, 0), (0, 1, 0),
(0,0, 1).

Kazdemu wyborowi wri, wr, wir ze wskazanego 3-parametrowego zbioru
odpowiada podzial P na trzy przestrzenie Py, z ktorych kazda jest 1-wymiarowa
przestrzenia stanéw wlasnych proporcjonalnych do wy, L =1, 11, ITI.

Pokazaliémy, ze dla ortotropowego ciala sprezystego

S=Pra .. ® Py, (10.62)
a tensor sztywnosci ma postaé

C=AMWr® Wi +... + Ay Wy1 @ WvT, (10.63)

gdzie W sa zdefiniowane wzorami (10.58) i (10.56).
Zbiér parametrow sprezystych sklada sie z nastepujacych elementéw

AI)'”a)\VI; X1, X2, X3 @1, P2, L3, (1064)

przy czym Ary, Av, Ayt to moduly Scinania. Wskazniki strukturalne klasy cial
ortotropowych sg rowne:

(I+1+1+1+1+1), [6+3+3]. (10.65)

Sprezyste stany wlasne ciala ortotropowego sa pokazane na rys. 8.

10.6. Jedna klasa catkowicie asymetrycznych ciat sprezystych

Rozwazymy nastepujace uogdlnienie ciat ortotropowych. Wezmiemy Pr, Prr,
P jak dla ciata ortotropowego, tj. jako ortogonalny rozklad przestrzeni ten-
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~— : ﬂ

w w
biig wH Y

Rys. 8. Ilustracja graficzna sprezystych stanéw wlasnych materialu ortotropowego.

sorow z ustalonymi osiami glownymi nj, ns, ns. Ortogonalne dopetnienie tej
przestrzeni jest 3-wymiarowe i sklada si¢ z dewiatoréw postaci*

(10.66)

< 2 o
g o
o8 <

Wszystkie ortonormalne bazy w tej przestrzeni mozna wyrazi¢ wzorami:

NG 0 Y1 72

wr~ = | 0 s | (10.67)
Y2 YLz O
1
W WK = SYLVKi = OLK, (10.68)

gdzie L = IV, V, VL. Tréjke (10.67) mozna przedstawié, podobnie jak trojke
(10.58), za pomoca trzech parametrow

X4, X5, X6- (1069)

*W oryginalnym wzorze (10.66) niepoprawnie pokazano macierz niesymetryczna. W ttu-
maczeniu blad ten poprawiono — przypis ttumacza.
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Teraz, podstawiajac do wzoru (3.39) wi, wry, wyp wedlug wzoréw (10.58)

i wry, wy, Wy, stosujac wzory (10.67), otrzymujemy obszerna klase mate-

rialow sprezystych, ktorych wskazniki strukturalne, w ogélnym przypadku, sa
réwne

(I+1+1+1+1+1), [6+6+3]. (10.70)

Ciekawa podklasg jest tutaj zbior materialéw, dla ktérych
/\I = )\II = )\III7 (10.71)

tj. dowolny tensor, ktoérego osie gtéwne pokrywaja sie z ustalona baza n; — jest
tensorem wlasnym. Tensor sztywnosci ma postaé

C-= )\IPI + ()\IVPIV + )\va + )\VIPVI), (10.72)
gdzie
Pi=n1®n;®n; ®n; +ns ®nNs ® Ny ® No + N3 ® N3 ® N3 ® ng, (10.73)

a Pry, Py, Py sa okredlone przez parametry dystrybutoréw sztywnosci yg,
X5, X6- Wskazniki strukturalne tej klasy sa réwne

(1+1+1+3), [4+3+3]. (10.74)

W powyzszych przyktadach przedstawiliSmy pewna jednolita metodyke. Wza-
jemnie jednoznaczna zaleznosé (3.27):

(Ao Ay, P, P,) < C, (10.75)

gdzie A\; sa parami rézne, a P; stanowig ortogonalny rozktad jedynki, wykorzy-
staliémy ,,0d lewej do prawej”. Dla klasy cial sprezystych okreslonych pewnym
wyréznionym zbiorem sprezystych standéw wlasnych (w przyktadach byly to
zbiory czystych $cinan), ustaliSmy wszystkie stany wlasne i na tej podstawie
uzyskaliémy ogoélna postaé tensora sztywnosci, tj. ogoélng postaé prawa Hooke’a
dla tej klasy. Dodajmy, ze zgodnie z (3.39) dowolny zbiér sze$ciu nieujemnych
parametréw A, ..., Ayi, ktére niekoniecznie sa rézne, z dowolng ortonormalng
baza wr, ..., wyr definiuje pewne teoretycznie mozliwe ciato sprezyste,

(>\Ia'-'7)\VIa CUI,...,(UVI) <—>C, (1076)

dla ktérego wx beda stanami wlasnymi, a Ax modutami sztywnosci.






8§11 O klasyfikacji materiatéw sprezystych

Rozsadna klasyfikacja cial sprezystych jest niezbedna przy szerokiej gamie
zastosowan. Jest ona wykorzystywana, w szczeg6lnosci, w celu ograniczenia
i usprawnienia pracy eksperymentatora, ktéry wyznacza wlasnoéci sprezyste
rzeczywistych materialéw, oraz pracy inzyniera dobierajacego materiat do pro-
jektowanej konstrukcji.

Jedyna kompleksowsg klasyfikacja ciat sprezystych, ktora dzisiaj mamy, jest
klasyfikacja wedlug symetrii. Mimo wszystkich swoich zalet nie ma ona gdzie
si¢ zaczepi¢ wtedy, gdy symetria znika. Nie rozréznia ona takze wlasnosci ciat
o tej samej symetrii.

Wzoér strukturalny w sposéb naturalny ujawnia zupelnie nowe mozliwosci
poréwnywania i rozrézniania cial wedlug wlasnosci sprezystych.

Klasyfikacje cial sprezystych oparte na wzorze strukturalnym nie zostaly
jeszcze zbudowane. Tutaj ograniczamy sie do postawienia problemu i kilku ko-
mentarzy.

Oznaczymy przez F c T caly zbiér tensoréw o symetrii

oxC=C  dlakazdego o=(2134),(1243),(3412).  (11.1)

Jest to 21-wymiarowa podprzestrzen 36-wymiarowej przestrzeni 7. Przedmio-
tem naszych badan jest zbiér wszystkich cial sprezystych, tj. zbior G ¢ T wszyst-
kich mozliwych tensoréw sztywnoéci. Zgodnie z wymogiem nieujemnodci energii
sprezystej G sktada sie ze wszystkich nieujemnych tensoréw z F *,

w-C-w>0 dla wszystkich weS. (11.2)

Dla wygody zakladamy, ze i O e G" .

*G c F c T — przypis tlumacza.
“*Chodzi o O-orbity tensoréw C, por. tekst powyzej wzoru (2.4) — przypis ttumacza.



64 §11 O klasyfikacji materialéw sprezystych

Oczywiscie G ma nastepujace wtasnosci:
1) dla kazdych C1,C2€G i Cy+Cq€g,
2) dla kazdych CeG, a>0iaCeg,
3) dla dowolnego niezerowego C € G mamy —C ¢ G.

Innymi stowy, zbiér cial sprezystych tworzy stozek w podprzestrzeni F [15].

Uwaga 9. Nie nalezy uwazac, ze dla dowolnego C € F prawdziwa jest alterna-
tywa: C lub —C nalezy do G. ¢

Musimy wiec jako$ opisaé stozek G ¢ F. W rzeczywistoéci zadanie to moze
i powinno by¢ zawezone.

Przede wszystkim jest catkowicie jasne, ze musimy klasyfikowaé¢ materiaty
sprezyste (C) (orbity grupy O w T), a nie same ciala sprezyste C. Stozek G
sktada sie z materialéw. Zbidér materialéw sprezystych, tj. zbior orbit na
stozku G oznaczymy przez H. Ponadto przydatne jest zebranie materialéw w na-
stepujacych roztacznych klasach.

Bedziemy méwié, ze ciala C i C’ naleza do jednego typu sprezystego, jesli
ich systemy przestrzeni stanéw wtasnych (P, ..., P, i Pj, ..., P,) pokrywaja si¢
z doktadnoscia do pewnego obrotu.

Innymi stowy, typ sprezysty, do ktérego nalezy pewne cialo C o wzorze
strukturalnym

CZ)\1P1+...+)\pPp, (11.3)

to zbidér [C] skladajacy sie ze wszystkich cial sprezystych postaci
C'=0:Q*P1+...+2,Q*P, (11.4)

gdzie Q przebiega przez caly grupe O, a (x1,...,x,) przebiega przez wszystkie
mozliwe kombinacje p parametréw — dodatnich i parami réznych.

Zbiér materiatéw H dzieli sie na przecinajace sie typy sprezyste.

Jak widaé, typ sprezysty [C] jest p(C) parametrycznym zbiorem materialéw,
p(C) <6.

Najprostszy typ sprezysty sklada si¢ z idealnie sprezystych cial (10.1). Jest
to jedyny typ 1-parametrowy. W przestrzeni 7 ma on posta¢ promienia AI(**),
A> 0.

Kolejnym najprostszym typem sprezystym jest zbiér wszystkich izotropo-
wych cial sprezystych z niezerowym wspélczynnikiem Poissona. Jest to typ
2-parametrowy (10.6). W przestrzeni odpowiada mu kat prosty,

)\pIp-i—)\DID, )\p, /\D>07 (11.5)
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potozony na 2-wymiarowej ptaszczyznie izotropowych tensoréw z F. Wigzka
idealnych materialéw wydziela w tym kacie kat ostry Ap > Ap > 0, w ktérym
najwyrazniej znajduja sie wszystkie rzeczywiste ciala izotropowe (rys. 9).

e o

Q
v,

S C=ap A0,

(4s) _
149 =1, +1,,

NG

v=1
> >
Ap I,
1-2v
o= A
R

Rys. 9. llustracja graficzna dwuwymiarowej przestrzeni parametrycznej materiatléw
izotropowych. Skoéng linia zaznaczono material idealnie sprezysty, dla ktérego
wspolczynnik Poissona ma warto$é zerowa v = 0.

Zauwazymy, ze wszystkie pozostale typy sprezyste sa reprezentowane w F
zbiorami zakrzywionymi.

Zbiér wszystkich poprzecznie izotropowych cial sprezystych z zadanym
x = const sktada sie z 15 typow sprezystych: jednego 4-parametrowego, szesciu
3-parametrowych, siedmiu 2-parametrowych i jednego 1-parametrowego. Zbiér
wszystkich, w ogélnoéci, poprzecznie-izotropowych cial sprezystych sklada sie,
moéwiac umownie, z 15 - oo typdéw sprezystych, poniewaz x € [0,7/2).

Oczywiscie konieczne jest dalsze uszczegdtowienie podziatu zbioru ciat spre-
zystych. Mozna to zrobié¢ na rézne sposoby.

Mozna, na przykltad, zebraé¢ razem wszystkie typy sprezyste o tym samym
pierwszym wskazniku strukturalnym. Nazwiemy takie zbiory modami sprezy-
stymi. Mod sprezysty mozna po prostu utozsamiaé z pierwszym wskaznikiem
strukturalnym wchodzacych do niego cial sprezystych.

Bedziemy méwili, ze mod sprezysty (kj +...+k;) podlega modowi sprezystemu
(mq + ... + my), jesli t < u, przy czym k; albo sa réwne niektérym sposréd m,
albo sa ich sumami. Modow sprezystych jest ogétem 11. Schemat ich podpo-
rzadkowania jest pokazany na rys. 10. Mod B jest podporzadkowany modowi A,
jesli z A do B mozna przej$é¢ wedtug pokazanych strzatek. k-ty poziom schema-
tu sktada sie ze wszystkich materialéw z parami réznych wartosciach modutow
sztywnosci Aq, ..., Ak, przejscie z k-tego na (k — 1)-wszy poziom odbywa sie po-
przez zréwnanie wartosci dwoch modutéw spoérod Aq, ..., A przy strzatkach na
rys. 10 podano liczbe mozliwych zréwnan.
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anizotropia, sym. monokliniczna, ortotropia

<1+1+1+1+1+1>

| =

sym. tetragonalna

<1+1+1+1+2>

4/ \f
sym. trygonalna,

sym. cylindryczna

<1+1+1+3> <1+1+2+2>

s | 5 4 S

sym. kubiczna

<1+2+3> <1+1+4> <2+2+2>
1l 1 \ ls
izotropia
<3+3> <1+5> <2+4>

e T

materiat idealnie sprezysty
(wspot. Poissona v=0)
<6>

Rys. 10. Ilustracja graficzna klasyfikacji typow materialéw sprezystych ze wzgledu
na pierwszy indeks strukturalny, tj. ilos¢ i krotno$¢ liniowo niezaleznych
rzeczywistych moduléw sprezystosci. Takich typéw jest 11.

(Opisy klas symetrii oraz kolory i wytluszczenie strzalek dodane przez ttumacza.)

Mod sprezysty (6) jest, oczywiscie, jednym typem sprezystym [1(45)]. Mody
sprezyste na poziomach powyzej pierwszego sktadaja sie z nieskonczonej liczby
typow sprezystych. Na przyktad mod sprezysty (1 +5) sklada sie ze wszystkich
cial sprezystych

Cz)\ww®w+)\(1(43)—w®w), (11.6)

gdzie A\, A > 0, a w to ustalony dowolnie tensor symetryczny. Tutaj w i dowol-
ny tensor ortogonalny do w sa sprezystymi stanami wlasnymi. Ciala izotropowe
sa szczegblnym przypadkiem cial typu (1 +5), gdy

w=§1 5 wew=Ip. (11.7)
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Materialy tego samego typu sprezystego moga znacznie réznié¢ sie charak-
terem stanéw wilasnych i symetrig, poniewaz pierwszy wskaznik strukturalny
uwzglednia tylko wymiar przestrzeni stanéw wtasnych.

Inne metody klasyfikacji oparte na znacznie dokladniejszym uwzglednianiu
stanéw wlasnych wymagaja duzo bardziej subtelnych rozwazan, nad ktérymi
tutaj nie bedziemy sie¢ zatrzymywac.

Uwaga 10. W calym tym paragrafie przyjmowaliSmy, ze na cialo nie nato-
zono sztywnych wiezéw. Klasyfikacja ciat ze sztywnymi wiezami powinna by¢
przeprowadzona przy uzyciu tensoréw podatnosci S, dopuszczajac mozliwosé
réwnoéci zeru niektorych sposréd podatnosci )\i_l. ¢
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Przypomnimy na poczatku dwie fundamentalne definicje.

1. Grupg symetrii tensora p-tego rzedu A € T}, nazywa si¢ podgrupg Oa ¢ O
sktadajaca sie z tych Q € O, pod dziataniem ktérych A nie ulega zmianie,

Q+A=A.

2. Niech G c O bedzie podgrupa grupy O. Podprzestrzen P przestrzeni ten-
soréw p-tego rzedu T, nazywana jest G-stabilng, jesli dzialanie dowolnego
Q € G nie wyprowadza z P, tj. z A € P wynika, ze Q*A € P. Podprzestrzenie
G-stabilne i nie zawierajace G-stabilnych podprzestrzeni wlasnych nazywa
si¢ nieredukowalnymi. Rozklad Py, ..., P, przestrzeni T, = P1® ... @ P,
nazywa sie G-stabilnym, jesli wszystkie P; sa G-stabilne; w tym przypadku
‘P; sa parami ortogonalne wzgledem iloczynu skalarnego:

(A,B)-A-B=A4, ;B ;.

G-stabilny rozklad nazywa sie nieredukowalnym, jesli wszystkie P; sa
nieredukowalne.

Grupa symetrii sprezystej ciata nazwiemy, jak zwykle, grupe symetrii
Oc jego tensora sztywnosci C. Stosujac wzor strukturalny, otrzymujemy naste-
pujace twierdzenie o sprezystej symetrii:

Twierdzenie 11. Grupa sprezystej symetrii cialta jest rowna czesci
wspolnej grup symetrii jego projektoréw wlasnych

OC = Opl n... ﬂOpp . (12.1)

Dowéd. Niech wzoér strukturalny ciata C ma posta¢ C = \{Py +... + A\, P,
i niech
QeOp,n..nO0p,, tj. Q+P;=Py, (12.2)
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wtedy
Q*C:>\1Q*P1+...=)\1P1+...=C, (12.3)

tj. Q € Oc. Na odwrot, niech Q € Oc. Wtedy
)\1Q>€P1+... =)\1P1+... (12.4)

Poniewaz P, ... jest ortogonalnym rozktadem jedynki, zatem Q * Pq,... jest
ortogonalnym rozkladem jedynki, tj. po obu stronach réwnosci jest zapisany
materiatowy rozktad pewnego tensora sztywnosci. Poniewaz rozklad materiato-
wy jest jednoznaczny, zatem Q * P; =P; dlai=1,...,p. ¢

We wzorze symetrii (12.1) mozna, oczywiscie, opusci¢ jeden (doktadnie je-

den!) projektor

OC:OPl ﬁ...ﬂOPwl ﬂOP ﬂ...ﬂ@pp, (12.5)

v+l

poniewaz P, = I4) - (P + ...+ P,1 + Pyyp + ..+ P,) i Q» I = 1U49) dla
dowolnego Q € O.
Zilustrujemy to twierdzenie prostym, ale waznym przyktadem.

Przykltad. Rozwazymy cialo typu (1 +5), tj.
C= wow+XI%-wew). (12.6)

Zgodnie z (12.5) symetria sprezysta tego ciala jest opisywana bardzo prostym
wzorem:

Oc = Owsw- (12.7)
Ta grupa sklada sie ze wszystkich Q € O, spelniajacych rownanie
Qrx(wew)=Q+weQ+w=wew, (12.8)
tj.
Q+w=QuwQT =zw. (12.9)

Znak ,minus” w tym wzorze jest mozliwy tylko wtedy, gdy w jest czystym
Scinaniem. Rzeczywiscie, jedli Q » w = w, to

det(w) = det(Q * w) = —det(w),
(12.10)
tr(w) =tr(Q * w) = —tr(w),

tj.
: det(w) =tr(w) = 0. (12.11)
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Wyrazimy w przez wektory wtasne 1, m, n i wartosci wtasne a, b, c,

w=al®l+bme®m+cnQ®n,
(12.12)
a2+b?+c2=1.

W przypadku (12.11) jedna z wartosci wlasnych, powiedzmy ¢, jest réwna zeru
i mamy
Lo 0 (12.13)
a=—, =——, c=0. .
V2 V2
Teraz, jesli w nie jest czystym $cinaniem, to grupa symetrii sprezystej jest
po prostu réwna grupie symetrii sprezystego stanu wlasnego w

Oc = Ow. (12.14)

W ogélnym przypadku, gdy a # b # ¢ # a, wéwczas O, jest grupa symetrii
tréjosiowej elipsoidy, tj. Ow = Daop, 1 wtedy ciato jest ortotropowe. Osiami
ortotropii sa osie tensora w. Jesli a = b # ¢, to ciato jest poprzecznie izotropowe
z osig n, a jedli a = b = ¢, to cialo jest izotropowe.

Jesli stan wlasny w jest czystym Scinaniem

1
V2
to wszystkie rozwigzania Q réwnania (12.9) stanowia grupe symetrii piramidy

o podstawie kwadratu z osia n, O¢ = Dy, (symetria tetragonalna).
Rozpatrzymy szersza klase ciat

w=—(el-mem), (12.15)

C=)\ww®w+)\7'r®'r+)\’(1(4s)—w®w—ft®fc). (12.16)
Wskazniki strukturalne sg tutaj rowne
(1+1+4), [3+6+3]. (12.17)
Wzér symetrii (12.5) ma postaé
Oc = Owew N Oz (12.18)

Jedli tylko stany wlasne w, T nie maja zadnych wspélnych wektoréw wlasnych,
to przeciecie to jest trywialne, a cialo jest calkowicie asymetryczne (symetria
tréjskosna). Ten przyklad ilustruje szybka utrate symetrii sprezystej, gdy struk-
tura staje sie bardziej ztozona.
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Wréémy do ogdlnego twierdzenia 11. Stawiamy nastepujacy problem:

wyznaczy¢ wszystkie sprezyste stany wlasne wszystkich cial sprezy-
stych, ktére sg symetryczne wzgledem zadanej podgrupy G c O, tj.
spelniajacych zalezno$é:
G c Oc. (12.19)
Innymi stowy, méwimy o wyznaczeniu wszystkich sprezystych stanéw wtasnych
krysztalow o zadanej symetrii G.
Twierdzenie o symetrii sprezystej (12.1) sprawia, ze problem ten jest nie
tylko zauwazalny, ale takze jest calkowicie rozwiazywalny dla wszystkich krysz-

taléw. Przede wszystkim zauwazamy, ze zgodnie z tym twierdzeniem powyzszy
problem mozna przeformulowaé w nastepujacy sposob:

znajdz wszystkie ortogonalne rozktady jedynki
Pi+.+P, =14 )<, (12.20)

niezmiennicze wzgledem zadanej podgrupy G c O, tj. spelniajace
relacje

G c Op, dla wszystkich i=1,...,p. (12.21)

Po rozwiazaniu tego problemu tatwo uzyskamy ogdlna postaé tensoréw sztyw-
nosci C dla rozwazanych cial.
Ponadto, nie trudno jest udowodnié¢ nastepujacy lemat.

Lemat 3. Projektor ortogonalny P na podprzestrzen P c S jest
symetryczny wzgledem G, tj. G ¢ Op, wtedy i tylko wtedy, gdy P
jest G-stabilne.

Dowdéd. Niech G ¢ Op. Wezmy dowolne Q € G i w € P. Poniewaz P-w = w,
zatem

P (Qrw)=(Q+P)-(Q+w)=Qx(P-w)=Q+w, (12.22)

tj. rowniez Q * w € P. To znaczy, ze P jest G-stabilne. Na odwrdt, jesli P jest
G-stabilne, tj. dla dowolnych Q € G, w € P oraz Q » w € P, to

Qrw=Qx*(P-w)=(Q+P)-(Q*w), (12.23)

t.
(Q+P)-t=7 dla dowolnego TeP. (12.24)
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Poniewaz ortogonalne dopelnienie P! takze jest G-stabilne, to dla dowolnego
1 e Pt mamy Q7 + e Pt i dlatego

(Q*P)-u=(Q+P) - [Q+(Q"+w)]=Q+[P-(Q" +p)]=0.  (12.25)

Z (12.24) i (12.25) wynika, ze Q * P jest projektorem na P, Q + P = P, tj.
Q eOp. ¢

Udowodniony lemat ogranicza problem znalezienia wszystkich niezmienni-
czych wzgledem G rozkladéw jedynki do problemu znalezienia wszystkich
G-stabilnych rozktadéw przestrzeni S. Ale wszystkie takie rozktady beda zna-
ne, jesli znajdziemy wszystkie nieredukowalne rozktady. Wobec tego zadanie
znalezienia wszystkich sprezystych stanéw wlasnych krysztaléw o za-
danej symetrii G jest rOwnowazne nastepujacemu prostemu zadaniu:

uzyska¢ wszystkie nieredukowalne G-stabilne rozktady
S=Pie.0P,. (12.26)

Gdy tylko zostana one znalezione, prawo Hooke’a jest okreslone wzorem (3.27).

Jesli G = O, to zadanie jest trywialne. Rzeczywiscie, jedynym niereduko-
walnym O-stabilnym rozkladem S jest rozkiad na sume przestrzeni tensordéw
sferycznych P i przestrzeni dewiatoréw D, tj. rozklad (10.3), skad bezposrednio
wynika (10.6). To zdanie jest by¢ moze rekordowo kréotkim wyprowadzeniem
prawa Hooke’a dla ciala izotropowego (patrz na przyklad [25]).

Zwrocimy jeszcze uwage na nastepujacy fakt, ktéry znacznie utatwia znale-
zienie przestrzeni sprezystych stanéw wtasnych krysztatow.

Twierdzenie 12. Niech P bedzie przestrzenia wszystkich odpowia-
dajacych modutowi sztywnosci A\ sprezystych standéw wlasnych cia-
ta C, symetrycznego pod wzgledem wtasnosci sprezystych wzgledem
grupy G. Rozwazymy liniowa powloke G-orbity tensora w € P

R(w) = Lin(G * w). (12.27)
Dla dowolnego w € P zachodzi wiec
R(w) cP. (12.28)
Jedli P jest nierozkladalna, to

P =R(w). (12.29)
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Dowdd. Dowolny tensor & € R ma postaé

a=a1Q1 * W +... +apQp * W, (12.30)
gdzie Q; € O. Poniewaz

Cw=\w, Q+C=C, (12.31)

zatem
C-ax=a1C-(Qr+w)+...=

=a1(Q1*C)- (Qr*w) +... =
=a1Q1*(C'w)+...:

(12.32)

:)\[alQl *(U+...]:)\0(,

tj. @ € P, co dowodzi (12.28). Jedli P jest nierozkladalny, to P = R(w), ponie-
waz R(w), oczywiscie, jest G-stabilne. ¢

Na przyklad przestrzen dewiatorow D mozna zapisa¢ w postaci
D =Lin(O * 1), (12.33)

gdzie T jest dowolnym ustalonym $cinaniem!
W pracy [24] postawiony problem (12.26) zostal rozwiazany dla wszystkich
krysztaldw.
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Czytelnik, ktéry mial cierpliwosé, aby przesledzi¢ prezentowany wyktad do
tego miejsca, oczywiscie rozumie, ze mozna go odgrywaé z innym gléwnym
bohaterem.

Rozwazymy pltyniecie sztywno-plastycznych anizotropowych cial z kwa-
dratowym potencjalem plastycznym (patrz na przyklad [26])

2¥(c)=0-H-o0. (13.1)

Prawo plyniecia ma postac:
6=X0s¥=\H-o0, (13.2)

gdzie 6 = %(Vv +Vv?) jest tensorem predkosci deformacji, v jest polem pred-
kosci czastek”®
og-8
A=——20. (13.3)
c-H-o
Wystarczy zauwazy¢ co nastepuje:

Tensor anizotropii plastycznej H ma doktadnie taks sama wewnetrz-
na symetrie jak tensor sztywnosci C* *,
Hijii = Hjirl = Hyij-
7 tego powodu wszystkie podstawowe wzory tej pracy obowigzuja

rowniez dla tensora H. Zwracamy uwage tylko na te najwazniejsze. Wzory
strukturalne dla tensora H maja postac:

1 1
H=—=5Pi+..+ 5P, =
B k2P
| , (13.4)
=?w1®w1+...+k7ww®ww,
I VI

“Poprawiono blad typograficzny we wzorze (13.3) zamieniajac € na 8 — przypis tlumacza.
**H stanowi raczej odpowiednik tensora podatnoséci S — przypis tlumacza.
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gdzie wr, ..., Wyg sg plastycznymi stanami wlasnymi rozpatrywanego ciata,
a ki, ..., kyr sa granicami plyniecia plastycznego.
Kwadratowy warunek plyniecia dla ciala z dowolng anizotropia

ccH-o=1 (13.5)

otrzymuje nastepujaca postac:

(@)2+ +(@)2_1 (13.6)
o) () = .

0,=Py-0 (13.7)

wyraza istote rzutu tensora naprezenia na przestrzenie plastycznych stanéw
wlasnych Py, a = 1,..., p. Jedli wykorzystamy wielkosci o = o-w g, K =1,..., VI
to warunek plyniecia plastycznego mozna zapisa¢ w postaci

(u) (u)l (13.8)
Ky - '

kv
Zbiér stalych, opisujacych w najbardziej ogélnym przypadku pty-
niecie plastyczne ciata z kwadratowym warunkiem ptyniecia i sto-
warzyszonym z nim prawem plyniecia bedzie skladat sie z 6 granic
plastycznosci, 12 dystrybutoréw plyniecia i 3 katéw orientacji
wzgledem laboratoryjnego uktadu wspétrzednych.

gdzie

W szczegdlnych przypadkach liczba statych sie zmniejsza.

Na przyktad, dla ciala poprzecznie izotropowego liczba statych wynosi 5:
kl) k27 k37 k47 SO (139)

(por. (10.41)), gdzie k; to granice plyniecia, a ¢, 0 < ¢ < 7/2, to dystrybutor
plyniecia. Kwadratowy warunek ptyniecia dla poprzecznie-izotropowego ciata
bedzie mial, z uwagi na (10.48) i k1 = krv, kv = kyi nastepujaca postac:

ki% [(011 +099)sin(y) + V2033 (:os(go)]2 +

+ iz [(011 +092) cos(p) - V2033 Sin(@)]z + (13.10)
ky

1 1
+ —2(0'%3 + 0'33) + o) [(0'11 —0'22)2 + 0'%2] =2.
k3 k4
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Dla ciala izotropowego zgodnie (10.6) otrzymujemy

1 1

Warunek plyniecia (13.6) przyjmuje postaé
2 2
(0—7’) + (U—D) - 1. (13.12)
kp kp

Jedli zalozymy, ze zadne ci$nienie hydrostatyczne nie moze prowadzi¢ do pty-
niecia plastycznego, to nalezy przyjaé

1
— =0. 13.13
= (13.13)
Wtedy otrzymamy:
opl? = kp, (13.14)
1
H=_—1Ip, (13.15)
kD
5@ )]
6= 12 op. (13.16)
D

Jest to zwykly wariant teorii ciala sztywno-plastycznego z warunkiem ply-
niecia Hubera-Misesa, gdzie kp/v/2 oznacza granice plastycznoéci dla $cinania.
Narzuca sie nastepujace uogoélnienie teorii plyniecia z kwadratowym poten-
cjalem (13.1), (13.2), (13.4), (13.5). Wezmiemy ustalony z géry materiatlowy

rozklad jedynki
Pi+..+P, =109, (13.17)

wprowadzimy projekcje
O=01+..+0,, 0,=P, 0, (13.18)
i przyjmiemy warunek ptyniecia w postaci
oo <k2, a=1,..,p. (13.19)

Stowarzyszone prawo plyniecia ma tutaj postac

P
5= AaOa, (13.20)
a=1
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gdzie
Ao =0 dla kazdego |04 < kq. (13.21)

Laczac odpowiednio (2.1) z (13.2), otrzymamy teorie cial sprezysto-ideal-
nie-plastycznych. Tutaj powstaje pytanie, jaki jest zwiazek pomiedzy C i H,
tj. zwiazek pomiedzy wlasnoSciami sprezystymi i plastycznymi. Najprostsza
szczegblna hipoteza jest to, ze C i H maja wspdlne stany wlasne.

Nie bedziemy ktopotaé czytelnika dalszymi oczywistymi zastosowaniami opra-
cowanych przez nas pomystow, na przyktad w zakresie lepkosprezystosci.

Zamiast tego zwrocimy uwage na nastepujaca nietrywialng mozliwo$é uogol-
nienia naszego podejscia do sprezystoéci nieliniowej. Jedna z prostych, ale nie-
zwykle powszechnych, klas nieliniowych cial sprezystych jest klasa

0=C(¢) ¢, (13.22)

gdzie
C(e)=M(e)P1+...+ X, (e)P,, (13.23)

przy czym projektory P,, stanowia aprioryczny materialny rozktad jedynki
Pi+..+P, =104, (13.24)

niezalezny od ¢. Wydaje mi sie, ze ten przypadek bedzie realizowany dla ma-
lych deformacji fizycznie nieliniowych cial sprezystych. Stany wlasne
w (13.23) sa ustalone i tylko moduly sztywnosci zaleza od odksztalcenia.

Na podstawie (13.22) i (13.23) mozna, najwyrazniej, skonstruowaé niezly
wariant teorii matych odksztalcen sprezysto-plastycznych.

W szczegdlnym przypadku dla izotropii p = 2, Py = Ip, Py = Ip (patrz (10.6))
bedzie to teoria Hencky’ego—Iljuszyna.

Zwiazek (13.22) i (13.23) pomiedzy o i € nazwiemy quasi-liniowym.
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Zastanéwmy sie nad niektérymi otwartymi problemami.

1. Proponowane podejscie jest skoncentrowane przede wszystkim na opisie te-
go ,jak jest zbudowane” ciato sprezyste. Bedzie ono, w oczywisty sposob,
przydatne przy badaniu ogélnych jako$ciowych probleméw teorii sprezy-
stodci cial anizotropowych. Mozemy réwniez oczekiwaé jego skutecznosci
w przypadku niektérych problemoéw brzegowych. Jesli wykorzystamy peten
rozklad o po sprezystych stanach wlasnych (5.9), to réwnanie ruchu mozna
zapisa¢ w nastepujacej postaci

diV(O’IwI + ...+ UVIwVI) + pb =pa,

gdzie b to natezenie sit masowych, a to przyspieszenie. Jesli wg sa jedno-
rodne, to rownanie ruchu wyrazone w naprezeniach ma postac

wWiVoy + ... + WyrVoyr + pb = pa,

gdzie Vog oznacza gradient skalarnego pola o = o - wg. Podstawiajac
tutaj prawo Hooke’a w postaci (5.11) i uzywajac zwiazku ex z wektorem
przemieszczenia u

EK =€ - WK =Wk -Vu,

otrzymamy réwnania ruchu wyrazone w przemieszczeniach.

2. Wracajac do gtéwnego tematu naszych konstatacji, nalezy zauwazy¢, ze suk-
ces w ich zastosowaniu bedzie, jak sie zdaje, determinowany postepem prac
w dwoch kierunkach:

a) w opracowywaniu podej$¢ teoretycznych laczacych ujawniona struktu-
re matematyczng ciala sprezystego, opisywang jego sprezystymi stana-
mi wlasnymi i modutami sztywnosci ze strukturg fizyczna, opisywana,
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powiedzmy, w przypadku kompozytéw, stalymi materiatlowymi kompo-
nentéw, charakterystykami geometrycznymi ich wzajemnego polozenia,
parametrami styku i polaczenia itp.;

b) w opracowaniu efektywnych i ekonomicznych procedur eksperymental-
nych okreslania standéw wlasnych sprezystosci i modutéw sztywnosci bez-
posrednio z testow makroskopowych, z wykorzystaniem rozwigzan stan-
dardowych probleméw brzegowych.

3. Fizyczna realizacja spektralnego twierdzenia teorii operatoréw liniowych
w postaci wzoru strukturalnego ciata sprezystego moze by¢ stosowana przez
matematykow jako doskonata ilustracja, tak jak powiedzmy, ptaskie prze-
plywy plynu niescisliwego stuza jako ilustracje teorii odwzorowan konfor-
malnych.

7Z przyjemnoscia wyrazam glebokie uznanie dla kierownictwa Akademii Nauk
ZSRR i Instytutu Probleméw Mechaniki za zapewnienie warunkéw, dzieki kto-
rym mozna byto ukonczy¢ te prace. Praca byla omawiana na seminariach w In-
stytucie Probleméw Mechanicznych Akademii Nauk ZSRR, na wydziatach teorii
sprezystosci i teorii plastycznosci na Uniwersytecie Moskiewskim, w Instytucie
Krystalografii Akademii Nauk ZSRR, a wczesniej w Instytucie Podstawowych
Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk. Jestem wdzieczny kierownikom
tych seminariow A.Yu. Iszlinskiemu, A.A. Iljuszynowi, V.D. Kljusznikowowi,
V.L. Indenbomowi, W. Szczepiniskiemu oraz wszystkim uczestnikom dyskusji za
rzeczowe i przyjacielskie komentarze. Jestem wdzieczny za przyjazne zaintere-
sowanie uzyskanymi wynikami przez moich wspotpracownikéw A. Blinowskiego
i J. Ostrowskiej.

Warszawa, 1969 r. — Moskwa, 1983 r.



Dodatki

Dodatek A. Tensory euklidesowe

W mechanice osrodkéw cigglych, z wyjatkiem niektérych specyficznych ob-
szaréw (relatywistyczna mechanika osrodkéw ciaglych, kontynualna teoria dys-
lokacji itp.), wykorzystuje si¢ tylko tensory euklidesowe. Zwrécimy uwage na
niektére najwazniejsze punkty ich teorii algebraicznej, nie zawsze wyraznie po-
strzegane przez uzytkownikéw tak zwanego ,rachunku tensorowego”, reduko-
wanego czesto do, po prostu, zonglerki indeksami.

Tensory euklidesowe p-tego rzedu to elementy p-krotnego iloczynu tensoro-
wego [[-111]

T,=E®..0F, (A.1)

|
p razy

gdzie F to pierwotna euklidesowa przestrzen wektorowa, ktora przyjmujemy
jako 3-wymiarowa; dla p = 0 sg to liczby, dla p = 1 wektory a, z samej prze-
strzeni . Innymi stowy, T}, jest liniowg przestrzenig, w ktorej baze stanowi 3P
tensoréw prostych

e ®..0e, Tyeyj =1,2,3, (A.2)

gdzie e; stanowi baze w E, a symbol mnozenia tensorowego ® ma witasnosé
wieloliniowosci. Kazdy tensor A € T}, mozna zatem przedstawi¢ w postaci

A=A"Je®..0e;. (A.3)

Wszystkie zwyczajne zasady przeliczania reprezentacji A*7 tensora A z jednej
bazy do innej wynikaja z tego wzoru.

W przestrzeni 7, dziala grupa automorfizméw przestrzeni F, tj. grupa or-
togonalna O 3-wymiarowej przestrzeni. Dla dowolnego takiego odwzorowania
Q € O przeksztatcajacego wektor a w wektor Qa i dla dowolnego tensora A €T},
mamy

A QxA, (A.4)
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gdzie Q* jest operacja liniowa okreslona dla tensoréw prostych zgodnie ze wzo-
rem

Q*x(a1®...93,) =Qa; ®...9 Qa,. (A.5)

W T, dziala takze grupa permutacji X poczatkowych liczb naturalnych 1, ..., p.
Dla dowolnej permutacji o € ¥ i dowolnego tensora A €7}, mamy

A->oxA, (A.6)

gdzie ox jest operacja liniowg zdefiniowana na tensorach prostych zgodnie ze
wzorem

ox(a;®...0a,)=a,1)®...® a (A.7)

o(p)

W zbiorze wszystkich tensoréow euklidesowych wszystkich rzedéw wprowadza
sie tak zwane dzialania tensorowe, tj. odwzorowania niezmiennicze wzgledem
dzialania (A.4).

Dla dowolnego dzialania tensorowego

(Al, ...,As) - f(Al, ...,As),

gdzie
AiETp, i=1,...,$, f(Al,...,AS)ETp,

z definicji spelniona jest tozsamo$é

f(Q * Al?"'7Q >eA'S) = Q * f(Ala"‘vAS))

dla dowolnego Q € O. Innymi stowy, kazde dzialanie tensorowe jest z definicji
funkcja izotropowa. Na przyktad, dla

f(C,w)=C-w,
3:27 p1:47 p2:27 p:27

mamy
(Q+C)- (Q+w)=Q+(C-w).

W szczegdlnosci w T, wprowadza si¢ rézne operacje, ktére definiujg struk-
tury niezmiennicze wzgledem (A.4). Na przyktad w T, wprowadza sie operacje
(w, T) > wr, wzgledem ktorej Th jest pierscieniem. Dogodnie jest w dowolne;
przestrzeni T),, wprowadzi¢ operacje

(A, B) > A-B (A.8)
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z definicji biliniowg i zdefiniowana dla tensoréw prostych wzorem
(a1®...®a,) (b1 ®...9b,) =(a;-by)...(ay-by), (A.9)

gdzie a-b oznacza iloczyn skalarny w E. Natychmiast mozna sprawdzié, ze jest
to operacja biliniowa:

1) symetryczna, A-B=B-A,
2) dodatnio okreslona, A-A >0 dla A #0,
3) niezmiennicza wzgledem grupy O

(Q*A)-(Q+B)=A-B.

Innymi stowy, (A.8) okazuje si¢ poprawnie zdefiniowanym iloczynem ska-
larnym, niezmienniczym wzgledem O. Przestrzen T, z iloczynem skalarnym
(A.8) jest 3P-wymiarowsq przestrzenig euklidesowg. Ta struktura w 7}, jest
w pelni zgodna (z uwagi na trzecia z wymienionych powyzej wtasnosci iloczynu
skalarnego) ze struktura p-krotnego iloczynu tensorowego’.

Zawezajac iloczyn skalarny do pewnej tensorowej (tj. stalej wzgledem O, [I])
podprzestrzeni S ¢ T}, otrzymamy przestrzen euklidesowg nizszego wymiaru,
zgodna ze struktura tensorowa.

Uwaga. lloczynu skalarnego « - 3 w 75 nie trzeba zmienia¢ przy przejsciu
do podprzestrzeni tensoréw symetrycznych S c Ts, tak samo jak nie trzeba, na
przyklad, zmieniaé¢ iloczynu skalarnego 12 + y1ys + 2120 w R> prazy przejéciu,
powiedzmy, na dwuwymiarowa plaszczyzne x = y. Wtedy x122 + Y192 + 2122 =
2x1x9 + 2122 = £1€2 + 2129, gdzie € = V2 = \/§y Ten przyktad dobrze wyjadnia
sproblem z dwdjkami” we wzorze &- B = a1111 + Q22022 + g3 P33 + 2(12512 +
a13013 + 23323). ¢

Zwrocimy jeszcze uwage na nastepujacg okolicznosé, catkowicie pomijang
przy klasycznej prezentacji teorii tensoréow. W wielu przypadkach wygodnie
jest przeprowadzi¢ nastepujace identyfikacje:

T,=T; ®..9T,, P=q1+ ... + Qs (A.10)
Zilustrujemy to na przykltadzie tensoréw czwartego rzedu. Tutaj

T,=T1T1T1®T1=T113=T38T) =T> @ T5. (A.ll)

"Oczywiscie (A.8) nie jest jedynym iloczynem skalarnym, ktéry jest niezmienniczy w T,
wzgledem O, por. §4.
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WeZmy baze e; € E. Oczywidcie, zbiér e; ® e; ® e, bedzie bazg w T3. Mozemy
jednak uzyé¢ w Ty jako bazy dowolnego liniowo niezaleznego uktadu 3 = 27
tensorow trzeciego rzedu Egx, K =1,...,27. Wtedy zbiér 81 tensordéw

e, ®Er, i=1,2,3, K-=1,..21,

bedzie (z samej definicji iloczynu tensorowego U ® V' skonczenie wymiarowych
przestrzeni liniowych U, V') baza w Ty = T1 ® T3, tj. dowolny tensor czwartego
rzedu mozna przedstawi¢ w postaci

27
A=) axe ®Eg (A.12)
K=1

(dorozumiane jest sumowanie po ).
Jedli z kolei w T, bedzie przyjeta baza, wg, K =1,...,9 to zbiér 81 tensordéw

W Wy, K, L=1,..9, (Al?))

rowniez bedzie dobra baza w Ty, tj.

9
A= Z O WK Q@ Ay, (A.14)
K, L=1

Te wzory obowiazuja z odpowiednimi skréceniami przy mnozeniu tensoro-
wym podprzestrzeni tensorowych, na przyklad dla 7 =S ® S, w gléwnej czesci

pracy.
Uwaga. W kartezjanskim zapisie indeksowym wzory (A.12), (A.14) maja po-
stac:

27
Aiji = ), aix Excj, (A.12h)

K=1

9
Aijin = ), aKLWKij ® WLk (A.141)
K, L=1
Tensory z

Tpq=Tp® 1 (A.15)

mozna utozsamic¢ z liniowymi odwzorowaniami przestrzeni 7, w przestrzen T,.
Wprowadzimy dziatanie
(L,A)—>L-A, (A.16)
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gdzie L € Ty, 4, A € T, L - A € T,, jako biliniowe, zdefiniowane dla tensoréw
prostych wzorem

(a1®...0a,0a,,1®...0a,.4) (b1®...0by) =

A7
= (ap+1 - bps1).-(Apig - bpig)(a1 ® ... ® ay). ( )

Zatem dla kazdego odwzorowania liniowego [ : T — T, istnieje doktadnie jeden
tensor L € T},,4, taki ze dla dowolnego A € Tj,

I(A)=L-A. (A.18)
Jesli Ex, EY to dwie bazy w T, q» ZWigzane relacjami

Eg -E" = 6%, (A.19)
to specyficzny tensor L, realizujacy odwzorowanie liniowe [, mozna wyrazié¢

wzorem
34

L= I(Ex)®EX. (A.20)
K=1
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Dodatek B. Tensory blokowo-symetryczne jako odwzorowania
liniowe

Podczas wyktadow z mechaniki materialow, ktére wyglositem w pazdzierni-
ku 1969 r. na Wydziale Mechaniki i Zarzadzania Politechniki Leningradzkiej,
moéwitem ([11], s. 54):

»,Zwrécimy uwage na nastepujacag mozliwos¢é opisania wtasnosci dowolnej
przestrzeni tensoréw parzystej walencji T5,. Mozemy rozpatrywac t¢ przestrzen
jako T, ® T}, i uzna¢ T}, za euklidesowg przestrzen wektorowa o wymiarze n?.
Wtedy L € T3, mozna traktowac jako liniowe odwzorowanie T), w siebie

AcT,->L-AcT,

i stosujac wigkszos¢ poprzednich twierdzen z zamiang 11 = £, na T}, i T3 na Ty,.
Na przyklad, dla tensoréw z Ty, z symetria

oxL=L,
gdzie
o=(p+1,...,2p,1,...,p) € Egp

(w kartezjanskim zapisie indeksowym L; . jp g =Lp .. qi.. j, gdzie kazda elipsa
zastepuje p — 2 indeksy), otrzymujemy rozklad widmowy,

nP
L= 1L, l(z) ® l(z) , (B.l)
i=1

gdzie
Loy €T, Lay L) =04y )
Wzér (B.1) stanowi podstawe calej naszej pracy. Wzér strukturalny (3.39)
jest szczegblnym przypadkiem (B.1) dlan =3 1ip = 2. Uzylem tego szczegdlnego
przypadku do opisania prawa Hooke’a, co wzbudzilo wielkie zainteresowanie
Anatola Isakowicza Lurie. Niestety, nie dotrzymalem danej mu obietnicy szyb-
kiego wydrukowania.
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Dodatek C. Podejscie macierzowe

W fizyce krysztatéw zastuzong popularnoscia cieszy sie macierzowa metoda
zapisu prawa Hooke’a (patrz np. [6, 10]). Zazwycza] stosuje sie nastepujacy
schemat w celu zastgpienia tensoréw naprezenia i odksztalcenia liczbowa re-
prezentacja wektorowa:

01=011, 02=022, 03=033,

(C.1)
04 =023, 05=013, 06=012,
i
€1 =¢€11, €2 = €&22, €3 = €33, (C 2)
€4 = 293, €5 = 2¢13, €6 = 2¢€12, '
Prawo Hooke’a ma wtedy postaé
O'a:Caﬂeﬁ, a,ﬁ:1,...,6, (03)
gdzie
Caﬁ réwne Cijkl (04)

przy odpowiedniej zmianie indekséw. Ostrzegamy, ze problem na tensory wta-
sne (2.8) nie jest problemem na sze$¢ pierwiastkéw macierzy Cyg, poniewaz
prawa transformacji (C.1) i (C.2) sa rézne. Aby przeksztalcié¢ (2.8) w problem
macierzowy, nalezy wzigé¢ dla dowolnego tensora « € S odpowiedniki

a1 = aqy, Q2 = (92, Qa3 = (33,
0445\/50123, 0155\/50113, aﬁz\/i()élQ.

Macierz otrzymang z macierzy Cjji; oznaczymy przez Ckp, K,L=1,...,6. Wte-
dy (2.8) jest réwnowazne

6
Z CKL wy, = /\wK, (05)
L=1

K =1,...,6, tj. macierzowy problem na wektory wlasne i wartosci wlasne*.

Oczywiscie w tym przypadku nalezy sprawdzié, czy wszystko tutaj ma odpo-
wiednig niezmienniczo$¢ wzgledem obrotéw w rozwazanej przestrzeni, ale tak
wladnie jest. Nie bedziemy sie zatrzymywaé na uzyskaniu w ten sposob bardzo
nieprzejrzystych wzoréw.

Uwaga. Jak mnie poinformowano na seminarium w Instytucie Krystalografii
Akademii Nauk ZSRR, wartoéci wlasne macierzy Ck byly rozwazane w nie-
publikowanej rozprawie K.S. Aleksandrowa.

*Usunigto blad w oryginalnym wzorze (C.5), gdzie niepoprawnie wystepowalo sumowanie
po dwdch indeksach K i L — przypis ttumacza.
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Rozszerzony komentarz do polskiego przektadu
Andrzej Ziotkowski

Przypis 1
Ad. §1. Uwagi wstepne, sekcja Notacja, s. 3 — Izotropowe tensory
czwartego rzedu.

W raporcie w dominujacym stopniu jest stosowany zapis absolutny (bez-
indeksowy), jednak samodzielne powtérzenie dowodéw sformulowanych w ra-
porcie twierdzen, jak réwniez ewentualne wykonywanie obliczen analitycznych
i/lub numerycznych wymaga wykonywania operacji na sktadowych tensoréw,
a zatem bieglego postugiwania si¢ zapisem indeksowym. Bardzo pomoce w tym
rzemio$le jest rozpisanie, zobrazowanie graficzne i poznanie wlasnosci jednostko-
wych (izotropowych) tensoréw czwartego rzedu czesto wykorzystywanych, jako
generatory roéznych podprzestrzeni, operatoréw, projektoréw — tensoréow jed-
nostkowych réwniez w tym sensie, ze sg one sumami permutowanych iloczynow
tensorowych tensora jednostkowego drugiego rzedu (1, ~6;5).

Definicja P1.* Tensory kartezjanskie to takie tensory euklidesowe (por.
dodatek A, Raportu), dla ktérych sa przyjmowane prostokatne uktady wspdl-
rzednych, tj. bazy ortonormalne. Tylko takie tensory sg tutaj rozpatrywane. Na
przyktad dowolny kartezjanski tensor drugiego rzedu generowany przez wektory
3-wymiarowe] przestrzeni euklidesowej zawsze mozna przedstawi¢ w postaci:

w = Z wij €; ® €j, weT,, e eks,
ij=1.2,3 (P.1)
{ei}, ei-ej=6;; {ei®e;}, (e;®e)) (e ®e€)=0idj; 1,7,k 1=1,2,3,

gdzie w oznacza tensor drugiego rzedu, zbiér trzech wersoréw {e;} stanowi
ortonormalng (kartezjanska) baze 3-wymiarowej euklidesowej przestrzeni wek-
torowej E3 generujacej przestrzen tensoréw drugiego rzedu Th (przestrzen eu-
klidesowa to przestrzen liniowa ze zdefiniowana operacja iloczynu skalarnego),
zbiér 9 diad {e; ® e;} stanowi baze ortonormalng przestrzeni Tb. Wspolczyn-

*W dodatku od tlumacza wszystkie definicje, twierdzenia i powotlania na Zrédia sa dla
rozréznienia oznaczone dodatkowo litera P — przypis redakcji.
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niki w;; (macierz 3 x 3) to sktadowe reprezentacji tensora w w bazie tensorowe;
€e; ®e;.

Warto zwréci¢ uwage, ze tensor, ktéry formalnie, matematycznie zdefinio-
wany jest jako pewna struktura algebraiczna, przy jego wykorzystaniu do opisu
rzeczywistych zjawisk fizycznych, moze by¢ i wygodnie jest go interpretowad,
jako pewien obiekt geometryczny (podobnie jak punkt, prosta czy plaszczyzne),
niezmienniczy w tym sensie, ze niezalezny od sposobu jego opisu — tj. od wybo-
ru bazy (ukladu wspélrzednych) przestrzeni wektorowej generujacej przestrzen
tensorowa, do ktérej dany tensor nalezy (tutaj E3), por. na przyklad rozdzial 2
w ksiazce Stanistawa Golaba [P5]. W $wietle takiej interpretacji jasne staje sie,
ze tensor stanowi zintegrowana (nierozdzielna) calo$¢ sktadajaca sie z reprezen-
tacji tensora i bazy tensora, w ktorej ta reprezentacja zostala rozpisana, por.
definicja (P.1);. Rozpatrywanie wylacznie reprezentacji tensora — na przyklad
macierzowej w oderwaniu od bazy, moze prowadzi¢ do blednych wnioskéw, co
szerzej omdwiono w przypisie 3.

Uwaga. Wszystkie przedstawione w przypisie 1 reprezentacje (macierzowe)
omawianych tensoréw, o ile wyraznie nie wskazano inaczej, zostaly rozpisane
w bazie e; ® e;, por. (P.1)3.

W dodatku A moéwi sie o grupie permutacji dziatajacej w przestrzeni tensoro-
wej T, (na tensorach rzedu p), samo za$ dzialanie permutacji jest zdefiniowane
wzorem (A.7) jako operacja liniowa. Funkcjonalno$é tego dziatania wydaje sie
znaczgeo niedoceniana w literaturze przedmiotu. Ze wzgledu na znaczenie, ja-
kie operacja permutacji ma dla prezentowanych ponizej rozwazan, jej definicja
i wlasnoéci zostang omdéwione szerzej.

Definicja P2. Permutacjg ox tensora A nazywamy odwzorowanie liniowe
okreslone nastepujacym opisem:

oxA: A=A12._,pel ®ex®..8e, >0 X A=A12mpea(1) ®eg(2) ®..0e€
o=(o(1)...0(p)), A, oxAceT,

a(p)»

(P.2)
gdzie o(1),0(2),...,0(p) stanowi zadana permutacje p pierwszych liczb natu-
ralnych 1,2,...,p, za§ A12 .., oznaczaja skltadowe tensora A rzedu p w bazie
tensorowej e ® €2 ® ... ® e,. Permutacja tensora oznacza zmiang¢ porzadku ele-
mentéw sktadowych jego bazy tensorowe;.

Operacje permutacji mozna catkowicie rownowaznie interpretowac, jako per-
mutacje sktadowych reprezentacji tensora rozpisanych w ustalonej bazie,

oxA=(c(1)0(2)...0(p))xA=As1)02).0pp)€1®€2®...0e, T, (P.3)
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Dla operacji permutacji o tensora dogodne jest wprowadzenie nastepujace;j
bardziej zwartej notacji ox A = (o(1) ... o(p))xA = Al @) W przypadku
gdy wiadomo, ze zmianie ulega porzadek tylko dwéch indekséw, to podawane sa
tylko indeksy ulegajace zamianie, np. w przypadku tensoréw czwartego rzedu
A2 zamiast AT432),

Operacja permutacji jest automorfizmem, tj. odwracalng liniows transforma-
cja przestrzeni tensorowej 1), na siebie (o :T), 29, Tp).

Pojecie grupy stanowi jedno z najwazniejszych pojeé szeroko wykorzystywa-
nych przy budowaniu teorii (modeli) rzeczywistych zjawisk fizycznych.

Definicja P3. Struktura algebraiczna G = ({G}, ¢) skladajaca sie z niepu-
stego zbioru elementéw {G}, i dzialania (operacji) ,,0” przypisujacej element
z {G} do dowolnej pary elementéw z {G} (¢ : (g,h) € {G} x {G} = gOh € {G})
jest nazywana grupa, gdy dziatanie ¢ spelnia nastepujace aksjomaty:

(i) A 9100920 93) = (91 0 92)0 gs,
!]1792,9366'
ii ed0g=90e=g,
iV g/E\G (P.4)

(iii) NV g0h=hog=e,

geG  heG

tzn. dzialanie ¢ jest {gczne (i), istnieje element neutralny grupy (ii), dla kazdego
elementu grupy istnieje element odwrotny (iii).

Grupe nazywamy przemienng (grupg abelowg), gdy dzialanie ¢ jest prze-
mienne

(iv) AN\ gOh=hg.
g,heG
Zbiér wszystkich transformacji permutacji dziatajacych w przestrzeni tenso-
réw ustalonego rzedu stanowi grupe (P?), co pozwala na wprowadzenie pojecia
symetrii wewnetrznej tensorow.
Definicja P4. Grupg symetrii wewnetrznej tensora A € T, nazywamy pod-
zbiér grupy P, ktorego elementy spelniaja warunek

Pa={oceP’ oxA=A} PacP’. (P.5)

Przyktady

Tensor A jest (wewnetrznie) symetryczny po parze wskaznikéw (v, (), jesli
zachodzi réwno$é, A = Al 0‘), ~A op.=A 8.« tj. wtedy gdy wspotezynni-
ki reprezentacji tensora A w dowolnej ustalonej bazie przy zamianie miejscami
indekséw (v, 3) sa takie same.
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W przypadku tensorow czwartego rzedu operacja symetrii ze wzgledu na
permutacje (1 3 2 4)x oznacza, ze A = A(1234) - A<1324>, ti. Aijr = Aigi
w dowolnej ustalonej bazie.

Operacje permutacji w bardzo wygodny sposéb pozwalaja na wprowadzenie
wielu uzytecznych tensoréw, takich jak operatory symetryzacji i/lub projekto-
ry. Na przyktad w przypadku tensoréw czwartego rzedu bardzo uzyteczne sa
nastepujace operatory permutacji,

(=id=(1234), c=%[(1324)+(1432)], 5:%([+2c). (P.6)

Operator permutacyjny ¢ zastosowany do tensora 1® 1 pozwala uzyskaé ten-
sor czwartego rzedu I#%) = ¢ x (1 ® 1) symetryzujacy dowolny tensor drugiego
rzedu, por. (P.18) ponizej. Operator s przeksztalca dowolny tensor czwartego
rzedu w tensor absolutnie symetryczny, tj. symetryczny przy zamianie miejsca-
mi dowolnej pary wskaznikéw, por. takze (P.52) ponizej.

Definicja P5. Tensor jest absolutnie wewnetrznie symetryczny, gdy grupa
jego wewnetrznych symetrii jest caty zbiér permutacji P3 = P?, tj. gdy jest on
symetryczny po kazdej parze wskainikow.

Wiecej bardzo interesujacych informacji o uzytecznosci i zastosowaniach ope-
racji permutacji mozna znalezé w pracy J. Rychlewskiego poswieconej liniowe-
mu rozkladowi tensoréw czwartego rzedu [P12].

Definicja P6. Zbior tensoréw drugiego rzedu O o wlasnosciach,

0={QeT; QQ"=Q"Q=1, det(Q) = =1}, (P.7)

stanowi grupe i nazywany jest grupg tensorow ortogonalnych.
Podzbiér tensoréw ortogonalnych, dla ktérych det(Q) =1

R={QeTr; QQ" =1, det(Q)=+1}cO (P.8)

jest nazywany wlasciwg grupg ortogonalng lub grupg obrotéw SO(3).

Warto zauwazy¢, ze wlasciwa grupa ortogonalna R w 3D nie jest grupa
abelowa, ale jest nia grupa obrotéw wokdét ustalonej osi (2D).

Tensory ortogonalne mogg by¢ interpretowane jako automorfizmy — liniowe
transformacje przestrzeni Fs 2 By W przypadku tensoréw Q z grupy O
beda to obroty i lustrzane odbicia wektoréw z przestrzeni Fs, w przypadku zas
tensorow z grupy R beda to tylko obroty.

Transformacje okre$lone przez tensory ortogonalne pozwalaja wprowadzié
pojecie symetrii zewnetrznej tensorow.
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Definicja P7. Grupg symetrii zewnetrznej tensora A € T, nazywamy pod-
zbior wszystkich tensoréw ortogonalnych Q spetniajacych warunek,

Or={Qec0; QxA=A} (P.9)

Tensory A spelniajace warunek (P.9) sa nazywane tensorami symetrycznymi
(inwariantnymi, stabilnymi) wzgledem transformacji ortogonalnych Qe OrcO.

Udowodniono, ze istnieje osiem grup symetrii zewnetrznej tensorow Hooke’a,
por. Forte i Vianello [P4]. Grupy te opisano na rys. 10 (s. 66). To wlasnie po-
jecie symetrii zewnetrznej tensoréw stanowi podstawe dla przyjetego w pracy
podziatu tensoréw Hooke’a na klasy rownowaznosci i podanie stosownego roz-
ktadu spektralnego tensora w zaleznoéci od jego przynaleznos$ci do okreslonej
klasy/grupy symetrii zewnetrznej.

Definicja P8. Relacje dzialajaca w pewnym zbiorze X nazywamy relacjg
réwnowaznosci R ¢ X x X, wtedy i tylko wtedy gdy jest ona: i) zwrotna, tj.
dla dowolnego z € X zachodzi x Rz, ii) symetryczna, tj. dla dowolnego x,y € X
zachodzi # Ry = y R, iii) przechodnia, tj. dla dowolnego z,y,z € X zachodzi
(zRy)A(yRz)=yRz

Dwa elementy z,y € X, takie ze 2,y € R, nazywa sie rOwnowaznymi i czesto
oznacza symbolicznie x ~ y.

Czesto w istniejacej literaturze po$wieconej modelowaniu zachowania mate-
rialéw pomija sie podstawowa definicje réznych typow symetrii, przez co mniej
doswiadczony czytelnik tatwo moze odnies¢ wrazenie, ze wlasnos¢ symetrii jest
wlasnoscig reprezentacji tensora. W $wietle powyzej przypomnianych definicji
tatwo stwierdzié, ze nie jest to prawda. Wlasno$é symetrii réznego typu jest
wlasnoscig tensora — zintegrowanego obiektu sktadajacego sie z bazy tensoro-
wej 1 jego reprezentacji w tej bazie. Posiadanie okre$lonej symetrii przez dany
tensor wymusza istnienie okreslonych wiezéw pomiedzy skladowymi jego re-
prezentacji w okreslonej bazie tensorowej. Takie wigzy pomiedzy sktadowymi
rozpisanymi w réznych bazach tensorowych moga mie¢ i maja rézng jawna po-
sta¢. Naturalnie, jesli okreslony tensor posiada jednoczesnie dwa rézne typy
symetrii, na przyktad okreslona symetrie zewnetrzng i okreslong symetrie we-
wnetrzna, to te rézne typy symetrii réwniez beda wymuszaé istnienie wiezdw
pomiedzy jego skladowymi reprezentacji, wiezy wynikajace z réznych symetrii
beda na ogoél rézne nawet w tej samej bazie tensorowej. Sytuacja tego typu
jest dyskutowana szerzej w przypisie 3 pod wzorem (P.52) na przykladzie ma-
teriatu sprezystego posiadajacego symetrie zewnetrzna typu monoklinicznego
i absolutng symetrie wewnetrzna.
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W niniejszym dodatku duzo uwagi jest po$wiecone tensorom jednostkowym,
ktore sg tensorami izotropowymi.

Definicja P9. Tensory izotropowe sa to takie tensory, dla ktorych grupa
symetrii zewnetrznej jest caly zbidr tensoréw ortogonalnych Or = O, por. (P.7).

Tensor izotropowy nie ma identycznych sktadowych w kazdej ortonormalnej
bazie przestrzeni tensorowej, do ktorej nalezy. Przyktady réznych reprezentacji
jednostkowego tensora drugiego rzedu 1 € Ty (por. (P.11)), w réznych bazach
ortonormalnych przestrzeni tensoréw symetrycznych drugiego rzedu S oraz roz-
nych reprezentacji jednostkowych tensoréw czwartego rzedu w réznych bazach
ortonormalnych przestrzeni tensoréw symetrycznych czwartego rzedu S® S po-
dano w przypisie 3 (s. 108).

Uwaga. Tensory izotropowe maja identyczne skltadowe reprezentacji we
wszystkich izometrycznych bazach wzgledem wiasciwej grupy ortogonalnej, ale
tensory izotropowe nie majg takiej samej reprezentacji we wszystkich ortonor-
malnych bazach.

Definicja P10. Dwie bazy ortonormalne sg izometryczne, wzgledem wlasci-
wej grupy ortogonalnej, gdy istnieje taki tensor obrotu Q € R, ze

Po =6,Qei, (Pa®ps=05,Qe;®5Qej,....ctc.), e;,pacBs, (P.10)

por. na przyklad rozdzial 4 w podreczniku J. Ostrowskiej-Maciejewskiej [P10].

Uwaga. Nie wszystkie ortonormalne bazy tensorowe sg izometryczne wzgle-
dem wla$ciwej grupy ortogonalnej, patrz takze tekst ponizej wzoru (P.46). War-
to zauwazy¢, ze wszystkie (jednoskretne) bazy ortonormalne w tréjwymiarowej
przestrzeni euklidesowej Fs3 sg izometryczne.

Tensor jednostkowy w przestrzeni tensoréw drugiego rzedu mozna przedsta-
wi¢ w nastepujacej postaci:

. (P.11)

oS = O
= o O

1
lzézjei@ej=e1®e1+e2®e2+e3®e3€Tg, 1ij=5ijN 0
0

Tensor 1 jest tensorem neutralnym przestrzeni tensorowej 75 wl = w
(wisdsj = wij) dla kazdego w € T,. Tensor 1 jest tensorem izotropowym i ge-
neruje jednowymiarowa podprzestrzen izotropowych tensoréw drugiego rzedu
W™ = g1 € Ty, gdzie a oznacza dowolna liczbe rzeczywista. Nie istniejg nietry-
wialne wektory izotropowe. Jedynym izotropowym wektorem jest wektor zerowy

(VZOETl).
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PrzejdZzmy do zagadnienia jednostkowych (izotropowych) tensoréw czwar-
tego rzedu. Maksymalnie trzy izotropowe tensory czwartego rzedu sg liniowo
niezalezne, patrz np. ksiazka H. Jeffreysa [P7].

W celu skonstruowania trzech liniowo niezaleznych ,,jedynek” tensorowych
czwartego rzedu wykorzystuje sie operacje permutacji i tensor 1®1. Najczesciej
spotykany w literaturze zbiér trzech liniowo niezaleznych jedynek tensorowych
czwartego rzedu ma postac:

1®1E<1234>X1®1, N(1®1)ijkl:5ij5k17

1e1)®2=(1324)x101, ~(11)% =i, P.12)
P.12
(1e1)=(1432)x101, ~(11) =810,

Q+(1e91)=101, Q+(11)¥?=-(101)%? Q+(1e1)*?=(181)"2,

Zbiér tensoréw (P.12) jest generatorem podprzestrzeni izotropowych tenso-
réw czwartego rzedu, ktéra jest tréjwymiarowa.

Zostanie udowodniona izotropowo$¢ tensora 1 ® 1, dla pozostalych , jedy-
nek” dowdd przebiega analogicznie. Stosujac transformacje obrotu Q ~ g,
QQ” =1 ~ gimgjm = 6;j do uktadu wspétrzednych (bazy ortonormalnej) tréjwy-
miarowej wektorowej przestrzeni euklidesowej F3 — generujacej dang przestrzen
tensorows T}, sktadowe tensora 1 ® 1 transformuja sie zgodnie z nastepuja-
cym wzorem (1® 1)Qijkl = GimQinQkpQiq(1 ® 1)mnpq. Podstawiajac do tego wzo-
ru sktadowe tensora 1 ® 1, otrzymujemy (1 ® 1)Qijkl = QimQjnQkpQigOmnOpg =
QinQinQrpQip = 0ijOr1 = (1® 1)ijm1.

W celu uproszczenia zapisu sktadowych tensoréw drugiego i czwartego rzedu
w postaci wektorowej i/lub macierzowej, odpowiednio czesto stosuje sie mapo-
wanie par indekséw w reprezentacji tych tensoréw. Najczedciej wykorzystywane
jest nastepujace mapowanie par indeksow:

(i,7) ‘ 11 22 33 23 13 12 32 31 21
K |1 2 3 4 5 6 7 8 9 (P.13)
Wwij > WK, A’ijk‘l_)AKLa iajakvl:172)3) KaLzlv"'vg'

W przypadku tensoréw symetrycznych, przy stosowaniu zwartego zapisu ich
reprezentacji zakres indekséw jest zmniejszony (K, L = 1,...,6). Patrz takze na
przyklad praca M. Moakhera [P8§].

Tensory (P.12) jako tensory czwartego rzedu posiadaja ogélnie 81 sktadowych
(A = Ajjir, 1,5, k,1=1,2,3), jednak w przypadku kazdego z tych tensoréw tylko
9 sktadowych jest réznych od zera. Sktadowe tensoréw (P.12) mozna przedsta-
wié pogladowo w postaci macierzy 9x 9, jak to pokazano graficznie w (P.14);
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dla przejrzystosci wpisano tam tylko wartosci niezerowych sktadowych repre-
zentacji tensoréw:

191 N(1®1)ijkl=5ij5kla ijkl=1,2,3

ijLkl—>]11 22 33,23 32:13 31:12 21
11 1 1 1, | |
22 1 1 ‘ |

,,,273 7777777777 FﬁiiiTiiiiT 77777 (P14)1

(1o1)®2  ~10) =(1e1)!%) =518,
ijlkl—>]11 22 33,23 3213 31:12 21

11 1 | | |

22 1 | | |
|

,,,273 7777777777 ﬁi***:fffff‘r 77777 (P14)2

(1 ® 1)<42> (1 ® 1)1]]9[ - Zlékj
ij L kl— |11 22 33,23 32:13 31:12 21
‘ \ \

R R (P.14)3
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W reprezentacjach macierzowych (P.14) odpowiednie kolumny i wiersze zo-
staly uporzadkowane nie zgodnie z porzadkiem naturalnym (P.13)s, lecz zgodnie
z porzadkiem (1,2,3,4,7,5,8,6,9).

Indeksy niezerowych skiadowych tensoréw: 1®1, (1 1) (1©1)*2) to,

1®1 = {(1111)5 (1122)5 (1133)» (2211)5 (2222) 5 (2233) > (3311)> (3322) 5 (3333) |5
(1@ 1)52 5 {(1111), (1212)> (1313)» (2121)» (2222) » (2323) (3131 (3232)» (3333) }» (P-15)

(1@ 1)) > {(1111), (1221)» (1331) (2112)» (2222) > (2332) (3113) (3223) (3333) }-

Jak latwo spostrzec, dzieki reprezentacji graficznej (P.14)s tensor (1©1)(32) e T
traktowany jako odwzorowanie liniowe przestrzeni tensoréw drugiego rzedu na
siebie Th —> T (automorfizm), jest operatorem jednostkowym, gdyz prze-
ksztalca on dowolny tensor drugiego rzedu na ten sam tensor — jest on ele-
mentem neutralnym przestrzeni 7j.

Obowiazuja nastepujace zaleznosci:

I®.w=w (Ii(fk)lwkl = wij) ;o weTy,

101)520A=A (1?4)Astkl:Aijkl), AcTy, (P.16)

VEL

4) _ 32 4
I( ) = (1 ® 1)< ) €Ty, ~ Ii(jk)l = 6ik5jl‘
7 uwagi na wlasnosé (P.16) tensor (1 ® 1)$?) zostal tutaj dodatkowo ozna-
czony symbolem I e Ty.
Najogoélniejsza postaé tensora izotropowego czwartego rzedu mozna przy po-
mocy tensoréw (P.12) przedstawié¢ nastepujaco:

A =a(191)+b(101)* +c(101)* Ty,

‘ (P.17)
ﬁ?iz = aéijékl + béikéﬂ + Cdil(skja
gdzie a, b, c oznaczaja skalary.

Tensory (P.12) sa powszechnie wykorzystywane do konstrukeji innych posia-
dajacych pozadane wlasnoéci tensoréw czwartego rzedu przydatnych w réznych
zastosowaniach. Na przyklad, aby wydzieli¢ cze$¢ symetryczna i czesé antysyme-
tryczna tensorow drugiego rzedu w € 15, sa przydatne nastepujaco zdefiniowane
tensory—projektory:



102 Rozszerzony komentarz do polskiego przekladu

14 =~ [(1e 1)+ (1e1)™], 1U9=-[161)F - (101)")],

1
2

N | —

S S 1 a a 1
1) o Iz.(fkl) = 5 ukdji + 0ubr;), IU ~ Ii(fkl) = 5(5ik5jl = 010k,

| CORES (SORNS (COREES (CORN (SN N (SORS (SRS (CONME (COFY (CONS (CO8

(P.18)

Sktadowe projektoréw I(4s), 1% mozna przedstawi¢ w dogodnej pogladowo
reprezentacji macierzowej (macierzy 9 x 9) nastepujaco:

1¢és) o Iz‘(ﬁ:l) =1 (5z‘k:5jl + 5il5k;j)

2
iy kl—- |11 22 33, 23 32 ¢ 13 31 ¢ 12 21
11 1

22 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| (SR IZ.(;Z) = 5 (0051 — 6i16k;)
ijLkl—>]11 22 33, 23 32 ¢ 13 31 12 21
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Wtasnosci (P.18)7,g wskazujace na to, ze tensory 1(45), 14 sg projektorami,
tatwo udowodni¢ poprzez zwykle pomnozenie ich reprezentacji macierzowych
(P.19); i (P.19)2, odpowiednio przez siebie.

Tensory 1® 1, I®, 1(45) 1(49) maja nastepujace wlasnosei:

tr(w)l=(101) - w, w=IY. w, w=1I" . w, w'=1". w weT,
(P.20)

gdzie w jest dowolnym tensorem drugiego rzedu, tr(w) = w1 +wss +w33 oznacza
slad tensora w, w?® oznacza czes¢ symetryczng tensora w, w? zas jego czesé
antysymetryczng.

Wtasnosci (P.20); i (P.20)3 mozna przedstawié¢ pogladowo, przyjmujac re-
prezentacje macierzowa tensora czwartego rzedu (macierz 9 x 9) i reprezentacje
wektorowa tensora drugiego rzedu (wektor 9 x 1) nastepujaco:

[ tr(w) ] [1 1 10000 0 0][ wn
tr(w) 11100000 0 [|we
tr(w) 11100000 0 || ws
0 00000 O0O0O0 O [[ws
0 |=[00000000O0 O] wsl (P.21);
0 0000O0O0GOO0 O || ws
0 000000O0O0O0 || ws
0 000000O0O0O0|[wse
| 0 | [00000O0O0O0O[|[wn,
[ wn 110000000 07[wn]
wa2 01000000 0w
w33 00100000 0] ws
3 (wa3 + wsa) 0003 3 00 0 0] ws
T(wiz+wsz) |=[0 00 3 L 000 0 we |  (P21)
S(wiz +ws1) 000002 2 00| ws
3 (w13 +ws1) 000003 2 0 0] ws
S(wiz +war) 0000000 2 3 |[we
| $(wiz+war) ] LO OO 000 0 1 ]| wn |




104 Rozszerzony komentarz do polskiego przekladu

Sktadowe czesci antysymetrycznej w® = 149 . w tensora w sg nastepujace:

1
Wiy = why = wys = 0, wWa3 = §(w23 ~w32) = ~Wsy,
1 1 (P.22)
Wiy = §(w13 - w31) = ~wsy, Wiy = §(w12 —wo1) = ~Wyy.

Mozna spostrzec, ze tensory 191, I(4), (1®1)<42> nie sg wzajemnie ortogonal-
ne w sensie iloczynu skalarnego. Nie sa réwniez ortogonalne tensory 1®1 i 1(4s)
(1®1)-I4) £ 0). Jest to jedna z przyczyn, dla ktérej najczesciej w litera-
turze (na przyktad przy modelowaniu zachowania materialéw) jest spotykany
nastepujacy rozklad przestrzeni izotropowych tensoréw czwartego rzedu ztozony
7 wzajemmnie ortogonalnych projektorow:

Aiso = ale +b1Ip + 011(4a) € T4;
1 1
- - () _ 2
17;_31®1, Ip=1 slel, (P.23)

1 1
Irw = §tr(w)1 =w, Ipw=w’- gtr(w)l = w?.

Projektory Ip, Ip, I(*®) pozwalaja roztozy¢ przestrzen tensoréow drugie-
go rzedu na wzajemnie ortogonalne podprzestrzenie tensoréw sferycznych
wW*Ph(tr(w) #0) i tensoréw dewiatorowych (tr(w) = 0) — symetrycznych (w?)
i antysymetrycznych (w?®).

Wszystkie wystepujace w rozkladzie (P.23); tensory czwartego rzedu sa wza-
jemnie ortogonalne i sg projektorami, gdyz

Ip-Ip =0, Ip- 1(4‘1) =0, Ip- I(4a) =0,

Ipolp=1Ip, Ipolp=Ip, Ipolp=0, 1) o10a) -1la) (P-24)

Wzér (10.6) w raporcie jest przykladem rozkladu (P.23), gdzie ze wzgledu
na przestanki natury fizycznej przyjeto dewiatorowa cze$¢ antysymetryczna za
tozsamosciowo rowng zeru (a1 = Ap =3A+2u=3K,b1 =Ap=2u,c1=0) = A\, p
oznaczaja stale Lamégo.

Wiecej informacji o euklidesowych (kartezjanskich) tensorach izotropowych
dowolnego rzedu, a takze dowody ich wtasnosci, mozna znalezé na przykiad
w rozdziale 7 ksiazki H. Jeffreysa [P7] i/lub w rozdziale 1, sekcja 1.2.5 ksiazki
R. Ogdena [P9].
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Przypis 2
Ad. §3. Wzér strukturalny (3.33), s. 16 — Wspotezynniki rownania
charakterystycznego tensora symetrycznego czwartego rzedu.

Jak podano w pracy, moduly sztywnosci Kelvina A; (i = 1,...,6), rzeczywiste
moduly sztywnosci sprezystej, sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
tensora sztywnosci sprezystej Hooke’a (C), por. wzor (3.33). W raporcie nie po-
dano jednak jawnych wzoréw na wspotczynniki réwnania charakterystycznego
a; wyrazone przez niezmienniki podstawowe ($lady) poteg tensora C.

Wspdlezynniki rownania charakterystycznego tensora Hooke’a — ogdlnie do-
wolnego tensora symetrycznego czwartego rzedu z przestrzeni tensorowej gene-
rowanej przez liniows przestrzen wektorowa o wymiarze 3, mozna wyrazié przy
pomocy Sladéw poteg tego tensora nastepujaco:

p(A) = det(C = AI*)) = agA® + a1 (C)A° + ... + a5(C)A + ag(C) =0,

ag =1, ap =trC, ag = %[(tr C)% - trC?],

1
as = 6[(tr C)? - 3tr C*tr C + 2tr C?],
1
ay = ﬂ[(trC)4 +8tr C3tr C - 6tr C%(tr C)2 + 3(tr C?)% - 6tr C*4],
. (P.25)
as = m[(tr C)® - 30tr C*tr C + 15(tr C?)?tr C - 20tr C?tr C?
— 10tr C*(tr C)> + 20tr C*(tr C)? + 24tr C°],
1
ag = %[(tr C)° + 144tr CPtr C - 120tr C3tr C?tr C - 15tr C?(tr C)*

+ 90tr C*tr C? + 40tr C3(tr C)® - 15(tr C?)? — 90tr C*(tr C)?
+ 40(tr C*)? + 45(tr C?)?(tr C)? - 120tr C°] = det(C).

W innej notacji jawne wzory na wspélezynniki a;(C) réwnania charaktery-
stycznego tensora symetrycznego czwartego rzedu sa podane w pracy J. Bette-
na [P1].

W przypadku gdy §lad tensora sztywnosci sprezystej jest réwny zeru (tr (C)=0),
wyrazenia na wspolczynniki rownania charakterystycznego znaczaco sie uprasz-
czaja i mozna je przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
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trC=0=p(\) =\t ao Mt + as A3+ aNt +azA\ +ag =0,

_ 1 2 _]- 3 _ 1 4 1 2
as ——§trC , as = gtrC , a4——1trC +§a2, (P.26)
1 1 1
as = —tr C° + asa ag = ——trC% — —a2 + Za2 + asay.
5 5 203, 6 6 3 2 9 3 204

W przypadku materialéw wykazujacych symetrie wyzsze niz pelna anizotro-
pia — patrz rys. 10 raportu, réwnanie charakterystyczne daje sie zredukowaé¢ do
réwnania nizszego stopnia. Réwnanie charakterystyczne (P.25); dla materialéw
catkowicie anizotropowych jest ogdlnie rownaniem szdstego stopnia i nie da sie
go uproscié, dla materialéw monoklinicznych i trygonalnych mozna je efektyw-
nie zredukowa¢ do réwnania czwartego stopnia (poprzez zapisanie sktadowych
tensora C w ukladzie naturalnych osi symetrii materiatu), w przypadku mate-
rialéw ortotropowych, tetragonalnych, o izotropii poprzecznej (cylindrycznej),
o symetrii kubicznej mozna je zredukowaé¢ do réwnania trzeciego stopnia, patrz
np. A. Bona et al. [P2].

Sekwencyjne wzory na wspotczynniki rownania charakterystycznego dla ten-
sorow drugiego rzedu n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej wyrazone przez
slady poteg tego tensora mozna znalezé na przyktad w ksiazce M. Itskowa [6],
wzory (4.23) 1 (4.30), s. 102-105. Maja one nastepujaca postac:

det(A - AT) =0,

pa(A) = (1) A"+ (-1 I g (myn Rk

o+ (-D)OAT(
(P.27)
-1, 1Pz

10 = det(A) = L 3 (-1) 10D (A,
ni=1

gdzie p4(\) oznacza wielomian charakterystyczny, ng) oznaczaja liniowo nie-
zalezne niezmienniki gléwne tensora A. Réwnanie to znajduje zastosowanie do
symetrycznych tensorow czwartego rzedu wektorowej przestrzeni 3-wymiarowey,
gdyz tensory takie mozna réwnowaznie traktowaé, jako tensory drugiego rze-
du przestrzeni 6-wymiarowej; podobnie ogdlne tensory czwartego rzedu moz-
na réwnowaznie traktowacé jako tensory drugiego rzedu przestrzeni 9-wymia-
rowej.
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W szczegblnosei rozpisujac wzory (P.27) dla tensora symetrycznego czwar-
tego rzedu jest:

pa(N) = [1(40)/\6 _11(41)>\5 + Iﬁf))\‘l _ Iils))\s 4 15‘4))\2 B 11(45))\_’_[1(46) _0,
1
1V=tra, 1P = 5[ij)mrA —tr A2,
¥ - é[[f)trA IVt A% +tr A%,

11(44) = i[[j(f)trA - If)tr A2+ 11(41)’51" A3 —tr A4],

1
IS)) = g[Iﬁf)trA - 11(43)tr A%+ Iﬁf)tr A3 - Igl)tr At 1 tr A9,

1 .
1 - E[If)trA—Iﬁl‘*)tr A2 TPt AP TPt A+ 1 tr A5 —tr AS]=det(A).
(P.28)

Po uzyciu wskazanej powyzej rownowaznosci tensora Hooke’a C z 6-wymia-
rowym tensorem symetrycznym drugiego rzedu, sekwencyjnym podstawieniu
wyrazen na niezmienniki Ai i zamianie symbolu A na C odzyskuje si¢ wzo-
ry (P.25).

Roéwnanie charakterystyczne zdefiniowane wzorem (3.33) raportu jest szcze-
gbélnym przypadkiem uogélnionego réwnania Cayleya—Hamiltona:

c -1+ 1P - 1P+ 10 - 1P+ 1010 0. (P29)

Problem na wartoéci wlasne i wektory wlasne dla tensoréw m-tego rzedu
przestrzeni n-wymiarowej jest ztozony i stanowi otwarty problem naukowy. Na
przyktad nie jest wcale oczywiste, jaka jest maksymalna liczba réznych war-
tosci wiasnych albo, co réwnowazne, niezmiennikéw giownych tensora m-tego
rzedu przestrzeni n-wymiarowej — co z kolei determinuje stopien wielomianu
charakterystycznego. W celu przyblizenia problemu wezmy, jako przyktad ten-
sor Hooke’a. Jest to symetryczny tensor czwartego rzedu. Ogdlnie posiada on
18 liniowo niezaleznych niezmiennikéw, lecz tylko sze$é¢ niezmiennikéw glow-
nych, ktére wchodza jak wspotczynniki do réwnania charakterystycznego — jak
to pokazal na przyklad Rychlewski w niniejszym raporcie. Jego rozwiazanie
prowadzi ogdlnie do szesciu liniowo niezaleznych wartoéci wtasnych. Pozostalte
12 niezmiennikéw charakteryzuje stany wlasne tensora Hooke’a, ktére sa ten-
sorami drugiego rzedu.

Przystepne omoéwienie problemu na wartosci wlasne tensoréw wyzszego rzedu
i pewne ciekawe wyniki mozna znalez¢é w pracy L. Qi [P11].
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Przypis 3

Ad. Dodatek C, Podejscie macierzowe, s. 87 — Zagadnienia zwigzane
z przedstawieniem prawa Hooke’a w zapisie macierzowym Voigta

1 w reprezentacji Kelvina.

W dodatku C raportu zasygnalizowano istnienie problemu nieréwnowazno-
sci zapisow prawa Hooke’a przedstawionego w postaci zwigzkow macierzowych.
Jako przestanke wskazujaca na obecnosé problemu podano nieréwnowaznoscé za-
gadnienia wyznaczania wartosci wlasnych i stanéw wlasnych tensora Hooke’a
przy wykorzystaniu jego pelnej 9-wymiarowej tensorowej reprezentacji macie-
rzowej i przy wykorzystaniu jego zwartego 6-wymiarowego macierzowego zapisu
Voigta. Jednoczesnie wskazano, ze réwnowazno$é tensorowych zapisow macie-
rzowych istnieje, gdy zamiast w zapisie Voigta prawo Hooke’a zostanie zapisane
w zwartej 6-wymiarowej reprezentacji macierzowej Kelvina. W raporcie nie po-
dano jednak w przejrzysty sposéb fundamentalnej przyczyny nieréwnowaznosci
roznych zapiséw macierzowych prawa Hooke’a. Tym problemem jest w istocie uzy-
skanie rownowaznej tensorowej reprezentacji prawa Hooke’a, gdy wystepujace
w nim symetryczne tensory drugiego rzedu (naprezenia, odksztalcenia) i tensor
czwartego rzedu (tensor Hooke’a) sa interpretowane jako tensory z przestrzeni
3-wymiarowej oraz wtedy, gdy sa one interpretowane jako wektory i tensor dru-
giego rzedu, odpowiednio z przestrzeni 6-wymiarowej, i na odwroét. Zagadnienie
to zostanie omdéwione tutaj bardziej szczegbdltowo, aby ulatwié¢ zrozumienie po-
danych w raporcie wynikéw, a takze ich przeksztalcanie na wiasne potrzeby.

Uogélnione prawo Hooke’a bedace jednorodnym, liniowym zwiazkiem tenso-
rowym (Y = A-X, X,Y €Ty, A €T)) bez skorzystania z jakichkolwiek upro-
szen wynikajacych z symetrii wystepujacych w nim tensoréw mozna przedsta-
wi¢ w postaci macierzowej reprezentacji tensorowej — rozpisanej w bazie (P.1)3,
nastepujaco:

011 ] [Cuin Crizz Crizs Crizz Ciizz Criis Ciizi Criiz Crizn |[ e |
0922 C2211 C2222 C2233 C2223 Ca232 Ca213 Coz3z1 Cooiz Cooor || €22
033 C3311 Cs322 C3333 Cs323 C3332 Cs313 C3zz31 Csz12 C3zo1 || €33
023 C2311 Ca2322 Ca3zz Casaz Cazszz Caz1z Cazzr Coziz Cosar || €23
032 |=] C3211 C3222 C3233 C3223 C3232 C3213 C3031 C3012 C3001 || €32 |,
013 Ci311 Cizze Ciszz Cises Cizzz Ciziz Cizzi Ciziz Cisar || €13
031 C3111 C3122 C3133 C3123 C3132 C3113 C3131 C3112 C3121 || €31
o12 Ci211 Ci222 Cia3z Ci22s Chaszz Cr213 Crazr Cr212 Croo1 || €12
| 021 | | C2111 Co122 C2133 Ca123 Ca132 C2113 Co131 Ca112 Co121 || €21

G:C'sNUijzcijklgkl, Z.7j>k7l:17"'737
0,e€S= T25(n:3), CeS®S= j(n:g), (P.30)
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gdzie o oznacza tensor naprezenia Cauchy’ego, € to tensor matych odksztatcen,
C oznacza tensor wspélczynnikéw sztywnosci sprezystych.

Przestanki fizyczne oparte na wynikach doswiadczalnych prowadza do wnio-
sku, iz dla przewazajacej wigkszosci wykorzystywanych wspoélczesnie w inzy-
nierii materiatlow dobrym przyblizeniem modelowym jest przyjecie, ze tensory
naprezenia i odksztalcenia sa symetryczne, tj. ze ich sktadowe reprezentacji
w bazie ortogonalnej (P.1)3 sa takie same przy zamianie kolejnosci wskazni-
kéw. Podobnie, ze sktadowe reprezentacji tensora Hooke’a w tej samej bazie
wykazuja wewnetrzne symetrie przy zamianie miejscami pierwszego i drugiego
wskaznika, przy zamianie miejscami trzeciego i czwartego wskaznika, oraz przy
zamianie pierwszej i drugiej pary wskaznikow, tj.

Oij = Oji, €ij = Eji, 0',868,
Cijkl = Cjikl = Clclij, CeS®S.

Istnieje obszerna literatura doswiadczalna i modelowa, wskazujaca na racjo-
nalno$¢ przyjmowanych zatozen o symetrii wewnetrznej tensoréw wystepuja-
cych w prawie Hooke’a, ktéra tutaj nie bedzie przywolywana.

Po uwzglednieniu warunkéw symetrii (P.31) liczba réznowarto$ciowych skta-
dowych tensora naprezenia i odksztalcenia zmniejsza sie z 9 do 6, zas réznowar-
tosciowych sktadowych tensora Hooke’a zmniejsza sie z 81 do 21, co pozwala
zapisa¢ prawo Hooke’a w znacznie bardziej zwartych zapisach macierzowych:

(P.31)

_ 1 r ar 1V,
o1 Ci111 Criz2 Crizz Crizzs Ciiiz Chie €11
0922 Co11 Ca2a2 Ca233 Co223 Ca213 Cooio €22
o33 | _| Css11 Csszz Csszzz Cszzz Oz Cssio €33 -
0923 Ca311 Cazan Cazzz Cozaz (2313 Chazin 2e93
013 Ci311 Ciz22 Cizzz Cizez Ciziz Cisie 2e13
| 012 | [ Ci211 Ciza2 Chazs Clizes Ci213 Clioiz || 2e12
_ 1 r 1Vor -
o1 Cii Ci2 Ciz 2C1s 2C15 2Cs6 €1
o2 Co1 O Ca3 20y 202 20 g2 | (P.32)
o o3 || Os Csa Cs3 2030 2035 2036 €3
o4 Cy1 Cyo Cuz 20y 2Cs5 2C4e eq |’
lof Cs1 Cs2 Cs3 20554 2055 2Cs6 €5
| 06 | | Co1 Ces2 Ce3 2Css 2Cs5 2Ce6 | | €6 |
Vo Vo Vo Vo
0ij = Cijrier” = Cap¥p (Cap = Cpa) < ok =Cgrer (Ckr # Crg),
Vo _ Vo _ Vo _
e’ =€ =m, €99 = €92 =72, €33 = €33 =73,
Vo _ Vo _ Vo _
5230 =y = 2e93, 5130 =5 = 2e13, 5120 =6 = 2€19,

gdzie 4, 5, Y6 Oznaczaja tzw. inzynierskie odksztalcenia postaciowe.
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Uwaga. Macierzowe zapisy prawa Hooke’a (P.32) nie stanowia reprezentacji
tensorowych prawa Hooke’a rozpisanych w pewnych zupelych (kompletnych)
bazach tensorowych.

Relacje (P.32) znane sa powszechnie pod nazwa zapisu Voigta. Wspdlczyn-
niki ,,2” wystepujace w (P.32); przy skladowych postaciowych odksztalcenia,
pojawily sie na skutek symetrii wystepujacych w prawie Hooke’a tensoréw,
np. Cazazeas + Cozzaezn = Cazz2e93 = Ca32374 = 2Cue4. Czesto wspodtczynniki
,2” sa wprowadzane do macierzowej reprezentacji tensora Hooke’a, co jawnie
pokazano w zapisie macierzowym (P.32);. W relacjach (P.32)3 34 skorzystano
z mapowania wskaznikéw (P.13), przy czym zakres zmiennosci wskaznikéw a,
8, K, L, zostal ograniczony do 6, gdyz jak latwo zauwazy¢, ze wzgledu na
symetrie (P.31), réwnania dla skladowych naprezenia 7, 8, 9 z (P.30) stano-
wig odpowiednio powtdrzenie rownan dla sktadowych 4, 5, 6, i z tego wzgledu
mozna je w zwartych zapisach macierzowych (P.32) pomina¢.

Uwaga. W literaturze przedmiotu panuje pewien brak konsekwencji (niepo-
rzadek), gdyz zaréwno do zapisu macierzowego (P.32); jak i do zapisu (P.32)
jest uzywana nazwa zapis/notacja Voigta. Wystepujaca we wzorze (P.32); ma-
cierz wspotczynnikéw to ukazana w jawnej postaci macierz Cpg = Cjjp Wyste-
pujaca we wzorze (C.4) raportu. W swojej oryginalnej pracy Voigt nie stosowal
do tensora odksztalcenia mapowania (P.13), lecz mapowanie Vi = €11 = €1,
Vo =e99 = g9, V3 =e33 = g3, 2W7 = 2e93 # 4, 2Ws = 2613 # €5, 2W3 = 2612 # &g,
patrz np. wzoér (100), s. 156 w rozdziale 7 oryginalnej pracy W. Voigta [P13].
W raporcie we wzorze (C.2) podtrzymana jest konwencja oznaczen sktadowych
odksztalcenia zastosowana przez Voigta, niezgodna z mapowaniem (P.13).

W niniejszym przypisie konsekwentnie jest stosowane mapowanie (P.13) do
wszystkich obiektow tensorowych. Z tego wlasnie powodu to zwarta reprezenta-
cja macierzy sztywnosci (P.32)s jest traktowana jako macierzowa reprezentacja
Voigta (lecz nie tensorowa) tensora sztywnosci sprezystych C i opatrzona ety-
kieta C’X"L Jak widaé, jest ona niesymetryczna.

Aby pogladowo zilustrowaé korzysci wynikajace z wprowadzonej przez Voigta
notacji, rozwazmy prawo Hooke’a dla liniowo sprezystego materiatu izotropowe-
go, ktore w zapisie absolutnym ma nastepujaca postac:

0=C"%=[A1®1+2ul)]e,
. ) 1 (P.33)
C*™ ~ Clip = Aijlgr + 2M§(5z‘k5ﬂ + 0§10k ),

gdzie indeksowa reprezentacja tensora sztywnosci sprezystej (P.33), rozpisana
jest w 9-wymiarowej bazie (P.1)s.
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Najczesciej pojawiajaca sie w literaturze zwarta macierzowa postaé prawa
Hooke’a dla materialu izotropowego w zapisie Voigta odpowiada postaci (P.32)y
i przyjmuje forme:

01 [ )\+2,u A A 0 0 0 &1

oo A A+28 A 0 0 0 || e

g3 _ A A )\+2M 0 0 0 £3

o || 0O 0 0 2u 0 0 eq |

o5 0 0 0 0 2u 0 || es (P.34)
o6 | | O 0 0 0 0 2u]| e |

C1Y =Chaz =X, Cl =2C1212 = 24,
Cl° =03 = 035 = Ofy + Cis
gdzie A\, p to stale Lamégo, por. takze (P.32)s.

Macierzowa reprezentacja tensora podatnosci S*° odwrotnego do tensora
sztywnosci C*° (C° 0 §%%° = T4~ fjﬁm 750 = Oik0j1) ma identyczng po-
staé, jak ta wystepujaca we wzorze (P.34)s, przy czym w miejsce wspdlczyn-
nikéw A, 24 nalezy dokonaé podstawien A — —A/[(3\ + 2u)2u] = —v/E, 21 —
1/2p = (1+v)/E, gdzie E oznacza modul Younga, v to wspélczynnik Poissona,
(e=S8"c=[(-v/E)1®1+(1/2u) 1] o).

Najczesciej spotykany w literaturze przedmiotu tensorowy zapis prawa Ho-
oke’a dla materialu izotropowego (P.33) ma taka posta¢ matematyczna, ze
wymusza on istnienie wzajemnej symetrii tensorow naprezenia i odksztalce-
nia (poprzez symetryzacje tensora odksztalcenia projektorem 1(45)). Jednakze
jezeli z gory wiadomo — zaktada sie istnienie symetrii tensora odksztalcenia
(naprezenia), to nie ma potrzeby by go jeszcze dodatkowo symetryzowaé. Wte-
dy catkowicie réwnowazny do zapisu (P.33); jest tensorowy zapis izotropowego
prawa Hooke’a, w ktérym zamiast tensora 1(4s) wystepuje tensor | (O por.
(P.18),

0=C*=[Mol+2uI%)]e=[A101+2uIM]e. (P.35)

Relacja (P.35)y wskazuje jednoczesnie, ze moga istnie¢ takie materialy, ktére
wykazuja izotropowe zachowanie nawet wtedy, gdy ich wewnetrzne oddziatywa-
nia sitowe (odksztalceniowe) nie moga by¢ wiarygodnie modelowane za pomoca
symetrycznych tensoréw odksztatcenia i naprezenia.

Zwiazki w postaci relacji macierzowych (P.32); 2 w pelni odpowiadaja prawu
Hooke’a wyrazonemu zwigzkiem tensorowym i jego macierzows reprezentacja
tensorowa (P.30), jesli chodzi o ich poprawnosé matematyczng i tresé fizycz-
ng. W zwiazku z tym catkowicie poprawne jest ich wykorzystywanie w obli-
czeniach analitycznych/numerycznych do wyznaczania naprezen na podstawie
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odksztalcen lub odwrotnie. Jednakze w relacjach (P.32) utracony zostal pierwot-
ny tensorowy charakter zwigzku (P.30), przy prébie interpretacji relacji (P.32),
jako reprezentacji tensorowej zwiazku tensorowego rozpisanego w pewnej ba-
zie. Nietrudno zauwazy¢, ze w zwartym 6-wymiarowym zapisie macierzowym
Voigta pewne sktadowe tensorowe, np. €32, €31, €21 przynalezne do pominigtych
elementéw pelnej 9-wymiarowej bazy tensorowej, zostaly przypisane nieodpo-
wiadajacym im elementom 6-wymiarowej ograniczonej bazy, tj. e;® e3, e; ® es,
e] ® ez, odpowiednio, co narusza formalne zasady rachunku tensorowego.

O braku tensorowej réwnowaznosci zwiazkéw (P.30) i (P.32) $wiadczy kil-
ka przestanek. Na przykltad norma 6-wymiarowego wektora naprezenia trakto-
wanego, jako odpowiednik symetrycznego tensora drugiego rzedu liczona zgod-
nie z zasadami rachunku wektorowego jest rézna od normy tensora naprezenia
policzonej zgodnie z zasadami rachunku tensorowego tensoréw drugiego rze-
du |lok||* # ||oi;||*. Analogiczna sytuacja ma miejsce dla wektora odksztalce-
nia |lex||* # ||ei;||* oraz dla wektora odksztalcenia wprowadzonego przez Voigta
€%l # lless |2

o1l 012 013
O~0;=| 012 022 023 |—
013 023 033
o = ||‘7ij”2 = 011 + 05y + 033+ 2(053 + 013 + 013),
O ~ 04 =[01, 02, 03, 04, 05, 0’6]T -
lok|* = 0ty + 035 + 033 + 033 + 03 + ot (P.36)

T
E~eEq = [517 €2, €3, €4, €5, 66] g

2 2 2 2 2 2 2
llex|I” = €71 + €59 + €53 + £33 + €75 + €19,
Vo _ T
€ ~ Yo = [71; Y2, V3, V4, V5, 76] d

||7K’|2 = 5%1 + 632 + 633 + 48%3 + 46%3 + 42’5%2.

Warto wskazaé, ze przy oryginalnym zapisie wektorowym Voigta tensoréw
naprezenia i odksztalcenia — (P.32)1, zachowana jest warto$é¢ energii sprezystej
%0" £VO = %O‘ijeij = %UK’YK-

Réwniez norma ||Cijkl||2 macierzy wspdélczynnikow reprezentacji tensora
Hooke’a C — por. (P.30), wykazujacego symetrie (P.31), jest rézna od normy
reprezentacji macierzowej Voigta ||Cog|[* — por. (P.32)1, tensora C (||C'Oéﬁ||2 +

ICijral[*), 1 tak samo w przypadku normy reprezentacji macierzowej ||CX§ II> -
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por. (P.32)2, ([[CYSI1* # [|Cijuall*)- Jest to dobrze znany tzw. ,problem dwéjek”.
W zwiazku z tym, problemy na wartosci wlasne dla Cjji, tj. relacji (P.30) z sy-
metriami (P.31) i dla Cyg, tj. relacji (P.32); lub dla C’gﬂo, tj. relacji (P.32)o,
odpowiednio, nie sg réwnowazne.

Aby uzyskaé tensorowq réwnowaznosé: i) prawa Hooke’a (P.30) wyrazonego
poprzez 3-wymiarowe tensory drugiego rzedu (naprezenia, odksztalcenia) i ten-
sor czwartego rzedu (Hooke’a) — wykazujace wewnetrzne symetrie (P.31), oraz
ii) prawa Hooke’a wyrazonego poprzez te same tensory interpretowane jako
odpowiednie obiekty tensorowe 6-wymiarowe, konieczne jest wprowadzenie sy-
metrycznych baz tensorowych (S < Ty(p=6), S® S < T} 5(n 6)).

W przypadku tensoréw symetrycznych drugiego rzedu w € S, (wjj = wj;),
mozna zauwazyc¢, ze obowi@zuj@ nastepujace relacje dla sktadowych mieszanych:

wijei®ej twjie; e =w;‘—[e;®e;j+e;®e] =w; “tr, K, (i,7)!, i#j,

l] \/_

wy € =wyy = \/i(w23+w32) =V2wy, t4= [e2 ® e3+e3®es],
(P.37)

wfl)(e = w13 = (o.)13 + o.)gl) \/_w5, ts = [81 ®e3+e3® 81],

W = Wig =—(w12+uJ21)=\/§w6, tg = [e1®er+er®eq].

S-Sl Sl

Symbol ,!” oznacza zawieszenie konwencji sumowania po powtarzajacych sie

wskaznikach, tj. ! oznacza nie sumowac.

Powyzsze zaleznosci pozwalaja dla tensoréw symetrycznych drugiego rzedu
efektywnie wprowadzi¢ dla trzech par symetrycznych elementow reprezentacji
i odpowiadajacych im par elementéw bazy tensorowej, tylko trzy zsymetry-
zowane elementy reprezentacji i trzy odpowiadajace im elementy (symetrycz-
nej) bazy tensorowej. Dostarczaja one takze wskazéwki, jak mozna wprowadzié
6-wymiarowa, zupelna, ortonormalng baze tensorowg odpowiednia dla tensorow
symetrycznych w € T'y(,-6), mianowicie:

1
ti=ze;®e;, ta=zex®ey, tz3=e3®es, t4z—[e2®e3+e3®e2],
V2
1 1
ts = —[el ®e3+e3®e1], te = —[e1®e2+e2®e1],

5:\/§ 7

tK'théKLy tKETl(n=6)7 KvL:L"'76>

w = wf({et]( = w1ty + waotg + w3t + \/5&)4134 + \/50.)5135 + \/5W6t6; w € Tl(n:6)~
(P.38)
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Kazdy tensor symetryczny drugiego rzedu w mozna przestawi¢ w bazie tx
jako wektor — por. (P.38)g, gdzie wspdlczynniki wlfge oznaczaja wspotczynniki
reprezentacji Kelvina tensora w. Baza ortonormalna (P.38) jest najczesciej spo-
tykang w literaturze i wykorzystywana w obliczeniach 6-wymiarowsa, zupelna,
ortonormalna bazg symetrycznych tensorow drugiego rzedu.

Zapisane w bazie ortonormalnej (P.38) prawo Hooke’a (P.30) przy skorzysta-
niu z wlasnoéci symetrii (P.31) przyjmuje nastepujaca postaé¢ macierzowa:

_ - r 1Ke _ .
o1 Cin Cr122 Crizs  V2Ci123 V2Ci113 V20| [ en

022 C11 Co229 Cooss V2C2093 V2C2013 V202012 €92
033 Cs311 Os32 Csazs V2Cs303 V2C3313 V203312 €33
V2023| |V2C9311 V20399 V200333 2Ca303 200313 2Ca310 V2e3|’
V2013 |V2C1311 V2Ci302 V2C333 2C1303  2Cim3 201312 V2e13
[V20712)] V2C1211 V2C1220 V2C1233 2C1223  2C1213  2C1212 | [V/2¢12]

0=C-e~ol=Cl5el®, a,B=1,..6, 0,e€Tiq, Ce T3 (e
(P.39)
Macierzowy zapis reprezentacyjny prawa Hooke’a (P.39) znany jest pod na-
zwa zapisu Kelvina (spotykana jest takze jako zapis Mandela).
Prawo Hooke’a dla materialu izotropowego w reprezentacji macierzowej (za-
pisie) Kelvina rozpisane w ortonormalnej bazie (P.38) ma postac:

[ o ] [ A+2u A A 0 0 0 [ e ]
o2 A A+2% A 0 0 O €9
o3 | | A A A+2u 0 0 0 €3
V2o || 0 0 0 2u 0 0 || V24| (pao)
V205 0 0 0 0 2u 0 V2e5
[ V206 ] L 0 0 0 0 0 2u ][ V2eg |

0=C" e=0 e =Cl5ta®tsc5 ts, o« f=1..,6

Obliczenie norm tensoréw naprezenia i/lub odksztalcenia zgodnie zasada-
mi rachunku wektorowego wykorzystujac ich sktadowe Kelvina (Ufe, 556) —
por. (P.39), prowadzi do takiej samej wartosci, jak przy obliczeniu tych norm
zgodnie zasadami rachunku tensorowego dla tensoréw symetrycznych drugiego
rzedu przy wykorzystaniu skltadowych (o;;, €i;). Podobnie obliczenie wartosci
normy tensora wlasnosci sprezystych (Hooke’a), wykorzystujac jego sktadowe
Kelvina (C’O{(B‘e — por. (P.39), da taka sama warto$¢ jak ta wyliczona dla sktado-
wych (Cjjr) — por. (P.30), obliczona zgodnie z zasadami rachunku tensorowego

dla tensoréw czwartego rzedu.
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Wprowadzenie 6-wymiarowej, zupelnej, symetrycznej, ortonormalnej bazy
{tx} € Ti(n-¢) — por. (P.38), dla tensoréw symetrycznych drugiego rzedu umoz-
liwia wygenerowanie zupelnej, symetrycznej, ortonormalnej bazy dla tensorow
symetrycznych czwartego rzedu, skladajacej sie z diad {t; ® tx} € Ti(n=6) ®
T'i(n=6)- Rozpisanie prawa Hooke’a w tych bazach pozwala doprowadzi¢ do pel-
nej tensorowej rownowaznosci reprezentacji prawa Hooke’a rozpisanego na pod-
stawie trojwymiarowej euklidesowej przestrzeni wektorowej — por. reprezenta-
cja (P.30), i rozpisanego na podstawie 6-wymiarowe]j euklidesowej przestrzeni
wektorowej — por. reprezentacja (P.39). W konsekwencji problemy na wartosci
wlasne i stany wlasne dla zwiazkéw macierzowych (P.30) i (P.39) — w raporcie
odpowiednio (2.8) i (C.5), sa calkowicie rownowazne:

{C-w= W~ Cijpwi = Awij}
< {CFwf = "~ Clfwi= Al (PAl)

to jest wartosci wlasne i stany wlasne otrzymane w wyniku rozwigzania tych
probleméw sa identyczne.

Tensorowa reprezentacja, zapis macierzowy Kelvina (P.39) ukazuje sposéb
osiagniecia pelnej tensorowej rownowaznosci interpretacji tensoréw symetrycz-
nych drugiego i czwartego rzedu z przestrzeni 3-wymiarowej o symetriach (P.31)
jako wektoréw i tensorow drugiego rzedu z przestrzeni 6-wymiarowej, i na odwrot:

Wij =Wji, weS<—>wK, weTl(n:6), i,j,k,l:1,...,3, K,L:L...,G,

(P.42)
Cijit = Cjikt = Criij, CeS® S« Ckp=Crr, CeTy, 4.

Poréwnujac zwarty 6-wymiarowy zapis/notacje prawa Hooke’a, Kelvina (P.39)
i Voigta (P.32), nietrudno spostrzec, ze sa one matematycznie (fizycznie) réwno-
wazne, jednak tylko macierzowy zapis Kelvina stanowi tensorowa reprezentacje
zwiazku tensorowego wyrazajacego prawo Hooke’a (P.30).

Warto zwrécié uwage, ze tensorowa reprezentacja prawa Hooke’a, zwarty
zapis, w ortogonalnej, lecz nie ortonormalnej, bazie tensorowej ti, to, ts, v/2ty4,
V2t5, V2t przyjmuje forme:

o11 Ciiin1 Crizz Crizs Ciizz Ciiis Crine €11
0922 Co11 Ca222 Ca233 (2223 (2213 Cao12 €92
033 | | C3311 C3322 C3333 (3323 C3313 C3312 €33 (P.43)
| C C C C C C € ’ )
0923 2311 Cazan Cazzz Cazaz Caziz Chsio 23
013 Cizi1 Cizz Cizzz Cizes Ciziz Chziz €13
| o012 | | Ci211 Chia22 Chi2zz Craez Ci213 Chroie || €12 |

czyli postaé (P.30) z pominietymi wierszami i kolumnami o numerach 5, 7, 9.



116 Rozszerzony komentarz do polskiego przekladu

Macierzowy wzoér (P.43) dostarcza doskonatlej ilustracji tego, ze indeksowa
postaé relacji tensorowej nie zawiera petnej informacji o takiej relacji, oraz
ze przy analizie reprezentacji indeksowych nalezy nieustannie pamietaé¢ w ja-
kiej bazie tensorowej zostaly one rozpisane. Tensory jako obiekty niezmiennicze
wzgledem uktadu wspotrzednych stanowia integralna jednosé bazy i swojej re-
prezentacji w tej bazie.

Powréémy jednak do zagadnienia jednostkowych — izotropowych, tensordéw
czwartego rzedu dyskutowanego w przypisie 1. W przypadku tensoréw syme-
trycznych czwartego rzedu (por. (P.31)) podprzestrzen tensoréw izotropowych
staje sie dwuwymiarowa, gdyz czes¢ anizotropowa jest dla tensoréw symetrycz-
nych tozsamosciowo réwna zeru (c; = 0) — por. (P.23), i moze by¢ przedstawiona
np. w postaci A =g Ip+ 01 IpeS®S < TQS(n=6)'

Reprezentacje macierzowe izotropowych tensoréw czwartego rzedu wykazu-
jacych symetrie (P.31), tj. 1(49) = (1o )8+ (101)*]=cx1®1 - por.
(P.18)1, (P.6)s, oraz Ip = $1®1, Ip =119 - 11 ® 1 - por. (P.23), rozpisane w
symetrycznej bazie tx ®ty, € Tj(n:(s) — por. (P.38), maja w tej bazie nastepujace
reprezentacje macierzowe:

1
149 = 104 0 8, Ip=slel=Ipyrtx@tL,
(1.0 0 0 0 0] (2 2 3 00 0]
010000 5 3000

1 1 1

a9 |00 1000 , 11000

KL ~ ) PKL"™ ,
000100 00 000O00D
000010 00 000O00D
[ 00000 0 1] | 000 000 0]

(P.44)
1
Ip =1 - slel=Ipxiti®ts,
2 1 1 T
5 "3 "3 000
1 2 1
-3 3 "3 000
1 1 2
-+ -1 2 000
Ip i ~ 3 3 3
0 0 0 100
0 0 0 010
| 0 0 0 00 1]
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Reprezentacji tensorow IM=18 1(32>, 1® 1<42), 1(49) w 6-wymiarowej bazie
tx ® tr nie mozna poprawnie rozpisaé, gdyz baza ta jest do tego celu niewy-
starczajaca (niepelna).

Baza ortonormalna tx — por. (P.38), nie jest jedyna mozliwa baza orto-
normalna tensoréw symetrycznych drugiego rzedu T (,—¢). Zupeina bazg orto-
normalna przestrzeni Tj(,-¢) stanowi tez nastepujacy zbior szesciu tensorow
drugiego rzedu:

h15%17 hQE%[Qel ®e;—ez2®ez —e3Qes],
h3zi[e2®eg—83®e3], h4EL[62®93+93®62]:t47

V2 V2
h5zi[e1®e3+e3®el]=t5, hGEL[el®e2+92®el]:t6=

V2 V2

l=e;®e;+ey®ey+ez3®e3, hg-hp =00y, hKETl(n:(j), K,L=1,..,6.

(P.45)

Tensor h; jest tensorem sferycznym, pozostale za$ tensory h, (a = 2,...,6)

sa dewiatorami. Przy interpretacji tensoréw h, jako wektoréw z przestrzeni
6-wymiarowe]j hy € T'(,,-6) ich reprezentacje w bazie tx maja postac:

1 1 1 2 1 1
hi= =y T =y T = 07 07 07 ho = T = T T =y T T = 07 07 07
1 [ﬁ NERNVE ] ’ [% NG

1 1
h3 =10, —, ——, 0, 0, 0|, hs =10, 0, 0, 1, 0, 0],
’ [ 2 V2 ] o ]
hs =10, 0, 0, 0, 1, 0], he = [0, 0, 0, 0, 0, 1].
Latwo pokazaé¢ wprost przez wykonanie rachunkow, ze tensory hg stano-

wia stany wlasne izotropowego tensora Hooke’a (P.33), tj. stanowig rozwiazanie
réwnania na wartosci wlasne (P.41) dla tensora Hooke’a C**°,

C*hy=Aohg, M =3K=3\+2u, Ap=X3=Xi=Xs=Xs=2u, (P.46)

czyli stanowia elementy spektralnego (nieliniowego) rozkladu tensora Hooke’a.

Wazna wlasnoscia bazy ortonormalnej hg jest to, ze nie jest ona izometryczna
z baza ortonormalna tg, por. (P.10). Bazy hx nie mozna otrzymacé z bazy ty
poprzez jakikolwiek obrot ortogonalny Q wektoréw bazy e;, ¢ = 1,2,3, wek-
torowej przestrzeni euklidesowej F5 generujacej obrécona baze tensorowa t?{,
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(tk =e;®ej > tg = Qe;®Qej), tj. dla dowolnego Q jest t?( + hg. Z tego powo-
du reprezentacje tensora jednostkowego drugiego rzedu 1, ktéry jest tensorem
izotropowym, sa rézne w bazach tx i hy, i maja postacie:

L=ty +to+ty ~[1,1,1,0,0,0], 1=v3h ~[V3,0,0,0,0,0]. (P47)
7 tej samej przyczyny objasnionej powyzej reprezentacje izotropowych tensorow
Ip, Ip w bazach ortonormalnych tx ® t; i hx ® hy sq rézne:

1(48) = I;?z)h[( ®hy, Ip = %1 ®1=Ipgrhg®hy,
(1.0 0 0 0 0] (1.0 0 0 0 0]
010000 000000
s [ 00 1000 o .o00o000
KL 000100/ PEL™1 0 0 0 0 0 0]
000010 00000 0
[ 00000 1] [ 00 000 0]
(P.48)
Ip= 1(48) - él ®1=Ipgrhg®hy,
[0 0 0 0 0 0]
01000 0
s 001000
PEL™[ o 0 0 1 0 0]
000010
00000 1

co tatwo stwierdzi¢, poréwnujac wzory (P.44) i (P.48).

Reprezentacja tensora 1(4%) jest w tych bazach taka sama ze wzgledu na

prawdziwo$¢ nastepujacej tozsamosci:
t1®t;+to®@ta+t3®ts=h;®h; +hs ®hy + hy ® hs, (P.49)
ktora mozna otrzymaé, wykorzystujac wzory (P.38) i (P.45).

Na zakonczenie warto wspomnie¢ o wlasnosci absolutnej (calkowitej) we-
wnetrznej symetrii tensora czwartego rzedu. Dowolny tensor Hooke’a zgodnie
z jego definicja wykazuje symetrie wewnetrzne (P.31)s. Jednak warunki te sa
niewystarczajace, by byl on absolutnie symetryczny. Warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na to, aby tensor Hooke’a byl absolutnie symetryczny, jest,
by byl on réwniez symetryczny przy zamianie miejscami 2 i 3 indeksu, tj. po
zastosowaniu operacji permutacji (1 3 2 4). Warunek ten oznacza, ze musi by¢

spelnionych szes¢ dodatkowych warunkow symetrii:
C2233=C02323, C1133=C1313, Cli22=C1212 <> C23=Cy4, C13=C55, Ci2=Ceg,

C2313=C3312, (2312=C2213, Ci312=C1123 <> C45=C36, Ci6=C25, Cs56=C14.
(P.50)
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Po uwzglednieniu tych warunkéw wewnetrznej symetrii liczba niezaleznych
(r6znych, co do wartosci) sktadowych tensora Hooke’a w najogélniejszym przy-
padku (pelnej anizotropii) spada z 21 do 15, tj. tensor o symetrii absolutnej jest
w pelni scharakteryzowany maksymalnie 15 niezaleznymi parametrami. Mate-
riat liniowo sprezysty, ktorego tensor Hooke’a wykazuje wlasno$¢ absolutnej sy-
metrii, jest znany jako material sprezysty Cauchy’ego, por. wzér (2.14) w pracy
Rychlewskiego [P12]. Dowolny tensor Hooke’a mozna zsymetryzowaé tak, aby
posiadal on wlasnosé absolutnej symetrii, stosujac permutacyjny operator abso-
lutnej symetryzacyi s — por. (P.6)s, ktéry rzutuje ortogonalnie tensory Hooke’a
do podprzestrzeni absolutnie symetrycznych tensoréw Hooke’a H — s x H.

W przypadku zapiséw macierzowych Voigta i Kelvina, warunki absolut-
nej wewnetrznej symetrii tensora Hooke’a narzucaja nastepujace relacje wie-
z6w pomiedzy poszczegdlnymi sktadowymi reprezentacji macierzowych w bazie
€; ® €, por. (P32)2 i (P39)

Vo
CK L

Cin M L 2N 2015 2C6|]
M Co K 20y 20 2Co
L K Cs3 2034 2035 2P
N Cyp Ci3 2K 2P 20
Cs1 O Cs3 2P 2L 2N
Ce1 Ceo P 20 2N 2M

Okt
Chn M L V2N 2015 V2056 |]
Cy K 203 V20 /20
C33 V2034 V2035 /2P
2K 2P 20
sym. 2L 2N
2M

(P.51)

C14 = N = Csg, Cas = O = Cygs, C36 = P = Cys.
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Jak z tego wynika, dla absolutnie symetrycznego tensora Hooke’a jego wspéi-
czynniki reprezentacji macierzowych, rozpisanych w bazie e; ® e;, na przyklad
musza spelniaé nastepujace relacje: 2C3° = Cy°, CY° = O (2CKe = CEe,
CKe = /30K,

Stosujac permutacyjny operator absolutnej symetryzacji s — por. (P.6)s3 do
tensora 1 ® 1, mozna uzyska¢ absolutnie symetryczny tensor izotropowy:

T(4ts) = %[1 ©1+(101)%? (10 1)<42>]:%[1 ©1+21"]=5x (101),
T4ts) _ Il(]%kwtls) ci®e; = I[((A‘LtS) tx @ty = I}?ES) hx ®hy,
(1 2 3 0000 0 0]
$ 12000000
1000000
0004+ %0000
~]0o0o o0+ 3000 0]
000004400
00000%+% 400 (52
000O0O0O0OGO0 4 2
(0000000 § &)
(1 1 2 00 0] (12 0 0 0 0 0]
1 3000 0 20000
11000 002000
000200)] 000300
000020 000020
00000 2| L 0000 0 2

Tensor (P.52); jest generatorem 1-wymiarowej podprzestrzeni izotropowych,
absolutnie symetrycznych tensoréw czwartego rzedu A%~ = g | L Aéjzfs =
2 (8i50k1 + 0301 + 0y j).

Zgodnie z wymogami absolutnej symetrii, tj. symetrii wewnetrznej tensoréow
czwartego rzedu por. (P.5), w najogélniejszym przypadku, aby tensor Hooke’a
byl tensorem absolutnie symetrycznym, maksymalna liczba réznych co do war-
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tosci (liniowo niezaleznych) sktadowych w jego reprezentacji nie moze by¢ wiek-
sza niz 15 — por. (P.50) i (P.51). W przypadku materialu wykazujacego symetrie
monokliniczng, symetrie zewnetrzna por. (P.9), maksymalna liczba réznych, co
do wartosci (liniowo niezaleznych) sktadowych reprezentacji jego tensora Ho-
oke’a rowniez nie moze byé¢ wigksza od 15. Jednakze, wiezy narzucane przez
warunki absolutnej symetrii sa inne, niz wiezy narzucane przez warunki mate-
riatowej/ plaszczyznowej symetrii. Na przyklad, tensor Hooke’a moze wykazy-
waé symetrie monokliniczng, lecz niekoniecznie musi jednoczesnie by¢ tensorem
absolutnie symetrycznym.

Aby tensor Hooke’a dla materialu o okreslonej symetrii materialowej byt
absolutnie symetryczny, na ogét musza byé spelnione pewne dodatkowe relacje
wiezéw pomiedzy sktadowymi jego reprezentacji. Na przyktad tensor Hooke’a
dla materiatu izotropowego bedzie absolutnie symetryczny, jesli wspdélczynnik
Cyq = i bedzie réwny wspoélezynnikowi Casz = A, tj. wtedy gdy A = u. Ale to
oznacza, ze izotropowy material sprezysty absolutnie symetryczny wedlug no-
menklatury podanej w rozdziale 10 raportu oznacza material idealnie sprezysty,
por. wzér (10.1).

Zarysowany powyzej problem koniecznosci istnienia roznych wiezéw pomie-
dzy sktadowymi tensora wynikajacych z narzucenia wymogu podsiadania przez
dany tensor réznych typow symetrii oraz analiza wynikajacych stad konsekwen-
¢ji stanowi otwarty problem naukowy i zgodnie z najlepsza wiedza autora przy-
pisu problem ten stosunkowo rzadko jest dyskutowany w literaturze przedmiotu.
Warto tez podkresli¢, ze wlasnos¢é okreslonej symetrii jest wlasnoscia tensora,
nie za$ wlasnoscia reprezentacji tensora.

Podstawy teoretyczne i algebraiczne rzemiosto rachunku tensorowego w pe-
wien catoSciowy i stosunkowo przystepny sposéb zostato przedstawione w pod-
reczniku akademickim Janiny Ostrowskiej-Maciejewskiej [P10]. Wiele szczegd-
towych wyprowadzen wzoréw w zapisie indeksowym znajduje sie w 1 rozdziale
,Tensors”, obszernego podrecznika Eduardo Chaveza [P3].
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