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Rozdzial 1

Wst ep

Praca dotyczy plaskiego zagadnienia wzrostu szczeliny ecaeniowej w bimateriale po-
wstalym na skutek idealnego zespolenia dwh materiabw spre zystych. Celem jest uzy-
skanie efektywnej metody umo zliwiagej okreslenie wzrostu takiej szczeliny, dowolnie
usytuowanej w bimateriale. W pracy zostanie przedstawioradekwatna metoda oraz efek-
tywny algorytm umo zliwiapcy symulacg komputerova propagacji szczeliny zmczeniowej
w bimateriale. Zadanie takie nie bylo dotychczas rozpatwane w literaturze swiatowej.
Opracowana metoda polega na zaadaptowaniu istrégych modeli matematycznych roz-
wijanych w ramach mechaniki gkania i dapcych podstawy wyznaczania wgpczynnikow
intensywnasci hapre zenia (WIN) dla szczelin w bimateriale oraz skladow€j (ang.: T{
stress) ledacej caescia wyra za okreslajacych pole nape zenia wasiedztwie wierzcholka
szczeliny. Do tego celu wykorzystanaduizie Metoda Osobliwych Rwnan Calkowych typu
Cauchy'ego, w kbrej zastosowany zostanie dyslokacyjny model szczelinyl® napre ze-
nia wokol jej wierzcholkow wyznaczane bdzie za pomoa funkcji Greena odpowiadagcej
wplywowi dyslokacji kranedziowych umieszczonych w bimateriale reprezenaigych szcze-
line. Wynikajace z metody osobliwe awnania calkowe leda rozwiazane numerycznie.
Pozwala to ocemt dla ka zdego kolejnego cyklu olackenia kierunek propagacji i przy-
rost dlugosci szczeliny dowolnie uksztaltowanej w wyniku procesu eteeniowego. Do ich
okreslenia zaproponowano nowe kryterium okstajace kierunek wzrostu szczelingMK {
kryterium), bazujace na podziale gstosci energii odksztalceniav na jej czesc postaciova
Tp i objetosciowa Ty . Kierunek pekania okresla najwieksza wartac ilorazu % na granicy
wprowadzonego tu obszaru dekohezji wyznaczonym przez waeld T\, =const. Kryterium
to zwery kowano rownie z pozytywnie w przypadku obaizenia monotonicznego. Przyrost
zmeczeniowy szczeliny oksda prawo wzrostu wykorzystugce iloczyn zmiany dlugsci
strefy dekohezji na kierunku gkniecia i czsci postaciowe] gstosci energii odksztalcenia
g—lfl‘ = C[( Tp r(T&™t))", gdzieC; n oznaczaa stale zneczeniowe zale zne od materialu.
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1.1. Cel pracy, jej istota i uzasadnienie podj  ecia problemu

Materialy kompozytowe znajdup obecnie coraz szersze zastosowanie w konstrukcjach
in_ zynierskich. Wykorzystywane & one do produkcji elemerw samolobw, pojazcdw ko-
smicznych, samochoalw, podzespaw elektronicznych, gdzie azsto nara_zoneasna obca-
zenia cykliczne. W trakcie procesv produkcji trudno jest jednak wyeliminowa powsta-
wanie defekbw (np. w interfejsie), ktore rozwijajac se pod wplywem zmiennych w czasie
obcia za eksploatacyjnych twora pekniecia prowadace do zneczeniowego zniszczenia
konstrukcji. Umiejetnosc oszacowania czasu do zniszczeniaemmeniowego elementu kon-
strukcji jest konieczna dla zagwarantowania odpowiedniegpoziomu bezpieczsstwa, a
wlasciwy dolor materialow i technologii wytwarzania pozwala podwy zszyiezawodnac
calej konstrukcji. Jednym z przyklacdw kompozytu jest bimaterial. Mo zliwsc opisu wzro-
stu szczeliny zneczeniowej w bimateriale, a w szczelmosci w otoczeniu pakczenia dvech
materialow (interfejsu) jest kluczowa dla modelowania tego zjawiakw bardziej zlo zonych
materialach kompozytowych. W pracy rozwa zonyelolzie problem wzrostu szczeliny pod
wplywem obcha za cyklicznych umieszczonej w bimateriale, czyli w elemercilo zonym
z dwoch idealnie pohczonych materiabw spre zystych o @ znych stalych materialowych
i nieskanczenie du zych rozmiarach. Rozwa zargdhie przypadek plaskiego stanu naer
zenia i odksztalcenia. Proponowane poseje mo ze loy wykorzystane do rozwazania
problemu propagacji szczeliny zeczeniowej dla innych kon guracji interfejsu oraz zjawi-
ska znmeczenia bardziej zlo zonych materaal kompozytowych. Uzyskane wyniki symulaciji
komputerowej beda porownane z wynikami eksperymeiw dosepnych w literaturze dla
materialow jednorodnych. Natomiast wynilow modelowania, jak i rezultabw ekspery-
mentow dla biamterialow brak jest w dosepnej literaturze swiatowej. Algorytm nume-
ryczny bedzie zaimplementowany w pakiecie MatLab.

1.2. Istniej acy stan wiedzy w zakresie tematu bada n

Podstawa zaproponowanej metody modelowania zuzeniowego wzrostu szczeliny jest
mechanika pekania, ktorej zastosowanie dla bimateriaw datuje se pod koniec lat pec-
dziesatych ubieglego wieku. W przypadku bimateriadw zlo zonsc problemu wynika z
ro znych wlaciwasci polczonych materiabw i obecnaci interfejsu, a tym samym istnieniu
lokalnych napre zeniacinajpcych w jego asiedztwie, nawet w przypadku czystego rozci
gania. Umiejscowienie w okolicy interfejsu szczeliny, inaej ni z w przypadku materialu
jednorodnego, powoduje ze jest ona obh@ona w spad mieszany (ang.: mixed-mode
loading), w wyniku czego warunki wzrostu szczelinyasrownie z mieszane (ang.: mixed
mode conditions). W literaturze mo zna spotkawiele kryteriow okreslajacych kierunek
wzrostu szczeliny w takich przypadkach. Do najbardziej r@owszechnionych pomimo
czestych relacji o ich niedostateczrsri w okreslaniu kierunku propagacji nalea kryte-
rium maksymalnego nape zenia stycznego oraz minimurnestcsci energii odksztalcenia.
Dotychczas badacze pwiecili wiele wysilku na modelowanie propagacji szczelinyniesz-
czonej w interfejsie. Jest to bardzo wa zny problem prakiyty, gdy z podczas wytwarzania
materialow kompozytowych pohczenia dvech materiabw nie zawsze & wolne od uszko-
dzen. Wowczas interfejs mo ze stasie zrodlem defekbw, ktore podczas eksploatacji mag
doprowadzt do awarii. Bardzo cesto zaklada s [71], [74], [75], i z interfejs jest idealny,
bez fazy przegciowej, tzn. jest wyrana grani@a miedzy materialami skladowymi kompo-
zytu. W wyniku takiego zalo zenia, w przypadku istnieniazszeliny w interfejsie, mate-
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matyczne rozwazanie dla pola nape zenia jest zespolone, ma postascylacyjra i jest z
natury swojej nie zyczne. Aby temu zaradzt niektorzy autorzy proponup wprowadzenie
dodatkowej trzeciej fazy, kbra jest materialem przegciowym, [81]. Kierunek propagaciji
szczeliny jest tu cesto determinowany wzdlu z plaszczyzny maksymalneg@rezenia ob-
wodowego, , wokol wierzcholka szczeliny. W [82], [83], [84]ak rozwoju szczeliny jest
okreslany przy u zyciu wyra pena energe odksztalcenia. Generalnie, prace te wskaayj
ze szczelina w interfejsie propagujeesiv kierunku materialu bardziej podatnego, nato-
miast w przypadku szczeliny dlu zszej z rozgaleniem oraz podczas jej dalszego wzrostu
pojawia se zjawisko powrotu w kierunku interfejsu. Problem szczelnumieszczonej w
jednym z zespolonych materiaw i zbli zagcej se lub stykajacej se z interfejsem byl roz-
wa zany w [85]. Badano tam problem zatrzymywaniaesprocesu propagacji szczeliny w
interfejsie oraz zmiam kierunku propagacji przy zbli zaniu eido interfejsu. Osobliwec
pola napre zenia na wierzcholku szczeliny jest tu stopma , gdzie eksponent zale zy od
orientacji szczeliny w stosunku do interfejsu, jakawnie z od parametw bispre zystych.
Efekt spre zysto-plastyczny wakl wierzcholka szczeliny w interfejsie byl szczelgpwo dys-
kutowany w [86]{ [88] ukazupc o wiele weksza intensywnasc pol mechanicznych w okolicy
interfejsu ni z ma to miejsce w materiale jednorodnym.

Mechaniczne aspekty propagacji szczeliny w interfejsieblww jego ssiedztwie wymie-
nione powy zej mogly hywyjasniane dzeki rozwojowi mechaniki gkania, w ramach ko-
rej mo zemy okragac m.in. wspolczynniki intensywnasci napre ze niezbedne do okrslenia
zmeczeniowego przyrostu szczeliny oraz kierunku jej propagia W przypadku szczeli-
ny w bimateriale nale zy uwzgldnic zlo zony stan na@ zenia wawnaniach na przyrost
szczeliny zneczeniowej. Wiele propozycji rozvaeizan tego zagadnienia mo zna znatew li-
teraturze [98], wsrod nich najbardziej rozpowszechnionymi wydajsie byc te bazujpce na
efektywnym wspplczynniku intensywnasci napre zenia oraz wgpczynniku gestasci energii
odksztalcenia. W ka zdym przypadku jednak znajorsm parametrow charakteryzupcych
napre zenie oraz odksztalcenie w otoczeniu wierzcholka slzoy jest konieczna do analizy
wzrostu szczeliny zraczeniowej. W serii artykubw Erdogan oraz jego wsmppracownicy
konsekwentnie analizowali wplyw szczelin w bimaterialeanpola nape zenia u zywag
techniki superpozycji. Rozwazanie to wyra zone jest jako suma aeh rozwazan: pierw-
sze (A) otrzymane dla danego zevatrznego obca zenia i bimaterialu bez szczeliny, oraz
drugie (B1) otrzymane dla dwch pobkczonych materiabw ze szczelia, gdzie na po-
wierzchnie szczeliny przylo zone jest napeenie wynikace z rozwazania problemu (A)
wzdlu z umiejscowienia szczeliny (z przeciwnym zwrotenllakie zagadnienie wymaga
jednak rozwa zenia problemu (B2), czyli wplywu aglego rozkladu dyslokacji kraedzio-
wych wzdlu z zalo zonej lokalizacji szczeliny. Jedrestze wymagana jest ownowa znsc
rozwiazania problemu B2 i B1, [102], czyli poszukiwany jest takbzklad dyslokaciji, kiory
spelnia ten warunek ownowa znsci. Wplyw dyslokacji kranedziowej mo ze lay okreslo-
ny za pomoa funkcji Greena wlaciwej dla bimaterialu. W wyniku tego otrzymuje s
rownania calkowe osobliwe typu Cauchego.

Powy zszy przegl literatury ukazuje dosc bogat wiedz uzyskam w ramach mecha-
niki pekania w bimaterialach. Brak jest jednak pozycji opis@cych propagaa szczeliny
zmeczeniowej. Pomimo tego, i z w kilku artykulach [103]{ [&Pmo zna znale wyniki do-
swiadczalne zachowania sitakiej szczeliny, to teoretyczne rozwa zania ogranicaaje do
szczeliny w interfejsie i w zasadzie nie podajzadnej efektywnej metody do okséenia
scie zki, kierunku i wielksci ewentualnego przyrostu szczeliny zale znej od cykiego ob-
cia zenia. Modelowanie zjawiska wzrostu eezeniowego szczeliny w tego typu materiale
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wydaje sk wiec problemem otwartym, na kory, przynajmniej w pewnym zakresie, mo ze
dac odpowied niniejsza praca. Doda nale zy, ze nawet modelowanie wzrostu szczeliny w
materiale jednorodnym jestzrodlem wielu problenow, ktore nie & do kanca rozwazane.
Nale zy ownie z zwocic uwage, ze kierunek wzrostu szczeliny Bezeniowej umiesz-
czonej w zlo zonym stanie naprzenia, w vekszaci przypadiow ro zni @ od kierunku
propagacji szczeliny pod wplywem obaizenia monotonicznego [127], czego w zasadzie
zadne kryterium nie uwz@gdnia. Jednak ze powstaga o znica zmniejsza esisukcesywnie
wraz z rozwijajaca sie szczelia, co zwazane jest z malgcym udzialem modu Il w rozwa-
zaniu. Natomiast znacznie wa zniejszym problemem wydaje sno zliwec rzeczywistego
okreslenia przyrostu szczeliny, kbira w warunkach zlo zonego stanu napeenia zachowuje
sie inaczej ni z ma to miejsce w przypadku klasycznie rozwaegazczeliny, prostopadlej
do jedno{osiowego obeai zenia. Obecnie w literaturze istniajwyra zenia okr&ajace wzrost
takiej szczeliny, ale nie @ one uniwersalne, gwnie bazup na kilku efektywnych parame-
trach. W pracy podana kedzie propozycja prawa okr&ajacego zanwno wzrost szczeliny,
jak i kierunek jej wzrostu uwzgedniajacy zlo zony stan nagrzenia. W tym celu uwzgld-
niony zostanie ownie z staly czlon, ktorego wplyw mo ze loykluczowy szczeginie w
przypadku dwu{osiowego ob@ zenia, a bywa zwykle pomijany w licznych pracach.

1.3. Metodyka bada n

Mimo tego, ze w literaturze istnigg modele matematyczne daice teoretycznie mo z-
liwosc okreslenia wsmlczynnikow intensywnasci napre zenia dla dowolnie usytuowanej
szczeliny w bimateriale, to efektywne rozwizania ograniczag sie do kilku specy cznych,
dosc elementarnych kon guracji geometrycznych szczeliny wiaglem interfejsu. Celem
pracy jest zaadaptowanie istniggcych modeli teoretycznych i zaproponowanie efektywnej
procedury numerycznej obliczania wsgczynnikow intensywnasci napre zenia oraz sklado-
wej T dla dowolnie zaawansowanej i uksztaltowanej w procesie eaaeniowym szczeliny.
Do tego celu wykorzystany ledzie jako model wygciowy dyslokacyjny model szczeliny, ba-
zujacy na pracach Erdogana np. [59] i jego wsfpracownikow, w ktorym pole nape zenia
wokol wierzchollow wyznaczane jest za pomacfunkcji Greena odpowiadagcej wply-
wowi dyslokacji krawedziowych reprezentigcych szczelie. Adekwatna i umo zliwisgca
rozwiazanie funkcja Greena bdzie zaadoptowana dla bimaterialu z pracy Dundursa &
Mury [57]. Wynikajace z tego osobliweawnania calkowe leda rozwiazywane numerycznie
Za pomo@ proponowanego w pracy algorytmu. W sytuacji szczeliny ngostoliniowej lub
bedacej w kontakcie z interfejsem rozvaizanie zawiera inne stopnie osoblisoi ni z {(%)
jak to ma miejsce w przypadku szczeliny prostoliniowej w matiale jednorodnym, ownie z
zespolone. Stopnie osoblivgai zalea oglnie od dodatkowych warunkw brzegowych, tj.
kon guracji szczeliny oraz polo zenia jej wierzchalw, jak rownie z od stalych materialo-
wych. Powstaly uklad osobliwych ownan calkowych kedzie rozwazywany numerycznie
za pomo@ metody Gaussa-Chebyshewa, w ¢tej uklad rownan calkowych redukuje s
do ukladu rownan liniowych. W rozwiazaniu wykorzystane zostanie podsgie oparte na
odpowiedniej dyskretyzacji ownan calkowych co pozwoli na otrzymanie efektywnego al-
gorytmu dla okreslenia kierunku i przyrostu szczeliny zmczeniowej na poszczetnych
cyklach obca zenia. Wynikiem tego &dzie rozwazanie problemu trwal®ci zmeczeniowej
elementu z bimaterialu, oslabionego defektem w postacogratkowej szczeliny (mo zliwy
jest rownie z rozwj algorytmu dla symulacji wzrostu dowolnej liczby pocatkowych szcze-
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lin). Metoda zostanie zwery kowana poprzez pawnanie z wynikami eksperymermw i
symulacji dla materialu jednorodnego. Dla przypadku bimrialu przedstawione zostaa
wyniki symulacji numeryczne,.






Rozdzial 2

Mechanika p ekania: szczelina w
zlozonym stanie napr ezenia

2.1. Osobliwa natura napr e zenia w pobli zu szczeliny

Wszyscy in zynierowie intuicyjnie wiedz, ze w otoczeniu naas lub ostro zakaczo-
nych wewretrznych pustek powstaje koncentracja nagrzenia pod dzialaniem np. olzi
_zenia zewetrznego. Dlatego te z niekiedy w lotnictwie stosujeesiechnike polegagca na
rozwiercaniu ostro zakaczonych wierzcholkw szczelin co zmniejsza koncentracpapre-
zenia i w rezultacie spowalnia lub nawet zatrzymuje ich daly rozwoj. Opierajac se na
rozwiazaniach liniowej teorii spe zysteci (LTS) wartosci napre zenia wraz ze zbli zaniem
sie do wierzcholka szczeliny zmierzajdo nieskmczoncsci co sprawia, ze naprzenia sta-
ja sie osobliwe. Jest to oczywcie zycznie niemo zliwe. Jednak ze wynika to jedynie z
zastosowanego rozarania LTS, ktore zaklada czysto s zyste zachowanie materialu,
gdy tymczasem w rzeczywistci material w s@siedztwie wierzcholka szczeliny poddany
jest du zym odksztalceniom, kirym dodatkowo towarzysa liczne formy trwalych zmian
struktury materialu. Pomimo tego, rozwazanie oparte na koncepcji LTS dostarcza bardzo
wiele u zytecznych informacji, poniewa z charakteryzigpre zyste pole odksztalnepoza
obszarem przywierzcholkowym i przez to, moednio, opisuje warunki panugce tu z przy
wierzcholku szczeliny.

Jesli rozwa zymy obszar bardzo blisko wierzcholka szczglipor. Rys. 2.1, to mo zna
spodziewa sie w jego okolicy bardzo du zych warsai napre zenia dla 2> 180. Powsta-
je rownie z pytanie o stopie osobliwesci pola nape zenia? Na to pytanie odpowiedzial
Williams [45]. Stwierdzil on, ze napgrzenie w najbli zszynasiedztwie wierzcholka karbu,
por. Rys.2.1,r I 0, mo ze by zapisane w postaci szeregu:

X
i (h )= ar ()= er () + er *f( )+ (2.1)
k

gdzie wsmlczynniki g, funkcje f, oraz eksponenty  nale zy okrslic. Jesli  sa wszystkie
dodatnie, wowczas nape zenia na wierzcholku karbu wynaszero. W przypadku kiedy
napre zenia @& osobliwe, vowczas co najmniej jeden z jest ujemny, czyli ! 1
gdy r ! 0. Nastepnie, jesli ; < 0 oraz zalo zony zostanie warunek < , <:::, to
napre zenia w pobli zu wierzcholka podane przez wyra zeni®) @ zdominowane przez
pierwszy czlon:

i () er (), r! O (2.2)

13



14 2. Mechanika p ekania: szczelinaw z lo zonym stanie napr ezenia

Rysunek 2.1. Schemat karbu.

Nastepnie poprzez odpowiedni dady funkcji, zwanej funkcja Airy'ego ( = (r; )),
ktora poprzez b zniczkowanie w ukladzie wsfrzednych biegunowych de niuje skladowe
stanu napre zenia:

1@ ,10
ra@r r2@2’
(r; )= @; (2.3)
@f
. O@l@
w(f )= @t(F@
oraz wykorzystupc warunki brzegowe, Williams otrzymuje nagpujace ownania:
- dla symetrycznego obei zenia

w(f )=

( +1)sin2 +sin2( +1) =0; (2.4)
- dla antysymetrycznego ob@ zenia
( +1)sin2 sin2( +1) =0: (2.5)

Rownania (2.4) i (2.5) mo@ byc latwo rozwiazane dla uzyskania , przy okreslonej
wartosci , por. Rys. 2.2. Jali rozwiazanie daje wecej ni z jeda wartosc , wowczas wy-
brac nale zy wartec najmniejsa. Jesli wartosc kata wzrasta, stopi@ osobliwasci rownie z
wzrasta, a z do osgniecia = % przy 2 = 360 . Karb ten wowczas nazywany jest
szczelira.
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Antisymmetric

=)
o
I

Symmetric

180 220 260 300 340 360
20

Rysunek 2.2. Stopien osobliwosci pola napre zenia.

2.2. Pole napr e zenia

2.2.1. Sformulowania podstawowe teorii spr e zystosci

Skladowe tensora nam zenia w tjwymiarowej przestrzenix;y;z oznaczamy jako
i yys  zzv  xy: xz, yz- Dla plaskiego stanu nape zenia ,, = s, = y; = 0,
zas dla plaskiego stanu odksztalcenia skladowa odksztahia ,, = 0, z czego wynika,
ze ;,;, = ( x t+ yy). Dla plaszczyzny pwnania rownowagi (przy braku sil masowych)
Mo zna wyrazi W nasepujacej postaci:

@xx+@xy_o_ @+@Xy_

=0: =0: 2.6
@x @y @y @x (2.6)
Jesli przemieszczenia w kierunkack i y oznaczymy odpowiednial i v, to odksztalcenia
wyra a sie jako:
. 2 QU v, @u+ @y (2.7)

““ex Y @y ¥ ey ox
Natomiast relacja medzy nape zeniem a odksztalceniem w przypadku plaskiego stanu
napre zenia jest postaci:

E"w = x v, E'yw = XX 1 Xy = Xy (2.8)

a w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia wyra z& $ako:

E"w =(1 2) x W , E'yw=(Q1 2) o7 Ty T xys

(2.9)
gdzie, to modul scinania ( = %), E - modul Younga, - wspolczynnik Poissona.
Rownania rownowagi (2.6) & automatycznie spelnione gdy:

@ @

_@ . _©
XX~ @—9, Xy — @Xx@ yy — @

(2.10)
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Funkcja jest funkcja napre zenia Airy'ego, a wyra zenia (2.10) opiawgkladowe tenso-
ra napre zenia podobnie jak (2.3) w ukladzie wsipzednych biegunowych. Podstawiac
rownania (2.7) i (2.10 ) do wyra zenia (2.8) oraz podymie ro zniczkugac otrzymac mo zna
rownanie biharmoniczne:

rt =0lubr?(r?)=0; (2.11)

przy czym
= —+ —  dla ukladu wsplrzednych kartezjanskich,

lub
.. @ ,10, 10
@f r@r r2@?
Generalnie, funkcja Airy'ego pelni bardzo wa za role w zagadnieniach plaskich, w
szczeglnosci w przypadku plaskich elememw ze szczelinami lub karbami. Jednak ze jej
wyznaczenie wymaga du zegosdaadczenia. Musi ona speln@rownanie biharmoniczne
(2.11), jak i rownie z skladowe tensora napeenia uzyskane na podstawie np. (2.10) maisz
byc zgodne z warunkami brzegowymi problemu.

r dla ukladu wspolrzednych biegunowych

50

111

Pt
Il

iy

Rysunek 2.3. Kon guracja szczeliny i obcia zenia dla | modu ob@ zenia.

Przypadek prostoliniowej szczeliny umieszczonej w nieskzenie du zej plycie i ob-
cia_zonej jak na Rys. (2.3) analizowal Westergaard [46]. Rddozwiazanie, uznawane za
klasyczne, uzyskane poprzez zastosowanie odpowiedni@kfti napre zenia. Wynikiem &
skladowe tensora napg zenia podane w Tabeli 2.1 dla | modu olbcenia. W oryginal-
nym rozwiazaniu zamiastK, zastosowane jest wyra zenie a. Wspolczynnik K, jest
nazywany wsplczynnikiem intensywnaci napte zenia (WIN), a indeks oksda sposb
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obcia zenia. Poniewa z w praktyce pola namenia byway czsto bardzo zlo zone, wpro-
wadzono w terminologii liniowo{spe zystej mechaniki @kania trzy podstawowe sposoby
(mody) obcia zenia szczeliny, a co za tym idzie trzy sposoby deformacji
Mod | { pierwszy spo®b obca zenia nazywany rozrywaniem, jest to normalne
rozwarcie szczeliny, w wyniku czego naspuje przemieszczenie powierzchni szczeliny
prostopadle do jej polo zenia, por. Rys.2.4.a
Mod Il { drugi sposob obcia zenia nazywangcinaniem wzdlu znym. \Wwczas po-
wierzchnie szczelinyslizgaja sie po sobie w plaszcznie probki, por. Rys. 2.4.b
Mod Ill { trzeci sposob obca zenia, nazywangcinaniem poprzecznym. \WWwczas
powierzchnie szczelinglizgaja sie po sobie w kierunku prostopadlym do plaszczyzny
probki, por. Rys. 2.4.c.
Superpozycja tych sposaiw deformacji pozwala na uwzgdnienie zlo zonego stanu okei
za szczeliny. Spasb rozwiazania dla skladowych tensora naprzenia w przypadku mamv
[1'i 1l jest podobny jak w rozwi azaniu Westergaarda, a wyniki & przedstawione w dal-
szej cesci Tabeli 2.1. Wsmlczynniki intensywnasci napre ze moga wiec charakteryzowa

2%

a) Mod | (b) Mod I (c) Mod 111

Rysunek 2.4. Sposoby deformacji szczeliny

stan pola nape zenia, odksztalcenia i przemieszczenia w otoczeniurzeieolka szczeliny
w zale znsci od sposobu jej obei zenia. Nale zy doda ze funkcje trygonometryczne we
wzorach podanych w tabeli a niezale zne od geometrii @iki i od zewretrznego obc ze-
nia. Od tych wielkosci uzale zniona jest natomiast wielko WIN. Poslugujac se wzorami
z Tabeli 2.1, mo_znaawnie z zde niowa rozwarcie szczeliny (COD) w okolicach jej wierz-
cholka, ktore wyra za & jako:

gr)= u(rn+ ) u(n )= —=K, (2.12)

gdzie,

=3 4 dla plaskiego stanu odksztalcenia,

w

dla plaskiego stanu nape zenia

H
+
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Tabela 2.1. Skladowe tensora nape zenia dla @ znych modw obcia zenia. Rozwézanie 0so-

bliwe.
WSP. KARTEZJA NSKIE WSP. BIEGUNOWE
mod | mod |
o = PELCOS,[1 sin,sing] « = Ps[3cos; ;cos%]
yy = 5= c0s5[1 +sin 5 sin ] = pf[3 cos; + 7 cosT]
y = 1@>r*:2—'_rcos§ sin5 cos- . = pE[isins + 2sin]
U = 51 T cos,(  cos) Ur = kP i [(2 1)cos; cos]
n —
uy = 57 Tsing( cos) u = E— [ (2 +1)sin;+sin 5]
mod Il mod Il
o = Pasin;[2 + cos; cos] w = PEsins[1  3sirfs]
y = P K“ sin 5 cos; cos— = K” P[ 3sin;coss]
Ny = K%'\' cosz[l sin sin%] . = PEcos;[1  3sinf;]
Uy = ';Ar’ >sinz(2+ +cos ) | u = 'Z— 2—[ (2 1)sin5 + 3sin 37]
[ —
Uy = S T cos,(2 cos) |u = ﬁ— [ (2 +1)cos;+3cos3]
mod Il mod Il
;= FL[ sin;] 2 = FL[sin,]
yz = %[COSE] 2 = #L[cos;]
u, = " Isin]
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2.2.2. Dwu-osiowy stan obci azenia

Rozwiazania podane w Tabeli 2.1 niessdokladne, poniewa z uwzglniaja tylko pierw-
szy, dominujcy czlon w szeregu (&sc osobliwa), za pomoa ktorego mo zemy przedstaavi
stan pola nape zenia w sytuacji szczelpej jak na Rys. 2.3.

Jesli przypomnimy historie rozwoju mechaniki gkania, to pierwsa prac, ktora trak-
towala o koncentracji nape zenia byla praca Inglisa z roku 1913 [5]. Dotyczyla oranken-
tracji napre zenia woid otworu eliptycznego. Nasepnie Gri th w roku 1921 i 1924, [1], [6]

u zyl tego rozwazania jako rozwazania bazowego dla rozwoju swojej koncepcji energe-
tycznego wzrostu szczeliny. Naspnym milowym krokiem w rozwoju mechaniki pkania
byly prace Irwina w latach 1957-1960, [107], [10], [11]. Btozegl on uniwersalnec wyra-
_za opisujacych rozklad pola nape zenia i odksztalcenia w okolicy wierzcholka szczeliny
po analizie ownan Williamsa. Opieral se rownie z na@wnaniach Westergaarda. Jednak
pierwsza osola, ktora dostrzegla istniejca niescislsc w tych wyra zeniach byl Sih w roku
1966, [12]. Zauwa zyl on brakagy staly element rozwazania. Pozniej Eftis i Liebowitz
w 1972, [13] wykazali, ze stalej@xi rozwazania brakuje z powodu przeoczenia doko-
nanego przez MacGregora w roku 1935, [14], zokej to pracy korzystal Westergaard, a
pozniej Irwin. Pominiecie tego niezale znego od odlesgliood wierzcholka szczeliny czlonu
mo ze by zrodlem bledow, a w przypadku dwu-osiowego oba&izenia, Rys. 2.5,rozwia-
zanie osobliwé jest wyraznie niewystarczajce, sugerwc, ze dwu-osiowe olaczenie nie
wplywa na zachowanie szczeliny podczas procesekania. Pokazane bylo to m.in. w cy-
klu prac Eftisa et al. [15], [16], [17], gdzie wykazano komiencsc uwzgkednienia dwoch
czlorow: pierwszego osobliwego i drugiego, stalego. Oczsmie mo zliwe jest uzyskanie
pozostalych czloow (co zostalo przez autora niniejszej pracy, dogtego wyrazu szeregu,
dokonane), jednak ze traktowaneasone jako nie zyczne, poniewa z roarwraz z oddala-
niem sie od wierzcholka szczeliny [4]. Nale zy dadaz czlony te mo zna wyrazrownie z
za pomo@ WIN, co mo ze wydaw@sie nie tak oczywiste z powodu &stego de niowa-
nia WIN w kontekscie tylko osobliwego rozveizania, a zatem traktowania go tylko jako
wielkosc reprezentupca dominupcy czlon osobliwy. Pelniejsze okséenie pola nape zenia
dla dwu-osiowego stanu obaizenia, mo zna spotkawv kilku zrodlach (w zale zrexi od
po adanej dokladnaci rozwazania ), m.in. w pracy [26], gdzie zgodnie z Rys. 2.5:

wx = 1(Q Kk)cos2

+—p—K' i - cos= 1 sin—sin3— $3 0 - cos= 1+sin®=
2 a 2a 2 2 2 2 2a 2 2
>€' r +1=2 l l l

+ — + - + =) si i =
. = C [cos( 2) ( 2) sin  sin( 2) ]

+—p—K” T 1:zsin— 2+cos=cose +o L l:zsin— 2 +cos -
2 a 2a 2 2 2 2 2a 2 2
)é. r +1=2 1 1 1

+ — 2sin( + =) +( + 2)sin — :

o C [2sin( 2) ( 2)5| cos( 2) |

(2.13)
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Rysunek 2.5. Dwu-osiowe obc zenia szczeliny.

——p—K' ' 1=2cos 1+sin sin3 +3 =
Wb R 2a 2 2

5 5 cos 5

I
2a
R o 12 1 1, . . 1

> C [cos( + é) +( + é) sin  sin( é) ]

K ro 2 3 3 r 219
+_p COS= Sin = COS— —  sin=cog =
2 a 2a 2 2 2 2a 2 2

)1

2
Xy n=z 1 1
- + 2)gj _
A C( 2)sm cos( >

—p—K' o sin= cos cos3 3 1 1:Zsin cog
Y727 a  2a 27772772 2 2a 2772
)4 r +1=2 1 1
_ + 2)gj _
% C ( 2)sm cos( >
Ki 1 7 3 3 7 (229
+ P cos—= 1 sin=sin— + - — cos— 1+sin?—
T 2 2 n>s% "3 2 2 "3
)4. r +1=2 1 1 1
+ = + 2)si i = ;
s C [cos( 2) ( 2)sm sin( 2) ] ;

gdzie

B 2 +313::: (2 1)
c=01 305 2 4 0 (2)

Wielu badaczy oraz in zyni@w u zywa nadal tylko pierwszego, osobliwego czlonu ragwi
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zania. Jednak ze tendencja ta w ostatnich latach zmienia s1a rzecz oblicze uwzgled-
niajacych dwa pierwsze czlony. Kmcowe iownania w takiej postaci, dotycace pola na-
pre zenia w plaszczyie dla dowolnej kon guracji pojedynczej szczeliny i obaizenia, por.
Rys. 2.6, mo zna wyraeibazujpc na sformulowaniach z pracy [23]:

K : .3 K : 3
9 = 9—2'_003— 1 sinzsin—— p—ZLsmé 2+cos—cos—2 +T; (2.16)
r r

2 2 2 2
K 3 K 3
0 ! ; ; I ; )
= p 1+ —sin™ + p— —sin—= — 2.17
v |9?cos2 sin 2sm > pz—rcoszsmzcosz, ( )
K 3 K 3
0 _ I ain _ ° 4 ] 1 L ainS 21
Xy 192:rs|n20052cos2 192:rcos2 S|n28|n > (2.18)
r__ r__
K 1 . K . 1
W= Deoss 2 p+sin= + 20 Dgins Z( +1)+cos?=
2 2 2 2 2 2 2 2
(2.19)
+1 +1
+T (rcos +a) M g rsin;
"+ 1 K "+ 1
0 _ -~ L in— = + — o+ -~ L in— = +sin2_
Uy 5> sin 2( 1) co§2 5 sin 2(1 ) + sin 5 2.20)
: +1 '
+T 83rsm + M (rcos + a);
gdzie przyjmujac, ze 5, =k *; ;= *t; L= o
l-¥
—
ks¥ — | ks¥
“

f¥
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Rysunek 2.6. Ogolny spob obcia zenia szczeliny
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T @) J@)
M2 3();
< Pa o)
K DE gy(l );

w(1)= si® + S cos +2 5 sin cos;

0 — 1 1 oin2 1 o .
()= xcos + [ sin 2 4, sin cos;

w(1)=( g x)sin cos + x(sin®*  cos ):

Nale zy dode, i z jak wykazano to w wielu pracach staly czlofi,, w wyra zeniach okre-
slajacych pole nape zenia ma du zy wplyw na kierunek orazeplkosc wzrostu szczeliny i
w zasadzie powinien by uwzgkedniony w obliczeniach. Po raz pierwszy wplyw tego czlo-
nu uwzglednil Cotterell w pracach [18], [19], [20]. Zauwa zyl orze chocia z w przypadku
szczeliny edacej pod wplywem jedno-osiowego olaczenia, prostopadlego do powierzchni
szczeliny, lat propagacji dla materialu jednorodnego jest zgodny z @mtacja szczeliny
( pr =0), to w przypadku rzeczywistego materialu mo_ze nasgiic pewne male odchylenie
kierunku propagaciji (,» =d ) z powodu obecneci przed wierzcholkiem szczeliny pewnej
nieregularnasci materialu. Nasepnie podzielil on zachowanie szczeliny w tej fazie na dwie
klasy: | { gdy szczelina powoci z powrotem do swojego oryginalnego kierunku wzrostu,
oraz Il { gdy ju z nigdy kierunek ten nie zostanie aagniety. Co ciekawe, zachowanie to
zostalo zwazane z wielkscia stalego czlonuT. Tak wiec, gdy T > O, scie zka szczeliny
bedzie odchyla sie od jej idealnego usytuowania, natomiast gdyf < 0 to zaburzenie
struktury materialu ma charakter lokalny i kierunek lokaizacji scie zki wzrostu szczeliny
powroci do swojej idealnej orientacji. A wec, dla | modu obca zenia, wzrost szczeliny jest
stabilny dla T < 0 i niestabilny dla T > 0. Czlon ten w literaturze angielskagzycznej
wystepuje jako "T{stress". Larsson i Carlsson [21], pokazalze czlon ten ma ownie z
znaczny wplyw przy wyznaczaniu ksztaltu i wielksci strefy plastycznej, kbra rozwija se
przed wierzcholkiem szczeliny.

W przypadku systemu szczelin, a szczelgpie w interesupcym nas przypadku rozwi-
jajacej se szczeliny, istnieje problem uzyskania paramew WIN, jak i T. W jednym
z naskepnych rozdziabw zaprezentowana zostanie metoda umo zlivéeq uzyskanie war-
tosci tych parametiow dla dowolnie rozwijagcej se szczeliny. W przypadku obliczenia
wartosci parametruT, wykorzystana zostanie niezale zewotej wielkosci odr i . Do tego
celu nale zy wykorzystawyra zenia (2.16) i (2.17) w naspujacej postaci, de niujacejT:

T = ( )(<)X Sy) : (221)
=0;r! 0
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2.3. Wsp olczynniki intensywno sci napr e zen.

Wspolczynniki intensywnasci hapre ze (WIN) sa podstawowymi parametrami u zywa-
nymi zarowno w LMP, jak i w analizie zmeczeniowego wzrostu szczeliny. Pozwadapne
okreslic stan napie zenia i odksztalcenia w otoczeniu wierzcholka szegelDo obliczenia
WIN wykorzystuje sie metody analityczne, numeryczne i dswiadczalne. Poni zej opisane
zostara jedynie wybrane metody magce pewien zwazek z zastosowanym w pracy po-
dejsciem. Natomiast obszerne oawienie pozostalych metod znake mo zna np. w pracy
Seweryna [28] (w szczefnosci metody numeryczne w mechaniceepania) oraz w pracy
Neimitza [4].

2.3.1. Metody analityczne.

Metody analityczne ograniczag sie do zagadnia o niezbyt du zej zlo zoso geometrii

[28]. Do metod tych nalez m.in.:
metoda funkcji zmiennej zespolonej (Muskhelishvili [47])
metoda transformaciji calkowych (Bilby i Eshelby [39]),
metoda funkcji Greena (Stedman [40]),
metoda potencjabw (Sneddon [41]),
metody wariacyjne.

Metoda funkcji Greenazostala zaproponowana juz w roku 1928. Znajduje ona za-
stosowanie w wielu dziedzinach, m.in. w teorii sprzystsci do okreslenia nape zenia lub
odksztalcenia w dowolnym punkcie cialaddacych reakcg, na przyklad, na sie skupiora
przylo zoa w zadanym punkcie ciala. Dla przypadku szczeliny umiegzmej w niesko-
czonej plaszczgnie, gdy powierzchnie szczeliny ok&izone & przez zownowa zoa pare
sil skupionych, por. Rys. 2.7, odpowiedaiukladu mo ze by rownie z odpowiednia warsta
WIN, okreslona dla wierzcholka B w nagtpujacy sposb:

s
P a+
KB = _ .
SR T
s (2.22)
_,Q  a+
Ki=pg o

Dla wierzcholka A, wsmlrzedne nale zy zastpic przez

Jesli sily skupione zostaa zasapione obca zeniem eiglym wzdlu z powierzchni szcze-
!lny, yy oraz 2, to poprzez zsumowanie wplywu obaiza po dlugcsci szczeliny uzysku-
jemy:

7 S
1 a +
K = p— a wds
a , a
7S (2.23)
—_ 1 2 a+ (o] .
i=bg 2 o

Jest to jedno z mo zliwych zastosowarozwiazania (2.22). Jednak ze rozadanie to
mo zna wykorzysta w bardziej oglnym przypadku, np. do uzyskania WIN dla ciala ob-
cia zonego przez sily zeetnzne. Jest to mo zliwe przy u zycimetody Buecknera[29], a
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Rysunek 2.7. Szczelina przy zownowa zonej parze sil skupionych [27].

mianowicie: "WIN modu | (K,) dla szczeliny w ciele obazonym silami zewatrznymi
jest identyczny dla podobnej kon guracji szczeliny, podadej cisnieniu wewretrznemu dla
ciala, na ktore nie dzialap zadne sily zewetrzne. Przy czym cénienie wewetrzne oddzia-
lujace na szczelie jest rowne co do wartsci naprezeniu normalnemu wzdlz lokalizaciji
szczeliny, istnieacemu w ciele bez szczeliny i obgonemu silami zewetrznymi”. Ana-
logiczna sytuacja ma miejsce w przypadku naprzeniascinapcego i WIN dla Il modu

(Ku)-

. -
(a) (b) (©
Rysunek 2.8. Zasada superpozycji Buecknera [27].

Zasada ta jest zilustrowana na Rys. 2.8. Rys. 2.8a przedstaveialo dowolnego ksztaltu
zawierapce szczelia AB, ktore poddane jest dzialaniu sill. W pierwszej fazie rozwa-
zania nale zy zna#e pole nape zenia w ciele bez szczeliny Rys.2.8b, a w szolrey
sci wartosci skladowych nape zenia wzdlu z lokalizacji szczeliri(x); Q(x). Nastepnie
nale zy rozwa gyproblem przedstawiony na Rys. 2.8c. Jest to to samo cialale bez
obcia zenia zewetrznego, a istnieacy stan nape zenia jest wynikiem obaiza przylo zo-
nych na powierzchnie szczeliny. Warxi te otrzymywane 8 z rozwazania poprzedniego,
ale z przeciwnym zwrotem, P(x); Q(Xx). Rozwiazanie to jest hazywangozwiazaniem
korekcyjnym Suma tych dwoch rozwazan w przypadku szczeliny calkowicie rozwartej
odpowiada problemowi pocatkowemu, a WIN zwiazany z rozwazaniem z Rys. 2.8c jest
rownie z WIN dla problemu wygciowego z Rys. 2.8a. Nale zy podglie, ze to szczeine
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rozwiazanie podane przez wyra zenia (2.22) i (2.23) dotyczyl @anieskanczonych wymia-
rach.

2.3.2. Metody numeryczne.

W literaturze mo zna znalec wiele metod numerycznych rozwijanych przez licznych
badaczy. Map one du ze znaczenie praktyczne, szadage w przypadku elemerw kon-
strukcyjnych o zlo zonych ksztaltach. W praktyce do metbnajczesciej wykorzystywanych
nale a:

metoda kolokacji brzegowych (Grosst al., [42]),

metoda sil masowych (Murakakami i Nemat-Naser [43]),

metoda funkcji wagowych (Bueckner [30], Molski [31]),

metoda linii dyskretnych (Liskovets [32]),

metoda ro znic sknczonych (Liszka i Orkisz [33]),

metoda funkcji brzegowych (Fleminget al. [34]),

metoda elemenbw skarczonych (Zienkiewicz i Taylor [35]),

metoda elemenbw brzegowych (Banerjee i Butter eld [36], Burczyski [37]).

Wsrod tych metod metoda funkcji wagowychest numeryczra aplikacja metody funk-
cji Greena i jest cesto stosowana. Bazuje na twierdzeniu Bettiego 0 wzajensud prac
| zostala zaproponowana przez Buecknera [30]. Metoda lada, ze zaswno WIN dla
pewnego szczednego obch zeniaK, , jak rownie z odpowiadagce mu rozwarcie szczeli-
ny, u,(a; x), gdzie a jest polowa dlugosci szczeliny a znane. Natomiast WIN dla innego
obcia zenia jest dany w postaci:
YA 2a
K, = vy (X9H (& xYdx®, (2.24)
0

gdzieH (a; x9 jest funkcja wagova, de niowana jako

2 1 @uax)

H(aix%: +1K @a

(2.25)

gdzie y(x9 jest obcia_zeniem powierzchniowym wzdlu z lokalizacji szczelirgyskanym
z rozwiazania bez szczeliny zale znym od nowego almenia orax®= x + a (dla srodka
szczeliny x = 0). W przypadku szczeliny umieszczonej w plaszyznie o nieskaczonych
wymiarach, jednoosiowo rozeiganej, na podstawie paragrafu 2.2.1

Ky = opE u,(a;x)= 4;1 Op xq2a x9:

Wowczas ownanie (2.24) mo zna wyrazijako:
yA 2a r X0

—_ 1 (o] .
K, = P i o (x9 mjdx. (2.26)

Jesli x° zastapione zostanie przez + a otrzymujemy pierwsze z ownan (2.23).
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2.4. Wprowadzenie do Metody Osobliwych R ownan Calko-
wych typu Cauchy'ego.

Metoda proponowana w niniejszej rozprawie jest specy czny wykorzystaniem me-
tody Buecknera [29] w modelowaniu szczelin za ponadyslokacji krawedziowych, dla
ktorych znana jest funkcja Greena. Metoda polega na poszukima takiego rozkladu
dyslokacji wzdlu z linii lokalizacji szczeliny, aby mwnowa zg obcia zenie powierzchniowe
szczeliny. Wielkec tego obca zenia powierzchniowego wynika z roagania problemu roz-
kladu napre zenia bez szczeliny wzdlu z jej lokalizacji. Zamiassldkacji mo zliwe jest tu
rownie z u zycie np. pary sil skupionych. Wynikajy z metody uklad osobliwych ownan
calkowych typu Cauchy'ego jest rozwazywany numerycznie.

2.4.1. Dyslokacje

W nieskanczonej przestrzeni dwu-wymiarowej dyslokacja mo zecbyozumiana jako
naciecie w materiale. Na@cie to mo ze przyjmovwadowolny ksztalt, a dyslokacja jest
okreslona za pomoa przemieszczenia poradzy ssiednimi punktami obu stron nace-
cia. Wzgledne przemieszczenie punéiv po obu stronach na@cia okresla se za pomoa
wektora Burgersa. W rozwa zanych zagadnieniach model jdstu-wymiarowy, dlatego te z
dyslokacja, kiora bedziemy seé poslugiwa jest dyslokaca krawedziova. Dyslokacja ta le-
zy w jednej plaszcanie, a zaburzenie w strukturze materialu jakie wywoluj@owoduje
powstanie w materiale nape zenia. To pole nagrzenia jest niezale zne od samego ksztaltu
naciecia, ale zale zne od skladowych wektora Burgerk; @) ktore go charakteryzua. W
literaturze spotyka se dwie wizualizacje przedstawiajce dyslokacg o skladowej wektora
Burgersatf. Przedstawione a one odpowiednio na Rys.2.9 oraz Rys.2.10. Na rysun-

Rysunek 2.9. Model dyslokacji krawedziowej poprzez otwarte przemieszczenie [27].

kach tych mo zna zauwa@ygwaltowny "skoK' pomiedzy powierzchniami naacia, ktory
w kierunku x mo zna zapisajakou; u, =

W pracy rozpatrywane @ dwa mody obca zenia szczeliny, | i I, kire mo@g byc
modelowane przez dyslokaejkrawedziova. W przypadku modu Ill obcia zenia szczeliny,

konieczne jest modelowanie przy u zyciu dyslokasjiubowej (ang.: screw type), kbra
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Rysunek 2.10. Model dyslokacji krawedziowej poprzez styczne przemieszczenie [27].

posiada skladow wektora Burgersa® [38].
Przemieszczenia édace wynikiem obecnsci dyslokacji jak na Rys.2.9 i 2.10 mo zna
zapisa& w naskepujacej postaci [44]:

_ & 2xy
o (D TR
" o2 (2.27)
Uy = m( 1)Iogr+r—2;

gdzie,r2 = x? + y2.

W ogolnosci wektor Burgersa w plaszcznie posiada dwie skladowd$ i kf Tak
wiec pole nape zenia w dowolnym punkciex(y) bedace wynikiem obecnsci dyslokaciji
okreslonej za pomoa wektora Burgersa o skladowychtf; tﬁ) mo ze by zapisane jako:

xx(X;Y)= ﬁ tf %(3X2+y2) + @ rx_4(X2 yz) ;
WOV = oy B0 ) G003y (229)

xy (X;Y) = ﬁ b rX—4(X2 y5) + ry_4(X2 y?)

Skladowa wektora Burgersatf de niuje sie przez analog do skladowej.

2.4.2. Sformulowanie problem ow

Proponowana w pracy metoda wyjsniona zostanie na przykladzie zagadnienia pro-
stoliniowej szczeliny o dlugsci 2a, umieszczonej w niesktczenie du zej plaszczyie roz-
ciaganej w nieskaczonaci obca zeniem )}y(x) prostopadle do szczeliny, por. Rys. 2.11a.
Zgodnie z zasad Buecknera, zagadnienie to mo zna roa&éc wykorzystujac superpozya
rozwiazan problemow przedstawionych na Rys. 2.11b (problem A) i Rys. 2.11c (gblem
B). A wiec:

Zadanie A. Jakie jest pole nape zenia (X;y), por. Rys.2.11b, w materiale w
przypadku braku szczeliny? A dokladniej, jakie a wartosci tego nape zenia wzdlu z
linii, gdzie ma znajdowa sie szczelinay =0; jxj <a)?
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Zadanie B. Nale zy rozwa gyproblem jak na Rys. 2.11c, bez ob&izenia zewatrzne-
go, gdzie szczelina zostala zagiiona ciaglym rozkladem dyslokacji krawdziowych.
Sa one traktowane jako zaburzenie w strukturze materialu,l@ wielkosc tego za-
burzenia nie jest wczeniej zalo zona. Mo zna ten problerownie z przedstawi jako
umieszczenie dodatkowego materialu w miejscu lokalizeszczeliny, co generuje do-
datkowe, korekcyjne obazenie na powierzchni szczeliny. Jakie awczas jest to pole
napre zenia, (x;y) indukowane w materiale? A w szczegnosci, jakie & wartosci
tego nape zenia wzdlu z lokalizacji szczeliny?

Zgodnie z zasad superpozycji intereswgcy stan pola nape zenia uzyskuje sipoprzez

superpozycg tych dwoch problenow:

xy)= xy)+ (xy); (2.29)

pod warunkiem, ze warunki brzegowa spelnione na wolnych od obaiza powierzchniach
szczeliny oraz w'nieskanczonasci'. W rozwa_zanym przypadku, yy(X; 0) = §y(x) oraz
xy (X; 0) = 0 dla wszystkich wartosciy. A wiec mo_zna sformuloveanasiepujace warunki
brzegowe:
N(X)  y(%0)= 5 (x0)+ ,(x;0)=0; jxj<a
S(X)  x(X:0)= x(x;0)=0; xji<a (2.30)
wr xys o« b 0pogdy xiy !l

gdzie, N (x) i S(x) sa to, odpowiednio, skladowe normalne i styczne napeenia wzdlu z
linii szczeliny.

Rozwi azanie korekcyjne.  Wartosc korekcyjna nape zenia (x;y) mo ze bg okre-
slona przez agly rozklad dyslokacji wzdlu z lokalizacji szczelinyw tym przypadku

EMC s 5%

11

S (%) Sw(¥)

(@) (b) (©)

Rysunek 2.11. Zastosowanie zasady Buecknera [27].
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Rysunek 2.12. Modelowanie szczeliny przez dyslokacje.

jXj < a, por. Rys. 2.12a. W celu otrzymania nap zenia nale zy rozwa najpierw rozklad

dyslokacji wzdlu z in nitezymalnego odcinka szczeliny;( + ), por. Rys.2.12b, kb-

ry traktowany jest jako pojedyncza skoncentrowana dyslokga charakteryzowana przez
in nitezymalny wektor Burgersa bf,‘ = by( ) , gdzieh,( ) okresla gestesc dyslokacjiw

punkcie , por. Rys. 2.12c.

Nastepnie wykorzystuje s wyra zenie (2.28), kire okresla pole nape zenia bdace
skutkiem obecnaci pojedynczej dyslokacji. W szczeinym przypadku (x zastapione
przez x orazy = 0; B = 0) napre zenie normalne pojawiage se¢ wzdlu z linii,
gdzie zlokalizowana ma by szczelina, a powstale na skutek obew pojedynczej dyslo-
kacji charakteryzowanej przez wektor Burgersebf,‘ i umieszczonej w punkcie, mo ze by
okreslone w nasepujacy sposb:

2 by()_ 2 B()
( +1) x ( +1)x
Wowczas nape zenie zale zne odglego rozkladu dyslokacji wzdlu z lokalizacji szangl
przyjmuje postac: 7

2 “b()

( +1) X

y(X;0) = (2.31)

yw (X 0) =

gdzieb,( ), jest gestcscia dyslokacji:

(2.32)
d
b()= %: (2.33)

Miedzy ta wielkoscia, a g(x) charakteryzujaca rozwarcie szczeliny (2.12) istnieje bezpo-
srednia relacja: 7

g(x) = b,()d; (2.34)
lub d
b()= %: (2.35)

Zauwa zg nale zy, ze przy calkowaniu w drugim kierunku, tzn.azdo a, otrzyma sie
b()=+dg()=d .
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Sformulowanie i rozwi azanie r ownan calkowych. Rownania (2.28) oraz fakt,
i zb, = 0, pokazuja, ze drugi i trzeci z warundw brzegowych (2.30) & automatycznie
spelnione. Tak wec, poslugugc se rownaniem (2.30) oraz dodatkowoawnaniem (2.32),
otrzymac mo zna nagfpujace wyra zenie:

(+1
2

zawierapce nieznaa wielkosc jaka jest gestosc dyslokacii b ( ). Calka w (2.36) zawiera
charakterystyczne adro typu (x ) 1. Calki takie nazywamy calkami typu Cauchy'ego
I wystepuja one m.in. w plaskich zagadnieniach brzegowych teorii gpzrysteci. Bardzo
du zy udzial w rozwoju metody analizy awnan calkowych mieli rosyjscy matematycy,
przede wszystkim Muscheliszwili i Wekuy. W Polsce metodawnan calkowych w zagad-
nieniach teorii spe _zysteci byla rozwijana przez takich badaczy jak m.in.: S. Kalis, W.
Nowacki, R. Gutowski, W. Olszak, H. Zorski. Ponadto bardzo luszerra praca dotyczaca
rownan calkowych i ich zastosowania jest 4 tomowe dzielo Pogelzkiego, a w przypadku
zastosowa w spre zysteci szczeglnie tom 1V, [22].

Punkt x = w wyra zeniu (2.36) jest punktem osobliwym. Dlatego te zgte typu
rownanie jest nazywane osobliwymownaniem calkowym pierwszego exu, poniewa z
nieznana funkcja np. tub,, wystepuje tylko wewratrz calki. W niniejszej pracy ownania
tego typu rozwiazywane s z wykorzystaniem metody Gaussa-Chebyshewa rozvete)
przez Erdogana i Gupg, [54] i opisanej dokladniej w podrozdziale 2.4.3. Jest tozwia-
zanie numeryczne, kbre redukuje ownania calkowe do ewnan liniowych. Istnieje jeszcze
kilka innych metod rozwiazywania tego typu ownan, np. metoda Lobatto-Chebysheva
rozwinieta przez Theocarisa i loakimidisa [165]. Metoda teorzni ® od metody Gaussa-
Chebyshewa tym, ze uwazginia kancowe punkty przedzialu calkowania. Pomimo tego, i z
przy liczeniu WIN wlasnie te punkty sa najistotniejsze, to 10 znica w wynikach z wyko-
rzystaniem wsplczesnych komputesw jest pomijalnie mala.

Nale zy dodea, ze stosowane tu rozazanie wymaga dodatkowegoomwnania. Wy-
korzystujac fakt, ze powierzchnie szczelinya szbie zne na obu jej kwach, a wec,
g( a = g(a) =0, por. (2.34), formu%uje sie dodatkowy warunek w postaci:

L(x0)= © ) f’ﬁd: jxj <a (2.36)

a

’ b()d =0: (2.37)

Napr e zenie w dowolnym punkcie materialu zawieraj  acego szczeline. Ce-
lem proponowanej metody jest uzyskanie rozkladu nagrzzenia w materiale zawieragym
szczeliny i obca zonym zewetrznie w dowolny sposb. Przykladowo, gdy problem doty-
czy szczeglnego przypadku jak na Rys.2.11 i przy zalo zeniu, zewi@zano wyra zenie
(2.36) ze wzgtdu na gestosc dyslokacjib, ( ), skladowe tensora napg_zenia wyrazi mo_zna
jako, por.(2.28):

Za

w6V = gy BOTE ) yAds
AN

y(Xy) = ) b ( )Xr4 ((x )*+3yAd + J(x); (2.38)
Z a

2 a
WiV = oy BOBR ) ¥

gdzie,r2=(x )2+ yz
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Il mod obci azenia. W przypadku obecnaci drugiego modu ob@ zenia szczeliny
bedacego wynikiem ob@ zenia na granicy mbki de niowanego jako xly(x), to wynika-
jace z tego ownania mo zna uzyskaw spo®b identyczny jak w poprzednim przykladzie,

a mianowicie: C+1) 1za b() . |
> x (% 0) = — . x—d pXj < a: (2.39)
Rownie z i przemieszczenie powierzchni szczelinyazsine jest z gstoscia wektora Bur-
gersa,h, zale znscia:
b( )= dbg( ) - d:l( ); (2.40)

gdzie, h( ) oznacza relatywne, styczne przemieszczenie peniy dolra a gorna po-
wierzchnia szczeliny de niowane jako:

h(x) = uy(x;07) U (x;0 ): (2.41)

Dodatkowo, podobnie jak dla skladowey, wymagany jest warunek:
Z

a

b()d =0: (2.42)

2.4.3. Numeryczne rozwi azanie r ownan calkowych osobliwych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie numeryczna meta rozwiazywania sys-
temu rownan calkowych osobliwych typu Cauchy'ego meta Gaussa-Chebyshewa rozwi-
nietej przez Erdogana i Gupe [54].

Sformulowanie matematyczne wielu probleow zycznych, a szczeglnie w teorii spre-
_zystaci, sprowadza & do systemu osobliwychawnan calkowych postaci:

R g N .
— ai,-fi(t)t W+ ki (w; t)fi(t)dt = gi(w); l<w< 1 i=1;:00M;

11 11

(2.43)
gdzief;(t) sa nieznanymi funkcjami,a; sa to stale nieosobliwe, gdra kj (w;t) zawieraja
sie w przedziale 1 (w;t) 1, ag(w) sa znanymi funkcjami. Generalnie, w rozwa za-
nych w niniejszej pracy problemach, nieznana funkcjg (t) bedzie wykazywa osobliwec
w obu koncowych punktach przedzialu (szczeliny) 1. Mo zliwa jest ownie z sytuacja, gdy
tej osobliwasci na jednym z kmcow szczeliny lub na obu kncach nie kedzie. Jednak ze w
ka zdym przypadku poszukiwanfunkcje zasepuje se przez wyra zenie:

Fi(t)

i+ @ 0 (2.44)

fi(t) = Fi()pi(t) =

gdzie pi(t) jest funkcja fundamentalra zale za od zachowaniaf(t) na koncach szczeli-
ny. Wykladniki ;; ; okreslaja stopnie osobliwaci, a Fi(t) jest nowa nieznara, ciagla
funkcja w przedziale ( 1;1). Jesli sytuacja dotyczy szczeliny umieszczonej w materiale
jednorodnym, to = ; =1=2 oraz

Fi(t)

= (2.45)

fi(t) =
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Rownania calkowe opiswce rzeczywiste problemy doprowadzaesdo postaci (2.43) po-
przez normalizacg. Sprowadzagc przedzial §;d do przedzialu [ 1;1] relacjami:

2 =(b aw+(b+ a)
2x=(b at+(b+ a) (2.46)
w= =a; t=x=a:

Jesli rozwa zymy naspnie rownanie

1 4 d 2
— f(t)t tW +  Kk(w; Df (t)dt = g(w); l<w< 1

1 1

to dla pojedynczej szczeliny oraz na podstawi@wnania (2.44) otrzymujemy

71 1
1 F(t)dt . F(t) _ |
St w)@a t)2 + k(W,t)mdt = g(w):
1 1
F (t) musi ponadto spelnig warunek
71
F(t) o
@ et C
1

gdzie C jest znara stala. Nale zy tu skorzysta z nasepujacych formul:

1% F (t)dt X E()
ot W@ ) n(te wy)’
. -
14 fyde | X f(t)
o 1 t)1=2 e N '
1 =1

gdzie
;
ty = cos(%(Zk 1); w, = cosF dlar=1;::;n 1

W wyniku tego rozwa zane awnania mo zna wyraei jako systemn liniowych rownan
algebraicznych:

xXo
L o

n tk Wr‘

+ k(W t)] = g(wr);
k=1
X1 — .

RF=C
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sl

s3 ??
s2

s4

Rysunek 2.13. Przypadek dwoch polaczonych szczelin.

Przypadek pol aczonych szczelin. W sytuacji, gdy rozwa zana jest pojedyncza
szczelina, stopie osobliwasci jest typowy tzn. | = = % Jednak ze w miejscach,
gdzie szczeliny & polaczone, por. Rys. 2.13, lub ich wierzcholki majkontakt z innym
materialem, wykladniki ;; ; rozma sie od% (patrz podrozdzial 2.8.2). W sytuacji jak
na Rys.2.13, stopnie osoblivgzi w punktach sl i s2 sa rowne % Natomiast w punk-
tach polaczenia gbwnej szczeliny z odgakzieniem,s3; s4, stopien osobliweci jest 6 %
Zastosowanie w tym przypadku powy zej prezentowanej mejodie jest mo zliwe, ponie-
wa z stopnie osoblivazi mog byc np. zespolone. Istnigj co prawda metody pozwalajce
rozwiazec takie nietypowe przypadki, ale wa a sie one z dua komplikacja obliczen,
CO czyni je nieprzydatnymi w przypadku zreczeniowego wzrostu szczeliny. Roaganie
u zyte w niniejszej pracy bazuje na pewnym, olgie przyjetym i szeroko wykorzystywa-
nym uproszczeniu, kbre w skali calego procesu zeezeniowej propagacji szczeliny nie ma
istotnego wplywu na kaxcowe rozwazanie. Uproszczenie to stosowane bylo przez wielu
autorow ju z w sytuacji dwoch poklczonych szczelin [51], [52]. Polega ono na zalo zeniu,
ze stopie osobliwasci w punkcie s4 jest rowny % Mo zna wwczas zastosowametode
numeryczra przedstawiora powy zej. Nale zy jednak zauw&,zye zalo zenie takie wymaga
wprowadzenia dodatkowego warunku polegagego na tym, ze dayki stopien osobliwasci
w punkcie s4 jest mniejszy ni_z%, to wartosc funkcji F (t) w miejscu pohczenia szczelin
przyjmowana jest jako owna zeru, np. F(-1) = 0. W rezultacie rozwazanie takie mo ze
byc zastosowane do systemN szczelin pahczonych ze saod, co bardzo dobrze odpowia-
da problemowi zneczeniowej propagacji szczeliny. Roza#danie to lownie z zastosowane
bedzie w niniejszej pracy do przypadku szczeliny przech@dej przez interfejs (Rozdzial
2.11).

2.5. Funkcje Airy'ego dla pojedynczych dyslokacji

W literaturze mo zna znalec wiele przyklacdbw funkcji Airy'ego opisujacych pole na-
pre zenia, kirych zrodlem jest dyslokacja krawdziowa. W niniejszej pracy lkbdzie wy-
korzystane rozwazanie dla dyslokacji kravedziowej w okolicy sferycznej inkluzji umiesz-
czonej w nieskaczonej matrycy [57] oraz dyslokacji umieszczonej w samakiuzji [58].
Prace te bazua na dwoch artykulach [55] i [56].

2.5.1. Dla sferycznej inkluzji

U zywa@c oznacze jak na Rys.2.14 funkcje Airy'ego dla dyslokacji kraedziowej i
inkluzji mo zna zapisa w nasepujacej postaci:

Dyslokacja w matrycy:
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A Y
P(x,y)
1( 1, 1)
r 7]
ry
R b
n
2( 2 2 ! b
o] wio o~

Rysunek 2.14. Szczelina w asiedztwie okiaglej inkluzji.

- dla wektora Burgersa w kierunkux dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzp)

. G . . ;
e _ : llkfl) 2rilogrysin 1+ (B + A)(rolograsin »  rlogr sin )+
+(B A)(rp, ,cos, r cos + a ) (2.47)
Al Dpginp, (2 Dashz s
) r
: G . 21
= ‘( 11?1) (2 A B)rilogrisin i (B A)(rp 1cos i+ (- ba O
(2.48)
- dla wektora Burgersa w kierunkuy dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluz)
i G
y-ne = O] 11551) 2rilogricos 1 (B + A)(rzlogracos > rlogrcos )+
+(B  A)(rz zsin ; rl sin )+
, 2 (2.49)
( 1) *———"[2 ?logr 00522"'( Dacorsz
2
AR 2 1)+ M( ,+1) 1]E logr + Aaz—corS ;
. G
32’1—'”‘5: o+ D) 1?1) (2 A B)rilogricos; (B A)(ry isin i+
1 (2.50)

(2?2 1a

1
+~—"""logr;) M 2
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Dyslokacja wewatrz inkluzji:
- dla wektora Burgersa w kierunkux dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

: G — .
)](-z_lnc — (227?1) [2 (B + A)]rllogrl sSin 1+
2
+(B  A) riicos 1+u1]+
(2.51)
+[2H (B +A)rlogrsin +(B  A)(r cos — )+
+(H B)a ZS'n ;
>2<2_‘”° - Gtk 2rylogrysin 1+ (B + A)ralograsin o+
(2+1) 4 7 4 2asin (2.52)
+(B  A)ry 2c0s ;+ A———[sin2 , + rzz] )

- dla wektora Burgersa w kierunkuy dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

i G —
ye o Golh [2 (B + A)rilogr;cos i+

T (o+])
= = . (1 ?a .
+(B  A)[ ryisin 1+ ——""logr;] [2H (B + A)lrlogr cos + (2.53)
+(B Ay sin ZlogrB A+(1 AQ 1 (H B
y inc _ GZ@ N — . .
% - (L+1) 2rilogricos ;1 (B + A)ralogracos ;+ (B A)ry osin o+
—(1 2 1 2 — 1
+A( ) [ 2 zlogr2+c0522+( )aC?SZ 2]+A(1+Q Z)Erz :
(2.54)
gdzie,
c G, 1 2 1 ( 1+1)
= —; = _’A: ’B = - = M = X
a G 1+ 2+ (2+)( 2 1+2)
x 1 = 12 2+1 2( 1) 2A
= X = — H=1 - = —— 7 = __
v 11 (+0 %7 2+ , 17 1+A

Indeksy 1 i 2 oznacza odpowiednio obszar 1 i 2.

2.5.2. W okolicy prostoliniowego interfejsu

U zywa@c oznacze jak na Rys. 2.15 funkcje Airy'ego dla plaskiego interfajsi dyslo-
kacji mo zna zapisanastkepujaco:

- dla wektora Burgersa w kierunkux

G : '
S = Gl 2rylogrysin 1+ (B + A)rplogrzsin o+
( +1) (2.55)
sin 2] .

ra

+(B A)rp ,cos, 2Ac[sin2, 2c
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Ay

Rysunek 2.15. Dyslokacja w bimateriale.

G .
= (17?1) (2 A B)rilogrisin i (B A)rp icosi+2c, ; (2.56)
- dla wektora Burgersa w kierunkuy
G
’l'l—s" = i 2rilogricos ;1 (B + A)rplogr,cos o+
( +1) (2.57)
. CoS »
+(B A)r, 5sin ,++2 Ac 2logr, cos2,+2c . ;
2
G
= (17?1) (2 A B)rilogricos; (B A)ry isin ;+2clogri) : (2.58)

W przypadku, gdy dyslokacja znajduje & w drugim materiale, powy zsze funkcje ze
wzgledu na symetre rozwazania & dalej wlasciwe pod warunkiem, ze zmienimy stale
materialowe.

Indeksy liczbowe przy nazwie funkcji opis@ kolejno material, ktorego dotyca oraz
miejsce lokalizacji dyslokaciji.

2.5.3. Dyslokacja w prostoliniowym interfejsie

U zywa@c oznacze jak na Rys. 2.16 funkcje Airy'ego dla dyslokacji w interfejie mo z-
na zapis& nastpujaco
- dla wektora Burgersa w kierunkux

Xt = 7(615_51) (2 A B)rlogrsin (B A)r cos ; (2.59)
x_int = 751?1) (2 A B)rlogrsin +(B A)r cos ; (2.60)

- dla wektora Burgersa w kierunkuy

Z—im=(617f€1) (2 A B)rlogrcos (B A)r sin (2.61)



2.6. Pole napr ezenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Greena. 37

A y
2(m, k)

1m,ky)

Rysunek 2.16. Dyslokacja w interfejsie

y_int Gltﬁ .
N (2 A B)rlogrcos +(B A)r sin : (2.62)

2.6. Pole napr e zenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Gre-
ena.

Wykorzystujac funkcje Airy'ego oraz nastpujace wyra zenia:

@ _1,.

2 _ .
ax@s 2T =0 (2.63)
Gu = 24 +) @
@x @y (2.64)
@ @ '
Buy= G+ gy
@, - ¢ .9 (2.65)

*T ey Y ex@y” @x
Mo zna uzyskanapre zenie w dowolnym punkcie matrycy zale zne od polo zéysokaci
i rodzaju interfejsu.

2.6.1. W s asiedztwie sferycznej inkluzji

Pole napre zenia w matrycy, kiregozrodlem jest dyslokacja krawdziowa w ssiedz-
twie sferycznej inkluzji mo zna wyraeiw postaci [59]:

ﬁ 1 |nC(X Y;Co) = h'yr;cl(x;y;co)kf + hiyr;"z(x;y;co)tﬁ;
(17:-1) 1 |nC(X Y;Co) = hL:Cl(X;y;CO)@ + hixrlcz(x;y;co)@; (2.66)
(1+1)

oG Y Go) = hI (s co)bf + h% (X, y; Co) s
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gdzie
. 2 1R 6 8x3
o= 21 1)—+(3A B 4AX2) oA— - 2, P,
r3’rs ra ra ra
2 2 2
N 1 1 ﬁ & N B A2xyR LoA 1 4% R4y;
rZ r3 r4 r r
4x3 4x? B AxyR
o= o2u+ 204 Baa 1+ % Y g 1a B0 Y o8 AR
r2’r? rZ r3 r r r
4x? R? 2 12yR 4¢3 2x 2 1 4x3 R
a1 %RV A 2FX g %2 2 1 5
2 r4 3 rs rs rs rs rs
. 2x2
e = 20 2571+ @A B 4AT2)22
Y r{ ri ry"rs
2 1 8x3  8x3 2 1 4x2 Rx, R
A5 1 G+ 3 r—j . (2.67)
2 2 2 2 2
X% X 1 2 R 4x? R?%x
3A° B 4A—)— B A)- — —+2A 3 —- ;
( rz)r2 ( ) rz r2 r r4
=23 20X masp A2 marn an)X
w2 rs r? rg’rs r2’r2
2 1 2 4 2 1 _ 43 Rxy R
A 22 2 A5 2 2+1622+2 3 22 M2 T
ra rs rg Iz fr3
42 R 1 2x> R ) _
A3 5 o5 1 5 SARZ DHEMEE ) 1
2X2 4 2 2
he = 201 1)—+ B+A 1 =2 2 B+A1 — 2
0 rs r3 r3 r r
2 1 23 43 x3 %2 1 _ &3 Rx; R
A 221 22 +43 222X 5 g 22 2 Dy
rs r3 r3 rZ r3 r
5 2 1 2x> R ) 4x% R
+ A( D+M@I+ o) 151 5 5+2A 3 o T
2 4; 2 2
e = 20 ZhHX+ Bra1 22 L oBra1 o Ls
X r2’r2 r2 r3 r r
2 1 83 xoy 2 1 43 Ry R
+2A 2% 4+ 7 5+ 1 5 =2 2
rz2 r; rz rz r;
12xyR 4x?> R?
AR 2 DM@+ 5) 1-24pa 1 2T
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ezenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Greena.

2.6. Pole napr
gdzie
_Goa Mmoo 2 My
= R, - 1+m l| - 2+m ’
m=—2; M = md+ o) ;
1 (m+ (., 1+2m)
R2

X1= X Gy Xz =X —— r2= X2+ yH

R?2
FE(C )Py i (x )Py

2.6.2. W s asiedztwie prostoliniowego interfejsu
Pole napre zenia w materialé1” od dyslokacji zlokalizowanej w tym samym materiale
Mo zna otrzymea na podstawie [57] w postaci:

(1D 5o (Y5 C) = WG Y co)l + WS (X s co)f

yyl

xx 1 XX 2

(1) L Y; Go) = M (kv Co) i + hSL(x; y; o) B (2.68)

HERE R 7 (%Y Go) = hST (XY Gl + h2H (% s o)l

xy 1

gdzie
2x2 8AC? X
et = 20 ThHL+@A B )L+ 2 aax, +24Ac 32Ac—2+32A02 2
2x2 X2 X X3 1 X3
heit = 2(1+_21)12+ B+A+4AZ2 8Ac— +32Ac—2 +8Ac’S 32Ac?>2 12;
r2’r? r r rs r r3 r3
strl — 1 Xg
hel = 2(1 )—+ 3A B 4A 4Ac_~ +32Ac X2 3oAcl2
xy 2 X2 ra ra
1 X3 X
2AAC? S +32Ac?22 22,
rs r2 I3
2x2 X X5 X3 1
pstr =2(3 _21)_;4_ 5A B +4A 2+32AC—2 32AC—§ 24AC2_2+
w2 rz’r2 rs r r2 r2
2
X
+32Ac —3 22 an;
rz I3 r2
X3 X2 X3 1
hel = 2(1 )_+ A+B 4A—2 16AC—; + 32Ac— + 24Ac’
XX 2 r2 r2 I’2
2
C
32Ac222 22 ap "

r2 r2 X2
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2x2 X3 X X X3
h'l = 201 _1)1 + A+B 4AZ2+8AcZZ  16AcZ2 +32Ac 2+
xy 2 r2 r2 r2 r2 r2 r4
1 I 2 2 2 2
8AC? X3
R VI
rs r I3

gdziex; = X Co Xo = X+ Co:
W przypadku, gdy dyslokacja pozostaje w materialel”, to pole napre zenia wasied-
nim materiale "2" mo zna wyraz jako:

M 2 str(x Vi Co) — hstrZ(X y; Co)@ + hStrz(X y; Co)@

0t D 2 e yiey) = P (xiyi el + WP (xys e (2.69)
1

xx 1 XX 2

xy 1

0t 2w yicy) = B2 (xyi e + hS"2(x;y; o)l
L Xy 2

gdzie
2X2y 2x1Y
X1 23 2x 1 2x2
hfytrf = (2 A B)(r—% r—i‘l) (B A)( r—ll + _) 2¢( @ + r—fl)'
y  2x%y 2y 2%,y
hj}trl? = (2 A B)(r—2 ri ) (B A > i ;
1 1 g 7 4
2x3 2%3 1 %2
hstr22 2 A B) X—;+ _41) (B A)[ 1 +2¢ i _41)];
XX r r 1 r r
y , 23y 23y 2y
hfytr22 =2 A B)( P ri ) (B A) 411 +2¢ ri !
1 1 1 1
X 23 2, 23 2x2
h2=@2 A B)— 1) B AT Zleac ( 1)]
1 1 1

W sytuacji gdy dyslokacja znadeJe s w materiale"2" rownania pow_zszeaswlasciwe
Z zachowaniem uwag z Podrozdzialu 2.5.2.

2.6.3. W prostoliniowym interfejsie
Dla dyslokacji w interfejsie pole nape zenia mo zna wyraznaskepujaco, por. [57]:

S i) = Gyt + Ry et
( 1+1) l int (X _ hlnt hlnt . . 2.70
— o e (GYie) = LY Colf + (Y o) (2.70)
(1+1)

- g (i) = h Gy o)l + b (K y; o)t
gdzie
hit = (B 3A+2)rl2 4ﬂ A 1

yy 1
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nt y X% .
ht = (2 A B)S 44 1 A

xx 1

int — X X3 .
Wt = 2 3A+B),+4, 1+A ; 2.71)
=6 A BYS+aX A 1

w2 I’_2 r_4 J

W= 2+ A+B) 42" 1 A

xxz_( + + )r_2+ r4 !
Wt = 2+ a+B) Y42’y 1 A

wa = )z t4

2.7. Zastosowanie metody

W tym rozdziale bedzie zaprezentowane rozezanie dla przypadiw pojedynczych
szczelin umieszczonych wasiedztwie dvoch rodzaju interfejow: prostoliniowego i sfe-
rycznej inkluzji. Nastepnie metoda ledzie uoglniona na zagadnienie z dowoln liczba
szczelin oraz mo zlivegia ich laczenia, czego konsekwemcpedzie mo zliwar zastosowa-
nia jej do analizy zmeczeniowej propagacji szczeliny. Punktem wsgiowym prezentowa-
nych rozwa za jest wprowadzenie z Podrozdzialu 2.4.2 oraz praca [59],khorej autorzy
rozpatruja problem sferycznej inkluzji umieszczonej w nieskozenie du zej matrycy oraz
dowolnie zorientowam szczelie. Zgodnie z zalo zeniami metody zadanie wymaga rozwa-
_zenia kilku problerow, mianowicie:

Problem A . Dotyczy on sferycznego, sjgrzystego wacenia (inkluzji) zatopionego
w matrycy bez szczeliny, por. Rys. 2.17.b, w ktej pole nape _zenia wynika z obat
_zenia zewetrznego (rozwazanie podane w [47], patrz Dodatek). Dla rozwa zanego
zagadnienia szczeagnie istotne s wartosci skladowych nape zenia (x;y) wzdlu z
linii, gdzie szczelina ma by zlokalizowana y = 0;jxj < a).
Problem B . Nale zy tu rozwa zyproblem inkluzji oraz szczeliny bez obaizenia
zewretrznego, por. Rys.2.17.c. W tym przypadku pole naprzenia w materiale,
(X;y), jest rezultatem dzialania sil na powierzchni szczelnJak wspomniano po-

przednio sily te mo@ byc rozumiane jako rezultat oddzialywania nierzeczywisteg
dodatkowego materialu oddzielajcego powierzchnie szczeliny. Szcpége istotne
sa wartosci napre zenia wzdlu z linii szczeliny,= 0.

Zgodnie z zasad superpozycji (2.29) oraz wyra zeniem (2.30) formuluje sownania

poczatkowe na linii lokalizacji szczeliny:

wX0)= w(x0)+ w(x;0)=0; jXj<a;
w(X0)= w(x0)+ (x;0)=0; jxj<a; (2.72)
wr xys o b0 gdy xy!1lo

gdzie do rozwazania problemu B, (X;y), wykorzystuje sie model szczeliny reprezento-
wany przez cagly rozklad dyslokacji kravedziowych. Do rozwazania nale zy wykorzysta

odpowiadapca problemowi funkcg Greena zde niowama w podrozdziale 2.6.1. W przy-

padku czystego rozeigania szczeliny, por. Rys. 2.17,,,(X; 0) = 0.



42 2. Mechanika p ekania: szczelinaw z lo zonym stanie napr ezenia

SAIREA
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a) b) C)

Rysunek 2.17. Kon guracja szczeliny i inkluzji w nieskonczonej matrycy. Zasada superpozy-
Cji.

Zgodnie z [59] oraz [60] mo zna opisapowy zej metod uoglnic tak, aby byla mo zli-
wosc jej zastosowania dla przypadku wielu szczelin. Przyjmujgy wtedy, ze matryca za-
wiera ,ciecie" wzdlu z gladkiego luku przechodacego przez punkt ¢; 0), por. Rys. 2.18.
Nastepnie przyjmijmy ,(s)i nt(S) s2 L jako odpowiednio, normalm i styczma, sklado-
wa wektora nape zenia nd. w kompozycie bez @cia, obie zale zne jedynie od ohdenia
zewretrznego (rozwazanie problemu A, (Xx;y)). Wezmy nastpnie punkt (cp; 0) odpo-
wiadajacy punktowi s = so na L (s jest dlugcscia mierzora na linii L) bedacy lokalizacp
dyslokacji charakteryzowanej wektorem Burgersag i tﬁ Wowczas wykorzystuac wy-
ra_zenia (2.66) mo zna uzyskakladowe nape zenia w punktach zlokalizowanych na w
kompozycie bez,ciecia”, ktorych jedynym zrodlem jest opisywana dyslokacja w nowym
ukladzie wsmlrzednych ¢; w), gdzie skladowe nape zenia zalaod (P, ). Oznaczapc

= (s) jako kat pomiedzy osa x, a normalna do powierzchni w punkcie s (o = (So))
oraz pametajac, ze (2.66) jest wa zne dlay 2 L, skladowe nape zenia w punkcis od
pojedynczej dyslokacji umieszczonej w punkci®, B(s;s) i &(s;s), mo zna wyraz
jako:

(a1 B(s;50) = hn1(s; o) + hna(s; so) B ;
( il) (2.73)
ST B (si80) = hina(S;So) P + oS So)
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V<

1(m, k)

Rysunek 2.18. Kon guracja sferycznej inkluzji, pojedynczej dysldkaciji i gladkiego luku L.

gdzie P, B sa skladowymi wektora Burgersa w nowym ukladzie wsfrzednych ¢; w)
oraz hpy; hyy; (v =1;2) sa dane przez:

hn1 = (hyx1SiN o hy2COS o)cos  +(hygsin o hy,cos g)sin® +
+2(hy1sin o hyacos g)sin cos;

hn2 = (hyx1COS o+ hy2Sin o) cos  + (hy1COS o+ hyyosin ) sin® +
+2(hyy1cos g+ hyosin g)sin  cos;

. . 2.74
hin1 = [(hxx1 hyyl) sin o (hyx2 hyyz) COS o]sin cos + ( )
+(hy1Sin o hyacos g)(sin?>  cos );
hin2 = [(hux1 hyyl) cos o+ (hy2 hyy2) sin o]sin cos +
Funkcje Ny Nyya; hyya; (d = 1;2) oznaczag wyra zeniahll,; hio; hinc: (d = 1;2) okre-

slone przez ownania (2.67) i keda tak oznaczane w dalszej ezci rozdzialu. Wyra zenie
(2.74) jest konsekweng transformacji skladowych pola nape zenia (zale znej odt ) i
wektora Burgersa do nowego ukladu wsfrzednych (zale znego octa ;) okreslonego na
L (patrz Dodatek). Jesli przyjmiemy, zdy i b, sa ciagla, nieznara funkcja (zale za od's,)
nalL (bE = h(sy) So, b2 = hy(so) So), to rozwiazanie problemu B mo zna sformulowa
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nastepujaco:
z v4
n(8)=  S(siso)dss = hnu(S;So)b(So) + hna(S; So)bw(So) dso;
z " z' (2.75)
i (S) = } & (S; So)ds, = L hin 1(S; So)(So) + Nin2(S; So) B (So) S

Wykorzystujac zasa@ superpozycji (2.29) oraz paretajac, ze (s) i ,(S) to odpo-
wiednio styczna i normalna skladowa nagrzenia na linii zalo zonej lokalizacji szczeliny
(wynik rozwiazania problemu A), powstaje uklad ownan w postaci:

Z Z

n(S)=  B(SiS0)dSo = hni(S;So)(So) + Nn2(S; So)bw(So) dSo;
z " z (2.76)

n(S)=  5(Si%)dSe = hni(S; o) (Se) + hina(S; So)bw(So) dso:
L L

Warunek dla wektora przemieszczenia wymaga, zel®stygsc dyslokacji spelniala wa-
runek: Z
b (So)dso = O;
z" (2.77)

by (So)ds, = O
L

Otrzymujemy wiec uklad mownan (2.76) i (2.77) dla dowolnie zorientowanej szczeliny w
ksztalcie luku umieszczonej wasiedztwie sferycznej inkluzji.

y AW

Rysunek 2.19. Prostoliniowa szczelina w asiedztwie okiaglej inkluzji.

2.7.1. Sferyczna inkluzja i dowolnie zorientowana szczeli na prostoliniowa

Rozwa zmy szczelny przypadek pojedynczej, prostoliniowej szczeliny, poRys. 2.19.
Przyjmijmy ( t; w) jako staly uklad wspolrzednych, przy czym kacowymi punktami szcze-
liny beda (t1;c) i (t2;¢). Zde niujmy r ownie z prostopadle i styczne napzenie wzdlu z
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L, ktorego zrodlem jest pojedyncza dyslokacja de niowana wektorem Bgersalg i tﬁ
umieszczona w punkcié¢,. Ze wzgedu na to, ze rozwa zany problem pojedynczej szczeli-
ny nie wymaga transformowania wektasw b i tﬁ do ukladu wynikajacego z polo zenia
szczeliny (por. 2.73), wyra zenia (2.74) upraszcaagie do postaci:

hP. = hk1cog  + hyyisin®  +2h,sin cos;
hgz = hypcos + hyyo sin? +2hyysin cos;
hP 1= (hwi  hyi)sin cos + hya(sin®  cod );
hY,=(hwx2 hy2)sin cos + hyo(sin®?  coé ):

(2.78)

Nale zy podkrslic, ze stosowanie tych uproszczonycbwnan mo zliwe jest tylko w przy-
padku pojedynczej, prostoliniowej szczeliny. W wyniku wspmnianego uproszczeniaomw-
nanie (2.73) sprowadza si do postaci:

1D o(gi5) = My (i + (s s
( 1+1 1) (2.79)
— £(S150;) = hij (i s0)Bf + hf (s o)
Natomiast wyra zenie (2.76) zapisujemy jako:
Z Z
n(8)=  n(Siso)dso = hji(siso)be(So) + (S So)by(So) dso;
z " 7' (2.80)
0n(S) = L 0 (S: So)ds, = } hif 1(S; So)B(So) + hig 2(S; So)by(So) dso;
a warunek (2.77) formulujemy jako
Z
b (So)ds, = 0;
7 (2.81)
by (so)ds, = 0:

L

Tak wiec w przypadku szczeliny prostoliniowej mo zliwe jest wyzanie relacji i wspl-
czynnikow wymaganych do sformulowania systemuownan calkowych (2.80) w postaci
zale znej od, to oraz i} i b, czyli:

. t c
sin :1907' COS = p——

2 2’ 2 2’
c + 5 c + 5

X =1tsin +ccos; y = csin tcos;

to(t  to) tt+ & RZ ) (2.82)
X; = P Xp= 2P 2=+ t%
' 2+ t3 ? 2+ t3

(tot + & R?2+ A(tp )2
rf=(ty t)% ri= ;
1T 2 ¢+ 13
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Jesli przyjmiemy napre zenie wzdlulz otrzymane z rozwazania bez szczeliny, (s), oraz
wykorzystamy oznaczenia wynikace z Rys. 2.19, to de niuac:

ww (£;€) = pa(t); wt(t; ) = pa(t); (2.83)
[
b(So) = fi(to); by(so)= falto); (2.84)
system 1ownan calkowych (2.80) i warunek (2.81) mo zemy wyrazjako:
( 1t 1) 4 )(2 inc .
2, P pi(t) = K (Gto)fj(to)dte; (1 =1;2; to <t<t y);
t2 =1
7 (2.85)

fi()dt=0; (i=1;2):
t2
Jadro Ki}”C(t;to) reprezentuje wplyw dyslokacji umieszczonej w punkciy na punkt t.
Mo zna pokaze, ze dla = t, jadro to zawiera osobliwec typu Cauchy'ego w postaci:
t 1 c 1
. L s s : (2.86)
ri c2+t3 to trf 2+t to t
Osobliwasc tego typu mo zna wyodibnic z jadra rownania calkowego wykorzyst@c trans-
formacje (2.78) zastosowas do czsci osobliwej bwnan (2.66) w postaci:

hne-siN—p = RSN co@  + - ""sin?  +2h"°-"sin cos =

X
i

yy1 xy 1
= 1+ = lzcos2 (1 )—sm 2(1 )—sm cos = 12
ry i ry
hlr:]; sin 2 h;(nxcz sin COg + I,]I):’lyC2 sin n2 + 2h;(nyC2 sin S|n cos =
2 2 2 2 ] 2X2 ] (288)
= (1 %)X—; cos (3 %)X—;smz 2(1 —zl)lzsm cos = x_;
ry ri _ ry " ri r{ ra ra
hie-9"=2 = (h!"°-°" hyyr *™sin cos + h'xrl,cl ¥ (sin? cog )=
2x2 2x2 : 2
=[ (1+ —21)12+(1 —Zl)lz]sm cos (1 Xl) 2(sm cog )— =
rs ra ERE rzrg
o o (2 89)
hltl;l]Cz_ Sln= = (h;(nxcz_ Sin hlynycz_ sm) sln cos + hlxr;cz Sln(sinz Co§ ) -
2x?2 2X3 X 2x2 .
=[ 1 —zl)x—; B =) 2]sm cos (1 —zl)lz(sm2 cog )= lz
rQg rp rs rg " ri ry
(2.90)
Wowczas systemawnan (2.85) mo zna przeksztalcido nasepujacej postaci:
s yas!
(1+1) c dto i
——pi(t) = f1(t) pP— + K'"°(t; to)f 1(to)dto+
2, pe(t) 1(to) P Tt t 4 (G to)f1(to)dto
t2 t2
- - (2.91)
f2(to) P b do K" (t; to)f 2(to)dto;
2\'0) VP CZTtCZ)tO t 12 y L0 2\t0 0

t2 t2
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(1+1) & t a, 2
1 0 0 i
——PAt) = fi(to)P Ky (6 to)f 1 (to)dto;

2 2 21

1 , 2+ttt ,
- - (2.92)
Cc dt -
)Pt K (Gt 2(to)dto,
0

to t2

gdzie ki‘j”"(t;to) jest jadrem nieosobliwym pozostalym po oddzieleniu esti osobliwej
(2.87{2.90) z przeksztalconych wyra @g2.66). Rownania powy zsze rozazywane 8 nu-
merycznie (patrz podrozdzial 2.4.3). Rozwazanie inne ni z numeryczne jest bardzo trudne
ju z w przypadku pojedynczej szczeliny, a w docelowo rozaaym problemie pewnej du zej
liczby prostoliniowych szczelin praktycznie niemo zliwe

2.7.2. Prostoliniowy interfejs i dowolnie zorientowana sz czelina

W przypadku zmiany kon guracji geometrycznej problemu nigbedne jest wykorzysta-
nie wlasciwej funkcji Greena odpowiadajcej zadanemu problemowi (2.68). Naspnie mo-
dy kuj ac podane w poprzednim podrozdziale wyra zenia mo zna ke&xysozwiazanie dla
szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do prostolowego interfejsu. Przyjmijmy

Rysunek 2.20. Prostoliniowa szczelina w asiedztwie prostoliniowego interfejsu.

wiec (; w) jako staly uklad wspolrzednych oraz niech kncowymi punktami szczeliny le-
da (t1;c) i (t;c). Kat , okreslajacy pochylenie szczeliny jest w tym przypadku staly,
por. Rys. 2.20. Relacje i wsplczynniki wymagane do wyra zenia systemownan calko-
wych (2.75) w postaci zale znej ot t, oraz od &, i} mo zna zapisa por. Rys.2.20,
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jako:
| = tocos csin ;

Co = tpsSin + ccos;

X =tsin + ccos; (2.93)
y = csin tcos +1=cos (to 1t);
Xx;=sin (t to);re=(t tg)

Jesli teraz przyjmiemy napre zenie n& otrzymane z rozwazania bez szczeliny oraz ozna-
czenia jak na Rys. 2.20 to de niugic

ww (6 C) = pa(t); wi(t; €) = pa(t); (2.94)
b(So) = fi(to); by(so)= falto); (2.95)
system iownan calkowych (2.80) oraz warunek (2.81) mo zemy wyrajako:
s )@
: 21+ Do = K" (G to)fj (to)dto; (I =152tz <t<t y)
1 .
to =1
2, (2.96)

fi()dt=0; (i=1;2):

Wykorzystujac w podobny sposb jak w wyra zeniach (2.87 { 2.90) transformaej(2.78)
oraz osobliwe cesci (2.68) mo zna pokaza ze dla = t, jadro Kijs“(t;to) posiada osobli-
wosc typu Cauchy'ego:

X

1 Yy 1

EZ sin & t; r%=cos & t: (2.97)
Postepujac podobnie jak w przypadku inkluzji otrzymujemy:
2 st
{2 p0= futtocos (o KGOttt
“21 . t221 (2.98)
falto)sin T+ kS (o)t a(to)dto
to t2
2 st
{2 p0= ftgsin S K (Gt
2 - . 2 - (2.99)
falto) cos - T+ kS (tto)fa(to)dto
to t2

gdzie kﬁ”(t;to) jest jadrem nieosobliwym pozostalym po oddzieleniu exi osobliwej z
transformowanych wyra ze (2.68).
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2.7.3. Ogolne sformulowania dla szczelin

Wykorzystujac podstawowe rozvazania podane w poprzednich rozdzialach mo zemy
rozpatrzyc systemN prostoliniowych szczelinL;, por. Rys.2.21. W tym przypadku wy-

i

Rysunek 2.21. Kon guracja N { szczelin.

ra_zenia (2.75) przybieraj nastepujaca postec

w 2
n(tj) = [hnl(tj o) by (to) + hnz(tj ; Loi) i (toi)]dtoi;
i=1 E
' (2.100)
w 2
tn (tj) = [Nin 1(tj o) by (toi) + iy 2(tj ; Loi) i (toi)]dtoi;
=1 e
gdziehy,; hy; (v =1;2) sa dane przez, por. Rys. 2.18:
hn1 = (h1SIn o hk2€0s 0)cog | +(hyisin g hyocos g)sin? |+
+2(hyy1Sin g hy2C0S g)sin jcos j;
hno = (hxxl COS i + hyoSin 0i)C0§ i +(hyy1 COS g + hyyz sin Oi)Sin2 it
+2(hyy1COS g + hyyosin g)sin | cos j; (2.101)

hiy = [(he1r  hyi)sin o (h2 hyy2)cos glsin jcos j+
+(hyy1COS g + hy2sin g)(sin® ;| cog )
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oraz

n(tj), n(tj) oznaczap normalne i styczne skladowe naprzenia dlg -szczeliny
(wynikajace z rozwazania problemu (A) - bez szczelin),
ki ; byi jest nieznara, poszukiwam i ciagla funkcja (zale za odtg) wlasciwa dlai{tej
szczeliny,

i Jest katem pomiedzy gbwnym ukladem wsplrzednych aj -ta szczelia (dla glow-
nej szczeliny) =i =1; ;=0).
Nale zy zwocic uwage, ze w przypadku bimaterialu, ze wzgdu na warunek G-
glosci odksztalce na polaczeniu dwoch materiabw, napre zenia yl;z oraz yl;l, por.
Rys. 2.22, musa spelnia naskpujaca relacg:

E E i i
L= ’hE—j 1 1E—i »  dla plaskiego stanu nape zenia
1 - 1 1 %E 1 ME 2
y;2 i1 2E; * 1 2 E; 1 ,

dla plaskiego stanu odksztalcenja

m=1; = !, . dla materialu jednorodnego

M e

Eo, b Ei, m

RIS RERREERE
H

LHTLLL

Sy

Rysunek 2.22. Przyklad obci zenia bimaterialu.

Wprowadzajac notacg:

n(tj) = pn(t)); n () = P (t)); (2.102)

bui (toi) =  fri(tei);  Bi(te) =  foi(toi);
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oraz oddzielagc czsci osobliwe od nieosobliwych mo zna, u zya@jransformaciji (2.101),
zapisa rownanie (2.100) w nastpujacej postaci:

Zi
X 2 2sin 2 COS
- f.i(t |+f t |+ftknjt,t
i=1 ( + 1) t|( 0|) OI tJ I’ll( 0|) OI tJ t|( OI) ti ( j 0|)

+ fn| (t0|)k (tj ,t0|) ij + (1 u) ftl (t0|)K (tj |t0|) + fn| (t0|)K (tj ;toi)

Pn(ty) =

dto
cos ;’

Z2i
o 2 2C0s | 2sin
i=1 ﬁ Fi (to') to f i (t0|) t +fy (t0|)k (tj i toi)
tE

P (1) =

dtoi
coS ;'

_ _ _ (2.103)
gdzieky ; k; ki; i k% sa nieosobliwymi skladnikami przetransformowanych funkc
Greena dla punkbw na tej samej szczelinie, tj. dla = j. K ; KY: K¢; i K} sa
to nieosobliwe skladowe, ldre okreslaja wplyw dyslokacji na linii L; na napre zenie w
punkcie o wsplrzednejt = t; na linii L, czyli dlai 6 j. Zauwazmy, ze osoblis@
wystepuja tylko dla i = j i sa one typu Cauchy'ego. Wartac indeksu dla =1; 2 zale zy
od tego, gdzie znajduje & aktualnie rozpatrywana dyslokacja. Dla dyslokacji w matele
1 indeks =1, dla dyslokacji w materiale 2 indeks = 2. Nale zy doda, i z w przypadku
formulowania rownan calkowych dla szczeliny przechodzej przez interfejs, nale zyaj
traktowac jako dwie oddzielne szczeliny, kire lacza sie w interfejsie. Spowodowane to jest
koniecznecia rozpatrzenia ze szczefna uwaga punktu przejscia szczeliny przez interfejs.

Dodatkowo gestasc dyslokacji musi spelnia warunek:

+ fni (toi)kgi (tj;toi) ij +(1 u) ft| (t0|)K (tjyt0|)+ fm (t0|)K (tjltOI)

il

X .
ftl (t0|)dtoi O,

- COS |

tE

' (2.104)
X Zi fni (toi)
- COS |

tE

Powy zsze awnania, dzeki u zyciu transformacji (2.101) & wa zne ownie z dla sys-
temu szczelin w asiedztwie inkluzji. Wowczas nale zy uzydpowiednich wyra ze re-
prezentujacych pole nape zenia od pojedynczej dyslokacji oraz przeksztalogpisanych
szczeglowo w poprzednich rozdzialach. Tak wic wyra zenigk; ; ki ; ki ; i ky; oraz
KM, KMW: KJ: i KY zale zneas o od rozwazywanego problemu, cho zapis ownan
calkowych (2.103) mo ze bytaki sam.

Podstawowym przykladem zastosowania wyra zenia (2.1083%t szczelina z odgat
zieniem umieszczona wasiedztwie okaglego wtlacenia, por. Rys. 2.23. Taki przypadek
rozpatrywany byl w pracy [60], w kibrej sformulowane ownania odpowiadag tym uzy-
skanym na podstawie (2.103).

W przypadku problemu dotycacego szczelin wa znych materialach systemownan

(2.103) bedzie odpowiadal sytuacji jak na Rys. 2.24, kra byla rozwa zana w pracy [53].
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L

O

v

Rysunek 2.23. Szczelina z odgakzieniem w ssiedztwie inkluzji.

Rysunek 2.24. Dwie prostopadle szczeliny w bimateriale.
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2.8. Szczeliny w bimateriale.
2.8.1. Wst ep

Jesli rozwa _zania dotya modelowania dwch polczonych materiabw, to nie ma mo z-
liwosci unikniecia problemu zwazanego z pa@czeniem tych komponerdw { interfejsu.
Wybor modelu interfejsu jest kluczowy, poniewa z determinugarowno cechy zyczne,
jak i numeryczne rozwazanie. Najprostszym modelem patzenia jest zalo zenie, zegol
czenie jest idealne czyli jest lird laczaca dwa materialy. Jednak ze zalo zenie to powoduje
brak ciaglosci wlasciwasci materialu, a wec i stalych materialowych. Jak ledzie to poka-
zane, model taki jestzrodlem wielu trudnasci. W przypadku szczeliny, kbra jest rozwarta
(ang.: open crack) i umieszczona w tak zamodelowanym intejdie otrzymuje seé rozwi-
zanie, ktore ma charakter nierzeczywisty.

Innym modelem interfejsu jest zasipienie idealnego p@iczenia ciena warstwa trze-
ciego materialu. Jednak ze bardziej realistyanversp tego modelu wydaje & zasapienie
dodatkowego materialu przez warste;, w ktorej zmiana stalych spe zystych odbywa siw
spo®b ciagly. Powoduje to, ze materialy twoexce kompozyt przechodz jeden w drugi w
spo®b ciagly tworzac interfejs w okreslonej przestrzeni. Nale zy awczas przyac " odpo-
wiednia" funkcje opisupca zmiare stalych materialowych w interfejsie mo zliwie doklaée
odwzorowupca te sytuaceg.

W niniejszym rozdziale opisane zostanpowy zsze modele wraz zqgira ich oceny.

Jesli rozwa zymy szczel@) ktora rozwija se w jednym z materiabw, a jej wierzcholek
osiaga interfejs, to wowczas szczelina mo ze:

kontynuowac propagace w drugi material pod innym lkatem propagacji w stosunku
do interfejsu ni z dzialo & to przed przegciem przez interfejs lub te z kontynuowa
wzrost bez zmiany warteci kata

kontynuowac wzrost w interfejsie
"odbic s’ od interfejsu
zatrzymac sie w interfejsie

Istnieje jeszcze mo zlivgo, ze poctkowa szczelina bdzie miala bezpsredni kontakt z
interfejsem, np. kedzie cala umiejscowiona rmdzy komponentami tworacymi kompozyt.
Takie umiejscowienie szczeliny jest bardzo istotne z punkiwidzenia wytrzymalosci kom-
pozytow. Jest mwnie z najazstsa lokalizacjp defekbw, a wiec i pocatkowych szczelin, z
ktorych rozwija se pekniecie. W niniejszym rozdziale dokonana zostaniegiya przegadu
najwa zniejszych modeli interfejsu i konsekwencji ich precia.

Wszystkie te problemy musa byc rozwa zone, aby mo_zna bylo zaproponovegektyw-
ny model propagacji szczeliny w materialach zlo zonych.

2.8.2. Idealne pol aczenie material ow

Klasyczne rozwa zania dotyezzwykle problemu szczeliny, kdra umieszczona jest w
calosci w materiale jednorodnym. Pole nam zenia w asiedztwie wierzcholka szczeliny
mo_zna w tym przypadku wyrazi jako j / r 2. Jednakze w przypadku szczeliny
umieszczonej w interfejsie, rozumianym jako idealne @aizenie dwch ro znych materiadw
pole nape zenia posiada inny stomeosobliwesci tzn.: 3 / r ; 6 1=2.
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E2 ’n2 El ’nl

Rysunek 2.25. Bimaterial - przypadek idealnego pcohczenia dwoch materialow o ro znych
modulach spre zystych.

Szczelina rozwarta umieszczona w interfejsie. W tym paragra e b edzie mowa
o modelu szczeliny rozwartej, umieszczonej w interfejsidistorie badan nad tym proble-
mem zapocatkowal Williams, ktory w roku 1959, [188], okrglil nature pol napre zenia i
odksztalcenia w asiedztwie wierzcholka szczeliny umieszczonej w intgsie. Pozniej En-
gland, w roku 1965, [75], podal wyra zenie na pole nameniay = 0; jxj > a, Rys. 2.26)
W nastepujacej postaci:

. + +
W()l" Do 5 X coseini® 3y +2 2sinein X))
¥y X2 a2 X a X X a
(2.105)
(60 _ g X sin("ln'X i a.) ZE"COS(IH’]'X i a.) ;
& "x2 a2 S X =

gdzie znak oznacza lewy i prawy wierzcholek szczeliny (w dalszejesei rozwa zany
bedzie jedynie prawy wierzcholek szczeliny), jest stala bispre zysa de niowana jako

1 1+

= = : 2.106

gdzie jest parametrem Dundursa:

2(1+1)  4( 2+1),
2z 1+ D)+ q(2+1)°

201 1) 1(2 1),
o 1+1)+ 4 2+1)°

Cechy charakterystyczne wyra zenia na pole naaenia w przypadku szczeliny w inter-
fejsie lub jego najbli zszymasiedztwie to:
Gdy =0 ) " =0, wowczas wyra zenie (2.105) opisuje pole namenia w
materiale jednorodnym.
Nawet pomimo przylo zenia jedynie oleizenia rozeigajacego, pojawia & skladowa
styczna, por. Rys. 2.26.
Jesli rozwa_ zymy obszar w najbli zszynassedztwie wierzcholka, to gdyx ! a
wowczas InX*2j 1 1 . A wiec dlajxj a! O trygonometryczna cesc wyra-
_zenia oscyluje gwaltownie poeilzy 1, a znak zmienia @ nieskaczenie cesto
w bezpsrednim ssiedztwie wierzcholka. Ten obszar niestabilnego chataku pola
napre zenia jest stosunkowo niewielki, [75], przykladowo dla= 0:1 jest on rowny
okolo 10 “a poczawszy od wierzcholka szczeliny.

(2.107)
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Rysunek 2.26. Model rozwartej szczeliny umieszczonej w idealnym taerfejsie.
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Rysunek 2.27. Charakter pol napre zenia w okolicy wierzcholka szczeliny w interfejsie.

Zauwa zmy, ze wyra zenie w postaci pierwiastka sumy kasmw stycznej i normal-
nej skladowych nape zenia, por. (2.105), traci charakter oscylacyjny:

q s

2, (x; 00+ 2,(x0) 2

AR A R A (2.108)
yy X2 a2 X

To spostrze zenieduzie bezperednio wykorzystane w dalszych egciach pracy, w
ktorych u zyty edzie wsplczynnik uwalniania energii,G.
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Rownanie (2.105) mo zna zapisaownie z w postaci:

1

X a X+ a X+ a
. . . _ yy . n n . . P n . .
w(X0)+ 1 4 (x;0)= pﬂ 1 2|; cos InJX aj + isin InJX aj
_ o1 (x o 2ia").x+ ag
T wPT 2 :

X2 a?2’Xx a
(2.109)
Erdogan [74] rozszerzyl powy zszewnanie na przypadek obe zenia rozeigajacego i
scinajcego:
_ . D . X 2ia').x+ a...
WO+ (60 =[ o+ i HIF 2N
W literaturze istnieje kilka de nicji WIN dla szczeliny w interfejsie. Jedra z nich jest
de nicja podana przez Erdogana i Gupe [62], [76], postaci:

(2.110)

X a

X+ a [ (X 0)+ i x(x0)] ; (2.111)

) p_— . _
K=Ki+iK,=" 2 lim (x a¥?
x! a

z ktorego, wykorzystuac rownanie (2.110), otrzymujemy:
K=Ki+iKy=[ o +i ;}y]p a@ a"): (2.112)

Inna, nieznacznie o znaca sie de nicja jest ta podana przez Rice'a [71], [73] w naest
pujacej postaci:

k=ky+ ik = IO2_)I(i!maf (x @ (x  a)"[ y(x0)+i 4 (x;0)g; (2.113)
z ktorej, wykorzystujac rownie z wyra zenie (2.110), otrzymujemy:
k=kitikp=[ J +i ;}y]p al 2")2a)"; (2.114)
lub
k=ky+ ik, =

p__

=] yly +i iy]m [cos(In(2a)) + 2 "sin("In(2a))] i[sin("In(2a)) + 2 "cos('In(2a))]
(2.115)

Wowczas wyra zenie na pole napeenia, wykorzystajc (2.114), mo zna zapisav oglnie

znanej postaci jako:
. kK .
W)+ i xy(X) = p?r' ; (2.116)
=0
W pracy [80] podano w spasb jednoznaczny wyra zenia ha pole n&pzenia w opisy-
wanej kon guracji materialu i szczeliny, a mianowicie:

: K1 - 1 K> i 1 .

I = ifl - if2 - .

w = P M geest ) FRo Aar gsinC )

W= Ep? Alf, + Ecos( ) Ep? Alf5 Esm( ) (2.117)

; - 1 . K> i 1
Iy = P Alf] AsinC ) EB?AJHZZ ArcosC )
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gdzie,
r
= "In(=)+ =;
(Za) 2
Al = e "( )’
AZ= €l
fi =3cos +2 "sin cos( + ) sin sin( +) ;

f2 =3sin +2 "sin sin( + )+sin cos( +) ; (2.118)

fl,= cos  2'sincos( + )+sin sin( +) ;
f2,= sin 2'sinsin( +)  sincos( +) ;
fi,= sin +2 "sinsin( + )+sin cos( +) ;
f2,= cos 2" cos(+ )+sin sin( +) :

Indeks j oznacza tu jeden z dwch materiabw tworzacych bimaterial, a WIN u zyty
w powy zszych awnaniach zostal okrelony na podstawie de nicji (2.111) oraz funkciji
uzyskanej przez Rice'a [71], tzn.:

p_—

a
Ki= ==l +2" 4l
cosh(” ) (2.119)
a 1

Ky = +2" L

cosh(")L
De nicja ta jest zgodna z jednostia WIN [MPap m] dla materialu jednorodnego. W
przypadku de nicji (2.115) nie jest to spelnione. Przez wie lat bylo to powodem roz-
bie zneci, a z do momentu, gdy Rice [73] zmody kowal sveofle nicje WIN w interfejsie
wprowadzapc wielkesc charakteryzupca scaek, r®

k =k, + ik, = kp " (2.120)
w wyniku czego:
. k N T
ywX)+ iy (X) = p? cos InF\ + isin InF\ (2.121)

=0

Jednak ze rozwizanie to nie jest jednoznaczne, poniewa z powstaje py&anak dobrac
wielkosc r? Dodatkowo mo zna zapisa ze:

q Y

K2+ K3
(yy)2+( xy)2: 12—2;
r (2.122)
yy —_ kl n r .
arctan 2 =arctan — In -
Xy kz f‘

Z rownan tych wynika, i z modul ze skladowych naprzenia jest niezale zny od wielko-
sci y, natomiast argument jest zale zny od tej warsei. Rice zasugerowal, ze wastor
mo ze by przyjeta jako np. 1 m. Jednak dowolnac wyboru tej wartosci jest zrodlem
niejednoznacznego okstenia @l mechanicznych przed wierzcholkiem szczeliny.
Wielkosci K, oraz K, (lub k; oraz k;) sa wprowadzone jako koncepcja zbli zona do
sytuacji w materiale jednorodnym. Nie mo zna ich jednak uwsamia ze wsplczynnikami
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K, orazK, . Nale zy dode, i zK 1, K, (lub ky, k) sa zale zne od obeizenia, podobnie jak
WIN dla materialu jednorodnego, oraz charakteryz@ pole nape zenia przed wierzchol-
kiem szczeliny.
Bardzo interesupca wielkoscia nie posiadagca oscylacyjnego charakteru jest wsp-
czynnik uwalniania energiiG. Wartosc G mo _zna zde niowa jako:
1 Z a K j?
G= 7a , [ wxia)g(x;a+ a)+ y(x;a)h(x;a+ a)ldx = e (2.123)
gdzie
g(x) = uy(x;0") uy(x;0);
h(x) = uy(x;07)  ux(x;0);
2.1+ ) _ 2,2 ) | (2.124)
& 1+ ) (2+D1A

iKi= KZ+K3

C=

oraz por. [72]

. . a2 x2 x+a
gx) + ih(x)=[ 5 +i xly]cp — ; (2.125)

2 X a

Wspolczynnik G jest wiec parametrem uniwersalnym maacym charakteryzowa proces
pekania podobnie jak ma to miejsce w przypadku materialu jedrodnego.

Lokalizacja szczeliny a stopie n osobliwo sci. Jak juz wspomniano wy zej typ
osobliwasci pola nape zenia w okolicy wierzcholka rozwartej szczeliny w intejsie ma
charakter oscylacyjny postaci; r 2 ' . Innym przypadkiem opisywanym przez wielu
autorow jest szczelina, kbrej jedynie jeden z wierzcholdw umieszczony jest w idealnym
interfejsie, a pozostala jej czc le zy w jednym z komponeotv bimaterialu. Stopien
osobliwasci bedzie tu zale zny od stalych sprzystych materialw oraz od lata szczeliny w
stosunku do interfejsu. Stopia osobliwaci bedzie ownie z odmienny w miejscu patzenia
szczelin, czy te z ich rozgatienia, nawet dla materialu jednorodnego. W tym przypadk
stopien osobliwasci mo zemy uzyskaz analizy Williamsa dla materialu jednorodnego.
Jednak ze w sytuacji bezgoedniej interakcji szczeliny z interfejsem powstaje zujme
nowy rodzaj osobliwaci.

Tak wiec punkty osobliwe, kbre musa byc traktowane ze szczegna uwag, s to z-
same z punktami zycznych osobliweci i niecaglosci (np. miejsce przeecia interfejsu
przez szczelia, odgakzienia szczeliny, czy te z samego wierzcholka szczeli@kreslenie
wiec stopnia osobliwesci charakteryzupcego rozwa zany problem jest jednym z kluczowych
zadan dla mo zliwsci uzyskania wyra zeopisujacych pole nape zenia.

Prostoliniowa szczelina zako nczona w interfejsie

Rozwa zmy prostolinioa szczelie nachylora i dotykajaca interfejs pod katem
Punkt, w ktorym szczelina dotyka idealnego patzenia materiabw jest zrodlem
zycznej osobliwasci. Nature tego rodzaju osobliwsci pola nape zenia badal Bogy,
[109]. U zyl on techniki transformat Melliniego do okséenia stopnia osobliwsci, r .
Okazalo se, i z mo ze by zarowno liczka rzeczywish, jak i zespolom, = Re( )+
ilm( ), przy czym jest najmniejszym pierwiastkiem nastpujacego ownania:
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EZ ,/72 El ’nl

Rysunek 2.28. Szczelina zakoczona w idealnym interfejsie.

[A2 (2A B) +A B+1] %+

+[( 2A+B+C) ®*+(4A 2B C+D+2) 2 (2A B+C) +C D] +
+(A B C+D+E+1) % (2A B C) *+(A+C D 2E)?

C +E O

(2.126)
gdzie

A(; )=4@+ )*sin* +sin’[(1+ )(2 )l
B(: )=4@1+ )%sii® +2sin’[(1+ )2 )I;

C(; )=4(1+ )?si® sirP[(1+ ) ]+sin’[(1+ ) N 1
D(; )=2 sin’[(1+ ) ]+sin?[(1+ ) N 1
E(; )=cos I

O wyborze wartesci  decyduje Re() rownie z w przypadku pierwiastka zespolone-
go. W przypadku, gdy =0; 2 mamy do czynienia ze szczelnw interfejsie, a
przyjmuje znarma ju z posta = 1=2 i .Natomiastgdy = =0 otrzymujemy
rownanie jak w przypadku materialu jednorodnego, a &t 1=2.

Szczelina przechodz aca prze interfejs

Rozwa zmy szczeknprzechodaca przez interfejs, Rys. 2.29. Sytuacja taka jest po-

E,.n, E,.n

Rysunek 2.29. Szczelina przechoda przez prostoliniowy interfejs.

dobna do przypadku pohczenia dvech ro znych materiadw ze sol, Rys. 2.30. Sto-
pien osobliwesci w obu przypadkach mo ze byuznany za identyczny. Natue takiego
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Rysunek 2.30. Dwie polczone ze soé czesci ro znych materiabw.

rodzaju osobliwaci pola nape zenia badalawnie z Bogy, [108]. Podal orownanie,
za pomo@ ktorego mo _zna oksic wartosc . Jest ona najmniejszym pierwiastkiem
nastepujacego ownania:

A 2+2B +C 2+2D +2E +F O (2.127)
gdzie
ACi s )=4M( M(; ),
B(;; )=2(1+ )[si® M (; )+sin®?M (; )I;
C(;; )=4@+ [+ )* 1sif si® +M[( ); ]
D(;; )=21+ )% sin® sir[(1+ )] sin® sir’[(l+ )] ;
ECGs )= DG )+ MG ) MG )
FCGs )= MIC+ ) &
przy czym pomocniczo wprowadzona funkcj® (x; ) zde niowana jest jako:
M(x; )=sin?[(L+ )x] 1+ )?sin’x:
Gdy = = | szczelina powiela si i otrzymujemy geometre szczeliny w in-

terfejsie. Gdy = = =2, problem redukuje € do jednej szczeliny prostopadle
przecinapcej interfejs. Rownanie (2.127) sprowadza siwowczas do postaci:

E2 ,/72 El ’nl

Rysunek 2.31. Szczelina prostopadle przecinafga interfejs.
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( @+ )+ 2 ( Jeos[ = 2] 2 (1+ )%+
(2.128)
+cos?[ = 2] (2 1)cod[ = 2]+1 =0:

Kiedy materialy sa identyczne, = =0, rownanie (2.127) redukuje & do przy-
padku szczeliny z odga&zieniem w materiale jednorodnym.

Szczelina w interfejsie z odgal ezieniem

Prawdopodobnie najbardziej intereswgcym przypadkiem jest sytuacja giwnej
szczeliny umieszczonej w interfejsie i odgaliajpcej se w jeden z materiadw w
postaci drugiej szczeliny, por. Rys. 2.32. W tym przypadkwrzez zalo zenie = ,

E,.n, q E, .1,

Rysunek 2.32. Szczelina w interfejsie wraz z odgakieniem.

wyra zenie (2.127) sprowadzaesdo nasepujacej postaci:
A 2+2 1+ )B+C ?+2D +E O (2.129)

gdzie
A(; )=4sin?( ) sir[l+ )] @+ )*si®

B(; )=21+ )%sin® sin’( );

C(; )=sin’[(1+ )X )] @+ )’sin?;

D(; )=@+ )%sin® cos(2 )+sin?( ) sir’[(l+ )
E(; )=sin?[@@+ ) + )] (1+ )*sin*:

Szczelina czesciowo rozwarta  Innym interesujacym przypadkiem jest nie w pelni
rozwarta szczelina umieszczona w interfejsie, por. Rys33, tzn. jej powierzchnie w stre e
przywierzcholkowej stykag sie. Przypadek ten zaproponowal Comninou [112] opieeaj
sie na spostrze zeniach Englanda [75] oraz Malysheva i Salgaifill13]. Zauwa zyli oni,
i z przypadek szczeliny posiadagjej oscylacyja osobliwsc powoduje " pomarszczenie
dwoch powierzchni szczeliny oraz efekt przenikaniaesmaterialbw. Sugeruje to, i z szcze-
lina w takim przypadku nie jest rozwarta na calej dlugsci, a jej przywierzcholkowa czsc
jest zwarta. W wyniku tego staje st oczywiste, ze stopieosobliwasci na wierzcholku
szczeliny musi @ ro znt od oscylacyjnego rozwizania. Jest to wec model rozwazania,
ktorego natura jest zycznie akceptowalna.
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Rysunek 2.33. Model cesciowo zwartej szczeliny umieszczonej w interfejsie.

2.8.3. Rzeczywiste pol aczenie material ow

W literaturze sa obecne propozycje innych modeli interfejsu, dla &tych problem
oscylacyjnej osobliwsci pola nape zenia nie istnieje. Do najbardziej znanych propozycji
nale 2 dwa modele zaproponowane w 1977roku przez Atkinsona, [LM obu przypad-
kach interfejs zasapiony jest przez bardzo cienk warstwe materialu. W pierwszym mo-

Rysunek 2.34. Pierwszy model interfejsu wg Atkinsona. Interfejs to jednorodna warstwa
materialu.

delu wprowadzona warstwa zasfpujaca idealne palczenie ma charakter trzeciego sprzy-
stego i jednorodnego materialu o innych ni z pozostalajeonenty stalych materialowych,
por. Rys. 2.34. Szczelina umieszczona jest w tym dodatkowymdnorodnym materiale.
W tym przypadku opisywana powy zej oscylacyjna osoblisonie pojawia se. Jednak-
ze model ten mad wade, ze w miejsce jednego idealnego guzienia a dwa. Z tego
powodu jego praktyczne wykorzystanie ograniczone jest kg do przypadku szczeliny w
interfejsie. Drugi model zaklada, ze wprowadzona warstwie jest ju z materialem jedno-
rodnym, a jego stale materialowe zmieniajsie w sposb ciagly. Zmiana wartcsci stalych
jest okreslona przez przedzial, kirego wartasci graniczne okrslane & poprzez wlasno-
sci materiabw tworzacych bimaterial. Szczelina umieszczona jest tu na grapigednego
Z materialow oraz interfejsu, por. Rys.2.35 . Poniewa z moduly zmi&ja sie w sposb
ciagly, nie ma efektu oscylacyjnej osoblivezi, a osobliwgc pola nape zenia ma zawsze
charakter typu ; / r 2. Model ten wydaje sé bardziej realistyczny. Autor dokonal
porownania wynikow uzyskiwanych dla szczeliny umieszczonej w interfejsigealnym z
wynikami uzyskanymi dla proponowanych w pracy modeli, poiRys. 2.36 i Rys. 2.37. Po-
rownano wartcsci wsmlczynnikow uwalniania energiiG dla trzech rozwa zanych modeli.
Wielkosc ta jest praktycznie jedynym parametrem, za poma@cktorego mo zna pownac
rozwiazanie zespolone z rzeczywistym. Okazal@ size rezultaty zal@azod stosunkuh;=b
(gdzie h; jest grubocsci interfejsu, ab gruboscia komponenbw tworzacych bimaterial).
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Rysunek 2.35. Drugi model interfejsu wg Atkinsona. Warstwa interfejsu posiadapca cagla
zmiane modulow elastycznych.

W przypadku h; b wyniki sa zbie zne.
A

___-_DJ_.>
-y

Rysunek 2.36. Polo zenie szczeliny w interfejsie modelowanym @z dodatkowy, jednorodny
material.

Rysunek 2.37. Polo zenie szczeliny w interfejsie modelowanym @z ciagla zmiane modulow
elastycznych trzeciej fazy materialu.

Jedma z bardziej interesuacych prac dotycacych modelowania interfejsu jest praca
Delale & Erdogana [111], por. Rys.2.38. Autorzy rozwa aayv niej problem szczeliny
usytuowanej w interfejsie ledacym faza przegciona miedzy materialami tworacymi bi-
material. Podane jest tam rozwazanie bazujce na identycznej metodzie jak proponowana
W niniejszej pracy, ale niestety nie zamieszczono w niej veyza de niuj acych nieosobli-
we jadra rownan calkowych, odwolugc se do niedosepnego artykulu. Autorzy, dzeki
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otrzymanemu rozwazaniu, badaga wplyw ro znego polo zenia szczeliny w tak zalo zonym
interfejsie.

Rysunek 2.38. Model interfejsu wg Dalale i Erdogana.

2.9. Wyznaczenie WIN oraz skladowej T.

2.9.1. Wsp olczynniki intensywno sci napr e ze

WIN jest najwa _zniejszym parametrem w linowej mechanicekania i dlatego jego jak
najdokladniejsze obliczenie jest zadaniem niezwykle aghym. W proponowanej meto-
dzie wielkesc ta zwiazana jest z g@stascia dyslokacijib( ); by( ) (w nastepnej cesci tego
podrozdzialu u_zywany &dzie ownie z symbof; (to), por. (2.102)).

W najprostszym przypadku pojedynczej szczeliny o dlugoi Za umieszczonej w nie-
konczenie du zej, jednorodnej plaszaye rozcaganej w nieskaczonaci obca zeniem pro-
stopadlym do szczeliny wykorzystuje si zwazek pomedzy WIN, a rozwarciem szczeliny
(2.12) w naskpujacej postaci:

dg(r) _ ((+1) K,

o P (2.130)

Nastepnie u zywa siwyra zenia (2.35), kire opisuje relagg pomiedzy gestoscia dyslokacii,
a rozwarciem szczeliny. Tak véc dla prawego wierzcholka szczeliy(r) = d g(r)=dr. W
wyniku tego
dog(r)P — 2
2 X 2.131

a T+ (2.130)
Nastepnie wykorzystupc normalizacg relacjir = a x, por. (2.46), do postacr = a(1 t)
WIN de niuje si e jako:

K, =lim
rt 0

K, = Iti'mlby(t)pZ_p a(l 1) (2.132)

2
(+1)
W tym momencie nale zy wykorzystaopisane w podrozdziale 2.4.3 rozaganie nume-

ryczne, gdzie funkag b (t) zastepuje se wyra zeniem (2.44Q,(t) = % w ktorym

;  sa stopniami osobliwaci i F(t) jest nowa nieznara, ciagla funkcja w przedziale
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( 1;1). W rozwa zanym elementarnym przypadku = = 1=2 i dla obu wierzchollow
szczeliny
_ IO— 2
Ki( 1)= ( +1)F( 1): (2.133)

Jednak ze w sytuacjach bardziej zlo zonych ni z pojedgrszczelina w materiale jedno-
rodnym WIN uzyskac mo zna wykorzystgc metoce funkcji teoretycznej (ang.: function
theoretic method) opisanej przez Muskhelishviliego w [48]zy te z w pracach [49] lub [50].
W tym celu nale_zy wprowadzi ponownie funkcg F; (to) (patrz podrozdzial 2.4.3), za po-
moca ktorej mo_zna wyraz funkcje f; (to), bedaca rozwiazaniem ownan calkowych jako

F; (to) _ Fi(toe '
(to &)'(h to)i (to &)'(to B)i’ (2.134)
g <to<bj; (j =1;2); 0<Re(j; ;)<L

fi(to) =

Nastepnie rozwa zana jest nowa funkcja:

Vi P .
. _ E Ay (to)fj(to) — } A (tO)Fj (tO)e J! . =1
i) btz T 6 o B) i ay o KITED

aj aj

(2.135)
gdzieay sa to znane funkcje powstale podczas formulowaniawnan calkowych. Asymp-
totyczne zachowanie calek Cauchy'ego pozwala nam wymfunkcje ;(z), por. [48],
Rozdzial 4, w postaci:

_ agFi(g)e 1 aq Fi () 1
(b a)'sin ;(z &) (B &)’sin j(z Bb)!

+ a4(2); (2.136)

gdzie funkcje o (z) sa ograniczone z wygtkiem punktow a; ; j w ktorych typ osobliwasci
jestslabszy niza @) i oraz(z h) .Wowczas cesc rownania calkowego zawieraga
osobliwasc typu Cauchy'ego mo ze loywyra zona w nagipujacej postaci ¢ = t+ig, g =0,
g < t<b i ):

Z%
ay (to)f; (to) gk (a) 1 aiFi(B) 1 .
- dto = ctg tg ot 14 (2):
Tt TR o) Ty ®oa) ' o WY
J (2.137)
Poniewa z
e i' (cos +isin)i _cos j _ .
- = - = — =ctg j;
sin sin sin

WIN dla systemu prostoliniowych szczelin, karych wierzcholki umieszczoneasw tym
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samym materiale jednorodnym, por. Rys. 2.21, mo_zna otrzgowykorzystujac wyra zenia:

S
2(t  tS)
K, (t3) = lim  ——"p(t));
() il cos Pn(t))
s
. 2t t°)
K (tJS) = |t"”:S ?S-me (;);
s (2.138)
2t t)
K, (t5) = li — T (t));
 (87) tgrrng cos | Pn (t;)
2(tE 1)
Ky (tF) = lim  ——pn(t);
n (t7) e cos | Prn (1))

oraz system ownan calkowych (2.103). Nastpnie, wykorzystupc rownania (2.136) i
(2.137), WIN wyrazic mo zna za pomeacfunkcji bedacej rozwazaniem ownan calko-
wych. Nale zy podkrgic, ze do sformulowania kaowych wyra ze wykorzystywane s
jedynie te czsci rownan calkowych, kiore wnosa czsc osobliva. Czesci regularne nie a
brane pod uwag@. W wyniku tego WIN de niowany jest tu jako:

K (9= p=Isin( ;)Fy (1) + cos( ;)Fy ()]
=
Ku(E%) = p==cos()Fy (%) sin(;)Fy ()]
1 - (2.139)
K, (tF) = p—[sin()Fy (t5) + cos( j)Fr (t5)];
=

Ky (tE) = le_—_z[cos(,-)Ft,- (tF)  sin( j)Fe (15)];
—

W podobny sposb posepuje se w bardziej skomplikowanych przypadkach, np. prosto-
padlej szczeliny zaknczonej w interfejsie (por. [53]- @wnanie (31) ).

W przypadku pojedynczej szczeliny w materiale jednorodnyngdzie = = 1=2,
b, = t; oraza; = t,, wyra zenia (2.136) i (2.137) przyjmaj postec [59]:

G (2) = fa (L) Fj(t)(tr t) P2z tp) 2

(2.140)
ag (t)F(t)(tr t2) 2z t) P+ oa(2);
1P a0 )y - o (R 2y (1)F, (1) §
tt z 0 YTt 0)P(t, 92 ()P )2 %
i (2.141)

(t<tot>ty):

Przyklady. Przedstawione poni zej przyklady dotyezdwoch opisanych szczedgowo w
poprzednich podrozdzialach kon guracji pojedynczej szeliny i interfejsu. Przedstawione
wyra zenia wynikaa z zastosowania mo zliwych dla nich uprosznze dodatkowe czlony
wynikaja z istnienia a pojawiajacych se podczas formulowaniaownan calkowych w
okreslonych kon guracjach i ukladach wsplrzednych.
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dla inkluzji i r ownan calkowych (2.91) i (2.92):

Cc to
a = ap=p—;, ap=ay=p——, 2.142
11 22 9C2—+t% 12 21 pm ( )
2 1 1
K, (t1) = p CFy(ty) + t1F(t)];
1 (ta) 1+ 1P a@s tf)[ 1(t1) + t1Fa(t)]
21 1
Ky (ty) = 1+ l“ A )[tlFl(tl) cha(t1)];
1 (2.143)
to) = p cF1(to) + toFo(t5)]:
Ki(t2) = 1+1 A t%)[ 1(t2) + taF2(t2)]
1
ty) = p toF1(t ch>(t5)]:
Ki (t2) = 1+ T 2)[2 1(t2) 2(t2)]
dla prostego interfejsu i ownan calkowych (2.98) i (2.98):
a1 = ap=0C0s( ); a&p= axp =sin( ); (2.144)
_ 1
Ky (t1) = 1+
Ky (t1) = 1 cos( )Fa(ty)];
(2.145)

K1 (t2) = 75 P5[o0s( JFalts) + Sin( )Fa(ta)l;

i (1) = 15 P=lsinC Fi(t) - cos()Fa(t)

przy a=(t; ty)=2.

Podsumowugc, uzyskany model umo zliwia otrzymanie WIN dla dowolnefientacji i
liczby szczelin prostoliniowych. W dalszej @&sci pracy przedstawiony model édzie wy-
korzystany do opisu wzrostu szczeliny zetzeniowej. Nale zy zauweczy z przedstawione
podepcie mo ze loyzastosowane awnie z dla dowolnych kon guracji szczelin umieszczo-
nych w ro znego rodzaju materialach w zale gobod istnienia rozwazan A i B odpowia-
dajacych rozwa zanym sytuacjom.

2.9.2. Obliczanie skladowe] T

Jak wspomniano w podrozdziale 2.2.2 opcz WIN bardzo istotra wielkascia w linio-
wej mechanice pkania jest parametrT. Jest to, podobnie jak WIN, wielkesc charaktery-
Zujaca kon guracje geometrycza szczeliny i ob@ zenia, kbra, na podstawie wielu prac,
wydaje sk byc koniecznym uwzgddniac w przypadku opisu wzrostu szczeliny. Istnieje co
najmniej kilka metod uzyskiwania tej wielksci. W najprostszym przypadku pojedynczej
szczelinyT = ;1 (1 k)cos2, por. Rys.2.5. Jednak ze w bardziej zlo zonych przypad-
kach, np. szczeliny giwnej z odgaézieniem, problem staje si znacznie bardziej zlo zony
I najczesciej jest pomijany. W literaturze istnieje kilka rozwazan tego problemu. Jeda
z metod jest modelowanie szczeliny za ponecozkladu dyslokacji, por. [52], oraz wyko-
rzystaniu Metody Funkcji Wagowych i Kolokacji Brzegowych,por. [77], [78], [79]. W [52]
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u zyto bardzo zbli zonej metody do tej u zywanej w niniejspracy, gdzie odgazienie
szczeliny modelowane jest za pomaciaglego rozkladu dyslokacji, w wyniku czego au-
torzy pracy uzyskujp system pwnan calkowych osobliwych. Natomiast w [77], [78] i [79]
autorzy wykorzystuja funkcje Greena, kbre uzyskiwane a droga aproksymaciji z wykorzy-
staniem np. Metody Elemenbw Skarczonych. Nale zy przypomnige ze WIN i parametrT
opisuja pole nape ze w najbli zszym otoczeniu wierzcholka szczeliny, awnania (2.13{
2.15) & prawdziwe przyr ! 0. Generalnie, skladowa jest wielkoscia niezale zmodr i
co pozwala zde niowa& ten parametr w postaci wyra zenia (2.21):

T=( XX yy) .
=0;r! 0

W celu uzyskania parametruT nale zy zna w praktyce rozklad nape ze w calym ma-
teriale. Dopiero wowczas mo zliwe jest uzyskanie skladowgj ktora najczsciej uzy-
skiwana jest za pomoa Metody Elemenbw Skaczonych. Wowczas, znaac skladowe

« (X Y); yy(X;y) tensora nape zenia dla rozwa_zanej kon guracji szczeliny i matetal
a szczeglnie ich wartosci w najbli zszym asiedztwie szczeliny, mo zliwe jest oktenie
poszukiwanego parametru. W dalszej egci rozdzialu stosowana w pracy Metoda Osobli-
wych Rownan Calkowych typu Cauchy'ego ledzie u zyta do uzyskania skladowych nagpr
_zenia nie tylko przy wierzcholku szczeliny, alewnie z w pozostalym obszarze materialu
dla ktorego znana jest funkcja Greena opisaga wplyw pojedynczej dyslokacji. Metoda ta
umo zliwi pwnie z rozwa zanie wielu szczelin, avanej kon guracji. Nale zy podkstic, ze
autorowi niniejszej rozprawy nie udalo & odszuka w literaturze pracy, ktora w sposb
analityczny formulowalaby rownania umo zliwisgce obliczanie WIN, a w szczegnosci
parametru T, dla wielu szczelin. Wymieniona powy zej praca [52] wykgstuje podobra
metode, ale rozwa za jedynie kon guraejglbwnej szczeliny i jednego odgatienia.

W tym celu koniecznym jest, na podstawie wyra ag2.38), uzupelnienie ownan (2.75)

i (2.76), ktore determinujp rozwiazanie B, tzn. ( ), oraz rozwiazanie problemu A, tzn. (),
o skladova dzialajaca wzdlu z powierzchni szczeliny, por. Rys. 2.18, tj. @(s). W przy-
padku sformulowan dla N szczelin nale zy uzupemmrownania (2.100) oraz transformaej
(2.101) w nasepujacy sposb:

N 2
() = [hea(tj; toi) ki (toi) + hea(t; toi) bwi (toi)]dtoi; (2.146)

i=1 .
t

gdziehg,; (v =1;2) wyra zaa dodatkowe transformacje:

hi = (M1 SiN 6 hy2€OS gi)sin®  +(hyisin g hyyocos g)cos |
+2(hy1Sin o hyy2c0S g)sin jcos j;

hio = (hxx1COS o + hy2Sin gi)sin® ;| + (hyyscos g + hyyosin g)cos |
+2(hyy1COS g + hyyosin g)sin  cos j:

(2.147)

Nastepnie uwzgkdniajac reguk superpozycji oraz rozvézanie ukladu ownan (2.100),
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skladowe tensora nap zenia w punkciet{w) mo zna uzyskaw nasepujacy sposb:

ttw) = (tw)+ (tw) =

R
[hea (t; toi; W)k (toi) + hea(t; toi; W) by (to)]dtei + ¢ (t; wW);

i=1 {E

n(tw) = (tw)+ (tbw)=

w2 (2.148)
[hnl(t; toi; W)h| (toi) + hnz(t; toi; W) bNi (toi )]dtoi o (t; W);

i=1 .
t

n(GwW)= ntw)+ ntw)=
w2
= [htn 1(t; toi; W) bci (toi) + htn 2(t; tois W) llei (toi)]dtoi * om (t; W):

=1 ¢

Wowczas dla jednego z wierzchalkv szczeliny, wykorzystujc rownanie (2.16), kbre jest

AW
w®+dw
et Tt Ttk sl
R~ o
i !
Lo
szczelina : :
P
. ]
/ P
. ]
/ P t
t5 S+t -

Rysunek 2.39. Geometrascie zki szczeliny.

prawdziwe dlar ! 0, =0 oraz wielkaosci zde niowanych na rysunku 2.39, otrzymujemy
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rownanie okrelajace skladow T:
|

T= (tw) a(tw) =
w! wS+dw; t! tS+dt

N

= [hea(t toi; W) (toi) + hea(t; toi; W) by (toi)]dte +  ¢(t; W)
=1 e

N Z !

[hna(t; toi; W)k (toi) + hna(t; toi; W)hwi (tei)]dter  n(t;w)

=1 e w! wS+dwit! tS+dt

(2.149)
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2.10. Strefa plastyczna w otoczeniu wierzcholka szczelin y

Zgodnie z rozwazaniem spe zystym przytoczonym w poprzednim rozdziale napee-
nie w otoczeniu wierzcholka szczeliny wykazuje osoblisgo ! 1, gdyr ! 0. Taki
wynik jest jednak nie zyczny, bo zadne cialo nie jest zdw do przeniesienia niesko
czenie du zego napizenia, ktre pojawiloby se w najbli zszym asiedztwie wierzcholka
szczeliny, nawet przy bardzo niewielkim obaizeniu. W rzeczywissri materialy wykazu-
ja mechanizmy zmierzagce do zmniejszenia nagrzenia i rozproszenia energii skupionej
przed wierzcholkiem szczeliny. W materialach metalicgoh rozwoj pekniecia bczy se sci-
sle ze stred odksztalcenia plastycznego przed czolenekniecia, co ogranicza stosowanie
klasycznej liniowej mechaniki gkania (LMP). Wielkosc i ksztalt obszapw plastycznych
jest determinowana przez rodzaj materialu, geomegrielementu oraz wielksc napre zenia.
Narzedziem do analizy takiego problemuashipotezy wyte zeniowe teorii plastyczrsai, z
ktorych najczsciej stosowanea hipotezy:

Hubera{Misesa{Hencky'ego, na podstawie kirej material osagnie stan plastyczny,
gdy drugi niezmiennik dewiatora nape zeniag ) osiagnie wartcsc krytyczna k?:

1
ésij Sj = kzi (2.150)
Tresci, na podstawie kbrej material osagnie stan plastyczny, gdy maksymalne na-
pre zenie styczne @gjnie krytyczrna wartosc k rowna granicy plastycznaci przy
czystym scinaniu:

= Mmoo (2.151)

gdzie max | min Sa to najwieksze i najmniejsze narzenia @gwne, a nax jest
maksymalnym nape zeniem stycznym.
Przybli zony ksztalt strefy plastycznejr, mo_zna okrglic podstawiapc wzory na pole
napre zenia do wybranej hipotezy wgtzeniowej i wyznaczagr = r,, por. Rys. 2.40. Dla

Rysunek 2.40. Podstawowy sposb oszacowania wielkec strefy plastycznej

sytuacji z Rys. 2.40 dla = 0, wielkosc r, mo_zna uzyskaw nasepujacy sposb:

Ky K2 2a

y= P=—-= ys) r. = =
27, P2 a2

(2.152)

)

2
Y
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gdzie s jest napre_ zeniem uplastyczniagym. Jednak ze wprowadzenie obsaarplastycz-
nych do rozwazania spe zystego nie powoduje zmiany tego roazania, poniewa z okséa
to tylko hipotetyczny zasieg deformacji plastycznych.

2.10.1. Model Irwina

Irwin, 1961 [107], zasugerowal, i z plastycatopowoduje, ze szczedinnale zy trak-
towac jakby byla dlu zsza od swego zycznego wymiaru. Plasywmsc traktowana jest
wiec jako czynnik oslabiaacy material, podobnie jak defekt w postaci szczeliny. Diex
go Irwin przesural wierzcholek szczeliny do wetrza strefy plastycznaci, por. Rys. 2.41,
czyli zyczna dlugosc szczelinya, zostala zasapiona przez efektywa dlugosc szczeliny
a+ . Napre zenie na dodanej dlugoi szczeliny zostalo ograniczone do nagrzenia upla-
styczniajacego ,s. Dodana dlugsc szczeliny powinna by wystarczapco du_za, aby byla
zdolna przenisc obci zenie, kire zostalo"usunieteé' na odcinku , tzn. w obszarze A,
wynikajace z rozkladu nape zenia sgr zystego. Aby bylo to spelnione, obszar A musidy
rowny obszarowi B, determinowanemu przez odcinek Wielkosc mo ze by oszacowana

Rysunek 2.41. Oszacowanie wielksci strefy plastycznej wg Irwina [107]

za pomo@ wyra zenia, kire jest wynikiem zalo zenia, i z strefa plastyczna zajenobszar,
w ktorym s
K| K| 1 K|2 2(a+ )
= pe=pP=) el R S
2 (r = ) 2 2 2 ys

s (2.153)

gdzie, jesli przyjete zostanie, ze odcinekjest bardzo maly w popwnaniu z wymiarem
szczeliny, to mo ze by pominiete. Wowczas ownanie (2.153) ledzie identyczne z (2.152)

i wtedy 1, =
Poniewa z obszar A ma layrowny obszarowi B, to:
z K
= pe=dr (2.154)

0 2r
a rozwiazanie tej calki daje:

1

2 2

S K= s+ ) (2.155)
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Z wyra zenia (2.153) WIN mo zna zapcsgko K| = (2 )% ys» @ wowczas (2.155) prze-
ksztalca se do postaci:

2 = yw( + ) (2.156)
czyli, 2 = + . Wynika z tego, ze = i wierzcholek szczeliny povakszonej o jej
efektywna czesc umieszczony jest w centrum strefy plastycznej, por. Rys42. Natomiast
dla pomijalnie malych wartosci  w stosunku do dlugaci szczeliny mo zna przg:

1K, ?

rp=2r, = — ; ; (2.157)

Rysunek 2.42. Wielkosc strefy plastycznej wg Irwina [107].

2.10.2. Model Dugdale'a

Inne rozwiazanie, kibre zaklada wydlu zenie efektywnej szczeliny w stosurdkol jej -
zycznej wielkasci spowodowane plastyczmoia materialu zaproponowal Dugdale [8], oraz,
niezale znie, Barenblatt [9]. Model Dugdale'a jest wyném jego obserwacji, ze w cienkich
blachach z niskowglowej stali w obszarze przed wierzcholkiem szczelingwija sie waska
i wydlu zona strefa plastyczna w ksztalcie klina. Strefa zostala zasapiona odcinkiem
o ktory sztucznie wydlu zona jest rzeczywista szczelina. Ndcmek ten dziala nape zenie

ys, Ktore zwiera powierzchré szczeliny na dodanej dlugei. Wielkosc  powinna byc tak
dobrana, aby nape zenia przed wierzcholkiem szczeliny nie byly ju z disay czyli mialy
wartosc skanczora. Warunek ten jest spelniony, gdy suma WIN od nagr zenia zewirz-
nego,K , oraz od nape_zenia s na krawedziach szczeliny na dodanym odcinku, K ,
kompensug ske:
K = K: (2.158)
Warunek taki jest wystarczapcy, gdy z wyra zenia na skladowe tensora reapenia @&
uniwersalne, inne a jedynie WIN.

Dla przypadku szczeliny umieszczonej w nieskczonej plaszczynie i obca zonej w

punkcie przez skladoa normalna i styczm, Psi Q, por. Rys. 2.44, WIN de niuje sie jako:

P a+
KB = p—
! a a |
S (2.159)
_.Q a+
K = 9—3 a
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Rysunek 2.43. Wielkosc strefy plastycznej wg Dugdale'a.

Rysunek 2.44. Obcha zenie na krawdzi szczeliny.

W przypadku, gdy Q =0, to K;, = 0 i WIN na obu wierzcholkach szczeliny przybierag
postec:

S
P a
A .
S (2.160)
P a+
KP=p—
: a a

Wyra zenia te mo zna wykorzystav sytuacji, gdy obca zenia rozlo zona $ylko wzdlu z
dodanych dlugsci szczeliny (§;a+ ] dla wierzcholka B), przez zsumowanie wplywu
ciaglego rozkladu ob@ ze na tych odcinkach. Nale zy zauwagyze na WIN na jednym z

wierzcholkow ma rownie z wplyw obe zenie na odcinku dodanym na drugim wierzcholku.
A wiec:

Z S S r
() @ a+ a a+ a
K = g2~ + d =2 arc cos——: 2.161
a , a a+ ye a+ ( )
oraz p
K = (a+ ): (2.162)

Wowczas zgodnie z pwnaniem (2.158) mo ze bywyra zone jako:

a
at+

= COos

: (2.163)
ys
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Nastepnie, poslugugc se rozwinieciem funkcji cosinus w szereg, odrzuegj czlony wy z-
szego redu i pozostawia@c jedynie dwa pierwsze czlony:

1 2
cos =1 = + 2.164

uzyskac mo zna przybli zendlugosc strefy plastycznej jako:

2 24 K, 2
= - — 2.165
8 ysz 8 ys ( )

2.10.3. Przemieszczenie wierzcholka szczeliny

Rozwarcie szczelinfang.: COD { Crack Opening Displacement) w przypadku jedno{
osiowego stanu na zenia, to odleghs miedzy powierzchniami szczeliny, por. Rys. 2.45,
czyli:

COD = 2uy: (2.166)

W przypadku wprowadzenia do rozwdzania dodatkowego wydlu zenia szczeliny mo z-

Rysunek 2.45. Wielkasc rozwarcia szczeliny

na poprzez zastosowanie jednego z poprzednio opisanych eiodprowadzapcych stree
plastyczrma, okreslic rozwarcie wierzcholka szczelingang.: CTOD { Crack Tip Opening
Displacement). Wielkac te okresla se na granicy rozdzielegcej modelova strefe pla-
styczma i zyczna szczelie. Mo zna g okreslic z wykorzystaniem wyra zenia (2.166), a
wiec:

CTOD =2uy : (2.167)
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2.11. Rezultaty dla wybranych kon guracji szczeliny i inte r-
fejsu

W tym rozdziale, w celu wery kacji proponowanej metody, rowa zone edzie kilka
kon guracji szczelin umieszczonych zawno w materiale jednorodnym, jak i w bimate-
riale. Wyniki b eda porownane z wynikami dostpnymi w literaturze. WIN w wiekszaci
przypadkow beda wyra zone w znormalizowanej formig., = ﬁoﬂ'—a niezale znej od obai
_zenia i dlugsci szczeliny.

Pojedyncza szczelina

W przypadku pojedynczej szczeliny dowolnie zorientowanej stosunku do interfejsu,
por. Rys. 2.46, uzyskane wynikiazgodne z praa Erdoganaet al. [66], jak rownie z z praa
[67]. Nale zy zauwayi z wyniki w Tabelach 2.2 i 2.3 doty@ obcia zenia przylo zonego
bezparednio na powierzchni szczeliny. Natomiast w Tabelach 2i42.5 wyniki dotycza
obcia zenia przylo zonego na granicyopki.

Rysunek 2.46. Kon guracja szczeliny w sasiedztwie bimaterialu.
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Tabela 2.2. Porownanie WIN z wynikami dostepnymi w literaturze, obcia zenie na powierzch-

ni szczeliny,d = 2 a; £=23; 2=0:3; 1=0:35 pi = 0; Py =0:
[]| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]
0 | 0,9615| 0,9617 | 0,9349| 0,9349 0 0 0 0
20 | 0,9571| 0,9572 | 0,9306| 0,9307 | 0,0124| 0,0125 | 0,0024 | 0,0025
40 | 0,9457| 0,9457 | 0,9217| 0,9216 | 0,0209| 0,0209 0 0,00001
60 | 0,9321| 0,9318 | 0,9149| 0,9144 | 0,0237| 0,0237 | -0,0071| -0,0071
80 | 0,9207| 0,9206 | 0,9144| 0,9143 | 0,0214| 0,0215 | -0,0152| -0,0153
90 | 0,9168| 0,9160 | 0,9168| 0,9160 | 0,0187| 0,0188 | -0,0187| -0,0188

Tabela 2.3. Porownanie WIN z wynikami dostepnymi w literaturze, obcia zenie na powierzch-

ni szczeliny,d =2a; 2 =0:043 ,=0:35 1=0:3pf = o pi =0:
le klA kZB k2A
[]| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan| Stos. | Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]
0 | 1,0480| 1,0464 | 1,0813| 1,0780 0 0 0 0
20 | 1,0571| 1,0571 | 1,0930| 1,0929 | -0,0220| -0,0220 | -0,0097| -0,0098
40 | 1,0809| 1,0796 | 1,1187| 1,1165 | -0,0377| -0,0377 | -0,0078| -0,0077
60 | 1,1102| 1,1091 | 1,1404| 1,1389 | -0,0433| -0,0433 | 0,0061 | -0,0062
80 | 1,1348| 1,1344 | 1,1464| 1,1459 | -0,0382| -0,0382 | 0,0242 | 0,0242
90 | 1,1426| 1,1420 | 1,1426| 1,1420 | -0,0320| -0,0321 | 0,0320| 0,0321

0:3;

= 0P =

| [1] klg | kia | k2g | k2n |
0 0,9615 | 0,9349 0 0

10 | 0,93167| 0,90724| 0,1699 | 0,16071
20 | 0,84633| 0,82876| 0,31883| 0,30251
30 | 0,71601| 0,70763 | 0,42851| 0,40852
40 | 0,55695| 0,55763| 0,48572| 0,46588
50 | 0,38883| 0,39633| 0,48386| 0,46742
60 | 0,23227| 0,24299| 0,42369| 0,41255
70 | 0,10622| 0,11621 | 0,31305| 0,30743
80 | 0,025705| 0,031641 0,1658 | 0,16428
90 0 0 0 0

Tabela 2.4. WIN dla obcia zenia przylo zonego na granicachgtoki, d = 2a; £ =23,
1=0:35 pi :

2:
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Tabela 2.5. WIN dla obcia zenia przylo zonego na granicy giski, d = 2a; -2 =0:043 ;=
0:35, 1=0:3;p; = o; p3 =0:

| [1 |Klg | k1 | k2g [ k2a |
0 1,0480 |1,0813 |O 0

10 1,017v6 | 1,0477 | 0,16812] 0,17899
20 0,93051 | 0,95229 | 0,31702| 0,33685
30 0,79611 | 0,80623 | 0,42937| 0,45466
40 0,62939 | 0,6273 | 0,49157| 0,51783
50 0,44943 | 0,43754 | 0,49541| 0,51817
60 0,27735 | 0,2605 | 0,4393 | 0,45531
70 0,13399 | 0,11811 | 0,32879| 0,3371
80 0,037289 0,027765 0,17634| 0,17861
90 0 0 0 0

Szczeliny oddzielne

Wyniki dla dw och oddzielnych szczelin

¥

11

I

Rysunek 2.47. Kon guracja dwoch szczelin.

Szczeglnie interesupce & wyniki uzyskane w przypadku umieszczenia w bimateriale
pewnej liczby szczelin. Dotyczy to szczefpie sytuacji, gdy szczeliny te nie znajd@ sie
w tym samym materiale.

Przypadek interakcji miedzy szczelinami umieszczonymi w materiale jednorodnym,
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byl przedmiotem bada w wielu pracach. Mo zna ec sprawdzt poprawnac wynikow
otrzymywanych za pomoa proponowanej w niniejszej pracy metody poprzez pmwvna-
nie z wynikami dosepnymi w literaturze. Tabela2.6 ukazuje bardzo dolar zbie znsc z
wynikami opublikowanymi w pracach, np. Erdogana [69] i Lamat al. [68]. Wyniki od-
powiadaja sytuacji z Rys. 2.47.

Rzadko rozwa zanym przypadkiem bywa natomiast problem @rakcji szczelin w mate-
rialach kompozytowych, kbrych przykladem jest bimaterial. W niniejszej pracy rowa zo-
no kilka przykladow takiej sytuacji, m.in. dla kon guracji z Rys. 2.47, lecz th bimaterialu.
Uzyskane rezultaty mog@ pomoc w ocenie wplywu drugiej szczeliny w materiale kompo-
zytowym. Zmiane wartosci WIN w porownaniu z wynikami dla materialu jednorodnego
przedstawiono w Tabelach 2.7 i 2.8. Nale zy zauwa, 2y rezultaty z Tabel 2.7 oraz 2.8 dla
2a=g = 0:05, a wec sytuacji, gdy szczeliny & dosc daleko oddalone od siebie, powinny
zmierzac do wynikow z Tabel 2.2, 2.3 lub 2.4, 2.5 (pojedyncza szczelina) dlaczeglnej
sytuacji, gdy = 0. Fakt ten potwierdza poprawncsc stosowanej metody zawno dla
materialu jednorodnego, jak i bimaterialu.

Tabela 2.6. Porownanie WIN dla dwoch oddzielnych szczelin w materiale jednorodnym,

- =1:

L | K1a | Klg |
2a=g| Stosowana| Lam, Phua | Erdogan | Stosowana| Lam, Phua | Erdogan

metoda [68] [69] metoda [68] [69]

0.05 1.0002 1,00024 | 1,00030| 1.0002 1,00027 | 1,00029
0.1 1.0011 1,00120 | 1,00120| 1.0012 1,00130 | 1,00131
0.2 1.0045 1,00463 | 1,00462| 1.0055 1,00563 | 1,00566
0.3 1.01 1,01019 | 1,01016 1.0137 1,01377 | 1,01383
0.4 1.0177 1,01792 | 1,01787 1.027 1,02703 | 1,02717
0.5 1.0278 1,02805 | 1,02795| 1.0478 1,04766 | 1,04796
0.6 1.0408 1,04110 | 1,04094| 1.0803 1,07979 | 1,08040
0.7 1.0577 1,05813 | 1,05786| 1.1331 1,13186 | 1,13326
0.8 1.0809 1,08148 | 1,08107| 1.2287 1,22520 | 1,22894
0.9 1.1173 1,11809 | 1,11741 1.4534 1,44071 | 1,45387

Wyniki dla trzech oddzielnych szczelin

Rysunek 2.48 przedstawia geometritrzech szczelin, z kirych dwie umieszczoneas
symetrycznie po latem . Uzyskane wyniki k1lg) sa zgodne z wynikami publikowanymi
w pracy Lam et al. [68], co widoczne jest w Tabelach 2.9 oraz 2.10 dla przypadku
materialu jednorodnego. Wyniki umieszczenia takiego ggsnu szczelin w bimateriale
zaprezentowano w Tabelach 2.11 oraz 2.12.
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Tabela 2.7. WIN dla dwoch oddzielnych szczelin w bimaterialed = 23; —i =23; 5 =
0;3;, 1=0:35

|2a=g| k1, | klg | kic | kip |
0.05 | 0,9297| 0,9587| 0,9998| 0,9998
0.1 | 0,9300| 0,9591| 0,9998| 0,9998
0.2 | 0,9313| 0,9613| 1,0008| 1,0004
0.3 | 0,9338] 0,9667| 1,0041| 1,0021
0.4 | 0,9379| 0,9769| 1,0117| 1,0057
0.5 | 0,9438| 0,9942| 1,0260| 1,0114
0.6 | 0,9524| 1,0225| 1,0509| 1,0198
0.7 | 0,9636| 1,0700| 1,0946| 1,0318
0.8 | 0,9797| 1,1573| 1,1776| 1,0492
0.9 | 1,0056| 1,3641| 1,3789| 1,0779

Tabela 2.8. WIN dla dwoch oddzielnych szczelin w bimaterialed = 2 a; —i =0:043 , =
0:35;, 1 =0:3:

0.05 | 1,0796| 1,0471| 1,0002| 1,0002
0.1 | 1,0805| 1,0483| 1,0017| 1,0015
0.2 | 1,0850| 1,0543| 1,0088| 1,0072
0.3 | 1,0929| 1,0653| 1,0218| 1,0164
0.4 |1,1041| 1,0822| 1,0414| 1,0284
0.5 |1,1186| 1,1072| 1,0696| 1,0434
0.6 |1,1370| 1,1447| 1,1109| 1,0617
0.7 |1,1605| 1,2042| 1,1746| 1,0845
0.8 |1,1923| 1,3100| 1,2855| 1,1146
0.9 |1,2417| 1,5564| 1,5383| 1,1603

Tabela 2.9. WIN z pracy Lam, Phua [68] dla trzech oddzielnych szcz& w materiale jedno-
rodnym.

[bla | =30 | =45 | =60 | =90 | =120 | =135 | =150 |
1 | 1,3256| 1,1134| 0,9910 | 1,0027 | 1,0899 | 1,1290 | 1,1495
172 | 1,1304 | 1,0248 | 0,9843 | 0,9999 | 1,0295 | 1,0450 | 1,0577
1/4 | 1,0403 | 1,0010 | 0,9911 | 0,9989 | 1,0076 | 1,0127 | 1,0182
1/8 | 1,0097 | 0,9979 | 0,9959 | 0,9987 | 1,0011 | 1,0025 | 1,0044
1/16 | 1,0014 | 0,9982 | 0,9978 | 0,9987 | 0,9993 | 0,9997 | 1,0002

Pol aczone szczeliny

Wyniki dla szczeliny przechodz acej przez interfejs

W przypadku szczeliny przechodzej przez interfejs wyniki otrzymane przy zasto-
sowaniu metody proponowanej w pracy pownano z rezultatami pracy [53], w kbrej
rozwa zano m.in. sytuaejjak na Rys. 2.24 (dlat; = t, = 0). Porownujac wyniki zamiesz-
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Rysunek 2.48. Kon guracja trzech szczelin: gbwnej oraz dwoch symetrycznie odchylonych

pod katem

Tabela 2.10. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla tzech oddzielnych szcze-

lin w materiale jednorodnym: g=a=1:5.

[bla | =30 | =45 | =60 | =90 | =120 | =135 | =150
1 | 1,3256| 1,1146| 0,9919 1,0053| 1,0892 | 1,1269 | 1,1542
172 | 1,1326 | 1,0307 | 0,9907 | 1,0043 | 1,0298 | 1,0434 | 1,0581
1/4 | 1,0455 | 1,0118| 1,0005| 1,0035| 1,0089 | 1,0124 | 1,0183
1/8 | 1,0172 | 1,0095 | 1,0044 | 1,0023| 1,0026 | 1,0030 | 1,0047
1/16 | 1,0086 | 1,0022 | 1,0009 | 1,0013 | 1,0007 | 1,0005 | 1,0009

Tabela 2.11. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla tzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d=5a; g=a=1;5; —i =23; -,=0:;3; 1=0;35

[bla | =30 | =45 | =60 | =90 | =120 | =135 | =150
1 [ 1,3049 | 1,0980 | 0,9796 | 0,9985 | 1,0816 | 1,1136 | 1,1316
172 | 1,1210 | 1,0209 | 0,9823 | 0,9974 | 1,0224 | 1,0342 | 1,0462
1/4 | 1,0370 | 1,0040 | 0,9930 | 0,9965 | 1,0017 | 1,0047 | 1,0097
1/8 | 1,0097 | 1,0021 | 0,9972 | 0,9953 | 0,9954 | 0,9957 | 0,9972
1/16 | 1,0013 | 0,9999 | 0,9967 | 0,9942 | 0,9936 | 0,9933 | 0,9936

czone w Tabeli 2.13 mo zna zauwa zye wraz ze zbli zaniene svierzcholka szczeliny; do
interfejsu ro znica medzy wynikami poweksza s. Powodem takiej sytuacji jest u zyte w
niniejszej pracy uproszczenie, opisywane w podrozdziald.3. Rownie z w tym przypadku
szczelina podzielona zostaje na dwie szczeliny, przy czyompgt graniczny znajduje se w
interfejsie, a jego stopia osobliwasci, dla uproszczenia zadania, przgjo rowny 1/2. Jed-
nak ze o znice & stosunkowo niedu ze. Wydajeesi ze & one dopuszczalne w zastosowaniu
do glownego problemu { zneczeniowej propagacji szczeliny.
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Tabela 2.12. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla tzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d=5a; g=a=1:5; —j =0:043 ,=0;35 1=0:3:

[bla | =30 | =45 | =60 | =90 | =120 | =135 | =150 |
1 | 1,3513] 1,1343| 1,0067 | 1,0139| 1,0986 | 1,1417 | 1,1788
172 | 1,1463 | 1,0425| 1,0009 | 1,0127 | 1,0386 | 1,0539 | 1,0717
14 | 1,0555 | 1,0213| 1,0095 | 1,0119| 1,0172 | 1,0212 | 1,0280
1/8 | 1,0262 | 1,0183| 1,0130 | 1,0107 | 1,0108 | 1,0114 | 1,0134
1/16 | 1,0172 | 1,0157 | 1,0123 | 1,0096 | 1,0089 | 1,0088 | 1,0093

Tabela 2.13. WIN dla szczeliny przechodacej przez interfejs:t4 = const.; | = (ts +
t1)=2; g2 =22:447, ,=0;3 1=0:35

il

b=t k(t4)=(pzp 1) [53] | k(t4)=(p2p N | k(t1)=(p1p 1) [53] | K(t)=(p, ) |

0.00 1.3552 1.356 ' N
0.05 1.4037 1.403 4.360 4.272
0.25 1.3324 1.332 2.139 2.091
0.5 1.2378 1.236 1.556 1.521
0.75 1.1588 1.157 1.311 1.301
1 1.0931 1.092 1.178 1.171
1.25 1.0376 1.037 1.096 1.089
15 0.9902 0.989 1.042 1.035
1.75 0.9490 0.948 1.004 0.996
2 0.9128 0.912 0.977 0.972

Szczelina gl owna z odgal ezieniem

Rysunek 2.49 przedstawia szczeéinglbwna oraz jej odga¢zienie. Dla takiej sytuacji
obliczano WIN i T w zale znsci od kata nachylenia odgakzionej szczeliny w stosun-
ku do szczeliny gbwnej i stosunku wielk@ci d=a W przypadku materialu jednorodnego
uzyskiwane wyniki zaprezentowane w Tabeli 2.14aszgodne z wieloma rezultatami do-
stepnymi w literaturze np. [51], [52] dla przypadku jedno{oswego oba zenia. Mo zna
rownie z wykaze, ze w przypadku dwu{osiowego olaczenia wyniki ownie z bda zgodne
np. z praa@ [52]. Natomiast Tabele 2.15 oraz 2.16 przedstawgajinikalne rezultaty dla tej
samej geometrii szczeliny w przypadku umiejscowienia jej mimateriale.

Wartosci skladowejT obliczane przy u zyciu zaproponowanej metody sgodne z war-
tosciami otrzymywanymi analitycznie dla pojedynczej szcdny (T = ' (1 Kk)cos2,
Rys. 2.5). Jednak ze metoda ta umo zliwia uzyskanie tegoapaetru dla dowolnego sys-
temu prostoliniowych szczelin. Niestety, autorowi nie uda sie dotrzec do prac prezen-
tujacych wyniki dla bardziej skomplikowanych szczelin ni zczelina z rozgatzieniem
umieszczona w materiale jednorodnym. Jednz prac prezentugaca wyniki, ktore mo zna
bezperednio poownac z prezentowaa metoda jest praca [52]. Autorzy pracy rozwa zaj
glowna szczelie o dlugasci 2a i odgalezienie oznaczonelpor. Rys. 2.49. Opublikowane
sa rezultaty dla ro znego stosunk@ i kata pochylenia odgatzienia. System szczelin jest
tam, m.in. obcia zany jednoosiowo, prostopadle do powierzchni szczeljgwnej. Wyniki
otrzymane za pomoa metody proponowanej w niniejszej pracyaszgodne z wynikami w
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Rysunek 2.49. Kon guracja szczeliny glownej z odgakzieniem.

pracy [52], por. Tabele 2.14 oraz 2.17. lanpraca prezentupca wyniki obliczania parame-
tru T, ktore mo zna pa@wnac z prezentowaa metoda jest praca [78]. Rezultaty dotyca

m.in. szczeliny kravedziowej o dlugsci a, od ktorej odgakzia se niewielka szczelind,

stosunek ich dlugsci wynosil=a = 1=450. Szczeliny umieszczono w elemencie orsim-
nych wymiarach, ktory zostal obca zony jak na Rys. 2.50. Poniewa z wymiar odgaénia
w stosunku do wymiapw probki jest niewielki, mo zna nie uwzgtiniac warunkow brze-
gowych jakim s granice pobki. Tak wiec posluguac se funkcja Greena dla dyslokaciji
umieszczonej w niesktzenie du zej tarczy mo zna pavnac rezultaty uzyskiwane za po-
moca Metody Elemenbw Skaczonych z wynikami stosowanej metody. Okazujeesi ze
rezultaty obu metod s zbie zne.

Podsumowanie

Proponowany sposb obliczania WIN i T wydaje se byc dosc dobra alternatywa roz-
wiazan zaproponowanych przez innych aut@w. Umo zliwia poszukiwanie WIN iT dla
wielu dowolnie zorientowanych szczelin: patzonych Ilub nie, przechodzych przez in-
terfejs, bedacych po obu stronach interfejsu, jak i bdacych w interfejsie (przy u zyciu
odpowiedniego modelu interfejsu). Daje to wic mo zliwsc rozwiazania problemu propa-
gacji szczeliny zneczeniowej w bimateriale. Rozwaizanie takie ledzie przedstawione w
nastepnej cesci pracy.
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Tabela 2.14. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gpwnej szczeliny ( = 0)
oraz jej odgakzienia umieszczonych w materiale jednorodnymd = 5a; n = 80:

‘ b/a=1 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ kZB ‘ TB ‘
0 1,414 0 -1 1,414 0 -1
15 1,3258 | -0,38116| -0,87646| 1,3971| 0,022796| -0,98996
30 1,0828 | -0,68052 -0,54082| 1,3506| 0,032318| -0,9621
45 0,74361| -0,83772| -0,088256 1,2865| 0,020638| -0,92257
60 0,38818| -0,82911| 0,35225 | 1,2191| -0,011714 -0,8799
75 0,096268 -0,67258 0,65361 | 1,1602| -0,056024 -0,84291
‘ b/a=0,75 ‘ Kia ‘ Koa ‘ Ta ‘ Kig ‘ Kog ‘ Tg ‘
0 1,3227 0 -1 1,3227 0 -1
15 1,2415 | -0,35265| -0,87588| 1,3089| 0,023913| -0,99362
30 1,0172 | -0,63261| -0,5387 | 1,271 | 0,036819| -0,97562
45 0,70187| -0,78635| -0,08414| 1,2183| 0,031751| -0,94909
60 0,36595| -0,79309| 0,35848 | 1,1625| 0,008146| -0,91831
75 0,079302 -0,66879 0,66243 | 1,1138| -0,028287| -0,88782
‘ b/a = 0,5 ‘ klA ‘ sz ‘ Ta ‘ le ‘ sz ‘ Tg ‘
0 1,2246 0 -1 1,2246 0 -1
15 1,1518 | -0,31781| -0,87299| 1,2146| 0,022541| -0,99715
30 0,94978| -0,5734 | -0,52743| 1,1873| 0,036996| -0,9889
45 0,66264 | -0,72088| -0,05952| 1,1488| 0,037985| -0,97607
60 0,34985| -0,74207| 0,40145 | 1,1076| 0,024453| -0,95984
75 0,069849 -0,64954, 0,7304 | 1,071 | -0,000322 -0,94152
‘ b/a 20,25 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ kZB ‘ TB ‘
0 1.1179 0 -1 1.1179 0 -1
15 1,0566 | -0,26938| -0,86199| 1,1127| 0,016591| -0,9997
30 0,8854 | -0,48949 -0,48451| 1,0982| 0,02869 | -0,99887
45 0,63838| -0,62348| 0,033395| 1,0777| 0,033175| -0,99702
60 0,36172| -0,65537| 0,55884 | 1,0552| 0,029149| -0,99378
75 0,10149| -0,59216| 0,96243 | 1,0348| 0,018051| -0,98892
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Tabela 2.15. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gpwnej szczeliny ( = 0)
oraz jej odgakzienia umieszczonych w bimaterialed = 5 a; £=23; 2=0;3 1=0:35

‘ b/a=1 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ sz ‘ TB ‘
0 1,322 0 -0,8669 | 1,3598 0 -0,9766
15 1,2262 | -0,4191 | -0,77035| 1,3454| 0,00298 | -0,96461
30 0,966 | -0,7366 | -0,49505| 1,306 | -0,00377| -0,93214
45 0,61336 | -0,88449| -0,09879| 1,2513| -0,02537| -0,88852
60 0,25918| -0,84551| 0,31107| 1,1932| -0,06003| -0,8449
75 -0,0139 | -0,65197| 0,60868 | 1,1416| -0,09955| -0,81122
‘ b/a-= 0,75 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ sz ‘ TB ‘
0 1,2675 0 -0,92142| 1,2867 0 -0,98038
15 1,18 -0,38166| -0,81122| 1,2743| 0,011871 -0,973
30 0,94079 | -0,67691| -0,50783| 1,2403| 0,014834 -0,95256
45 0,61159| -0,826 | -0,08969| 1,1929| 0,00349| -0,9235
60 0,27166 | -0,81156| 0,32841| 1,1425| -0,02206| -0,89147
75 -0,00582| -0,65891| 0,62537 | 1,0983| -0,05641| -0,86181
[ b/a=05 | kia | kea | Ta | kig | ke | Tg |
0 1,1926 0 -0,95425| 1,2018 0 -0,98475
15 1,1158 | -0,33682 -0,8347 | 1,1926| 0,016449 -0,98158
30 0,90398 | -0,60342 -0,50833| 1,1672| 0,0259 | -0,97251
45 0,60676 | -0,74975| -0,06342| 1,1314| 0,023747| -0,95874
60 0,36235| -0,95092| 0,37937| 1,3697| 0,011544 -0,94186
75 0,012283 -0,64782| 0,70061 | 1,0586| -0,01466| -0,92352
‘ b/a :0,25 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ sz ‘ TB ‘
0 1,1004 0 -0,9743 | 1,1045 0 -0,98906
15 1,0375 | -0,27805| -0,84037| 1,0995| 0,014535 -0,98885
30 0,86242 | -0,50366| -0,47381| 1,0858| 0,02499 | -0,98808
45 0,61118 | -0,63806| 0,029944 1,0664| 0,028526| -0,98638
60 0,33222 | -0,66534| 0,54263| 1,045 | 0,024326| -0,98333
75 0,073037| -0,59416| 0,9389 | 1,0255| 0,013707| -0,97869
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Tabela 2.16. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla gpwnej szczeliny ( = 0)
oraz jej odgakzienia umieszczonych w bimaterialed = 5 a; —+£=0:043 ,=0:35 =03

‘ b/a=1 ‘ klA ‘ k2A ‘ TA ‘ le ‘ kZB ‘ TB ‘
0 1,529 0 -1,1487 1,4819 0 -1,0128
15 1,4442 | -0,33682 -0,99967 1,4597| 0,049105 -1,004
30 1,2082 | -0,61312 -0,60537 1,4005| 0,077247| -0,97951
45 0,87258| -0,7758 -0,09468 1,3219| 0,073926 -0,94416
60 0,51067| -0,79407 0,38208 1,2426| 0,041279 -0,9047
75 0,20049| -0,67269 0,69408 1,1757| -0,00928| -0,8683
‘ b/a=0,75 ‘ Kia ‘ Koa ‘ Ta ‘ Kig ‘ Kog ‘ Tg ‘
0 1,3895 0 -1,0841 1,3663 0 -1,0132
15 1,3125| -0,3222 -0,94692 1,35 | 0,038783 -1,0075
30 1,0979 | -0,58501 -0,57742 1,3059| 0,062951] -0,99142
45 0,79083| -0,74073 -0,0864 1,2455| 0,063789| -0,96743
60 0,45562| -0,76537 0,38299 1,1827| 0,04102 | -0,93895
75 0,1599 | -0,66678 0,69742 1,1289| 0,001678 -0,90954
[ 0/a=05 | kia | Koa | Ta | kis [ kg | Ts |
0 1,2624 0 -1,04737 1,251% O -1,0114
15 1,1927 | -0,29923 -0,91326 1,2405| 0,029676| -1,0088
30 0,99798| -0,54363 -0,54936 1,2104| 0,049717, -1,0012
45 0,71804| -0,69112 -0,05871 1,1684| 0,053837| -0,98938
60 0,40813| -0,72256 0,42121 1,1236| 0,040927| -0,97421
75 0,12464| -0,64631 0,75937 1,0842| 0,014841 -0,9566
‘ b/a =0,25 ‘ Kia ‘ Koa ‘ Ta ‘ Kig ‘ Kog ‘ Tg ‘
0 1,1382 0 -1,0258 1,1335 0 -1,0087
15 1,0782 | -0,2614 -0,88389 1,1279| 0,018931 -1,0084
30 0,91007| -0,47644 -0,49587 1,1125| 0,032864] -1,0074
45 0,66615| -0,60993 0,035988 1,0907| 0,038348 -1,0055
60 0,39082| -0,64584 0,57435 1,0669| 0,034425 -1,0022
75 0,12909| -0,58973 0,98572 1,0453| 0,022715| -0,99737
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Tabela 2.17. Wyniki dla T zgodnie z kon guracja Rys. 2.49.

L2 | [ Te [ Ta | [ 52 | [ Te | Ta |
1.000| O -1 -1 0.500f O -1 -1
10 | -0.995| -0.944 10 | -0.999| -0.943
20 | -0.982| -0.784 20 | -0.995| -0.778
30 |-0.962| -0.541 30 | -0.988| -0.527
40 | -0.936| -0.244 40 |-0.981| -0.221
50 | -0.908| 0.066 50 |-0.971| 0.101
60 |-0.879| 0.352 60 |-0.959| 0.401
70 |-0.854| 0.575 70 | -0.947| 0.642
80 | -0.833| 0.706 80 | -0.935| 0.794
I 90| -0.819| 0.727 I 90| -0.922| 0.842
L5 | [ Te | Ta J[ 5 | [ T | Ta |
0.250| O -1 -1 0.025| O -1 -1
10 | -0.999| -0.937 10 -1 -0.898
20 | -0.999| -0.758 20 |-1.0001| -0.605
30 |-0.998| -0.484 30 |-1.0003| -0.151
40 | -0.997| -0.146 40 | -1.0004| 0.415
50 |-0.996| 0.214 50 | -1.0006| 1.036
60 | -0.993| 0.559 60 | -1.0007| 1.650
70 |-0.990| 0.848 70 | -1.0007| 2.198
80 |-0.987| 1.054 80 | -1.0007| 2.629
I 90| -0.982| 1.153 ' 90| -1.0007| 2.898
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—

Rysunek 2.50. Stosunek wielksci T do przylo zonego na zenia x, dla I=a = 1 =450.



Rozdzial 3

Szczelina zm eczeniowa w zlo zonym
stanie napr ezenia.

3.1. Podstawy teorii zm eczenia material ow

Pod pojeciem zmeczenie materialurozumiemy degradag smjnosci materialu jako
wynik dzialania czynnikow zewretrznych zmiennych w czasie. Czynniki zevatrzne wy-
stepuja zazwyczaj jako ulegajce zmianie ob@ zenie mechaniczne, ale n&gwnie z wy-
stepowa w innej formie powodowane przez temperatarlub wilgotnosc. W przypadku
pojawienia se w materiale szczeliny mo ze ona propagavee albo przez szybkie i niesta-
bilne pekniecie lub przez stabilny, cykliczny wzrost (zraczenie). Najbardziej obszerna i
dostepna literatura na temat zneczenia dotyczy metali, dlatego te z eksz@c podstawo-
wych charakterystyk zaprezentowanych w tym rozdziale dotzyc bedzie wlanie stopw
metali.

3.1.1. Napr e zenia zmienne

Obcia zenia zmienne w czasie nadpyc dowolnie zlo zone zale znie od waronki
zrodel, ktorych sa wynikiem. Jednak ze istnigj przebiegi obc za o powtarzajcych se
wartosciach i cestesciach wysepowania. @& to obcia zenia okresowo zmienne. Najprost-
szym przypadkiem takiego ob@i zenia jest obaizenie sinusoidalnie zmienne, Rys. 3.1. Ta-
ki wlasnie przypadek przygto za podstave do praktycznego wyznaczania zatzeniowych
wlasciwacsci materiabw i parametrow modelowych [3], takich jak

S max Sa

min

Rysunek 3.1. Sinusoidalny przebieg nape zenia.

89
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naprezeniesrednie cykly

o= max 5 min ; (3'1)
amplituda cyklu napezenia ,
Q= max 5 min ; (3'2)
naprezenie maksymalne cyklu max
max = m7t  a (3.3)
naprezenie minimalne cyklu mi,
min = m a- (3.4)

Asymetrie cyklu charakteryzujewsmlczynnik asymetrii cykluR,

R= _Mn. (3.5)

max

U zywa @ rownie avsplczynnika stalgci obcazenia
= = (3.6)

przy czym
1+R 1
1 R; lub R = " 1: (3.7)

Ogolne rownanie dla przebiegu napr ze cyklicznych w funkcji czasu mo zna zapisgako:

= mt+ aF(1); (3.8)

gdzieF (t) okresla zmiany amplitudy napre zenia w czasie. W przypadku cykli harmonicz-
nych, gdy napre zenie zmienia esisinusoidalnie

F(t)=sin(!t +'); | =2=T =2f; (3.9)

+ sin(lt +'): (3.10)

W dziedzinie zneczenia materiabw podstawowym naredziem analizy jest wykres
Woehlera, ktorego historia sega 1860 roku, kiedy to zostal u zyty po raz pierwszy do
okreslenia wplywu nape zenia na zetzeniowy czas zycia osi wagawn kolejowych. Bada
sie okresloma liczbe probek wzorcowych ob@ zonych @ znymi wartesciami i n, az do
ich zniszczenia przy liczbie cykIN. lub do czasu osigniecia liczby cykliNg. Otrzymane
wartosci nhanosi  na wykres w ukladzie wspirzednych logN (ang.: S{N curve),
uzyskujac po ich pohczeniu wykres zraczeniowy Wéhlera, por. Rys. 3.2.

Najwieksa wartosc napre zenia okresowo zmienneggax (dla okreslonego cyklu na-
pre zenia), przy kirej probki nie ulegap zniszczeniu po przeniesieniu nieograniczonej
liczby cykli obcia zenia nazywa sinieograniczora wytrzymalacia zmeczeniova albo rze-
czywista, ( zyczna) granica zmeczenia. Wartac te na wykresie Whlera wyznacza asymp-
tota.

= m
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Rysunek 3.2. Wykres zmeczeniowy Wohlera w ukladzie  logN (wykres przykladowy, dane
dla stali.

W praktyce za grani@ zmeczenia (wytrzymal@c zmeczeniova) przyjmuje sie (PN-
76/H-04325) najweksa wartosc napre zenia okresowo zmiennegg@ax (przy danym cy-
klu), przy kt orej probki nie ulegap zniszczeniu w @gu okreslonej liczby cykli Ng, przy-
jetej umownie za bae proby zmeczeniowej. Dla stali konstrukcyjnych przyjmuje & baz
Ng =10 10 cykli, a dla innych metali i stopow nie zelaznycNg = 100 10°. Wyznaczone
w ten spo®b granice zneczenia oznaczasinp. dla wahadlowego zginania jakd .

Czesto wykres Wéhlera nie jest przedstawiany w pelnym zakresie, rozpocey Sie
od pewnej liczby cykli. Na pelnym wykresie Whlera pocatek ukladu odpowiada%1
cyklu. Dla %1 cyklu zaklada se, ze nap zenie niszeze jest bwne wytrzymalcsci przy
obcia zeniu statycznym. W przypadku tak skonstruowanego wylaie mo zemy wy zng
kilka obszaiow, zale znych od procew zachodacych w materiale, por. Rys. 3.3. Procesy
te zale znea wartosci napre zenia. Wykres zetzeniowy mo zemy awczas podziet na
trzy czesci:

I. Niszczenie pobek ma charakter statycznego gkania plastycznego. Bkanie zachodzi

przy granicznym odksztalceniu plastycznym. Zgodnie z pebiegiem gekania, obszar
ten nazwa obszarenpekania quasi{statycznegdub wytrzymalcsci quasi{statycznej

Il. Pekanie zachodzi tu przy wysokich nagrzeniach, a wc wyranie zaznaczajcych
sie odksztalceniach plastycznych. Inicjacja szczelin zadzi w sposb gwaltowny,
przez weksa czsc czasu szczelina propaguje, a z dakowego zniszczenia. Obszar
ten nazwano obszaremmiskocyklowego zetzenialub wytrzymalacsci niskocyklowej
Dla tego obszaru Con [186] i Manson [185] zaproponowali entgczny zwiazek,
ktory bazujac na dominupcym plastycznym odksztalceniu, wyra zaeshasepujaco:

NK "y=C (3.11)
gdzie: Nt jest liczba cykli do zniszczenia, "p jest zakresem ustalonego odksztal-
cenia plastycznegok i C sa stalymi materialowymi. Wykresem tej zale zrsai w
kladzie logarytmicznym jest linia prosta o pochyleniuk i polo zeniu okrglonym
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S A
A
I I n
ZG
. P>
N=1/4 10- 10 10*- 16 10°- 10 N

Rysunek 3.3. Pelny wykres zneczeniowy Wehlera (wykres przykladowy).

stala C. W praktyce najczesciej u zywa &i tego iownania w postaci:

_Zp' = "%(2Ng)%; (3.12)
gdzie"?i c = k sa stalymi materialowymi. Wspolczynnik "¢ jest odksztalceniem
przy zerwaniu w pierwszym nawrocie (8 = 1), kt ory mo ze by wyznaczony dla
monotonicznego rozeigania, orazc rowne jest -0.7 do -0.5 w przypadku wkszeci
metali.

lIl. P ekanie zachodzi przy malych namrzeniach, ale przy du zej liczbie cykli i malych
odksztalceniach plastycznych. Wiksz@c czasu w tym obszarze zajmuje inicjacji
szczelin. Dua role odgrywap tu mikroskopijne defekty materialu, prowadace do
bardzo du zej rozbie zed w okresleniu granicznej liczby cykli. Obszar ten nazwano
obszaremwysokocyklowego zeazenialub wytrzymalesci wysokocyklowejPekanie w
tym obszarze zbli zone jest doefania kruchego.

3.1.2. Strefa plastyczna podczas obci a zenia cyklicznego

W podrozdziale 2.10.1 podano wyra zenia okl@jace wielksci strefy plastycznej pod-
czas oba zenia monotonicznego. Koncepcja ta zostataunie z u zyta do okskenia strefy
plastycznej podczas obeizenia cyklicznego. Rysunek 3.4b przedstawia schemagefstr
plastycznej wg Irwina podczas obaizenia odpowiadagego punktowi A, por. Rys. 3.4a.
Jednak ze obaizenie to jest redukowane podczas aalgenia do wartsci z punktu B, dla
ktorej wielkosc strefy plastycznej owna jest 29, Rys. 3.4c. Maksymalna zmiana najgr
_Zzenia podczas odtizania mo_ze &t byc rowna 2 ys. Rysunek 3.4c pokazuje rozklad na-
pre zenia podczas o@ckania. Zauwa gynale zy, i z naprzenie wewairz strefy plastycznej
ZrS, jest sciskapce, natomiast na zewatrz napre zenie to wzrasta, a z stanie sozcagaja-
ce. Kluczem do tej idei jest to, ze znak naprzenia niesgrzystego zwzanego z cyklicza
strefa plastyczra jest przeciwny ni z znak wynikajcy z zastosowanego oleczenia. Wiel-
kosc strefy plastycznej zazwyczaj oszacowana jest na podstawvyra zenia (2.157) przez
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Rysunek 3.4. Schemat strefy plastycznej: a) wykres obei zenia, b) strefa plastyczna monoto-
niczna, c) strefa plastyczna cykliczna.

u zycieK ! K oraz ys! 2 s, co dla plaskiego stanu nam zenia daje [89]
1 K? 1 K?
pl v = — 3.13
Yy 2 ys 4 ys ( )
oraz w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia dR 0O
1 K?* 1 K?
20— = — ; 3.14
Vo3 2, T 12, (3.14)
lub te z w oglInej postaci
K 2
0
2r, H (3.15)

ys
Jednak ze bardzo esto kladzie s rownie z nacisk na najwksa strefe odksztalce pla-
stycznych zwazara z K pax.

3.2. Kryteria okre slajace kierunek wzrostu szczeliny zm ecze-
niowej
Klasycznie metody szacowania momentu pojawieniaaspekniec lub osagniecia trwa-

lych odksztalcen opieraja sie na klasycznych hipotezach wt zeniowych. Hipotezy te za-
kladaja ciaglosc osrodka i wykorzystuj takie wielkasci jak napre zenie, odksztalcenie (za-
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kladaja one liniova zale zna miedzy tymi wielkasciami) czy te z gstosc energii odksztal-
cenia okreslane wewiatrz ciala. Hipotezy te nie mo@ byc bezprednio stosowane do
analizy wytrzymalosci, gdy wysepuja szczeliny lub ostre karby. Jak wspomniano, z roz-
wiazan liniowej teorii spre zysteci wynika, ze tu z przed wierzcholkiem szczeliny (karbu
wystepuje najwieksza koncentracja nap ze da aca do wartesci nieskaczenie du zych,
niezale znie od wargei przylo zonego obeizenia. Nap zenia te & zawsze bardzo du ze,
tak wiec poownywanie ich z wielkgciami dopuszczalnymi dla danego materialu (np.
maksymalne nape zenie rozagajce, ), czy konstrukcji nie jest sensowne i nie mo zna
ich bezperednio wykorzysta do tworzenia kryteriow zniszczenia. Vdwczas do okrsle-
nia wytrzymalosci konstrukcji, w przypadkach du zej koncentracji naprze generowanych
przez szczeliny (karby), wykorzystuje & zale zreri mechaniki gkania w postaci kryte-
riow pekania. W zale zrexi od przygetych zalo ze kryteria te mo zna podzieti na lokalne,
nielokalne i globalne. Generalnie kryteria te wykorzystej se rownie z do okr&enia kie-
runku wzrostu szczeliny zreczeniowej i nie ma tu znaczenia jaki rodzaj oleczenia jest
stosowany. Tradycyjnie mechanika pkania koncentruje s na szczelinach obaizonych je-
dynie jednoosiowym nape zeniem rozagajacym, ktore dziala prostopadle do powierzchni
szczeliny, a wec skutkuje pierwszym modem deformacji. Jednak ze w rzegisfyej eksplo-
atacji konstrukcji szczeliny poddane & dzialaniu wszystkich trzech modw deformacji.
W ostatnich latach przeprowadzono wiele tesiw oraz zaproponowano wiele modeli wzro-
stu szczeliny w zlo zonym stanie nageenia. Niestety u zywaeswielu rodzapw geometrii
probek i obca za, w wyniku czego trudne jest wysnucie na ich podstawie jedmoacz-
nych wnioskow. W rozdziale tym przedstawione zostam najbardziej znane, najcasciej
stosowane oraz najbardziej interesage kryteria.

3.2.1. Kryterium maksymalnych napr e zenia obwodowych, 1963, (MNO).

Kryterium to zostalo sformulowane przez Erdogana i Sih 8lL]. Zgodnie z nim szczelina
bedzie rozwija sie w kierunku, = ., w ktorym skladowa obwodowa tensora naprzenia

, 0siaga maximum, por. Rys. 3.5, oraz szczelingetzie sé dalej rozwijec, gdy maximum

, osiagnie krytyczna wartosc, . ( ¢ )

@
@2

Powy zsze kryterium mo zna zaptsal zywadC wyra ze na pole nape zenia (osobliwe
rozwiazanie) w postaci

% =0 and <0 (3.16)

K,sin + K;(3cos 1)=0: (3.17)

Kryterium to bylo i jest bardzo szeroko stosowane z powoduwsj prostoty. Jego
zastosowanie mo zemy znate w bardzo wielu pracach, np. Gdoutos [114], Yoko-
bori et al. [115]. Jednak ze kilka prac, np. Tanaka [119], Royer [125jaD Abdel
Maged&Pandey [127], [126], wskazuje na sib du a rozbie zne&c miedzy wynikami
uzyskiwanymi na podstawie tego kryterium, a wynikami ekspgmentow. Nale zy dodg

i z w przypadku jedno-osiowego, roagiajacego ob@ zenia warunek . odpowiada
warunkowi ¢ lub ( ) ¢ ( 1; n { napre zenia giwne). Ostatni warunek
odpowiada klasycznemu kryterium Tresci.
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y

Rysunek 3.5. Skladowe pola nape zenia w biegunowym ukladzie wsgrzednych.

Mody kacje kryterium.

Jedna z pierwszych takich prac byl artykul Williamsa i Ewinga,1972 [132]. Auto-
rzy zwrocili uwage, i z uwzgdnienie jedynie osobliwego czlonu w szeregu aiee
jacym pola nape zenia w okolicy wierzcholka szczeliny mo ze byewystarczagce
dla wlasciwego wyznaczenia kierunku wzrostu szczeliny. Dlatege 2, daczyli do
rozwiazania czlony nieosobliwe. Praca zawiera dane eksperytaéme oraz pooowna-
nie wynikow otrzymanych na podstawie zmody kowanego kryterium. Autrzy re-
lacjonuja zdecydowanie lepsz zbie znsc otrzymanego kryterium z rzeczywistsci,
ni z kryterium oryginalne. Dodaa rownie z, i z pomijanie drugiego, stalego czlonu
w obliczeniach jest niewlaciwe, natomiast uwzgtdnienie pozostalych czlamw nie
wykazuje znacacej poprawy rezultabw.

3.2.2. Kryterium g estosci energii odksztalcenia, 1973{1974, (S).

Kryterium zostalo sformulowane przez Sih, [134]{ [136] bazuje na lokalnej gsto-
sci energii odksztalcenia w otoczeniu wierzcholka sziiag Generalnie jest to koncepcja
zbli zona do klasycznego kryterium Misesa,d(e opiera St na Cesci postaciowej g@stosci
energii odksztalcenia. Jednak ze to kryterium zawieramse obu czsci gestasci energii
odksztalcenia: obgtosciowej i postaciowe).

Zaklada sk, ze gstcsc energii odksztalceniaw, w okolicy wierzcholka szczeliny mo zna

przedstawt w postaci:

w = ?; (3.18)

gdzie, S jest wsplczynnikiem gestasci energii odksztalcenia. Szczelina wedlug tego kry-
terium propaguje se w kierunku, wzdlu z kbrego S osiaga minimum, a wzrost nasapi

w przypadku osagniecia przez ten wsplczynnik wartosci krytycznej, S.. Wspolczynnik
gestasci energii odksztalcenia mo ze dyapisany w postaci:

S= a11k|2 + 23.12k|k|| + agzkﬁ; (319)

gdzie,
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an= o f+cos)(  cos)

1 . _
ap, = 1—65|n[2cos ( 1)];

a» = 1—16[( +1)(1 cos)+(1+cos )(3cos 1)

Wspolczynniki te zale zneasod stalych spe zystych: i =(3 )=1+ ) w plaszczynie
napre zenia lub =(3 4 ) w plaszczygnie odksztalcenia.

Warunkiem koniecznym i wystarczagjcym dla okreslenia kierunku wzrostu szczeliny,
jest wiec

S @s
@ =0 oraz @ > 0 (3.20)

Wstawiajac S z wyra zenia (3.19) do (3.20), mo zna uzyska
(2cos  ( 1))sin kZ2+2(2cos2 (  1)cos)kk,+

3.21
+( 1 6cos)sinki =0; (3.21)
(2cos2 ( 1)cos )k? + 2(( 1)sin  8sin2) kk; +
’ (3.22)
+(( 1)cos 6c0s2) kj; > O:
Po przeksztalceniu (3.21), mo zna otrzyragostec:
sin* +[2( Dkiky( kZ k3)sin® +

2

2 322 (A Yae 2 iiekeie)sin? + (3.23)

4
[ 20 Dkiki( 2ki)sin + kPki(( 1)*> 4)=0;
z ktorej ju z w spasb jednoznaczny, otrzymujemy warteci kata , spelniapce jednocze-
snie warunek (3.22).

Kryterium to bylo eksperymentalnie wery kowane przez lienych badaczy: Sih [136],
Sih&Barthelemy [137], Badaliance [138], Patel&Pandey [Bh Gao et al. [154], Abdel
Maged&Pandey [127], [126]. Jednak ze niekty badacze kwestionuje teoretycan pod-
stawe tego kryterium argumentupc, ze dopki w jest suma postaciowej i obgtosciowej
gestosci energii odksztalcenia, to te dwa fundamentalnieorzne skladniki nie powinny
byc traktowane razem dla okrelenia kierunku wzrostu szczeliny, poniewa z reprezeitu;j
zycznie odmienne zjawiska. Proponuje si rownie z u zycie ekszej liczby czloow roz-
winiecia determinupcego skladowe tensora naprzenia w celu okstenia wyra zenia n&,
Wong [182].

3.2.3. Kryterium wsp olczynnika uwalniania energii, 1974, (G).

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Hussianat al. w pracy [141] dla przy-
padku zlo zonego stanu olacienia jako mody kacja energetycznego warunku propagacj
szczeliny Gri tha. Zgodnie z nim wspolczynnik uwalniania energiiG zwiazany z in nite-
zymalnym wzrostem szczeliny [ ! 0) jest wartoscia, ktora mo ze poslu@ylo okreslenia
kierunku wzrostu. Przyjeto, ze bdzie to wartsc = . dla ktoregoG osiaga maksimum.
Wzrost szczeliny jest mo zliwy, gdys osiagnie wartesc krytyczna dla danego materia-

lu, G, = % dla plaskiego stanu nape zenia orafs. = %2) dla plaskiego stanu
odksztalcenia.
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3.2.4. J{kryterium, 1975.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Hellen i Blacklvo [159] w roku 1975.
Autorzy probuja zastosowa niezale zrsz drogi calkowania do problemu wzrostu szczeliny
w zlo zonym stanie najgrzenia. W dwu-wymiarowym problemie wektar jest zde niowany
jako:

J= %H + J|j,

3.24
Jk = (Wnk Ui;kTi)d“ k=1LI; ( )

gdzie is konturem calkowania,w jest gestcscia energii odksztalceniany jest k-ta sklado-
wa normalnego jednostkowego wektora w kierunku zeetnznym do konturu calkowania,
U; jest przemieszczenienm[; jest obcia zeniem i bjest elementem dlugsci luku calkowa-
nego konturu. Kryterium to zaklada, ze szczelina poskiszy se w kierunku wektoraJ i
pekniecie pojawi se, kiedy wektorJ osiagnie wartasc krytyczna.

Kryterium to bylo u zyte przez Dai i Zheng [160] dla @by z pochylora w stosunku do
kierunku jednoosiowego obaizenia szczel) umieszczoa w srodku badanego elementu.
Badacze relacjonwg, ze rezultaty eksperymentu i opisywanego kryteriuna gadowalagce.
Nale zy jednak doda ze domingcym modem oba@ zenia zastosowanym w eksperymen-
cie byl przypadek modu |. Wydaje s to istotne, poniewa z w pracy Gdoutosa [158] dla
przypadku dominujacego |l sposobu obaizenia, przewidywania z u zyciem opisywanego
kryterium wykazaly znaczace 10 znice w pawnaniu do wekszaci wynikow eksperymen-
tu.

3.2.5. Kryterium maksymalnego odksztalcenia obwodowego , 1981, (MOO).

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Changa [143] i yozylo klasycznej szcze-
liny, jak i szczeliny w ksztalcie elipsy. Poni zej krytasm to opisane jest na podstawie
pracy Chambersaet al. [142], gdzie autorzy wykorzystia je do problematyki znecze-
niowego wzrostu szczeliny. Jest ono konsekwesaenechanizmu wzrostu szczeliny zecze-
niowej, ktory jest zwiazany z plastycznym obszarem bezprednio przed wierzcholkiem
szczeliny (w oryginalnej pracy Changa zetzeniowy wzrost szczeliny nie byl rozwa zo-
ny). Obszar ten mo ze charakteryzowaobwodowe odksztalcenie plastyczne. Kryterium
to zaklada, ze szczelinaebdzie propagowala si w kierunku, gdzie odksztalcenie to dé
dzie maksymalne, wtedy = .. Konstrukcja kryterium w widoczny spo®b opiera sé na
kryterium MNO . Oczywiscie bardzo blisko wierzcholka szczeliny dominuje obszala-
styczny, jednak ze w p@wnaniu z innymi wymiarami jest on niewielki. Zaklada & wiec
uplastycznienie bliskiego zaegu, co pozwala skorelowaodksztalcenie wewatrz strefy
plastycznej z obszarem sgrzystym poza nim.

=21l (325)
U zywa@c teraz wyra ze opisujacych skladowe tensora naprzenia i uwzegldniajac tylko
osobliwy czlon w rozwineciu, autor uzyskuje:
P— 1 3 2 o
2r = £ K, co (E) 3K, co sm(é)
# (3.26)

K|cos(§) 1+sin2(§) + Ky sin(é) 1 3sir12(§)
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Kryterium MOO zapisuje sé wowczas w postaci:

@—:O and @

@ @2

W pracy pokazano polepszenie zbie &eo wynikow w porownaniu z kryterium MNO ,
ktore jest szczeginie wra zliwe na wplyw modu II.

<0 (3.27)

3.2.6. T{kryterium, 1982.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Theocarisa ora@ndrianopoulosa, [162]
i bazuje, podobnie jakS{kryterium, na gestcsci energii odksztalcenia. Autorzy sugera;
tu wykorzystanie podzialu calkowitej gstcsci energii odksztalceniav na jej dwie sklado-
we: objetosciowa, Ty i postaciowa, Tp. Pierwsza skladowa Ty) wspiera proces pkania
poprzez mechanizmy dekohezji. Druga skladowd{) decyduje o procesach odksztalce-
nia plastycznego i mechanizmach zniszczenia poprzezsimy. Zwiazek medzy energa
odksztalceniaW i gestoscia energii odksztalceniav mo zna wyrazi w formie:

@W_ S(K;Ky; )

W= @V T(croG) 8 2t P4 (a4 2, (3.28)

gdzie, <
XX — = @r ;1:2 ()
Ki
yy = (2 r )1:2 y( )l (329)
Ki

Nale zy zwocic uwage, ze de niupc w, u zywana jest wielkec r. Wielkosc ta okresla
odleglesc od wierzcholka szczeliny, ale nie jest juz wastia stala. Zale zy od &ta
oraz innych parametow, ktore mog wplynac na polo zenie granicy strefy plastyczne;.
Jest to konsekwen@ jednego z wnioséw z poprzedniej pracy autoow [161], dotycacej
mody kacji S{kryterium. W zwi azku z tym zaproponowano u zycie hipotezy Misesk (=
Tpo = const) do okreslenia tej granicy i wowczasr = r( ). Otrzymujemy wiec (w plaskim
stanie napre zenia):

i(2+ 2 +3 2)= Tp.o = const; (3.30)

6 X y Xy xy/ = 'D;0 — 1 .
gdzie, Tp o jest wartoscia krytyczna gestcsci energii postaciowej, kira zgodnie z warun-

kiem Misesa jest stad materialowa.
Wykorzystujac wyra zenia (3.29) oraz (3.30) otrzymano zna:

_ @+ )K?

BET. O+ 20 f0R()=1() (3.31)

gdzie

1=2

f20)= 5 HO+ RO O HOP+a, () (332
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Zgodnie z tym kryterium gestosc energii odksztalceniaw liczona jest wzdlu z granicy
strefy plastycznej okreslonej na podstawie wyra zenia (3.31).apropagacji . jest wow-
czas zgodny z &em, dla ktorego istnieje maksymalna wartsc w. Jednak ze poszukiwanie
maksymalnej wartesci w wzdlu z granicy de niowanej przez warunek Misesa jesbw-
nowa zne z poszukiwaniem maksymalnej wasto Ty, poniewa ZI jest stala wzdlu z tej
granicy. Tak wiec, szczelina rozpocznie propagaacjtedy, kiedy obgtosciowa cesc energii
odksztalcenia, Ty, osiagnie krytyczra wartosc, Ty, gdzie

1 2
Kryterium to mo zna wowczas zapisaw hasepujacy sposb:
@ . @Ty
—=0 i <O 3.34
@ @? (3.34)

Jesli material wykazuje szczegjnie kruchy charakter, wowczas granica de niowana w
T {kryterium mo ze by przyjeta jako mala i regularna, jak sugeruje t&{kryterium. Przy
zastosowaniu tych warunkw, ro znice nadzy tymi dwoma kryteriami sa bardzo male.
Istniejace male o znice pongdzy tymi kryteriami nie wynikaja z zastosowanej idei, ale
z lokalizacji, gdzie liczone & wartosci majace kontrolowa proces wyznaczania kierunku
pekania.

Nale zy ownie z podkrglic, ze warunek wzrostu szczelinl, (;r) = Ty, nie jest do
konca wlasciwy. Je zeli edziemy rozpatrywa szczelie prostopada do jedno{osiowego ob-
cia_ zenia, uzyskamy dla okséonej wartosci tego obca zenia pewne warteir, K oraz Ty .
Nastepnie, gdy zwekszymy obca zenie otrzymamy inne, wksze wartagcir i K, ale nie
Ty, ktora jest wielkescia stala, niezale zan od wartosci obca zenia. Dlatego te z parametr
ten nie mo ze hy wielkoscia, na podstawie kbrej okreslany jest warunek propagacji. Ale
alternatywnym parametrem mo ze hy promien r, ktorego wartesc krytyczna r., mo zna
uzyskac stosupc wyra zenie (3.31) dla prostopadlej szczeliny, tzn.:

_ @+ KR _ OKE

- - : 3.35
T BETpo 2 2 (3.35)

gdzie s jest napre_zeniem uplastyczniagym w jedno{osiowe] pobie rozcagania, aK
wartoscia krytyczna WIN. Spostrze zenia te dotyezrozwiazania osobliwego, a przedsta-
wione wyra zenia opisaj plaski stan nape zenia. Kryterium to lkedzie jeszcze rozwa zane
dokladniej w jednym z nasepnych rozdziabw, w ktorym opisana idea ledzie wykorzy-
stana do sformulowania nowego kryterium.

3.2.7. Det-kryterium, 1987.

Kryterium to zostalo zaproponowane przez Papadopoulos2d], [25]. Opiera & ono na
niezmienniku tensora nape zenia, kirego wartesc maksymalna okrsla kat , pod kto-
rym nastapi propagacja szczeliny. Ten warunek mo zedoywyra zony przez matematycan
relacje:

@et:( i) _,. @Det( )
e .. e .,

Natomiast, warunek krytyczny wzrostu szczeliny to:

Det:( i ) = Det :( i )e (3.37)

<0 (3.36)
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gdzie, Det( j ). jest stala materialowa oraz

XX Xy

= oy A (3.38)

Det:( i ) = Xy

Xy yy

Mody kacje kryterium.
W pracy [26] ten sam autor u zywag rownan (2.13){ (2.15) wprowadza do oblicze
du a ilosc czlorow szeregu na wyra zenie skladowych tensora reapenia, relacjonu-
jac poprave wynikow.

3.2.8. Kryterium maksymalnego wsp  olczynnika obwodowego napr e zenia i
odksztalcenia, 1989, (MWON, MWOO).

Kryteria te powinny byc w zasadzie przedstawione jako mody kacja istniagych ju z
kryteriow. Jednak ze zostanprzedstawione osobno z powodu sposobu uvettienia sta-
lego czlonu T) w wyra zeniach na skladowe tensora napzenia. Jest to istotne, poniewa z
nie uwzgkdnienie ju z tylko tego jednego, stalego czlonu w dotgelas sformulowanych
kryteriach jest zrodlem znacznych rozbie zao miedzy ich przewidywaniami, a wynikami
eksperymenbw. Szczeglnie widoczne jest to w przypadku dwu{osiowego olaizenia, gdy
k 2, por. Rys. 2.6, [117].

Podobnie jak autorzy T {kryterium [162], Wu i Li [140] uwa zaq, ze promie r, czyli
odleglasc od wierzcholka szczeliny, gdzie liczona svielkasci, na ktorych bazup kryteria,
nie jest wartoscia stala i nale zy go okdic w zale zr&ci od wielu czynnilow. Wspomi-
naja prace Theocarisaet al. [162], ktora jako pierwsza pobuje uwzgédnic plastyczno{
spre zysa granie wolkol wierzcholka szczeliny. Wskazaj rownie z potrzeb uwzgednienia
w budowie kryterium wiekszej liczby czloow rozwiniecia na wyra zenie skladowych na-
pre zenia. Sami baza¢ na poprzednich kryteriach i nagtpujacych zalo zeniach:

granica strefy plastycznej powinna jak najwierniej reprentowac rzeczywiste wa-

runki,

wybrane wielkasci zyczne powinny rzeczywscie kontrolowa proces gkania,
mody kuj a kilka istniejacych kryteriow. Wykorzystuja do tego celu dwie wielksci cha-
rakteryzujace wytrzymalsc materialu:

1. Material staje se plastyczny, kiedy nape zenie obwodowe osiagnie wartosc s,

czyli napre zenia uplastyczniagego.

2. Material staje sk plastyczny, kiedy odksztalcenie obwodowe osiagnie pewma war-

tosc krytyczna { odksztalcenia uplastycznia@cego ys.

Napre zenie uplastyczniafe s jest wielkoscia odpowiadapca wartosci uzyskanej
podczas jednoosiowej jpby. W przypadku odksztalcenia uplastyczniajcego ys = s=E,
gdzieE jest modulem Younga.

Dwie granice strefy plastycznej woal wierzcholka szczeliny wyznaczone za ponaoc
wy zej wymienionych warunéw na uplastycznienie materialu mo zna zapsa postaci:

1 1 1 3 ) .3
r 2= pP— K| 3co0s: +cos— 3K, Ssin=+sin— ;o (3.39
[r ()2 T Ter? | 2 > I 5 5 (3.39)
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11 1
r O = 4 2 4 T(sin? cog )

Ki 8 5 )co&2 +(1+ )cos%
3 (3.40)
Ky 3 5 )smé +3(1+ )smi

gdzie
T= (1 Kk)cos2:

W przypadku tworzenia kryterium okreslajacego propagag szczeliny bardzo wa znym
zadaniem jest okrslenie zycznych wielkaci, ktore determinup taka sytuacje. Autorzy
zwracap uwage na nape zenie i odksztalcenie obwodowe w okolicy wierzcholkazeliny.
De niuj a wsplczynnik obwodowego nagaenia jako r: ktory oprocz takiego samego
wymiaru jak WIN mo ze odzwierciedti wplyw wiekszej liczby czloow szeregu okrelaja-
cego skladowe nagr zenia. De niua rownie avsmlczynnik obwodowego odksztalcenako
rz ktory rownie z mo ze posliczo okreslenia kierunku propagacji szczeliny.

Autorzy wykorzystujac podane wczeniej wyra zenia na okstenie granicy strefy pla-
stycznej oraz na pole napr zenia uwzgldniajace staly czlon, mody kupg kilka znanych
dotychczas kryterow. Przykladowo:

Kryterium maksymalnego wsplczynnika napezenia obwodowegdWNO .

Jest to zmody kowane kryterium MNO , ktore jest teraz postacir% . Inicja-
cja wzrostu szczeliny nastpi, gdy rs liczone na granicy wyznaczonej przez,
por. (3.40), osagnie krytyczrna wartosc. Po uwzgednieniu proponowanych poprawek
Mo zna zapisato kryterium w postaci:

i+ =a+PiB (3.41)
gdzie
A= —pl— K 300&+c053— 3K sin—+sin3— ;
42 2 2 "2 2 (3.42)
B = Tsin?:
Wartosc maksymalnar% wynika z rozwiazania nasepujacego ownania:
@z )_ o0, Po, I°
—= A"+ B+ —B =0 3.43
@ 7 (3:43)
@rz ) 00, Poo, [°mo, [ ryo
—— == A"+ B™+ p=B"+ p=B p—B<O0 3.44
@ PT 2" 1 4T (3.44)

MWOO . Kryterium maksymalnego wsplczynnika odksztalcenia obwodowedGy-
terium to mo zna wyrazt w podobnej formie jak powy zsze, a inicjacja wzrostu
szczeliny nasapi, gdy rz  liczone na granicy wyznaczonej poprzez (3.39) osa-
gnie krytyczna wartosc.
mS. Kryterium minimalnego wsmlczynnika @stosci energii odksztalceniaKryte-
rium to bazuje bezparednio na kryterium S, a jego mody kacja polega na zalo ze-
niu, ze wsplczynnik ten mo zna teraz wyraegijako:r @W=@ WVowczasmS mo zna
zde niowac jako:

mS= A+ r*?B + rD

gdzieA;B; D sa funkcjami , niezale znymi od.



102 3. Szczelina zm eczeniowa w z lo zonym stanie napr ezenia.

Zmody kowane kryteria potrzebuja stalych materialowych dla okrslenia inicjacji pro-
pagacji. Autorzy proponuja uzyska je przez rozwa zenie szczeliny pod wplywem czystego
rozciagania (mod ). Przedstawione wyniki wykazwg poprawe w stosunku do kryterow
bazowych.

3.2.9. Kryterium wektora wierzcholkowego przemieszczen ia szczeliny,
1989, (CTD).

Kryterium to zaproponowane bylo przez Li [144], kiry wykorzystal wyra zenia na
wierzcholkowe rozwarcie i pslizg szczeliny (CTOD, CTSD) w dwu-osiowym stanie nagr
_zenia. Wykorzystugc te wartosci, autor zde niowal wektor wierzcholkowego przemiesz
czenia CTD), kt ory ma byc skorelowany z mechanizmem zgzeniowego wzrostu szcze-
liny. CTD jest wektorem powstalym z sumowania wektamw CTOD i CTSD,, gdzie ten
ostatni jest wielkoscia efektywra. Przyjeto, ze szczelinagolzie sé propagowa wzdlu z
kierunku tego wektora. Kryterium to zostalo zwery kowanedla przypadku zmeczenio-
wego wzrostu szczeliny, dla kirego wyniki zaczerpreto z pracy [115], wykazwgc dobra
zgodnas.

3.2.10. Kryterium Nielokalnego Napr e zeniowego Kruchego P ekania, 1995,
(NNKP).

Autorami kryterium Nielokalnego Napre zeniowego dkania (NNKP {kryterium), sa
Seweryn i Moz [170]. Kryterium zaklada, ze gkanie powazane jest z rozwojem pew-
nej strefy zniszczenia wol wierzcholka nacecia. Dokladne wyznaczenie tej strefy jest
szczeglnie trudne. Dlatego te z autorzy przyjmua, ze inicjacja lub propagacja szczeli-
ny pojawi sie, kiedy wartosc srednia funkcji R ( ,; »), na segmenciedy, por. Rys. 3.6,
osiagnie wartasc krytyczna: .

do
Ri = maxXx)R ( n; n) = MaXgx,) & R(n p)dr =1 (3.45)
gdzie, Rs { wspolczynnik napre zenia pkania, R ( ,; n) { nielokalna funkcja napre ze-
niowa pekania,R ( n; n) { lokalna funkcja pekania materialu, ,; , { normalnaitnaca
skladowa nape zenia na plaszczgie zycznej, Xq { poczatek lokalnego ukladu wsplrzed-
nych biegunowych ¢ #), dy { dlugosc strefy zniszczenia. Kryterium to okrsla wartosc
krytycznego obca zenia, jak ownie z kierunek propagacji szczeliny.ak propagacji wy-
znacza maksymalna wartsc nielokalnej funkcji pekaniaR ( »; ). W przypadku analizy
kruchego pekania elementu z naeciem w ksztalcie V ledacego pod wplywem obeize-
nia scinapcego i rozagapcego, wystarczegcym jest przygcie za lokala funkcje R
prostego warunku wytrzymal®ci na rozcaganie w postaci:
Cc
Wowczas, strefa pkaniady mo ze by okreslona na podstawie analizy wzrostu szczeliny
wg modu | i u zywagc kryterium Gri tha-Irwina [173] jako:

1 2K 2
2 C '

Powy zszy model zostal potwierdzony eksperymentalnie vagy [174]. Kryterium to row-
nie z zastosowano do problemu eezeniowego wzrostu szczeliny [176], [177].

d = (3.47)
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Rysunek 3.6. Strefa zniszczenia wgNNKP {kryterium oraz wykres funkcji R , [170].

3.2.11. W{kryterium, 2000

Autorami tego kryterium sa Golos i Wasiluk [180] oraz, w przypadku wykorzystania
go w problemie zneczenia materiabw, Wasiluk i Hoshide [181]. Kryterium zaklada, ze
szczelina renie w kierunku najmniejszej wartsci wsmlczynnika W, de niowanego jako

w = e0). (3.48)
a

gdzier,( ) jest promieniem strefy plastycznej, natomiash jest polowa dlugosci szczeliny.
Kryterium to bazuje na zalo zeniu minimalnej konsumpcjirergii na kierunku pekania
podczas procesu wzrostu szczeliny w stre e plastycznej. #duzy wykorzystuja podzial
calkowitej energii procesu pkania na energ kohezji, kiora jest przyjeta jako wielkasc
stala na wszystkich kierunkach wo@l wierzcholka szczeliny, oraz enemgi ktorej ekwi-
walentem jest praca mechaniczna podczas propagacji szitgew stre e plastycznej. O
kierunku pekanie decyduje wec ta druga skladowa, a & pekania okresla minimalna
wartosc wsplczynnika W, ktory koresponduje z minimala wielkoscia calkowitej energii
procesu ekania.

3.2.12. Podsumowanie

W literaturze znalezc mo zna jeszcze wiele innych krytew okreslajacych warunki
i kierunek wzrostu szczeliny. & one jednak zdecydowanie mniej popularne ni z opisane
powy zej. Abdel-Mageed oraz Pandey [127] pamuja niektore z przedstawionych kryte-
riow do wynikow z eksperymerdw w przypadku obca zenia monotonicznego i cyklicz-
nego (Tabela 3.1). Podkrslaja jednoczenie, ze kryteria nie rozr zniaj rodzaju obca-
_zenia. Parwnanie to wskazuje na duazrozbie zngc pomiedzy wynikami eksperymeraw,
a stosowam teoria. Nale zy tu zauwa gy ze w przypadku obaize cyklicznych dosc do-
bra zbie znsc kata propagacji szczeliny wykazujd {kryterium. W przypadku obcia zenia
monotonicznego zadne kryterium nie daje zadowalaych rezultabw. Pomimo to, jak
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Tabela 3.1. Wyniki dla kata inicjacji wzrostu szczeliny podczas statycznego i cyktznego
obcia zenia [127].

Kat inicj. eksper. Kryteria
Nachylenie | Obcia zenig Obcia zenie | MNO MOO S T Det.
szczeliny | Cykliczne | Monotoniczne r=a=0:01|v=0:3
15 88 74 66 69.4 72 86.5| 97.5
30 70 59 61 59.2 63.5 | 72.3| 82.75
45 58.8 45 53.6 49.2 51 60 | 63.75
60 37.5 29 43 36.8 40 47 | 33.33
90 0 0 0 0 0 0 0

wskazup to sami autorzy pracy, rozbie zrso ta mo ze by spowodowana zbyt duazstrefa
plastyczra przy wierzcholku szczeliny w stosunku do grulsoi probki. Niemniej jednak,
rownie z inni autorzy relacjong brak uniwersalnaci kryteriow, niezwykle wra zliwych na
zmiany relacji miedzy wplywem modu | i Il. W wiekszaci kryteriow wykorzystywane
sa konwencjonalne parametry wynikegce z mechaniki pkania do okrelenia kierunku
wzrostu szczeliny w mieszanym sposobie oadenia. Zazwyczaj u zywae gpodstawowego
parametru wynikajacego z mechaniki pkania { wsplczynnika intensywneci napte zenia
(WIN). Kryteria, kt ore rozwa zaj szczeglowo koncepa mechaniki pekania dotycaca
granicy strefy plastycznej nie a jeszcze doglpne. Istnieje ownie z dsc wa zne zagadnie-
nie zwiazane z o znia w sposobach obai zenia (monotoniczne lub cykliczne). W zasadzie
zadne z kryteow nie rozio znia tych dwch sposobw obca zenia pomimo tego, i z mi-
kromechaniczna inicjacja wzrostu szczeliny jesbrzna dla tych dwch typow obca za.
Podsumowupc, zadne kryterium wymienione powy zej nie daje satysfakujacych wy-
nikow dla wszystkich sposotw obci zenia.

3.3. Pr edkosc wzrostu szczeliny
3.3.1. Wst ep

Jak wspomniano, prekursorem badazmeczeniowych byl Wéhler w XIX wieku. Jed-
nak ze prawdziwy poetek badan nad zmeczeniowa propagaca szczeliny mial miejsce do-
piero w latach 60 XX wieku, kiedy to do problemu wzrostu szcliey zmeczeniowej wyko-
rzystano koncepag Liniowej Mechaniki Rekania (Paris, 1957 [128], Parist al., 1961 [129],
Paris i Erdogan, 1963 [130] ). Koncepcja wazala WIN z predkcscia pekania i zakladala,
ze 0 rozwoju ekniecia decydua zmiany WIN, w postaci:

da

dN

gdzie K = Knax Kmin, Sa ekstremalnymi wartasciami WIN dla cyklu, C i n sa stalymi
eksperymentalnymi. Relag (3.49) mo zna przedstawijako prosta w logarytmicznym
ukladzie wsmlrzednych, por. Rys. 3.7, lkdaca czscia wykresu predkasci pekania, ktory
dla metali mo_ zna umownie podzielina trzy obszary o dsc wyraznych granicach:

C( K)"; (3.49)
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inicjacja szczeliny
wzrost szczeliny
koncowe kniecie i zniszczenie

da
—[m/cykl
AdN[m cykl]

~10°

~10°

17 *MAX

DKTH KC
Rysunek 3.7. Wykres predkosci pekania

Obszar I, nazywany pwnie z obszarem progowym (ang.: threshold region), jesarak-
teryzowany przez wartec progova Ky, powy zej kbrej dopiero rozwija sé pekniecie.
Poni zej te] wart@ci pomiar wzrostu szczeliny nie jest mo _zliwy. Wzrost jes bardzo
wra zliwy na mikrostrukture (bardzo cesto granice ziarena przeszkodami dla propagacji
w stopach metali [187]),srodowisko oraz wsplczynnik asymetrii cyklu R.

Pozostale obszary, w tym obszar Il, gdzie oboaduje waor Parisa (3.49), dla metali a
w wysokim stopniu niezale zne od mikrostruktury material Strefa plastyczna przy wierz-
cholku szczeliny obejmuje wwczas kilka ziaren, i powstale silysswstanie przezwya zg
przeszkody mikrostrukturalne dla wzrostu szczeliny.

Czynniki wplywaj ace na predkosc wzrostu szczeliny

Na predkosc wzrostu szczeliny ma wplyw bardzo wiele czynrokv. W niniejszym pa-
ragra e wymienione bedzie jedynie kilka najwa zniejszych z nich.

Asymetria cyklu i napr e zenie srednie. Dosc zauwa zalny wplyw na pmdkosc
pekania ma asymetria cykluR i napre zenissrednie .. Wplyw ten oczywiscie zale zny
jest od poziomu tych wielkaci, zakresu pedkasci jak i rodzaju materialu. Najoglniej
mowiac, predkesc pekania poweksza ® wraz ze wzrostem wartsci tych wielkosci. Proby
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uwzglednienia wplywu asymetrii cyklu byly podejmowane przez ielu autorow. Najcze-
sciej jednak u zywa siwzoru Formanaet al. [96], ktory wzbogacil wyra zenie (3.49) do
postaci:
da _ C( K™ _
dN (1 R)K. K,
gdzie,K . odpowiada odpornaci na pekanie. Zwykle zastpuje se te wartosc przezK ..
Natomiast wyra zenie na mdkaosc wzrostu szczeliny, uwz@dniajace , zostalo zapro-
ponowane, na przyklad, przez Robertsat al. [97] w nasepujacej postaci:

(3.50)

@B ) KoY

O('j': (3.51)
dN = B(Kmax)z( KO)Z;

gdzie, = Kpy= KS Km = 1=22(Kmax + Kmin); K= 1=2(Kmax Kmin) Oraz B jest

stala materialona. Wzory te wyprowadzono w oparciu o dluge strefy plastycznej przed

wierzcholkiem szczeliny.

Domykanie szczeliny. Domykanie szczeliny podczas zeeczeniowego wzrostu szcze-
liny ma miejsce, gdy w czasie cyklu obaizenia powierzchnie szczeliny stykegie. W wyni-
ku tego podczas poatkowej fazy cyklu obca zenia asc powierzchni szczeliny jest zwar-
ta, a wiec rzeczywisty zakres K nie jest w calesci efektywny. Elber [90] byl pierwszym
badaczem, kory zaproponowal zneczeniowy model zamykania szczeliny uweglhiaja-
cy to zjawisko. Zasugerowal, i z powierzchnie szczelimg#aja sie na skutek obecnsci
wlasnych nape zeniaciskapcych w plastycznej stre e gekniecia. Rekanie zostaje wec za-
trzymane przy pewnej wart@ci napre zenia ¢, @ mo ze si dalej rozwijeac, jesli przylo zone
zostanie obca zenia zdolne do ponownego otwarcia szczeligy, por. Rys. 3.8. Efektywra
wielkosc K mo zna wac wyrazt jako:

Ke = Kmax  Kop; (3.52)

Tak wiec czesc cyklu obci zenia ponizédf,, nie ma wplywu na zneczeniowy wzrost
szczeliny. Propozycja ta sprowadzaeiwiec do zde niowania efektywnego zakresu wsp

Rysunek 3.8. Schemat przedstawiagcy Kg .
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czynnika jako:

Ke = U( K); (3.53)
gdzie
u= /=2, (3.54)
da —_ m — m.
N - C( Ke)™=C(U( K)™: (3.55)

W rzeczywistasci okreslenie wsplczynnika K. zale zy od wielu czynniw, przede
wszystkim od rodzaju materialu, asymetrii cyklu i innych varunkow obca zenia.

Nale zy zwocic uwage, ze istnigy rownie z inne mechanizmy, &te wymienia sé ja-
ko wplywajace na zamykanie s pekniecia. Adams [91], Purshothamaret al. [92] oraz
Walker et al. [93] wymieniap wplyw nierownasci powierzchni szczeliny jako czynnik wply-
wajacy na przyspieszone zamykanie siszczeliny. Do innych czynniew przyspieszagcych
ten efekt zalicza s rownie z utlenianie powierzchni szczeliny, por. Enckt al. [94] oraz
Sureshet al. [95]. Jednak efekty te dla wekszaci u zywanych stopw sa drugorzdne i w
praktyce wykorzystywany jest klasyczny war Parisa. Ich wplyw jest bardziej widoczny
w przypadku wartosci WIN bliskich wartosci progowej wzrostu szczeliny.

3.3.2. Zlo zone pole napr e zenia

W rzeczywistej eksploatacji elementy wykonane ©rznego rodzaju materiaiv sa na-
ra_zone na wielo{osiowe olekenia. Znamienne jest to, ze ju z podczas inicjacjieaoz
i jej poczatkowego wzrostu, charakter oba zenia ma istotny wplyw na jej dalszy roz-
woj, por. Smith i Pascoe [124], Parsons i Pascoe [123]. Ngle@vnie z zwacic uwage, ze
procesy zneczeniowe & niezwykle skomplikowane i wplyw na nie ma bardzo wiele ary
nikow. W rozdziale tym onowione kedzie kilka najwa zniejszych z nich wraz zgdva ich
wykorzystania do okreslenia predkaosci wzrostu szczeliny. Sytuacja komplikuje sijeszcze
bardziej w warunkach mieszanego olaizenia szczeliny.

W przypadku mieszanego obaizenia badacze u zywagjlo badan eksperymentalnych
ro znych metod w zale zsw od warunlow jakie maja byc uzyskane w asiedztwie wierz-
cholka szczeliny. Du za liczba eksperymemt zostala przeprowadzona dla pochylonej
szczeliny umieszczonej centralnie w pbce pod wplywem czystego rozgania. Erdogan
I Sih, 1963 [131] byli pierwszymi, karzy u zyli takiej kon guracji probki testujac ideal-
nie kruchy material i sformulowali opisane ju z kryterim, patrz podrozdzial 3.2.1. lida i
Kobayashi, 1969 [116] u zyli pbki wykonanej ze stopu aluminium 7075-T6, a \wCc mate-
rialu, ktory wykazuje wlasciwasci plastyczne. Wsplczynnik asymetrii cyklu byl R = 0:1.
Wyniki pokazaly, i z bardzo trudno jest uzyska mieszany mechanizm wzrostu szczeliny,
gdy z taka szczelina wzrasta natychmiast w kierunku prog@dlym do osi obca zenia,
gdzieK, jest maksymalne. Poniewa z szczelina zmienia orienta¢§, wzrasta gwaltownie
do wartosci jaka otrzymalibysmy dla szczeliny prostopadlej do osi okecizenia. Natomiast
Ky szybko zmniejsza &, a z do calkowitego zanikecia. W pracy zauwa zonmwnie z, i z
obecnac nawet niedu zej skladowej naprzenia wynikajcej z 1l typu obcia zenia, zveksza
predkesc wzrostu szczeliny w znaczny spob.

Efektywny wsp olczynnik intensywno sci napr e zenia. Jednym z pierwszych
autorow, ktory zmody kowal konwencjonalny war Parisa i Erdogana [130], byl Tana-
ka [119]. Podobnie jak lida i Kobayashi, [116] badal pbki aluminiowe, w ktorych szcze-



108 3. Szczelina zm eczeniowa w z lo zonym stanie napr ezenia.

liny pochylone byly pod katami: 30, 45, 72 oraz 90 stopni prziR = 0:65 i jedno{osiowym
rozciaganiu. Dodatkowo, Tanaka wyznaczylawnie z warunki progowe propagacji szczeliny
bedacej pod wplywem mieszanego olaczenia. W pracy pokazano, ze kierunek propagacji
szczeliny wyznaczany za pomacMNO [131], por. (3.16) i (3.17), orazS{kryterium,
por. (3.20), wykazuje odchylenie od wynibw eksperymentu. Zaproponowano nowe wy-
ra_zenie na @dkaosc propagacji szczeliny opierac se na pracach Weertmana, [120] oraz

Lardnera, [121] :

da _ .
aN - C( Ke) (3.56)
ktore daje wyniki zgodne z danymi eksperymentalnymi. Przy cay K, w zlo zonym

stanie obca zenia wyra zone jest przez:
Ke =[ K{#+8 K/a: (3.57)

Propozycja ta bazuje na zalo zeniu, zeemmeniowy wzrost szczeliny pojawiesi gdy suma
calkowitej wartosci przemieszczenia w obszarze przywierzcholkowymagsiie wartosc kry-
tyczna. W przypadku mieszanego modu deformacji przyjmujeesi ze deformacje zale zne

od modow | i Il sa niezale zne od siebie. W pracy zaproponowaoanie z inne wyra zenia
okreslajace K. . Jednak wyniki eksperymentw sa najbardziej zbie zne z wyra zeniem
(3.57).

Inna propozycja K. zaproponowana zostala przez Yaat al. [183] dla szczeliny w
zlo zonym stanie nar zenia:

1
Ke = =
¢ 2

gdzie, o jest katem wzrostu szczeliny uzyskanym z kryterium maksymalnyciapre-
za obwodowych MNO ). Jest to wynikiem wykorzystania tego kryterium do okrslenia
predkasci wzrostu szczeliny zmczeniowej w rozwa zanych warunkach odaenia.

cosio[ Ki(L+coso) 3 Kysing] (3.58)

Wsp olczynnik g estosci energii odksztalcenia. Kryterium to r ownie z bazuje na
konwencjonalnym wzorze Parisa i Erdogana (3.49) [130]. J&k ze zamiast K u zyto
zakresu wsplczynnika gestosci energii odksztalcenia S, czyli:

da ne.
aN - Cs( S)™; (3.59)

gdzie S = Syax  Smin, @ Cs 1 ng sa stalymi materialowymi. Rownanie to zostalo
zwery kowane przez Sih i Barthelemy [137], Badaliance [1B8raz Lam [139] wykazugac
zgodnac z wynikami eksperymentu.

Rozwarcie szczeliny. Jak wspominano wczeniej, bardzo interesupcym para-
metrem opisupcym predkosc wzrostu szczeliny jest wierzcholkowe rozwarcie szcagli
(CTOD). Jest to zalo zenie bazajce na przygciu, i z zraczeniowy przyrost szczeliny w
trakcie jednego cyklu a jest bezparednio proporcjonalny do CTOD [100]. Idea ta byla i
jest dosc szeroko wykorzystywana. Znaczna ekszac prac dotyczy jednak ze modelowa-
nia wzrostu szczeliny nie bdacej w warunkach zlo zonego stanu na&prenia. Tego bardzo
zycznego parametru u zywa silacznie z innymi wielk@ciami, ktore majg rownie z wplyw
na predkasc wzrostu szczeliny, np. efekt domykania szczeliny [101gdha z prac piobuja-
ca wykorzystac rozwarcie szczeliny édacej w zlo zonym stanie naprzenia byla opisywana
ju z praca [144] (3.2.9).
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3.4. Propagacja szczeliny zm eczeniowej

Jednym z wnioskw z poprzednich paragraiw jest du za rozbie zem pomiedzy wy-
nikami uzyskiwanymi na drodze eksperymeniv dla wzrostu szczeliny zmczeniowej w
zlo zonym stanie nagr zenia, a rezultatami uzyskiwanymi teoretycznie (patrzoplrozdzial
3.2.12). Rozbie zreo ta wzrasta, gdy udzial modu Il wzrostu szczeliny powksza se.
Dzieje sk tak np. w przypadku jedno-osiowe] pby, gdy kierunek pocatkowej lokalizacji
szczeliny zbli za sido osi oba zenia. Bylo to zauwa zone ju z dla @boénia monotonicz-
nego, ale w przypadku obei zenia cyklicznego problemem znacznie wa zniejszymbjest
ogolnie akceptowanych, prostych w zastosowaniu, a przede wstkim efektywnych wyra-
za na predkosc wzrostu szczeliny. Dewiadczenia pokazg, ze nawet niewielka obecso
skladowe] K, skutkuje znacznym wzrostem pedkosci. Opisane w poprzednim rozdzia-
le wyra zenia nie zawsze odpowiadaglobrze wynikom eksperymermtw, w szczeglnosci
gdy udzial K} wynikajacy z kon guracji i obcia zenia szczeliny jest znaczny. Do nagez
sciej u zywanych wiellsti nale @ efektywny wsmlczynnik intensywncsci napre zenia oraz
wspolczynnik gestasci energii odksztalcenia. Nale zy zaznaczyze powstalo wiele prac z
powodzeniem stosw@cych owe wyra zenia, ale doty@one jedynie wzrostu szczelin w po-
czatkowej fazie charakteryzuacych se znacza dominacp K,. W pracy podjeta zostanie
proba modelowania szczeliny wg omawianych poprzednio kryiew (patrz Rozdzialy 3.2
i 3.3.2), a otrzymane wyniki zostaa porownane z wynikami eksperymentu zamieszczo-
nymi w pracy Pustejovskiego [99]. Autor przedstawil w tej macy wyniki eksperymentu
dotyczacego stopu tytanu Ti-6Al-4V, przy R = 0:1, w plaskim stanie odksztalcenia. Za-
mieszczone tam rezultaty bda traktowane jako wery kacja kryteriow proponowanych w
niniejszej rozprawie. Nale zy zwcic uwage, i z wyniki zamieszczone w [99] zostaly wyko-
rzystane w pracy [137], w kbrej zaproponowano u zycie wsftzynnika gestcsci energii
odksztalcenia do okrslenia predkasci wzrostu szczeliny. Jak widana Rys.3.9 1 3.10 nie
osiagnieto zadowalagcej zgodnsci z wynikami eksperymentu, a co gorsze, nawet tenden-
cja dotyczaca predkasci wzrostu przy zmianie kierunku orientacji szczeliny paatkowej
nie zostala zachowana. Nale zy jednak wgjac, i z metoda obliczenia WIN w pracy [137]
byla pewra aproksymaca. Dlatego, na Rys.3.11 oraz 3.12 u zyto identycznego madel
wzrostu szczeliny zraczeniowej, ale z zastosowaniem metody uzyskiwania WIN Diej-
szej pracy. Rezultaty ulegly znacznej poprawie, aleagle znacznie @ znily s¢ od tych
uzyskanych eksperymentalnie. Mo zna co prawda g pgwnej mody kacji wyra za propo-
nowanych w jedno-osiowych mbach uwzgédniajacych czynniki wplywapce na pedkosc
wzrostu szczeliny, opisanych w poprzednim rozdziale, jemkize, mimo wielu b nie
udalo se autorowi uzysk& zadowalagcej zgodnsci wynikow modelowania, jednocznie
dla obu przypadlow wzrostu szczeliny jak w eksperymencie. Podobne niezadtayace
wyniki uzyskano w przypadku zastosowania efektywnego wapzynnika intensywneci
napre zenia K .

Natomiast, je zeli chodzi o kierunku wzrostu szczeliny, tikazuje se, ze veksz@c au-
torow nie rozio znia rodzaju obei zenia i dla zczeniowej propagacji szczeliny stosujeesi
te same kryteria jak i w przypadku obca zenia monotonicznego. Ciekawe jest to, aeni-
ce w kierunku propagacji a czasami bardzo znaczne. Jednak ze vekegzeci przypadlow
zmeczeniowego wzrostu szczeliny kryteria wynikage z oba zenia monotoniczneg@ svy-
starczajpce. Ro znice & istotne tylko wtedy gdy udzial K, jest duzy. & one znacace
na kilku poczatkowych cyklach, poniewa z udzial K, w rozwiazaniu dasc szybko zani-
ka i relatywnie ma niedu zy wplyw na ostateczny kierunek @pagacji. Niemniej, poba
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Rysunek 3.9. Porownanie wynikow eksperymentu z modelem i metod uzyskiwania WIN
w [137].

Rysunek 3.10. Porownanie wynikow eksperymentu z modelem i metod uzyskiwania WIN
w [137].

odpowiedzi dlaczego takie zjawisko wyspuje wydaje se bardzo interesujca.

W pierwszym rzedzie istotnym wydaje s proba znalezienia odpowiedzi, co powoduje
ro znice kierunku wzrostu szczeliny w przypadku ohcenia monotonicznego i olacee-
nia cyklicznym. Po drugie, co jest mo ze bardziej intereage i konieczne, to mo zliveo
opisania w prosty i dogodny spasb (u zywagc wielkasci wynikajacych z Liniowej Mecha-
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Rysunek 3.11. Porownanie wynikow eksperymenty z modelem [137] przy u zyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

niki Pekania) predkasci wzrostu szczeliny zmczeniowej w zlo zonym stanie napeenia. W
tym celu w niniejszym rozdziale uwzgldniony zostanie staly czlon w skladowych tensora
napre zeniaJl, jako istotha czesc rozwiazania pomijana zwykle w obliczeniachédta pro-
pagacji szczeliny, jak i, przede wszystkim, w wyra zeniach predkcsc wzrostu szczeliny.
Wszystkie wielkasci beda skorelowane z pewnym obszarem deformaciji materialu, jak
jest np. strefa plastyczna.

3.5. MK { Kryterium { propozycja

W przypadku materialow kruchych, czy te z wysokocyklowego eeeenia proces ¢
kania powiazany jestscisle z rozwojem mikro-szczelin wasiedztwie wierzcholka karbu
lub poczatkowej szczeliny, por. Williams [178]. Proces ten mo _zechyowiazany rownie z
Z bardzo malym obszarem plastycznych deformacji. Mikroszeliny powodua oslabie-
nie materialu i redystrybucje napre zenia. Poniewa z mechanizmy tersezwykle zlo zone,
sformulowanie modelu bezpyednio uwzgedniajacego te efekty wydaje si trudne. Kry-
terium, ktore jako pierwsze zakladalo istnienie strefygkania, w ktorej zachodzi silny
rozwoj uszkodze, bylo kryterium zaproponowane przez Novailova [179]nicjacja lub
propagacja szczeliny nasipi, gdy usrednione na pewnym odcinkuly, napre zenie normal-
ne osagnie wartesc krytyczna . Tak wiec wplyw mikro{szczelin uwzgtdnia se przez
wprowadzenie malej, ekwiwalentnej szczeliny co prowadid poslugiwania s wartoscia-
mi usrednionymi. Pozwala to oszacowapole nape zenia wald tak przedlu zonej szczeliny,
albo te z u zywag takich parametiow jak napre zenie lub gstcsc energii wyznaczg po a-
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Results from method proposed N =‘l/5 960
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Rysunek 3.12. Porownanie wynikow eksperymenty z modelem [137] przy u zyciu stosowanej
W niniejszej pracy metody obliczania WIN.

dane wielkasci w pewnej odleglsci od wierzcholka karbu (szczeliny) [169]. Rozszerzanie
kryterium Novailova jest opisywane ju z kryteriumNNKP  (3.2.10).

Powrocmy w tym momencie do de nicji gestasci energii odksztalceniaw, ktore, jak
wspomniano w podrozdziale 3.2.6, skladaesz dwoch czsci: obgtosciowej, Ty i posta-
ciowej, Tp. Ta pierwsza decyduje o procesiegania i wspiera mechanizmy dekohezji.
Druga zas decyduje o procesach odksztalcenia plastycznego i meghaach zniszczenia
realizowanych przez pslizgi. Istotna role w analizie wszelkiego rodzajugkniec odgrywa
wzajemna relacja pormedzy tymi skladowymi, por. [4]. Skladowe te mo zna wyrazw
nastepujacej postaci:

1 2
Tv = 6E (ot yy T 22)2; (3_60)
1+ ) ) ) )
Tp = 3E \ X t wt oz XX yy yy zz 2z xx 3 xy)s (3.61)
gdzie
22=0 dla plaskiego stanu nape zenia

2= ( x+ yy) dlaplaskiego stanu odksztalcenia
Wowczas, dla plaskiego stanu naprzenia

= L 2 ( xx t yy)z; (3'62)

T
VT T 6E

_ 1+

Th= —
D~ "3

(x+ yy)2 3( xx vy fy) ; (3.63)
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oraz dla plaskiego stanu odksztalcenia

1+ )1 2
Tv = (1+ )6|(E )( xx T yy)z; (3.64)
To= T (7 Dt ) Ay ) (369)

Wielkosci te wydajp sie bardzo atrakcyjne w modelowaniu wzrostu szczeliny zaw-
no pod wplywem obch zenia monotonicznego, jak i cyklicznego. Wykorzystywaarbyly
ju z podczas formulowanid {kryterium (patrz podrozdzial 3.2.6), gdzie kat propagaciji
szczeliny byl zgodny z maksymabn wartoscia Ty ( Tvjmax ! pr), liczona po konturze
wyznaczonym przez wielkec Tp =const dla r( ), spelniajacego kryterium plastycznsci,
a wiec w pewnej odleglsci od wierzcholka szczeliny. W tamtym przypadku dogodneylo
u_zycie hipotezy Misesa, dla &tej relacja stalejT3® i napre zenia uplastyczniagego s
wyra za & hasepujaco:

1+
E *°

To=T8= dla plaskiego stanu nape zenia (3.66)

1+ )(? +1),
3E s

Wydaje sie, ze kryterium to mo znaownie z zalicay do grupy kryteriow nielokalnych.
Jednak ze nie jest ono zbyt wéaiwe w przypadku materiabw kruchych czy te z materia-
low, w ktorych strefa plastyczna jest mala w pawnaniu z innymi defektami struktury,
jakim sa np. mikro{szczeliny. W takim przypadku kryterium to zaczya byc zbie zne z
kryterium gestcsci energii odksztalcenia i w zasadzie przestaje doyielokalne z powo-
du koniecznaci wyznaczania potrzebnych wiellsxi zbyt blisko wierzcholka szczeliny. W
wyniku tego nie uwzgédnienia se niejednorodngci materialu, jak i redystrybucji napre-
z@, ktora istnieje rownie z poza obszarem plastycznym wskutek mikekmiec. Tak wiec
zgodnie np. ZNNKP {kryterium, uwzgl ednienie do oblicze pewnego obszaru uszkodag
ktorych zrodlem s procesy dekohezyjne wydajeeskonieczne. W nastpnej cesci rozdzia-
lu podjeto probe sformulowania nowego kryterium, kire wykorzystuje dwu{wymiarowy
obszar uszkodze

Idea podzielenia gstasci energii odksztalceniav na jej dwie skladowe wydaje si byc
bardzo atrakcyjna ze wzgddu na wspomniaa ju z interpretacg zyczna takiego podzia-
lu. W przypadku T {kryterium umo zliwilo to okreslenie granicy spe zysto{plastycznej,
Tp=const, na ktorej poszukiwana byla warteac maksymalna @stcsci energii odksztalce-
nia, w, co sprowadza & do poszukiwania maksymalnej warsxi Ty, zwiazanej z procesa-
mi dekohezji. Nale zy zauwagy zeS{kryterium zaklada, i z szczelina bdzie propagowa
w kierunku najmniejszej wartesciw. Jednak ze wartsr ta poszukiwana jest wzdlu z stalej,
zalo zonej odlegsmi od wierzcholka szczeliny, czyli wtedy gdyp 6const. Interesujace
jest rownie z to, ze zwykle plaszczgzipekniecia koreluje s z wystpieniem warunku
Ty > Tp, co w zasadzie jest sluszne tylko dla przypadku plaskiegtanu odksztalcenia.
Na te sytuacg zwmocono uwa@ w pracy [162], podczas formulowania {kryterium, mo-
dy kuj ac ten warunek do postaci poszukiwania maksymalnej wada ilorazu Ty =Tp, CO
odpowiada zaowno plaskiemu stanowi odksztalcenia, jaki plaskiemuasowi napre zenia.

Tp= T8 = dla plaskiego stanu odksztalcenia (3.67)
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Sformulowanie kryterium. Zakladajac, ze hipoteza oddzielenia skladowychsfo-
sci energii odksztalcenia podczas poszukiwaniat propagacji szczeliny jest slusznar(
kryterium), mo zna zastanowa sie nad wykorzystaniem tej idei w nieco inny spa®. A w
rezultacie do poby sformulowania bardziej uniwersalnego, nielokalnedgmyterium. Wi a-
_ac lokalizacp plaszczyzny pkniecia z maksymala wartosci ilorazu ([Ty=Tplimax !  pr)
MO _zna zaproponovea Zze:

kat propagacji szczeliny ledzie zwazany z wartescia minimalna Tp( ) (Tp( )jmin !

or) POSzukiwara po granicy wyznaczonej przez waruneky( )=const! r( ), od-

powiadajacej pewnej wartsci krytycznej T),.
Sytuacja taka zycznie mo ze oznacea ze szczelinaduzie propagowa w kierunku, gdzie
rozpraszanie energii poprzez procesy plastyczne w stosurdo procesw dekohezji jest
najmniejsze, a konturT, mo ze de niowa obszar zwazany z jedra z form mechanizrow
zniszczenia jakim jest proces dekohezji ujawnegy se w postaci mikro{szczelin. Kryte-
rium to dla potrzeb niniejszej pracy ledzie nazywaneMK {kryterium. Warto sc krytycz-
na T, mo_zna uzyskawykorzystujac wytrzymalosc na rozcaganie .. Charakterystyczra
granice, na ktorej poszukiwana jest minimalna wartec Tp uzyskujemy wykorzystupc
wyra zenie (3.60), co prowadzi do nagiujacej zale zrsxi:

q
6E
1 Ty @ 2)@+T1)2 T

pfFZKmC+M+KMB D)’ (3.68)

gdzie,
_._1 2 , . :
Tv=Ty= “6E ¢ dla plaskiego stanu nape zenia
1 2)1+ ) (3.69)
Tv=Ty = 6E 2 dla plaskiego stanu odksztalcenja
f = ; dla plaskiego stanu odksztalcenja

f =0; dla plaskiego stanu nape zenia

oraz wyra zenia (2.16{2.18) zapisane w napujacej postaci:

KI KII
= n_A+ n_B;
ooy T
KI K||
=p—C p—D+T, 3.70
o= P T (3.70)
K K
xy — pl—F+ DLG,

N
—
N
—
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gdzie

. .3
A= — 1+sin=sin—);
0052 Si 23| 2),

) 3
B = sin-cos-cos—;

2 2 2
C=cos= 1 sin—sin3—)'
2 227
_ 3 (3.71)
D =sin- 2+ cos: ;
Si 5 coszcosi),
F = sin—co&cos?’—'
T2
G=cos= 1 sin—sin3—)'
2 227
T= (1 k)cos2:
Kryterium to mo zna wec zapisa w nasepujacej sposb
T
. ' oy przy Ty =const.
To max
(3.72)
Tp r(TS™; ) -
min

Wyra zenia te przedstawiono na Rys. (3.13), przy czym nagzkvano jedynie obszar w
okolicy kata propagacji z powodu bardzo du zych wadoi Tp przy r ! 0.

90 90
0.15

270 270

(a) (b)
Rysunek 3.13. Kontur dla Tp(r( ); T¢°") (linia ciagla, niebieska) oraz kontur dla
r(Tgemt; ) (linia czerwona, przerywana). Odpowiednio dla a) i b), =60; 30, plaski stan

odksztalcenia, rozwazanie z cescia nieosobliva, T 6 0.
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Przykladowe ksztalty obszaow wynikajace z przeksztalcenia wyra zenia (3.68) do po-
staci: |

by
. 1 K{(C+ A+ K, (B D

['= Iyjry=const = > Jq( - ) — i ) : (3.73)
W amoeoz T

przedstawiono na Rys. (3.14){(3.15) Dla pawnania narysowano tam ownie z granie
spre zysto{plastycza de niowana przezT -kryterium, Tp=const! r( ), por. (3.31). Jak

90 90
0.0015 0.0004

270 270

(a) (b)

Rysunek 3.14. Kontur dla Tp = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciagla). Materbal: Al 7075-T6, E = 71GPa, =0.33, ys=538 MPa, =586 MPa, Kty ' 1,
Ks = 25MPa” m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), = 90; 30, por. Rys.2.5 oraz
plaskiego stanu odksztalcenia. Rozwéizanie osobliwe,T = 0.

Mo zna zauwa eyszczeglnie w przypadku =90 , obszar de niowany poprzez wyra ze-
nie (3.73), a skorelowany z wiellscia maksymalnego nap zenia rozegajpcego () jest
znacznie rozleglejszy ni z obszar plastyczny, szcieig na kierunku pekania. W przypad-
ku materialow kruchych taki obszar (nazwijmy go obszarem dekohezji)kieslac mo ze po-
jawianie se wspominanych wczeniej mikro{szczelin, a stosunkowo niewielki kontur uzy-
skiwany przy Tp =const bedzie opisywa towarzysaca temu procesowi stred plastyczra.
Nale zy zauwa gy ze &t, ktory odpowiada maksymalnej dlugsci strefy dekohezji (3.68),
nie jest z reguly latem pod ktorym rozwijac sie bedzie szczelina. W przypadku jak na
Rys. (3.14){(3.15) jest to w przybli zeniu &t, przy ktorym kontur okreslajacy zaseg stre-
fy plastycznej jest najbli zej wierzcholka szczeliny, caesciowo pokrywa € z wnioskami z
W {kryterium (patrz podrozdzial 3.2.11). Dodatkowo, na Rys3.16 przedstawiono pobe
interpretacji zycznej trzech obszaow deformacji uzale zniag je od gstosci defekbw
struktury, a mianowicie:

obszar o najwekszej g@stosci defekbw jest tu Strefa Zniszczenia, najbli zej wierz-

cholka szczeliny.

obszar deformacji plastycznych, okstony jest tu przy zalo zenidp( ys) = const.
obszar dekohezji, wyznaczono przy zalo zefiiy( ) = const.
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90

0.0015 0.0004

270 270

(@) (b)

Rysunek 3.15. Kontur dla Tp = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciagla). Materbal: Al 7075-T6, E = 71GPa, =0.33, ys=538 MPa, =586 MPa, Kty ' 1,
K: = 25MPa” m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), = 90; 30, por. Rys.2.5 oraz
plaskiego stanu nape zenia. Rozveizanie osobliwe,T = 0.

Oczywiscie relacje ponedzy tymi obszarami a zale zne od rodzaju materialu oraz
wielkosci obca zenia.

Koniecznie nale zy zwcic uwage na skladowa T, ktora uwzgkedniono w powy zszych
wyra zeniach. Skladowa ta jest esto pomijana w rozwazaniach. Jak wspomniano po-
przednio, Larsson i Carlsson [21] zademonstrowali, zdéonzten ma znaczny wplyw na
ksztalt i wielkosc np. strefy plastycznej, kbra rozwija se przed wierzcholkiem szczeliny.
Sytuacja taka istnieje ownie z w przypadku oki#enia zasegu wprowadzonej tu strefy de-
kohezji okreslanej wyra zeniem (3.73), por. Rys. 3.17. Co ciekawe, egsstrefy dekohez;ji
w przypadku =90 zostal zmniejszony przez wprowadzenie czlofiy co jest zgodnie z
wyra zeniem (3.73), poniewa_z mianownik tego wyra zenityw przypadku rosnie. Nato-
miast zwiekszyl se nieco zasg strefy plastycznej, przy jednoczesnej korekcie jej kaitu,
por. [166].

Wydaje sie wiec, ze mba uwzgednienia tego stalego czlonu jest konieczna dla wta-
wego okralenia kierunku wzrostu szczeliny, tak w przypadku ob&izenia monotonicznego,
jak i cyklicznego. Dodatkowo, w przypadku obei zenia cyklicznego, a @t i cykliczne-
go wzrostu szczeliny umo zliwgaon bedzie sformulowanie dokladniejszego prawa wzrostu
szczeliny.

Warunek propagacji szczeliny. W przypadku kryterium pekania nale zy poda
warunek krytyczny, po spelnieniu kbrego material wraz z istniegca w nim szczelim,
ulegnie zniszczeniu wskutek gkniecia. Mo ze to by wartosc krytyczna zasegu obszaru
dekohezji na kierunku gekniecia, r, lub kierunku propagacji zneczeniowej w przypad-
ku obcia zenia cyklicznego. Do okskenia zastgu obszaru dekohezji wykorzystamo zna
wartosci i K, a dla obca zenia cyklicznegozg oraz Ky, czyli
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v S. =const

c

b S, =const

sz D 3

Rysunek 3.16. Fazy obszaru zniszczenia, gdzie to gestosc defektow.

rj = Fers (3.74)

pr

gdzier obliczane jest na podstawie jednoosiowej @y (mod I):

1 2K
o= 5= &= 6: ; (3.75)
Ty T 2v)(I+1)2 T
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0.0008

270

(@) (b)

Rysunek 3.17. Kontur dla Tp = const. (linia przerywana) oraz kontur dla Ty = const. (linia
ciagla). MateHaI: Al 7075-T6, E = 71GPa, =0.33, ys=538 MPa, .=586 MPa, K14 ' 1,
K¢ =25MPa" m, 2a=20mm, =90 . Odpowiednio dla a) i b), plaski stan odksztalcenia i
napre zenia. Rozwizanie osobliwe,T = 0, obcia zenie monotoniczne.

W wyniku tego uzyskujemy dla obch zenia monotonicznego:
! !

2 2
+ A)+
Zi Kh(c A) GEKII(B D) Zi g 2K6(I:Er (376)
Ty @ 2v)(1+1)2 T L}V T 2v)(1+1)2 T

Daje to uproszczony warunek propagacji szczeliny dla oadenia monotoniczego uzale z-
niony od wartosci K ., w nastepujacej postaci:

K|cos§ K”siné Ker: (3.77)

oraz analogicznie dla obeai zenia cyklicznego:

K, COSE Ky Siné Kth: (378)
Generalnie, warunek ten, pomimo wykorzystania do jego sfoulowania wyra ze zawiera-
jacych skladova T, jest od niej niezale zny. Bazag na LMP fakt ten wydaje se sluszny,
bowiem za wielkac krytyczna propagacji przyjmuje seé wartosc WIN, K. Poniewa z
WIN de niuje si e za pomoa wartosci napre zenia i dlugsci szczeliny, obie te wielkeci w
przypadku propagacji szczeliny & wielkosciami krytycznymi. Tak wiec jesli rozwa zamy
czy szczelina kdzie propagowala czy te z nie parametrempky to jednoznacznie okrsla
jest wlasnie K. Nale zy zaznaczy ze warunek ten dotyczy szczelin dlugich. Powodem
takiej sytuacji jest w przypadku szczelin kotkich (od pewnej charakterystycznej dlugo-
sci) koniecznac przylo zenia obeizenia, przewy zszaapgo nape zenie krytyczne, . dla
materialu bez szczeliny, tak aby wartsc krytyczna K., mogla byc osagnieta. Natomiast
skladowa T, a w zasadzie ownie z jej pewa wielkosc krytyczna T, mo zna traktowa jako
parametr determinujacy zachowanie szczeliny ju z propagugj, charakteryzuaca rodzaj
jej propagacji (stabilny lub niestabilny), por. [52] i podobzdzial 2.2.2.
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3.5.1. Kierunek wzrostu szczeliny. Obci  a zenie monotoniczne.

Obliczenia kata propagacji szczeliny dla @ znych &tow , por. Rys. 3.18 i b znego
stosunku — zaprezentowano w Tabeli 3.2 oraz gra cznie na Rys.3.19. Amljac Ta-

Rysunek 3.18. Dwu-osiowe ob@ zenia szczeliny.

Tabela 3.2. Wartosci kata propagacji o szczeliny wgMK ' {kryterium w zale znocsci od sto-
sunku obci zenia do wielkeci maksymalnego nape zenia rozeigajacego EC) dla ro znego po-
chylenia szczeliny ().

= 15 | 30 | 45 | 60 | 80
Rozw. Os.| -85.709] -72.7| -59.6] -45.12] -19.03
0.1 |-86.709| -73.7| -59.6] -43.1 | -15.53
02 | -87.709] -74.7| -59.6| -40.6 | -13.50
04 | -89.709] -76.7| -59.6] -37.6 | -11.53
06 | -91.2 |-78.7| -59.6] -35.6 | -11.02
08 | -92.7 |-80.2| -59.6] -34.1 | -10.53
1 -93.7 | -81.7| -59.6] -33.1 | -10.03

bele 3.2 mo zna zadapytanie, skad wynikaja ro znice &ta propagacji szczeliny wraz ze
zmiana wartosci obca zenia. Kryterium sklada & z dwoch etapow:

wyznaczenie charakterystycznego konturu na podstawie vayezenia (3.68) do okre-

slenia relacjir ( ),

wyra zenia (3.65) lub (3.63) do wyznaczeniatk propagacji szczeliny.
Wielkosc Tp (r; ) jest bezparednio zale zna od, por. (3.68), poniewa  wyznacza miej-
sce, gdzieTp jest liczone. W przypadku rozwazania osobliwego relacja poradzy — jest
nieistotna dla kierunku pekania, gdy z stosunek skladowych tensora nagenia w przy-
padku ro znych poziomw obci za pozostaje taki sam, por. (3.70) dlar = 0, czyli kat
propagacji dla ustalonej kon guracji szczeliny jest stal
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Rysunek 3.19. Kat propagacji wg MK {kryterium w zale zncsci od stosunku obca zenia do
wielkosci maksymalnego nape zenia rozeigajacego (—C) dla ro znego pochylenia szczeliny §.

Sytuacja jest odmienna podczas rozazania z uwzgtdnieniemT. W tym przypadku
zmiana relacji — powoduje zmiare kata propagacji szczeliny. Jest to wynikiem wplywu
skladowej T, ktora wystepuje w wyra zeniu Nayy.

Bardzo ciekava sytuacje przedstawia Rys. 3.20. Zaprezentowano na nim wyniki otrzy
mane z wykorzystaniemMK {kryterium, dla r o znych dlugsci szczeliny,a = 5; 20 mm,
tak, aby spelniony byl warunek krytyczny propagacji sz&diny (3.77) dla PMMA (po-
lymethylmethacrylate). Wyniki te porownano z rezultatami eksperymemw dla tego
materialu [132] i [166]. Jak wida dlugosc szczeliny ma wplyw na wartec kata propa-
gacji. Oczywscie jest to wplyw paredni, z powodu determinowania wiellsti obca zenia
przez dlugesc szczeliny, tak aby osignac wartosc krytyczna WIN (K ). Co ciekawe, w
pracy [132] przedstawiono wplyw @ znych dlugsci szczelin, zaznaczag, ze nie jest on
znacacy, co nie wydaje s ju z takie oczywiste po dokladnej analizie wyralv. Niestety,
rozrzut wynikow uzyskiwanych eksperymentalnie jest z reguly du zy, caome utrudng
analize wplyw takiego czynnika jakim jest dlugec szczeliny, czy te z wielko obcia zenia.
Dodatkowo autorzy [132] rozpatrug wplyw stosunku wartcsci krytycznej promieniar
do dlugosci szczelinya, ustalajac ten iloraz jako staly. Niestety, nie podag zycznej in-
terpretacji takiego zwiazku. Inna ciekava propozycp uwzgkednienia wplywu skladowejT
na kierunek pekniecia jest praca Seweryna [175]. W pracy tej dokonano przadgl kilku
najwa zniejszych kryteow pekania z uwzgednieniem efektu' T{stress", rownie z wykorzy-
stujac opisywane ju z poprzednio NNKP{kryterium (nazywaneownie zZR{kryterium), w
ktorym to wykorzystuje sie dlugcsc strefy zniszczeniady, jako parametru materialowego.
Powiazano tam kierunek gkania ze stosunkiend, i dlugosci szczeliny, przedstawiajc
wplyw tego ilorazu na kierunek gkania, por. Rys.3.21. Zauwa zono, ze w przypadku
do! O efekt wplywu skladowejT zanika. Jednak ze, podobnie jak w [132], dlusgostrefy
zniszczenia byla wczmiej zalo zona, niezale zna od kon guracji szczelingtékpochylenia
szczeliny).
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Rysunek 3.20. Porwnanie kata propagacji wg MK {kryterium dla r o znego pochylenia
szczeliny () w PMMA z wynikami eksperymentow na podstawie [132] i [166] dla dwch
dlugosci szczeliny.

Rysunek 3.21. Pomwnanie kata propagacji wg NNKP {kryterium dla r o znego pochylenia
szczeliny ( ) w PMMA [175] z wynikami eksperymentow na podstawie [133].

W przypadku MK {kryterium dlugo sc strefy zniszczenia nie jest zalo zona, zmienia
sie w sposb ciagly i zale zny od kon guracji szczeliny oraz oleizenia. Zwwcic rownie z
nale zy uwag na poownanie wynikow eksperymentu zaprezentowanego na Rys.3.21, z
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wynikami uzyskanymi na podstawie wprowadzonego kryteriumRys. 3.19, dla b znych
wartosci —, ktore wykazuje du_ze podobistwo.

Powrocmy teraz do wynikow przedstawionych w Tabeli 3.2. W przypadku rozva-
zania osobliwego wyniki otrzymane na podstawiMK {kryterium sa calkowicie zgodne
z wynikami, ktore uzyskuje s na podstawieT {kryterium, przy zalo zeniu ze: = .
Natomiast w przypadku — = 1 wyniki zaczynaja byc zbie zne Det {kryterium (patrz
podrozdzial 3.2.7). Jeda z przyczyn takich rezultabw jest konstrukcja wyra ze na Tp,
por. (3.65) lub (3.63), ktore mo zna przedstawiw nasepujacej postaci:

6E
1 2

1+
Th =
°T 3

(T3 > 3By gy) (3.79)
Proponowane kryterium zwazane jest z poszukiwaniem warszi minimalnej Tp przy
Ty=const. Dlatego latwo mo zna zauwa@y ze poszukiwanie minimalnej warsci Tp
jest to zsame z poszukiwaniem maksymalnej wastd Det( ), podobnie jak w Det {
Kryterium.

3.5.2. Kierunek wzrostu szczeliny. Obci  a zenie cykliczne.

W tym momencie nale zy ponownie podiskc wprowadzenie do rozvéizania wielkeci
T opisujacej w bezpasredni sposb wartosc przylo zonego oba&izenia. Do tej pory vek-
szasc opisywanych w niniejszej pracy kryteow byla wlasciwie niezale zna od poziomu na-
pre zenia, a w zasadzie od stosunku aktualnego alxznia do wiellksri charakteryzupcych
dany material. Dla obcha zenia monotonicznego w przypadku wprowadzonego Kryteni
jest to maksymalne nape zenie rozagajace .. W przypadku rozwiazania osobliwego,
wartosci te nie map wplywu na kat propagacji. Maja one jednak wplyw na wielkec stre-
fy plastycznej czy te z wiellar wprowadzonej strefy dekohezji. UwzgtnienieT pozwala
uwzglednic relacie pomedzy przylo zonym obaizeniem, a wiellstia charakteryzupca od-
pornosc materialu. Szczeglnie zauwa zalne jest to w przypadku olecienia cyklicznego.
Stosunek medzy tymi wartosciami jest kluczowy. Po pierwsze, determinuje on wielo
obszaru dekohezji, a véic ma olbrzymi wplyw na obliczane na jego kreu wielkasci,
ktore mo@g byc wykorzystane do okrelania przyrostu szczeliny, oraz ma pewien wplyw
na kat propagaciji szczeliny. Dlatego te z, w przypadku wykorgania MK {kryterium dla
obcia zenia cyklicznego pozostaje zaproponowanie wisthpz ktora powiazane keda war-
tosci krytyczne. Wydaje se, ze nale zy uczinnej wartosci krytycznej ni z ., zwiazanej
Z obcia zeniem monotonicznym. Proponujeesiza taka wartosc przyjac granie zmeczenia
Zg, ktora w zale zreri od materialu i rodzaju obca zenia cyklicznego stanowi kilkadzie-
siat procent s (np. dla stopow tytanu, zwykle 50% ). Dla obcia_zenia cyklicznego
wplyw poziomu nape zenia na kierunek propagacji szczeliny wydaje $eszcze bardziej
interesujacy, bowiem powoduje pewa rozbie zngc w wynikach uzyskiwanych dla kta
wzrostu szczeliny na pojedynczym cyklu. Poniewa z oczywiis jest, ze pojedynczy cykl
obcia zenia przebiega od jego wasiti minimalnej do maksymalnej, wec rezultatem u zy-
cia MK {kryterium bylaby ci agla zmiana wartsci kata wzrostu szczeliny zraczeniowej
podczas jednego cyklu. Takiego zachowania szczeliny niesetwuje sé i dlatego nale-
Zy przygc pewien poziom nape zenia, kiry bedzie odpowiedzialny za determinowanie
kierunku wzrostu. Problem ten mo ze miekilka rozwiazan, np.:

szczelina ragnie w kierunku okreslonym przez wartaci ekstremalne, tj. maksymala
wartosc, max lub wartosc minimalna obcia zenia na cyklu, min,



124 3. Szczelina zm eczeniowa w z lo zonym stanie napr ezenia.

szczelina rgnie w kierunku okreslonym przez pewn wartosc posrednia obci zenia
na cyklu, osz.
W pierwszym przypadku mogloby ® okaza&, i z szczelina nie zycznie oczekuje, a z ob-
cia_zenie oagnie wartossc maksymalra i dopiero wowczas propaguje. Natomiast wzrost
szczeliny przy wartsci minimalnej cyklu nie ma miejsca. W drugim przypadku nalea-
loby wybrac wielkosc przy ktorej okreslany bylby kat wzrostu, ktora stanowilaby pew-
na wartosc charakteryzupca np. material. Sytuace taka przynajmniej w pewnej mierze
mo zna byloby wytlumaczy zjawiskiem domykania szczeliny, a @wczas za &t propagacii
szczeliny odpowiedzialne byloby oy, lUb  min jesli min > op. W niniejszej pracy wartaosc
op bedzie uznana za na@ zenie decydage o kierunku propagaciji szczeliny.

Dla skorygowania tak sformulowanego kryterium na Rys. 322a.b poiownano rezulta-
ty eksperymentu z opisywanej ju z poprzednio pracy [127hrppodrozdzial 3.2.12, gdzie
Zaprezentowano paswnanie lkatow propagacji w przypadku oba zenia cyklicznego i mo-
notonicznego. W przypadku obd@ zenia cyklicznegd/K {kryterium daje zadowalajace
rezultaty, a dla obcia zenia monotonicznego wynikiasraczej negatywne. Jak pokazano
to w Tabeli 3.1, zadne z pownywanych w pracy [127] kryterow nie daje zadowalag-
cych rezultatow. Rownie z, zadne nie razenia rodzaju oba zenia. W przypadkuMK {
kryterium, takie rozro znienie, por. Rys. 3.22.c.d, chaiewielkie, wysepuje z powodu
ro znego poziomu oleizenia (wplyw skladowe]).

Pomimo, ze rezultaty wprowadzonego kryterium na podstavivynikow zaprezento-
wanych w [127] dla ob@&@ zenia monotonicznego wydajsie byc niezadowalagce, to dec
istotnym wydaje sie spostrze zenie, ze grgb@robki u zytej w tym ze eksperymencie wy-
nosila zaledwie 1.27 mm. Co ciekawe, sami autorzy mszze powodem tak szczslgie
du zej rozbie zsoi pomedzy wynikami eksperymeraw, a wynikami uzyskanymi na pod-
stawie 0 znych kryterow mo ze by zbyt du za strefa plastyczna, w stosunku do grubo
plytki. Potwierdzeniem tego mo ze loy odwolanie s do licznych eksperymemw doty-
czacych jedynie obc zenia monotonicznego, gdzie jak pokazano to ju z popnaecha
Rys. 3.20, wyniki @ calkiem zadowalagce. Nale zyawnie z przypomnie ze jsli korzy-
stamy z wprowadzonego w niniejszej pracy kryterium wa znga sie relacja pomedzy
grubaoscia probki, a strefa dekohezji, kbra w wielu przypadkach jest znacznie wksza ni z
strefa plastyczna.

3.5.3. Pr edkosc wzrostu szczeliny zm eczeniowej.

Propozycja, ktora bedzie zaprezentowana, opieraesina znanym fakcie, ze wzrost
szczeliny zneczeniowej powodowany jest przez cykliczne deformacje gileczne. Defor-
macje te mo@ byc reprezentowane przez postaci@aczsc gestosci energii odksztalcenia,
Tp, liczona po konturze wyznaczonym przez strefdekohezjir. Proponuje se u zycie ilo-
czynu wielkesci Tp orazr liczonych na kierunku propagacji. A wec:

9 el To rE); (3.80
dN
gdzie, C;n, to stale zmeczeniowe uzyskiwane na podstawie testu jednoosiowega di
= 90 . W przypadku stopu Ti-6Al-4V ustalono, ze & to nastepujace wartasci:
C =35 n=1:712. W tabelach 3.3, 3.4 oraz Rys. 3.23 i 3.24 przedstawiongniki
bardzo dokladnego parwnania eksperymentu [99] z symulaaj W eksperymencie u zyto
stopu tytanu Ti-6Al-4V, dla R = 0:1, dwoch probek pod 10 znym ob@& zeniem, o znej
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ski stan odksztalcenia, rozwazanie z uwzgédnieniem skladowejT. Porownanie rezultatow wg

MK {kryterium i danymi eksperymentalnymi z pracy [127].

dlugosci szczeliny i o znym pochyleniu do osi obeizenia (szczety na rysunkach). Autor
eksperymentu przedstawil dokladne dane dotyaze tak kata propagaciji, jak i predkasci
wzrostu szczeliny. W rezultacie wydaje sito byc doskonaly material do wery kacji jakie-
gokolwiek kryterium opisupcego wzrost szczeliny zetzeniowy. W tabelach zamieszczono
srednie pedkosci propagacji uzyskane z symulacji wedlug (3.80). Jak muma zauwa ay
wyniki wydaja sie byc bardzo zbie zne, pomimo ze w przypadku szczeliny poctgjlala
=43 w jej poczatkowej fazie rozwoju uwidacznia & dosc du za © znica pon@dzy obli-
czeniami, a eksperymentem. Jednak ze wydaje, sze nad rozbie zn&c mo ze mie wplyw
pewna niejednorodnsec materialu w eksperymencie. Potwierdzito mo ze du za, paatko-
wa rozbie zngc pomiedzy przyrostem szczeliny w jej lewym i prawym wierzchokm.
Dodatkowo porownano predkasc wzrostu dla materialu jednorodnego, dla kilku &tow
pochylenia szczeliny, por. Rys. 3.25 oraz Tabela 3.5). Ukgse wyniki sa zgodne z eks-
perymentem, cechua sie zmniejszaniem & predkosci wraz z wartescia kata pochylenia

szczeliny,
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Tabela 3.3. Porownanie wynikow modelowania z wynikami eksperymentu dla =43 .

| LEWY WIERZCH. | OBLICZENIA [ PRAWY WIERZCH.
Nr da dN L2 da dN fa da dN Ja
[10 3m] [10 “m] || [10 3m] [10 ‘m] || [10 3m] [10 'm]
1 0.30 4660 0.64 0.86 2954 291 0.86 4660 1.85
2 0.41 1440 2.84 0.43 1377 3.12 0.45 1440 3.12
3 0.81 2150 3.76 0.79 2192 3.60 0.77 2150 3.58
4 0.67 1750 3.82 0.66 1583 4.17 0.65 1750 3.71
5 0.81 1490 | 5.43 0.835 | 1698 | 4.91 0.86 1490 | 5.77
6 0.37 590 6.27 0.43 765 5.62 0.49 590 8.30
7 0.50 920 5.43 0.43 699 6.15 0.36 920 3.91
8 1.26 1660 7.59 1.255 | 1720 7.29 1.25 1660 7.53
9 0.55 650 8.46 0.53 617 8.58 0.51 650 7.84
10| 0.65 650 10 0.68 706 9.54 0.71 650 10.92
15960 14319 15960
Ti-6Al-4V 1596(
R=0.1,5ys =930 MPa /T /
P ASKI STAN 652 825(/ I T
ODKSZTA CENIA 1056¢ . 1 ¢ e
—o— OBLICZENIA
EKSPERYMENT
S 172
0, =673 mm f f f

[m]

A2

Rysunek 3.23. Porownanie scie zki propagacji szczeliny dla = 43 z wynikami eksperymen-
tow [99].
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Tabela 3.4. Porownanie wynikow modelowania z wynikami eksperymentu dla =30 .

[ LEWY WIERZCH. |  OBLICZENIA | PRAWY WIERZCH. |
Nr da dN s da dN L da dN L
[10 3m] [10 ‘m] || [10 3m] [10 ‘m] || [10 3m] [10 ‘m]
1 0.98 | 1390| 7.05 0.945 | 1396| 6.77 0.91 | 1390| 6.54
2 0.73 1040, 7.01 0.76 1215| 6.25 0.79 1040 7.59
3 0.58 680 8.52 0.54 729 7.40 0.50 680 7.35
4 0.76 890 8.53 0.785 | 920 8.53 0.81 890 9.1
5 0.56 550 10.1 0.5 511 9.78 0.44 550 8.0
6 0.45 450 10 0.475 | 437 10.86 0.50 450 11.1
7 0.55 500 11 0.575 | 474 12.14 0.60 500 12
8 0.65 500 13 0.63 459 13.71 0.61 500 12.2
9 0.80 500 16 0.8 507 | 15.78 0.80 500 16
10 0.80 500 16 0.85 462 18.38 0.90 500 18
7000 7111 7000
Ti-6Al-4V <« 7111
R=0.1,Sys = 930 MPa \ \ \
P ASKI STAN 334¥V 521(
ODKSZTA CENIA 614z
—e— OBLICZENIA
EKSPERYMENT
:M :&'6 :01
;=711 mm s 206

111

A2

[m]

Rysunek 3.24. Porownanie scie zki propagacji szczeliny dla = 30 z wynikami eksperymen-
tow [99].
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Rysunek 3.25. Porownanie pocatkowej scie zki wzrostu pochylonej szczeliny dla =
30; 45; 60; 90 . Material: Ti-6Al-4V, R = %(MPa); zc = 450(MPa); a = 10mm. llosc
cykli w poszczeglnych punktach zamieszczono w Tabeli 3.5.

Tabela 3.5. llosc cykli N, potrzebnych do osagniecia kolejno punktow A,B,C i D dla r 0 znego
pochylenia szczeliny (), zgodnie z Rys. 3.25.

N
[(J[A[B [ C]D
90 | 350| 513 | 787 | 995
60 | 500| 815 | 1222| 1532
45 | 688 | 994 | 1534| 1962
30 | 836 1319| 2131| 2757

3.6. Szczelina zm eczeniowa w bimateriale

3.6.1. Proponowany model interfejsu

Poprzednio w Rozdziale 2.8, dokonano przeglu istniejacych modeli interfejsu. Jak
Mo zna zauwa gyopisane tam modele wskazajna powa zny problem jakim jest mba
uwzglednienia interfejsu w materialach kompozytowych. Nalg fednak zauwa 2y, ze jsli
problem dotyczy szczeliny zraczeniowej, a wac wielu tysecy cykli, to jest on zwazany z
reguly tylko z jednym cyklem obca zenia szczeliny (pomijag wzrost wzdlu z interfejsu).
Dodatkowo jesli rozwa zamy material i szczekn ktorych wymiary sa znacznie weksze
ni z szeroksr interfejsu, to wplyw samego interfejsu, a vc i przyjetego modelu jest zni-
komy. Oczywscie zaznaczy nale zy, ze mowa jest tu tylko o wplywie samego intenfgjs
a nie materiabw tworzacych kompozyt. Jasli wybierzemy model interfejsu w postaci fa-
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zy ciaglej pomedzy materialami tworzacymi bimaterial, mo zna zastosowadwie metody
rozwiazania. Pierwsa, wykorzystujaca wlascina temu obszarowi funkag Greena [111],
przy jednoczesnym zalo zeniu szergko interfejsu i funkcji opisupcej zmiare modubw
spre zystych. Drug metodh jest u zycie podanego ju z roazania dla dyslokacji w jednym
Z materialow, tworzacych np. bimaterial. W nasepnej cesci podrozdzialu zostanie zapro-
ponowany model, kbry nie bedziescislym odwzorowaniem problemu, ale wystarczagym
dla analizy zmeczeniowego wzrostu szczeliny. @nym problemem jest tu uzyskanie w
mo zliwie efektywny spaxb wartosci kata propagaciji i przyrostu szczeliny, przy uwzegd-
nieniu stalych materialowych.

Zaklada se wiec obecnec interfejsu w postaci fazy przejciowej o szeroksci pomi-
jalnie malej 2h w stosunku do wymiapw elementu. Wyniki dla szczeliny usytuowanej
w srodku takiego interfejsu leda wowczas bardzo zbli zone do sytuacji szczeliny umiesz-
czonej w pobli zu interfejsu idealnego, w odlegtd h. Problemem pozostaje okr&enie
warunkow i kata wzrostu szczeliny z wykorzystaniem dospnych kryteriow. Zalo zmy
wiec szczelip propagupca sie w kierunku interfejsu, przy czym jeden z wierzchodkv
znajduje se w pewnej odleglsci h od interfejsu. Powstaje pytanie, jak dalej edzie sg
propagowala szczelina zatzeniowa. Dotychczas stosowane kryteriumetizie wskazywalo
pewna wartosc kata dalszej propagaciji o, ale czy wartasc krytyczna (progowa) symbo-
licznie nazwana np. W (mo ze to bg np. K, S, r itp.) determinujaca mo zliwsc
dalszej propagacji na tym kierunku ledzie wystarczagaco du za, aby szczelina pokonala
jej wartosc progova (Wy;"; g = 1;2)? A jesli nie, to co bedzie s wowczas dzialo ze
szczelim?

Sytuacja bedzie do pewnego momentu oczywista, gdy rozwigga se szczelina bdzie
w stanie przebc interfejs, a wec mo zna zalo@y ze bdzie to jednoznaczne z warunkiem
WE > W ™ por. Rys.3.26. Problemem z tak de niowanym interfejsem i noponowa-
nym rozwiazaniem jest jednak miejsce obliczenia warkoi W. W proponowanej metodzie
bedzie to druga strona interfejsu w odlegkxi h, a wiec rozwazanie wymaga nierze-
czywistego przedlu zenia szczeliny o weasto a pod katem . obliczonym w materiale
jeszcze przed przegiem przez interfejs. Po sprawdzeniu mo zlsad propagacji w drugim
materiale, szczelina bdzie albo propagowala w tym materiale, albo nale zy paeic do
kierunku przed przebiciem, uzngc kierunek . za niewlasciwy. W tym drugim przypad-
ku sytuacja powa_znie sikomplikuje, poniewa V¢ < W " i szczelina nie mo ze przebi
sie przez interfejs, por. Rys. 3.26b, czyli musi pozostav materiale macierzystym. Nie
istnieje efektywne kryterium okreslajace kierunek wzrostu dla takiej szczeliny z powodu
wykorzystywania przez kryteria wartesci ekstremalnych, kore okreslaja w zasadzie tylko
jedna mo zliwsc kata wzrostu. Przez wykorzystanie zaproponowanego modehitarfejsu
nie ma mo zliwsci, aby szczelina rozwijala ei pod lkatem . dalej w materiale macie-
rzystym, poniewa z oagrela wartosc h. Rozwiazanie, kibre proponuje st w tej pracy
wykorzystuje wartosci progoweW ™ i dzieki czemu uzyskuje & dwa dodatkowe hty
wynikajace z tej ze wartsci ¢z i tg pod warunkiem, zenN"( ) > WJ". Wowczas
zaklada se, ze szczelinagdlzie propagowala poddem gdziew" > W JH liczone w prze-
dziale ( &g; cr) oraz ( cr; 8g), por. Rys. 3.26b, gdzieN" uzyskuje wartesc najwieksa
i bedzie to lat, ktory umo zliwi opuszczenie przez szczeliobszaru h lub ewentualnie
pozwoli naslizganie s8¢ w nim (co w wekszaci przypadlow bedzie zachodzilo). J&i zad-
ne powy zsze warunki niedaa spelnione, rozwj szczeliny na tym wierzcholku zostanie
zatrzymany.
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Rysunek 3.26. Proponowany model interfejsu i zachowanie szczelimy jego okolicach.

3.6.2. Rezultaty symulacji numerycznej

W tym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji wzrostiszczeliny pod wplywem
obcia zenia cyklicznego, umieszczonej w bimateriale z wykatzaniem proponowanej w
pracy metody, kryterium MK oraz predkosci wzrostu opartej na zakresie zmian iloczy-
nu ( Tp r). W przypadku przejscia rozwijapcej se szczeliny przez interfejs miejsce to
traktowane jest ze szczeghna uwaga. Nale zy doda iz tak samo jak w przypadku ob-
liczen WIN dla poczatkowej szczeliny umieszczonej w obu materialach (Rozdki2.11)
wprowadzone przedlu zenie szczelinyao jest rownie z podzielone na dwie eci.

Rysunki 3.27 oraz 3.28 przedstawiaj sytuace szczeliny umieszczonej w jednym z
materialow, pod katem 45 do osi obca zenia. Rysunki przedstawiajdwie kon gura-
cje materialow i szczeliny. W obu przypadkach szczeliny rozwijajsie po obu stronach
interfejsu. Mo zna zauwa gy ze w przypadku umiejscowienia paakowej szczeliny w
materiale o relatywnie mniejszych stalych sgrzystych, por. Rys. 3.27, szczelina znacznie
zmniejsza pedkosc wzrostu w poownaniu do szczeliny umieszczonej w materiale jedno-
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rodnym. Szczeglnie widoczne to jest w przypadku zbli zaniaesiszczeliny do interfejsu,
kiedy oprocz obni zenia ei predkosci nasepuje odchyleniescie zki szczeliny od jej no-
minalnego, jednorodnego stanu. Zjawiska te zale zree &l stosunku stalych spe zystych
materialow tworzacych bimaterial. Nasepnie po przegciu szczeliny przez interfejs nast
puje jeszcze waksze odchylenie kierunku jej propagacji w pownaniu do jednorodnego
materialu. W przypadku pocatkowej szczeliny umieszczonej w materiale o relatywnie
wiekszych stalych spe zystych nastpuje wzrost pedkasci, ale przy nieznacznej zmianie
kierunku pekania. Rysunek 3.29 przedstawia zbli zbrsytuacje jak poprzednio. Tu jed-
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Rysunek 3.27. Wzrost szczeliny zneczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.

nak rozwijajaca se szczelina nie mo ze przehnterfejsu. Po dotarciu do niego propaguje
sie wzdlu z p@czenia materiabw nie zmieniaac ju z kierunku. Jednocamie gwaltownie
zmniejszapc predkosc jej wzrostu.

Na Rys. 3.30 przedstawiono wplyw zmiany moduliE na kierunek rozwoju rozwo-
ju szczeliny umieszczonejownolegle do interfejsu, w odlegkxi h. W przypadku du zej
ro znicy pornedzy stalymi, nasepuje wieksze odchylenie od poeatkowej plaszczyzny lo-
kalizacji szczeliny. Rysunek 3.31 przedstawia wplyw odjesci rownolegle zlokalizowanej
szczeliny od interfejsu na kierunek i pdkosc wzrostu szczeliny. Co ciekawe pdkosc
wzrostu szczeliny renie wraz ze zbli zaniemesido interfejsu. Mo zna to wyjsnic wply-
wem skladowejK ;. Przy h'! 0 i polaczeniu materiabw ro zréicych se znacznie stalymi
spre zystymi obliczenia wykazaj ze szczelinaduzie propagowala z najveksa intensyw-
noscia w kierunku "od interfejsu”. Powodem takiej sytuacji jest obecnsr skladowejK;,
ktorej udzial w rozwazaniu jest wowczas znaacy. W rzeczywistaci jednak interfejs nie
jest idealny, charakteryzuje s swop wlasm odporncscia na pekanie, kiora mo ze by
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Rysunek 3.28. Wzrost szczeliny zneczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.
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Rysunek 3.29. Wozrost szczeliny zneczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.
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Rysunek 3.30. Wzrost szczeliny zneczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.

mniejsza ni z materiaw, ktore tworza kompozyt. W takich przypadkach bardzo cesto
zamiast odchylenia ® szczeliny od interfejsu obserwuje esipekanie wzdlu z interfejsu.
Niniejsza praca nie uwzg@dnia takiej sytuacji. Byloby to mo zliwe przy wprowadzen
prostej korekty do stosowanego kryterium oki#ajacego kierunek pkania uwzgédniaja-
cego mniejsa odpornasc na pekanie interfejsu. W pracy nie zostanie przedstawiony taki
przypadek, gdy z oznaczalby wprowadzenie negliosci w rozwazaniu, tzn. preferowama
plaszczyzme pekniecia. W przypadku szczeliny w interfejsie o mniejszej odpusci na
pekanie ni z materialy, kbre laczy, brak w zasadzie konieczsoi przewidywania kierunku
wzrostu szczeliny.
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Rysunek 3.31. Wzrost szczeliny zneczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.



Rozdzial 4

Zako nczenie.

Praca dotyczy modelowania plaskiego zagadnienia wzrostaczeliny zneczeniowej w bi-
materiale powstalym na skutek idealnego zespolenia deh materiabw spre zystych. Mo-
del uwzgkdnia zlo zony stan obaizenia i nap zenia, a proponowana metoda oparta jest
na technice superpozycji oraz koncepcji szczeliny modetovej jako ciagly rozklad dyslo-
kacji, ktorych wplyw na pole nape zenia opisywany jest za pomaodpowiednich funkcji
Greena. Wynikajacy stad uklad osobliwych pwnan calkowych typu Cauchy'ego rozva-
zywany jest numerycznie za poma metody Gaussa-Chebysheva. W wyniku tego uzy-
skiwane s WIN oraz skladowa stala nape zeniall w sasiedztwie wierzcholka szczeliny.
Umo zliwia to analie wzrostu szczeliny w zlo zonym stanie ngpzenia, w materiale jedno-
rodnym, jak i dowolnie innym, zlo zonym kompozycie. Warlkiem jest znajomac odpo-
wiadajacej danemu problemowi funkcji Greena oraz informacji o st&e pola nape zenia
w kompozycie bez szczeliny. Przykladowe problemy, dladdych mo zna znaike w litera-
turze odpowiednie funkcje Greena przedstawiono na Rys.4Male zy podkrslic, i z caly
problem sformulowany jest w spasb analityczny, jedynie rozwazanie jest numeryczne.

Proponowana metoda okazuje siefektywna w analizie wzrostu szczeliny zwzenio-
wej zarowno w materiale jednorodnym, jak i bimateriale. Wyniki nuneryczne wykazaly
bardzo dobia zgodnac zmeczeniowejscie zki wzrostu szczeliny w pownaniu z wynikami
eksperymentu dla materialu jednorodnego. Do tego celu wytzystano sformulowane w
pracy nowe, nielokalne kryterium energetyczne, okskjace warunek i kierunek propa-
gacji szczeliny pod wplywem monotonicznego oraz cykliezyo obca zenia. Kryterium to
nazwanoMK { kryterium, kt ore jako jedyne, w odo znieniu od kryterow dosepnych w
literaturze, wykazuje zale zrsz kierunku propagacji szczeliny od wiellsti obca zenia, czy
te z psrednio od dlugasci szczeliny. Kryterium bazuje na wprowadzonej dwu{wymrawej
stre e dekohezji, ktorej towarzyszy strefa plastyczna. Wyniki poownano z eksperymen-
tami, wykazujac zadowalagca zgodnac.

Dodatkowo na podstawie tego kryterium sformulowano efevne prawo przyrostu
szczeliny zneczeniowej, kbre zwazano ze zmianami iloczynu dlugei strefy dekohezji
na kierunku peknieciar oraz zmianami plastycznymi przed wierzcholkiem szczefircha-
rakteryzowanymi poprzez postaciow czsc gestasci energii odksztalcenialp. Relace te
porownano z wynikami eksperymentu, wykazaic bardzo doba zgodn@c. Sprawdzono
rownie z wiele innych proponowanych w literaturze wyranzea predkosc wzrostu szcze-
liny zmeczeniowej, jednak ze ich zgodiwoz wynikami eksperymendw pozostawala wiele
do zyczenia.
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Stagnai i Lizzio, 1983 Warren, 1983 Fukuzaki i Shioya, 1987
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.

B -

Rysunek 4.1. Przyklady istniejacych rozwiazan funkcji Greena dla dyslokaciji.

Nale zy dode, ze wykorzystywana metoda umo zliwia symulagjozwoju wielu osob-
nych szczelin, jak ownie z ich rozgakien, por. Rys. 4.2. Taka mo zliwa wydaje se byc
interesujaca w przypadku istnienia w interfejsie sieci defe&tv w postaci szczelin, powsta-
lych podczas tworzenia kompozytu.

Rysunek 4.2. Przyklad mo zliwsci metody.

Algorytm wykorzystywany w niniejszej pracy zostal zaimg@mentowany w pakiecie
MatLab i jego kod zrodlowy liczy okolo 2000 linii.



Dodatek

Transformacja ukladu wsp olrz ednych i pola napr e zenia Zgodnie z Rys. 4.3
mo zna dokona nastpujacych transformacji:

AY ,

v

Rysunek 4.3.

x = x%in + y°cos
y= x%os + y%in

x%= xsin  ycos
y%= xcos + ysin

— 2 .
0 = wsin® + ,co¥8 2, sin cos

—_ H .
0 = xCO¥ + yysin® +2 , sin cos
9 =( » w)Sin cos + ,(sin®> cod )

Pole napr e zenia w otoczeniu okr aglej inkluzji i obci azenia zewnetrznego
W przypadku nieskaczenie du zej matrycy, w kirej umieszczono olagla inkluzje i zale z-
nej od 1l-osiowego rozagania zadanego w nieskazonceci skladowe tensora najgrzenia
wyra za@ sie w postaci [47]:

h [
L= 70h1 RE+ 1 2R° 3rF§2i cos2 ;
=2 1+ 82 1 3RY ¢os2 ; (4.1)
c = 2 1+ RE43RY ginp;
gdzie
_ 202 1), _ a2 1) e(a 1 - 2 1,
1+t 12 21+ (2 1) 1+ 12
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o wartosc jednoosiowego najr zenia w nieskwzonaci;
R promien inkluzji;
r wspolrzedne biegunowg
; stale spe zyste
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