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Rozdzia l 1

Wst �ep

Praca dotyczy p laskiego zagadnienia wzrostu szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale po-
wsta lym na skutek idealnego zespolenia dw�och materia l�ow spr�e_zystych. Celem jest uzy-
skanie efektywnej metody umo_zliwiaj�acej okre�slenie wzrostu takiej szczeliny, dowolnie
usytuowanej w bimateriale. W pracy zostanie przedstawionaadekwatna metoda oraz efek-
tywny algorytm umo_zliwiaj �acy symulacj�e komputerow�a propagacji szczeliny zm�eczeniowej
w bimateriale. Zadanie takie nie by lo dotychczas rozpatrywane w literaturze �swiatowej.
Opracowana metoda polega na zaadaptowaniu istniej�acych modeli matematycznych roz-
wijanych w ramach mechaniki p�ekania i daj �acych podstawy wyznaczania wsp�o lczynnik�ow
intensywno�sci napr�e_zenia (WIN) dla szczelin w bimateriale oraz sk ladowejT (ang.: T{
stress) b�ed �acej cz�e�sci �a wyra_ze�n okre�slaj �acych pole napr�e_zenia w s�asiedztwie wierzcho lka
szczeliny. Do tego celu wykorzystana b�edzie Metoda Osobliwych R�owna�n Ca lkowych typu
Cauchy'ego, w kt�orej zastosowany zostanie dyslokacyjny model szczeliny. Pole napr�e_ze-
nia wok�o l jej wierzcho lk�ow wyznaczane b�edzie za pomoc�a funkcji Greena odpowiadaj�acej
wp lywowi dyslokacji kraw�edziowych umieszczonych w bimateriale reprezentuj�acych szcze-
lin �e. Wynikaj �ace z metody osobliwe r�ownania ca lkowe b�ed �a rozwi �azane numerycznie.
Pozwala to oceni�c dla ka_zdego kolejnego cyklu obci�a_zenia kierunek propagacji i przy-
rost d lugo�sci szczeliny dowolnie ukszta ltowanej w wyniku procesu zm�eczeniowego. Do ich
okre�slenia zaproponowano nowe kryterium okre�slaj �ace kierunek wzrostu szczeliny (MK {
kryterium), bazuj �ace na podziale g�esto�sci energii odkszta lceniaw na jej cz�e�s�c postaciow�a
TD i obj �eto�sciow�a TV . Kierunek p�ekania okre�sla najwi�eksza warto�s�c ilorazu TV

TD
na granicy

wprowadzonego tu obszaru dekohezji wyznaczonym przez warunek TV =const. Kryterium
to zwery�kowano r�ownie_z pozytywnie w przypadku obci�a_zenia monotonicznego. Przyrost
zm�eczeniowy szczeliny okre�sla prawo wzrostu wykorzystuj�ace iloczyn zmiany d lugo�sci
strefy dekohezji na kierunku p�ekni�ecia i cz�e�sci postaciowej g�esto�sci energii odkszta lcenia
da
dN = C[�( TD � r (T const.

V ))]n , gdzieC; n oznaczaj�a sta le zm�eczeniowe zale_zne od materia lu.
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8 1. Wst �ep

1.1. Cel pracy, jej istota i uzasadnienie podj �ecia problemu

Materia ly kompozytowe znajduj�a obecnie coraz szersze zastosowanie w konstrukcjach
in_zynierskich. Wykorzystywane s�a one do produkcji element�ow samolot�ow, pojazd�ow ko-
smicznych, samochod�ow, podzespo l�ow elektronicznych, gdzie cz�esto nara_zone s�a na obci�a-
_zenia cykliczne. W trakcie proces�ow produkcji trudno jest jednak wyeliminowa�c powsta-
wanie defekt�ow (np. w interfejsie), kt�ore rozwijaj �ac si�e pod wp lywem zmiennych w czasie
obci �a_ze�n eksploatacyjnych tworz�a p�ekni�ecia prowadz�ace do zm�eczeniowego zniszczenia
konstrukcji. Umiej �etno�s�c oszacowania czasu do zniszczenia zm�eczeniowego elementu kon-
strukcji jest konieczna dla zagwarantowania odpowiedniego poziomu bezpiecze�nstwa, a
w la�sciwy dob�or materia l�ow i technologii wytwarzania pozwala podwy_zszy�c niezawodno�s�c
ca lej konstrukcji. Jednym z przyk lad�ow kompozytu jest bimateria l. Mo_zliwo�s�c opisu wzro-
stu szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale, a w szczeg�olno�sci w otoczeniu po l�aczenia dw�och
materia l�ow (interfejsu) jest kluczowa dla modelowania tego zjawiska w bardziej z lo_zonych
materia lach kompozytowych. W pracy rozwa_zony b�edzie problem wzrostu szczeliny pod
wp lywem obci�a_ze�n cyklicznych umieszczonej w bimateriale, czyli w elemencie z lo_zonym
z dw�och idealnie po l�aczonych materia l�ow spr�e_zystych o r�o_znych sta lych materia lowych
i niesko�nczenie du_zych rozmiarach. Rozwa_zany b�edzie przypadek p laskiego stanu napr�e-
_zenia i odkszta lcenia. Proponowane podej�scie mo_ze by�c wykorzystane do rozwi�azania
problemu propagacji szczeliny zm�eczeniowej dla innych kon�guracji interfejsu oraz zjawi-
ska zm�eczenia bardziej z lo_zonych materia l�ow kompozytowych. Uzyskane wyniki symulacji
komputerowej b�ed �a por�ownane z wynikami eksperyment�ow dost�epnych w literaturze dla
materia l�ow jednorodnych. Natomiast wynik�ow modelowania, jak i rezultat�ow ekspery-
ment�ow dla biamteria l�ow brak jest w dost�epnej literaturze �swiatowej. Algorytm nume-
ryczny b�edzie zaimplementowany w pakiecie MatLab.

1.2. Istniej �acy stan wiedzy w zakresie tematu bada �n

Podstaw�a zaproponowanej metody modelowania zm�eczeniowego wzrostu szczeliny jest
mechanika p�ekania, kt�orej zastosowanie dla bimateria l�ow datuje si�e pod koniec lat pi�e�c-
dziesi�atych ubieg lego wieku. W przypadku bimateria l�ow z lo_zono�s�c problemu wynika z
r�o_znych w la�sciwo�sci po l �aczonych materia l�ow i obecno�sci interfejsu, a tym samym istnieniu
lokalnych napr�e_zenia�scinaj �acych w jego s�asiedztwie, nawet w przypadku czystego rozci�a-
gania. Umiejscowienie w okolicy interfejsu szczeliny, inaczej ni_z w przypadku materia lu
jednorodnego, powoduje _ze jest ona obci�a_zona w spos�ob mieszany (ang.: mixed-mode
loading), w wyniku czego warunki wzrostu szczeliny s�a r�ownie_z mieszane (ang.: mixed
mode conditions). W literaturze mo_zna spotka�c wiele kryteri�ow okre�slaj �acych kierunek
wzrostu szczeliny w takich przypadkach. Do najbardziej rozpowszechnionych pomimo
cz�estych relacji o ich niedostateczno�sci w okre�slaniu kierunku propagacji nale_z�a: kryte-
rium maksymalnego napr�e_zenia stycznego oraz minimum g�esto�sci energii odkszta lcenia.
Dotychczas badacze po�swi�ecili wiele wysi lku na modelowanie propagacji szczeliny umiesz-
czonej w interfejsie. Jest to bardzo wa_zny problem praktyczny, gdy_z podczas wytwarzania
materia l�ow kompozytowych po l�aczenia dw�och materia l�ow nie zawsze s�a wolne od uszko-
dze�n. W�owczas interfejs mo_ze sta�c si�e �zr�od lem defekt�ow, kt�ore podczas eksploatacji mog�a
doprowadzi�c do awarii. Bardzo cz�esto zak lada si�e [71], [74], [75], i_z interfejs jest idealny,
bez fazy przej�sciowej, tzn. jest wyra�zn �a granic�a mi�edzy materia lami sk ladowymi kompo-
zytu. W wyniku takiego za lo_zenia, w przypadku istnienia szczeliny w interfejsie, mate-
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matyczne rozwi�azanie dla pola napr�e_zenia jest zespolone, ma posta�c oscylacyjn�a i jest z
natury swojej nie�zyczne. Aby temu zaradzi�c niekt�orzy autorzy proponuj �a wprowadzenie
dodatkowej trzeciej fazy, kt�ora jest materia lem przej�sciowym, [81]. Kierunek propagacji
szczeliny jest tu cz�esto determinowany wzd lu_z p laszczyzny maksymalnego napr �e_zenia ob-
wodowego,� �� , wok�o l wierzcho lka szczeliny. W [82], [83], [84] k�at rozwoju szczeliny jest
okre�slany przy u_zyciu wyra_ze�n na energi�e odkszta lcenia. Generalnie, prace te wskazuj�a,
_ze szczelina w interfejsie propaguje si�e w kierunku materia lu bardziej podatnego, nato-
miast w przypadku szczeliny d lu_zszej z rozga l�ezieniem oraz podczas jej dalszego wzrostu
pojawia si�e zjawisko powrotu w kierunku interfejsu. Problem szczeliny umieszczonej w
jednym z zespolonych materia l�ow i zbli_zaj�acej si�e lub stykaj �acej si�e z interfejsem by l roz-
wa_zany w [85]. Badano tam problem zatrzymywania si�e procesu propagacji szczeliny w
interfejsie oraz zmian�e kierunku propagacji przy zbli_zaniu si�e do interfejsu. Osobliwo�s�c
pola napr�e_zenia na wierzcho lku szczeliny jest tu stopniar � � , gdzie eksponent� zale_zy od
orientacji szczeliny w stosunku do interfejsu, jak r�ownie_z od parametr�ow bispr�e_zystych.
Efekt spr�e_zysto-plastyczny wok�o l wierzcho lka szczeliny w interfejsie by l szczeg�o lowo dys-
kutowany w [86]{ [88] ukazuj�ac o wiele wi�eksz�a intensywno�s�c p�ol mechanicznych w okolicy
interfejsu ni_z ma to miejsce w materiale jednorodnym.

Mechaniczne aspekty propagacji szczeliny w interfejsie lub w jego s�asiedztwie wymie-
nione powy_zej mog ly by�c wyja�sniane dzi�eki rozwojowi mechaniki p�ekania, w ramach kt�o-
rej mo_zemy okre�sla�c m.in. wsp�o lczynniki intensywno�sci napr�e_ze�n niezb�edne do okre�slenia
zm�eczeniowego przyrostu szczeliny oraz kierunku jej propagacji. W przypadku szczeli-
ny w bimateriale nale_zy uwzgl�edni�c z lo_zony stan napr�e_zenia w r�ownaniach na przyrost
szczeliny zm�eczeniowej. Wiele propozycji rozwi�aza�n tego zagadnienia mo_zna znale�z�c w li-
teraturze [98], w�sr�od nich najbardziej rozpowszechnionymi wydaj�a si�e by�c te bazuj �ace na
efektywnym wsp�o lczynniku intensywno�sci napr�e_zenia oraz wsp�o lczynniku g�esto�sci energii
odkszta lcenia. W ka_zdym przypadku jednak znajomo�s�c parametr�ow charakteryzuj �acych
napr�e_zenie oraz odkszta lcenie w otoczeniu wierzcho lka szczeliny jest konieczna do analizy
wzrostu szczeliny zm�eczeniowej. W serii artyku l�ow Erdogan oraz jego wsp�o lpracownicy
konsekwentnie analizowali wp lyw szczelin w bimateriale na pola napr�e_zenia u_zywaj�ac
techniki superpozycji. Rozwi�azanie to wyra_zone jest jako suma dw�och rozwi�aza�n: pierw-
sze (A) otrzymane dla danego zewn�etrznego obci�a_zenia i bimateria lu bez szczeliny, oraz
drugie (B1) otrzymane dla dw�och po l �aczonych materia l�ow ze szczelin�a, gdzie na po-
wierzchni�e szczeliny przy lo_zone jest napr�e_zenie wynikaj�ace z rozwi�azania problemu (A)
wzd lu_z umiejscowienia szczeliny (z przeciwnym zwrotem). Takie zagadnienie wymaga
jednak rozwa_zenia problemu (B2), czyli wp lywu ci�ag lego rozk ladu dyslokacji kraw�edzio-
wych wzd lu_z za lo_zonej lokalizacji szczeliny. Jednocze�snie wymagana jest r�ownowa_zno�s�c
rozwi �azania problemu B2 i B1, [102], czyli poszukiwany jest taki rozk lad dyslokacji, kt�ory
spe lnia ten warunek r�ownowa_zno�sci. Wp lyw dyslokacji kraw�edziowej mo_ze by�c okre�slo-
ny za pomoc�a funkcji Greena w la�sciwej dla bimateria lu. W wyniku tego otrzymuje si�e
r�ownania ca lkowe osobliwe typu Cauchego.

Powy_zszy przegl�ad literatury ukazuje do�s�c bogat�a wiedz�e uzyskan�a w ramach mecha-
niki p �ekania w bimateria lach. Brak jest jednak pozycji opisuj�acych propagacj�e szczeliny
zm�eczeniowej. Pomimo tego, i_z w kilku artyku lach [103]{ [106] mo_zna znale�z�c wyniki do-
�swiadczalne zachowania si�e takiej szczeliny, to teoretyczne rozwa_zania ograniczaj�a si�e do
szczeliny w interfejsie i w zasadzie nie podaj�a _zadnej efektywnej metody do okre�slenia
�scie_zki, kierunku i wielko�sci ewentualnego przyrostu szczeliny zale_znej od cyklicznego ob-
ci �a_zenia. Modelowanie zjawiska wzrostu zm�eczeniowego szczeliny w tego typu materiale
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wydaje si�e wi�ec problemem otwartym, na kt�ory, przynajmniej w pewnym zakresie, mo_ze
da�c odpowied�z niniejsza praca. Doda�c nale_zy, _ze nawet modelowanie wzrostu szczeliny w
materiale jednorodnym jest�zr�od lem wielu problem�ow, kt�ore nie s�a do ko�nca rozwi�azane.

Nale_zy r�ownie_z zwr�oci�c uwag�e, _ze kierunek wzrostu szczeliny zm�eczeniowej umiesz-
czonej w z lo_zonym stanie napr�e_zenia, w wi�ekszo�sci przypadk�ow r�o_zni si�e od kierunku
propagacji szczeliny pod wp lywem obci�a_zenia monotonicznego [127], czego w zasadzie
_zadne kryterium nie uwzgl�ednia. Jednak_ze powstaj�aca r�o_znica zmniejsza si�e sukcesywnie
wraz z rozwijaj �ac �a si�e szczelin�a, co zwi�azane jest z malej�acym udzia lem modu II w rozwi�a-
zaniu. Natomiast znacznie wa_zniejszym problemem wydaje si �e mo_zliwo�s�c rzeczywistego
okre�slenia przyrostu szczeliny, kt�ora w warunkach z lo_zonego stanu napr�e_zenia zachowuje
si�e inaczej ni_z ma to miejsce w przypadku klasycznie rozwa_zanej szczeliny, prostopad lej
do jedno{osiowego obci�a_zenia. Obecnie w literaturze istniej�a wyra_zenia okre�slaj �ace wzrost
takiej szczeliny, ale nie s�a one uniwersalne, g l�ownie bazuj�a na kilku efektywnych parame-
trach. W pracy podana b�edzie propozycja prawa okre�slaj �acego zar�owno wzrost szczeliny,
jak i kierunek jej wzrostu uwzgl�edniaj �acy z lo_zony stan napr�e_zenia. W tym celu uwzgl�ed-
niony zostanie r�ownie_z sta ly cz lonT, kt �orego wp lyw mo_ze by�c kluczowy szczeg�olnie w
przypadku dwu{osiowego obci�a_zenia, a bywa zwykle pomijany w licznych pracach.

1.3. Metodyka bada �n

Mimo tego, _ze w literaturze istniej�a modele matematyczne daj�ace teoretycznie mo_z-
liwo�s�c okre�slenia wsp�o lczynnik�ow intensywno�sci napr�e_zenia dla dowolnie usytuowanej
szczeliny w bimateriale, to efektywne rozwi�azania ograniczaj�a si�e do kilku specy�cznych,
do�s�c elementarnych kon�guracji geometrycznych szczeliny wzgl �edem interfejsu. Celem
pracy jest zaadaptowanie istniej�acych modeli teoretycznych i zaproponowanie efektywnej
procedury numerycznej obliczania wsp�o lczynnik�ow intensywno�sci napr�e_zenia oraz sk lado-
wej T dla dowolnie zaawansowanej i ukszta ltowanej w procesie zm�eczeniowym szczeliny.
Do tego celu wykorzystany b�edzie jako model wyj�sciowy dyslokacyjny model szczeliny, ba-
zuj �acy na pracach Erdogana np. [59] i jego wsp�o lpracownik�ow, w kt�orym pole napr�e_zenia
wok�o l wierzcho lk�ow wyznaczane jest za pomoc�a funkcji Greena odpowiadaj�acej wp ly-
wowi dyslokacji kraw�edziowych reprezentuj�acych szczelin�e. Adekwatna i umo_zliwiaj�aca
rozwi �azanie funkcja Greena b�edzie zaadoptowana dla bimateria lu z pracy Dundursa &
Mury [57]. Wynikaj �ace z tego osobliwe r�ownania ca lkowe b�ed �a rozwi �azywane numerycznie
za pomoc�a proponowanego w pracy algorytmu. W sytuacji szczeliny nieprostoliniowej lub
b �ed �acej w kontakcie z interfejsem rozwi�azanie zawiera inne stopnie osobliwo�sci ni_z {(12)
jak to ma miejsce w przypadku szczeliny prostoliniowej w materiale jednorodnym, r�ownie_z
zespolone. Stopnie osobliwo�sci zale_z�a og�olnie od dodatkowych warunk�ow brzegowych, tj.
kon�guracji szczeliny oraz po lo_zenia jej wierzcho lk�ow, jak r�ownie_z od sta lych materia lo-
wych. Powsta ly uk lad osobliwych r�owna�n ca lkowych b�edzie rozwi�azywany numerycznie
za pomoc�a metody Gaussa-Chebyshewa, w kt�orej uk lad r�owna�n ca lkowych redukuje si�e
do uk ladu r�owna�n liniowych. W rozwi �azaniu wykorzystane zostanie podej�scie oparte na
odpowiedniej dyskretyzacji r�owna�n ca lkowych co pozwoli na otrzymanie efektywnego al-
gorytmu dla okre�slenia kierunku i przyrostu szczeliny zm�eczeniowej na poszczeg�olnych
cyklach obci�a_zenia. Wynikiem tego b�edzie rozwi�azanie problemu trwa lo�sci zm�eczeniowej
elementu z bimateria lu, os labionego defektem w postaci pocz�atkowej szczeliny (mo_zliwy
jest r�ownie_z rozw�oj algorytmu dla symulacji wzrostu dowolnej liczby pocz�atkowych szcze-
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lin). Metoda zostanie zwery�kowana poprzez por�ownanie z wynikami eksperyment�ow i
symulacji dla materia lu jednorodnego. Dla przypadku bimateria lu przedstawione zostan�a
wyniki symulacji numerycznej.





Rozdzia l 2

Mechanika p �ekania: szczelina w
z lo _zonym stanie napr �e_zenia

2.1. Osobliwa natura napr �e_zenia w pobli_zu szczeliny

Wszyscy in_zynierowie intuicyjnie wiedz�a, _ze w otoczeniu naci�e�c lub ostro zako�nczo-
nych wewn�etrznych pustek powstaje koncentracja napr�e_zenia pod dzia laniem np. obci�a-
_zenia zewn�etrznego. Dlatego te_z niekiedy w lotnictwie stosuje si�e technik�e polegaj�ac �a na
rozwiercaniu ostro zako�nczonych wierzcho lk�ow szczelin co zmniejsza koncentracj�e napr�e-
_zenia i w rezultacie spowalnia lub nawet zatrzymuje ich dalszy rozw�oj. Opieraj �ac si�e na
rozwi �azaniach liniowej teorii spr�e_zysto�sci (LTS) warto�sci napr�e_zenia wraz ze zbli_zaniem
si�e do wierzcho lka szczeliny zmierzaj�a do niesko�nczono�sci co sprawia, _ze napr�e_zenia sta-
j �a si�e osobliwe. Jest to oczywi�scie �zycznie niemo_zliwe. Jednak_ze wynika to jedynie z
zastosowanego rozwi�azania LTS, kt�ore zak lada czysto spr�e_zyste zachowanie materia lu,
gdy tymczasem w rzeczywisto�sci materia l w s�asiedztwie wierzcho lka szczeliny poddany
jest du_zym odkszta lceniom, kt�orym dodatkowo towarzysz�a liczne formy trwa lych zmian
struktury materia lu. Pomimo tego, rozwi �azanie oparte na koncepcji LTS dostarcza bardzo
wiele u_zytecznych informacji, poniewa_z charakteryzujespr�e_zyste pole odkszta lce�n poza
obszarem przywierzcho lkowym i przez to, po�srednio, opisuje warunki panuj�ace tu_z przy
wierzcho lku szczeliny.

Je�sli rozwa_zymy obszar bardzo blisko wierzcho lka szczeliny, por. Rys. 2.1, to mo_zna
spodziewa�c si�e w jego okolicy bardzo du_zych warto�sci napr�e_zenia dla 2� > 180� . Powsta-
je r�ownie_z pytanie o stopie�n osobliwo�sci pola napr�e_zenia? Na to pytanie odpowiedzia l
Williams [45]. Stwierdzi l on, _ze napr�e_zenie w najbli_zszym s�asiedztwie wierzcho lka karbu,
por. Rys. 2.1,r ! 0, mo_ze by�c zapisane w postaci szeregu:

� ij (r; � ) =
X

k

ekr � k f k(� ) = e1r � 1 f 1(� ) + e2r � 2 f 2(� ) + : : : (2.1)

gdzie wsp�o lczynniki ek , funkcje f k oraz eksponenty� k nale_zy okre�sli�c. Je�sli � k s �a wszystkie
dodatnie, w�owczas napr�e_zenia na wierzcho lku karbu wynosz�a zero. W przypadku kiedy
napr�e_zenia s�a osobliwe, w�owczas co najmniej jeden z� k jest ujemny, czyli � ! 1 ,
gdy r ! 0. Nast�epnie, je�sli � 1 < 0 oraz za lo_zony zostanie warunek� 1 < � 2 < : : : , to
napr�e_zenia w pobli_zu wierzcho lka podane przez wyra_zenie (2.1) s �a zdominowane przez
pierwszy cz lon:

� ij (r; � ) � e1r � 1 f 1(� ); r ! 0: (2.2)

13
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Rysunek 2.1. Schemat karbu.

Nast�epnie poprzez odpowiedni dob�or funkcji, zwanej funkcj �a Airy'ego (� = � (r; � )),
kt �ora poprzez r�o_zniczkowanie w uk ladzie wsp�o lrz�ednych biegunowych de�niuje sk ladowe
stanu napr�e_zenia:

� rr (r; � ) =
1
r

@�
@r

+
1
r 2

@2�
@�2

;

� �� (r; � ) =
@2�
@r2

;

� rr (r; � ) = �
@
@r

(
1
r

@�
@�

)

(2.3)

oraz wykorzystuj �ac warunki brzegowe, Williams otrzymuje nast�epuj �ace r�ownania:
- dla symetrycznego obci�a_zenia

(� + 1) sin 2� + sin 2(� + 1) � = 0; (2.4)

- dla antysymetrycznego obci�a_zenia

(� + 1) sin 2� � sin 2(� + 1) � = 0: (2.5)

R�ownania (2.4) i (2.5) mog�a by�c  latwo rozwi �azane dla uzyskania� , przy okre�slonej
warto�sci � , por. Rys. 2.2. Je�sli rozwi �azanie daje wi�ecej ni_z jedn�a warto�s�c � , w�owczas wy-
bra�c nale_zy warto�s�c najmniejsz�a. Je�sli warto�s�c k �ata wzrasta, stopie�n osobliwo�sci r�ownie_z
wzrasta, a_z do osi�agni�ecia � = � 1

2 przy 2� = 360� . Karb ten w�owczas nazywany jest
szczelin�a.
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Rysunek 2.2. Stopie�n osobliwo�sci pola napr�e_zenia.

2.2. Pole napr �e_zenia

2.2.1. Sformu lowania podstawowe teorii spr �e_zysto�sci

Sk ladowe tensora napr�e_zenia w tr�ojwymiarowej przestrzeni x; y; z oznaczamy jako
� xx ; � yy ; � zz; � xy ; � xz ; � yz . Dla p laskiego stanu napr�e_zenia� zz = � xz = � yz = 0,
za�s dla p laskiego stanu odkszta lcenia sk ladowa odkszta lcenia � zz = 0, z czego wynika,
_ze� zz = � (� xx + � yy ). Dla p laszczyzny r�ownania r�ownowagi (przy braku si l masowych)
mo_zna wyrazi�c w nast�epuj �acej postaci:

@�xx

@x
+

@�xy

@y
= 0;

@�yy

@y
+

@�xy

@x
= 0: (2.6)

Je�sli przemieszczenia w kierunkachx i y oznaczymy odpowiedniou i v, to odkszta lcenia
wyra_z�a si�e jako:

" xx =
@u
@x

; " yy =
@v
@y

; " xy =
@u
@y

+
@v
@x

: (2.7)

Natomiast relacja mi�edzy napr�e_zeniem a odkszta lceniem w przypadku p laskiego stanu
napr�e_zenia jest postaci:

E" xx = � xx � �� yy ; E" yy = � yy � �� xx ; �" xy = � xy ; (2.8)

a w przypadku p laskiego stanu odkszta lcenia wyra_za si�e jako:

E" xx = (1 � � 2)
�

� xx �
�

1 � �
� yy

�
; E" yy = (1 � � 2)

�
� yy �

�
1 � �

� xx

�
; �" xy = � xy ;

(2.9)
gdzie, � to modu l �scinania (� = E

2(1+ � ) ), E - modu l Younga, � - wsp�o lczynnik Poissona.
R�ownania r�ownowagi (2.6) s�a automatycznie spe lnione gdy:

� xx =
@2�
@y2

; � xy = �
@2�

@x@y
; � yy =

@2�
@x2

: (2.10)
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Funkcja � jest funkcj �a napr�e_zenia Airy'ego, a wyra_zenia (2.10) opisuj�a sk ladowe tenso-
ra napr�e_zenia podobnie jak (2.3) w uk ladzie wsp�o lrz�ednych biegunowych. Podstawiaj�ac
r�ownania (2.7) i (2.10 ) do wyra_zenia (2.8) oraz podw�ojnie r�o_zniczkuj�ac otrzyma�c mo_zna
r�ownanie biharmoniczne:

r 4� = 0 lub r 2(r 2� ) = 0 ; (2.11)

przy czym

r 2 =
@2

@x2
+

@2

@y2
� dla uk ladu wsp�o lrz�ednych kartezja�nskich,

lub

r 2 =
@2

@r2
+

1
r

@
@r

+
1
r 2

@2

@�2
� dla uk ladu wsp�o lrz�ednych biegunowych:

Generalnie, funkcja Airy'ego � pe lni bardzo wa_zn�a rol�e w zagadnieniach p laskich, w
szczeg�olno�sci w przypadku p laskich element�ow ze szczelinami lub karbami. Jednak_ze jej
wyznaczenie wymaga du_zego do�swiadczenia. Musi ona spe lnia�c r�ownanie biharmoniczne
(2.11), jak i r�ownie_z sk ladowe tensora napr�e_zenia uzyskane na podstawie np. (2.10) musz�a
by�c zgodne z warunkami brzegowymi problemu.

 0s

2�  

0s0s

0s

Rysunek 2.3. Kon�guracja szczeliny i obci �a_zenia dla I modu obci�a_zenia.

Przypadek prostoliniowej szczeliny umieszczonej w niesko�nczenie du_zej p lycie i ob-
ci �a_zonej jak na Rys. (2.3) analizowa l Westergaard [46]. Poda l rozwi �azanie, uznawane za
klasyczne, uzyskane poprzez zastosowanie odpowiedniej funkcji napr �e_zenia. Wynikiem s�a
sk ladowe tensora napr�e_zenia podane w Tabeli 2.1 dla I modu obci�a_zenia. W oryginal-
nym rozwi �azaniu zamiastK I zastosowane jest wyra_zenie�

p
�a . Wsp�o lczynnik K I jest

nazywany wsp�o lczynnikiem intensywno�sci napr�e_zenia (WIN), a indeks okre�sla spos�ob
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obci �a_zenia. Poniewa_z w praktyce pola napr�e_zenia bywaj�a cz�esto bardzo z lo_zone, wpro-
wadzono w terminologii liniowo{spr�e_zystej mechaniki p�ekania trzy podstawowe sposoby
(mody) obci �a_zenia szczeliny, a co za tym idzie trzy sposoby deformacji:

� Mod I { pierwszy spos�ob obci �a_zenia nazywany rozrywaniem, jest to normalne
rozwarcie szczeliny, w wyniku czego nast�epuje przemieszczenie powierzchni szczeliny
prostopadle do jej po lo_zenia, por. Rys. 2.4.a

� Mod II { drugi spos�ob obci �a_zenia nazywany�scinaniem wzd lu_znym. W�owczas po-
wierzchnie szczeliny�slizgaj �a si�e po sobie w p laszczy�znie pr�obki, por. Rys. 2.4.b

� Mod III { trzeci spos�ob obci �a_zenia, nazywany�scinaniem poprzecznym. W�owczas
powierzchnie szczeliny�slizgaj �a si�e po sobie w kierunku prostopad lym do p laszczyzny
pr�obki, por. Rys. 2.4.c.

Superpozycja tych sposob�ow deformacji pozwala na uwzgl�ednienie z lo_zonego stanu obci�a-
_ze�n szczeliny. Spos�ob rozwi �azania dla sk ladowych tensora napr�e_zenia w przypadku mod�ow
II i III jest podobny jak w rozwi �azaniu Westergaarda, a wyniki s�a przedstawione w dal-
szej cz�e�sci Tabeli 2.1. Wsp�o lczynniki intensywno�sci napr�e_ze�n mog�a wi�ec charakteryzowa�c

 

 

 

a) Mod I (b) Mod II (c) Mod III

Rysunek 2.4. Sposoby deformacji szczeliny

stan pola napr�e_zenia, odkszta lcenia i przemieszczenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny
w zale_zno�sci od sposobu jej obci�a_zenia. Nale_zy doda�c, _ze funkcje trygonometryczne we
wzorach podanych w tabeli s�a niezale_zne od geometrii pr�obki i od zewn�etrznego obci�a_ze-
nia. Od tych wielko�sci uzale_zniona jest natomiast wielko�s�c WIN. Pos luguj �ac si�e wzorami
z Tabeli 2.1, mo_zna r�ownie_z zde�niowa�c rozwarcie szczeliny (COD) w okolicach jej wierz-
cho lka, kt�ore wyra_za si�e jako:

g(r ) = uy(r; + � ) � uy(r; � � ) =
� + 1

�
K I

r
r

2�
; (2.12)

gdzie,

� = 3 � 4� � dla p laskiego stanu odkszta lcenia,

� =
3 � �
1 + �

� dla p laskiego stanu napr�e_zenia:
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Tabela 2.1. Sk ladowe tensora napr�e_zenia dla r�o_znych mod�ow obci �a_zenia. Rozwi�azanie oso-
bliwe.

WSP. KARTEZJA �NSKIE WSP. BIEGUNOWE

mod I mod I

� xx
�= K Ip

2�r
cos�

2 [1 � sin �
2 sin 3�

2 ] � rr
�= K Ip

2�r
[5

4 cos�
2 � 1

4 cos3�
2 ]

� yy
�= K Ip

2�r
cos�

2[1 + sin �
2 sin 3�

2 ] � ��
�= K Ip

2�r
[3

4 cos�
2 + 1

4 cos3�
2 ]

� xy
�= K Ip

2�r
cos�

2 sin �
2 cos3�

2 � r�
�= K Ip

2�r
[1

4 sin �
2 + 1

4 sin 3�
2 ]

ux
�= K I

2�

p r
2� cos�

2(� � cos� ) ur
�= K I

4�

p r
2� [(2� � 1) cos�

2 � cos3�
2 ]

uy
�= K I

2�

p r
2� sin �

2(� � cos� ) u�
�= K I

4�

p r
2� [� (2� + 1) sin �

2 + sin 3�
2 ]

mod II mod II

� xx
�= � K IIp

2�r
sin �

2[2 + cos �
2 cos3�

2 ] � rr
�= K IIp

2�r
sin �

2[1 � 3sin2 �
2]

� yy
�= K IIp

2�r
sin �

2 cos�
2 cos3�

2 � ��
�= K IIp

2�r
[� 3 sin �

2cos2 �
2]

� xy
�= K IIp

2�r
cos�

2[1 � sin �
2 sin 3�

2 ] � r�
�= K Ip

2�r
cos�

2[1 � 3sin2 �
2]

ux
�= K II

2�

p r
2� sin �

2(2 + � + cos� ) ur
�= K II

4�

p r
2� [� (2� � 1) sin �

2 + 3 sin 3�
2 ]

uy
�= K II

2�

p r
2� cos�

2(2 � � � cos� ) u�
�= K II

4�

p r
2� [� (2� + 1) cos �

2 + 3 cos 3�
2 ]

mod III mod III

� xz
�= K IIIp

2�r
[� sin �

2 ] � rz
�= K IIIp

2�r
[sin �

2]

� yz
�= K IIIp

2�r
[cos�

2 ] � �z
�= K IIIp

2�r
[cos�

2]

uz
�= 2K III

�

p r
2� [sin �

2]
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2.2.2. Dwu-osiowy stan obci �a_zenia

Rozwi �azania podane w Tabeli 2.1 nie s�a dok ladne, poniewa_z uwzgl�edniaj �a tylko pierw-
szy, dominuj �acy cz lon w szeregu (cz�e�s�c osobliwa), za pomoc�a kt�orego mo_zemy przedstawi�c
stan pola napr�e_zenia w sytuacji szczeg�olnej jak na Rys. 2.3.

Je�sli przypomnimy histori�e rozwoju mechaniki p�ekania, to pierwsz�a prac �a, kt�ora trak-
towa la o koncentracji napr�e_zenia by la praca Inglisa z roku 1913 [5]. Dotyczy la ona koncen-
tracji napr �e_zenia wok�o l otworu eliptycznego. Nast�epnie Gri�th w roku 1921 i 1924, [1], [6]
u_zy l tego rozwi�azania jako rozwi�azania bazowego dla rozwoju swojej koncepcji energe-
tycznego wzrostu szczeliny. Nast�epnym milowym krokiem w rozwoju mechaniki p�ekania
by ly prace Irwina w latach 1957-1960, [107], [10], [11]. Dostrzeg l on uniwersalno�s�c wyra-
_ze�n opisuj �acych rozk lad pola napr�e_zenia i odkszta lcenia w okolicy wierzcho lka szczeliny
po analizie r�owna�n Williamsa. Opiera l si�e r�ownie_z na r�ownaniach Westergaarda. Jednak
pierwsz�a osob�a, kt�ora dostrzeg la istniej�ac �a nie�scis lo�s�c w tych wyra_zeniach by l Sih w roku
1966, [12]. Zauwa_zy l on brakuj�acy sta ly element rozwi�azania. P�o�zniej Eftis i Liebowitz
w 1972, [13] wykazali, _ze sta lej cz�e�sci rozwi �azania brakuje z powodu przeoczenia doko-
nanego przez MacGregora w roku 1935, [14], z kt�orej to pracy korzysta l Westergaard, a
p�o�zniej Irwin. Pomini �ecie tego niezale_znego od odleg lo�sci od wierzcho lka szczeliny cz lonu
mo_ze by�c �zr�od lem b l�ed�ow, a w przypadku dwu-osiowego obci�a_zenia, Rys. 2.5," rozwi �a-
zanie osobliwe" jest wyra�znie niewystarczaj�ace, sugeruj�ac, _ze dwu-osiowe obci�a_zenie nie
wp lywa na zachowanie szczeliny podczas procesu p�ekania. Pokazane by lo to m.in. w cy-
klu prac Eftisa et al. [15], [16], [17], gdzie wykazano konieczno�s�c uwzgl�ednienia dw�och
cz lon�ow: pierwszego osobliwego i drugiego, sta lego. Oczywi�scie mo_zliwe jest uzyskanie
pozosta lych cz lon�ow (co zosta lo przez autora niniejszej pracy, do pi�atego wyrazu szeregu,
dokonane), jednak_ze traktowane s�a one jako nie�zyczne, poniewa_z rosn�a wraz z oddala-
niem si�e od wierzcho lka szczeliny [4]. Nale_zy doda�c, i_z cz lony te mo_zna wyrazi�c r�ownie_z
za pomoc�a WIN, co mo_ze wydawa�c si�e nie tak oczywiste z powodu cz�estego de�niowa-
nia WIN w kontek�scie tylko osobliwego rozwi�azania, a zatem traktowania go tylko jako
wielko�s�c reprezentuj�aca dominuj�acy cz lon osobliwy. Pe lniejsze okre�slenie pola napr�e_zenia
dla dwu-osiowego stanu obci�a_zenia, mo_zna spotka�c w kilku �zr�od lach (w zale_zno�sci od
po_z�adanej dok ladno�sci rozwi�azania� ), m.in. w pracy [26], gdzie zgodnie z Rys. 2.5:
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Rysunek 2.5. Dwu-osiowe obci�a_zenia szczeliny.
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gdzie

C� = ( � 1)� 2� + 3
2� + 2

1 � 3 � : : : � (2� � 1)
2 � 4 � : : : � (2� )

:

Wielu badaczy oraz in_zynier�ow u_zywa nadal tylko pierwszego, osobliwego cz lonu rozwi�a-
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zania. Jednak_ze tendencja ta w ostatnich latach zmienia si�e na rzecz oblicze�n uwzgl�ed-
niaj �acych dwa pierwsze cz lony. Ko�ncowe r�ownania w takiej postaci, dotycz�ace pola na-
pr �e_zenia w p laszczy�znie dla dowolnej kon�guracji pojedynczej szczeliny i obci�a_zenia, por.
Rys. 2.6, mo_zna wyrazi�c bazuj �ac na sformu lowaniach z pracy [23]:
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gdzie przyjmuj �ac, _ze� 1
xx = k� 1 ; � 1

xy = � 1 ; � 1
yy = � 1 :
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Rysunek 2.6. Og�olny spos�ob obci �a_zenia szczeliny
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Nale_zy doda�c, i_z jak wykazano to w wielu pracach sta ly cz lon,T, w wyra_zeniach okre-
�slaj �acych pole napr�e_zenia ma du_zy wp lyw na kierunek oraz pr�edko�s�c wzrostu szczeliny i
w zasadzie powinien by�c uwzgl�edniony w obliczeniach. Po raz pierwszy wp lyw tego cz lo-
nu uwzgl�edni l Cotterell w pracach [18], [19], [20]. Zauwa_zy l on,_ze chocia_z w przypadku
szczeliny b�ed �acej pod wp lywem jedno-osiowego obci�a_zenia, prostopad lego do powierzchni
szczeliny, k�at propagacji dla materia lu jednorodnego jest zgodny z orientacj �a szczeliny
(� pr = 0), to w przypadku rzeczywistego materia lu mo_ze nast�api�c pewne ma le odchylenie
kierunku propagacji (� pr = d � ) z powodu obecno�sci przed wierzcho lkiem szczeliny pewnej
nieregularno�sci materia lu. Nast�epnie podzieli l on zachowanie szczeliny w tej fazie na dwie
klasy: I { gdy szczelina powr�oci z powrotem do swojego oryginalnego kierunku wzrostu,
oraz II { gdy ju_z nigdy kierunek ten nie zostanie osi�agni�ety. Co ciekawe, zachowanie to
zosta lo zwi�azane z wielko�sci �a sta lego cz lonuT. Tak wi �ec, gdy T > 0, �scie_zka szczeliny
b �edzie odchyla�c si�e od jej idealnego usytuowania, natomiast gdyT < 0 to zaburzenie
struktury materia lu ma charakter lokalny i kierunek lokalizacji �scie_zki wzrostu szczeliny
powr�oci do swojej idealnej orientacji. A wi�ec, dla I modu obci�a_zenia, wzrost szczeliny jest
stabilny dla T < 0 i niestabilny dla T > 0. Cz lon ten w literaturze angielskoj�ezycznej
wyst�epuje jako "T{stress". Larsson i Carlsson [21], pokazali, _ze cz lon ten ma r�ownie_z
znaczny wp lyw przy wyznaczaniu kszta ltu i wielko�sci strefy plastycznej, kt�ora rozwija si�e
przed wierzcho lkiem szczeliny.

W przypadku systemu szczelin, a szczeg�olnie w interesuj�acym nas przypadku rozwi-
jaj �acej si�e szczeliny, istnieje problem uzyskania parametr�ow WIN, jak i T. W jednym
z nast�epnych rozdzia l�ow zaprezentowana zostanie metoda umo_zliwiaj�aca uzyskanie war-
to�sci tych parametr�ow dla dowolnie rozwijaj�acej si�e szczeliny. W przypadku obliczenia
warto�sci parametruT, wykorzystana zostanie niezale_zno�s�c tej wielko�sci odr i � . Do tego
celu nale_zy wykorzysta�c wyra_zenia (2.16) i (2.17) w nast�epuj �acej postaci, de�niuj �acej T:
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2.3. Wsp �o lczynniki intensywno �sci napr �e_ze�n.

Wsp�o lczynniki intensywno�sci napr�e_ze�n (WIN) s �a podstawowymi parametrami u_zywa-
nymi zar�owno w LMP, jak i w analizie zm�eczeniowego wzrostu szczeliny. Pozwalaj�a one
okre�sli�c stan napr�e_zenia i odkszta lcenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny. Do obliczenia
WIN wykorzystuje si�e metody analityczne, numeryczne i do�swiadczalne. Poni_zej opisane
zostan�a jedynie wybrane metody maj�ace pewien zwi�azek z zastosowanym w pracy po-
dej�sciem. Natomiast obszerne om�owienie pozosta lych metod znale�z�c mo_zna np. w pracy
Seweryna [28] (w szczeg�olno�sci metody numeryczne w mechanice p�ekania) oraz w pracy
Neimitza [4].

2.3.1. Metody analityczne.

Metody analityczne ograniczaj�a si�e do zagadnie�n o niezbyt du_zej z lo_zono�sci geometrii
[28]. Do metod tych nale_z�a m.in.:

� metoda funkcji zmiennej zespolonej (Muskhelishvili [47]),
� metoda transformacji ca lkowych (Bilby i Eshelby [39]),
� metoda funkcji Greena (Stedman [40]),
� metoda potencja l�ow (Sneddon [41]),
� metody wariacyjne.
Metoda funkcji Greena zosta la zaproponowana ju_z w roku 1928. Znajduje ona za-

stosowanie w wielu dziedzinach, m.in. w teorii spr�e_zysto�sci do okre�slenia napr�e_zenia lub
odkszta lcenia w dowolnym punkcie cia la b�ed �acych reakcj�a, na przyk lad, na si l�e skupion�a
przy lo_zon�a w zadanym punkcie cia la. Dla przypadku szczeliny umieszczonej w niesko�n-
czonej p laszczy�znie, gdy powierzchnie szczeliny obci�a_zone s�a przez zr�ownowa_zon�a par�e
si l skupionych, por. Rys. 2.7, odpowiedzi�a uk ladu mo_ze by�c r�ownie_z odpowiednia warto�s�c
WIN, okre�slona dla wierzcho lka B w nast�epuj �acy spos�ob:
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Dla wierzcho lka A, wsp�o lrz�edne� nale_zy zast�api�c przez� � .
Je�sli si ly skupione zostan�a zast�apione obci�a_zeniem ci�ag lym wzd lu_z powierzchni szcze-

liny, � o
yy oraz � o

xy , to poprzez zsumowanie wp lywu obci�a_ze�n po d lugo�sci szczeliny uzysku-
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(2.23)

Jest to jedno z mo_zliwych zastosowa�n rozwi �azania (2.22). Jednak_ze rozwi�azanie to
mo_zna wykorzysta�c w bardziej og�olnym przypadku, np. do uzyskania WIN dla cia la ob-
ci �a_zonego przez si ly zewn�etrzne. Jest to mo_zliwe przy u_zyciumetody Buecknera[29], a
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Rysunek 2.7. Szczelina przy zr�ownowa_zonej parze si l skupionych [27].

mianowicie: " WIN modu I (K I ) dla szczeliny w ciele obci�a_zonym si lami zewn�etrznymi
jest identyczny dla podobnej kon�guracji szczeliny, poddanej ci�snieniu wewn�etrznemu dla
cia la, na kt�ore nie dzia laj �a _zadne si ly zewn�etrzne. Przy czym ci�snienie wewn�etrzne oddzia-
 luj �ace na szczelin�e jest r�owne co do warto�sci napr�e_zeniu normalnemu wzd lu_z lokalizacji
szczeliny, istniej�acemu w ciele bez szczeliny i obci�a_zonemu si lami zewn�etrznymi" . Ana-
logiczna sytuacja ma miejsce w przypadku napr�e_zenia�scinaj �acego i WIN dla II modu
(K II ).

 

 

Rysunek 2.8. Zasada superpozycji Buecknera [27].

Zasada ta jest zilustrowana na Rys. 2.8. Rys. 2.8a przedstawia cia lo dowolnego kszta ltu
zawieraj �ace szczelin�e AB , kt �ore poddane jest dzia laniu si lT. W pierwszej fazie rozwi�a-
zania nale_zy znale�z�c pole napr�e_zenia w ciele bez szczeliny Rys. 2.8b, a w szczeg�olno-
�sci warto�sci sk ladowych napr�e_zenia wzd lu_z lokalizacji szczeliny,P(x); Q(x). Nast�epnie
nale_zy rozwa_zy�c problem przedstawiony na Rys. 2.8c. Jest to to samo cia lo,ale bez
obci �a_zenia zewn�etrznego, a istniej�acy stan napr�e_zenia jest wynikiem obci�a_ze�n przy lo_zo-
nych na powierzchnie szczeliny. Warto�sci te otrzymywane s�a z rozwi�azania poprzedniego,
ale z przeciwnym zwrotem,� P(x); � Q(x). Rozwi �azanie to jest nazywanerozwi �azaniem
korekcyjnym. Suma tych dw�och rozwi�aza�n w przypadku szczeliny ca lkowicie rozwartej
odpowiada problemowi pocz�atkowemu, a WIN zwi �azany z rozwi�azaniem z Rys. 2.8c jest
r�ownie_z WIN dla problemu wyj�sciowego z Rys. 2.8a. Nale_zy podkre�sli�c, _ze to szczeg�olne
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rozwi �azanie podane przez wyra_zenia (2.22) i (2.23) dotyczy cia l o niesko�nczonych wymia-
rach.

2.3.2. Metody numeryczne.

W literaturze mo_zna znale�z�c wiele metod numerycznych rozwijanych przez licznych
badaczy. Maj�a one du_ze znaczenie praktyczne, szczeg�olnie w przypadku element�ow kon-
strukcyjnych o z lo_zonych kszta ltach. W praktyce do metod najcz�e�sciej wykorzystywanych
nale_z�a:

� metoda kolokacji brzegowych (Grosset al., [42]),
� metoda si l masowych (Murakakami i Nemat-Naser [43]),
� metoda funkcji wagowych (Bueckner [30], Molski [31]),
� metoda linii dyskretnych (Liskovets [32]),
� metoda r�o_znic sko�nczonych (Liszka i Orkisz [33]),
� metoda funkcji brzegowych (Fleminget al. [34]),
� metoda element�ow sko�nczonych (Zienkiewicz i Taylor [35]),
� metoda element�ow brzegowych (Banerjee i Butter�eld [36], Burczy�nski [37]).

W�sr�od tych metod metoda funkcji wagowychjest numeryczn�a aplikacj �a metody funk-
cji Greena i jest cz�esto stosowana. Bazuje na twierdzeniu Bettiego o wzajemno�sci prac
i zosta la zaproponowana przez Buecknera [30]. Metoda zak lada, _ze zar�owno WIN dla
pewnego szczeg�olnego obci�a_zenia,K �

I , jak r�ownie_z odpowiadaj�ace mu rozwarcie szczeli-
ny, u�

y(a; x), gdzie a jest po low�a d lugo�sci szczeliny s�a znane. Natomiast WIN dla innego
obci �a_zenia jest dany w postaci:

K I =
Z 2a

0
� yy (x0)H (a; x0)dx0; (2.24)

gdzieH (a; x0) jest funkcj �a wagow�a, de�niowan �a jako

H (a; x0) =
2�

� + 1
1

K �
I

@u�y(a; x0)

@a
; (2.25)

gdzie � yy (x0) jest obci �a_zeniem powierzchniowym wzd lu_z lokalizacji szczelinyuzyskanym
z rozwi �azania bez szczeliny zale_znym od nowego obci�a_zenia orazx0 = x + a (dla �srodka
szczeliny x = 0). W przypadku szczeliny umieszczonej w p laszczy�znie o niesko�nczonych
wymiarach, jednoosiowo rozci�aganej, na podstawie paragrafu 2.2.1

K �
I = � o

p
�a; u �

y(a; x0) =
� + 1

4�
� o

p
x0(2a � x0):

W�owczas r�ownanie (2.24) mo_zna wyrazi�c jako:

K I =
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p
�a

Z 2a
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� o
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r
x0

2a � x0
dx: (2.26)

Je�sli x0 zast �apione zostanie przez� + a otrzymujemy pierwsze z r�owna�n (2.23).
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2.4. Wprowadzenie do Metody Osobliwych R �owna �n Ca lko-
wych typu Cauchy'ego.

Metoda proponowana w niniejszej rozprawie jest specy�cznym wykorzystaniem me-
tody Buecknera [29] w modelowaniu szczelin za pomoc�a dyslokacji kraw�edziowych, dla
kt �orych znana jest funkcja Greena. Metoda polega na poszukiwaniu takiego rozk ladu
dyslokacji wzd lu_z linii lokalizacji szczeliny, aby zr�ownowa_zy�c obci �a_zenie powierzchniowe
szczeliny. Wielko�s�c tego obci�a_zenia powierzchniowego wynika z rozwi�azania problemu roz-
k ladu napr�e_zenia bez szczeliny wzd lu_z jej lokalizacji. Zamiast dyslokacji mo_zliwe jest tu
r�ownie_z u_zycie np. pary si l skupionych. Wynikaj�acy z metody uk lad osobliwych r�owna�n
ca lkowych typu Cauchy'ego jest rozwi�azywany numerycznie.

2.4.1. Dyslokacje

W niesko�nczonej przestrzeni dwu-wymiarowej dyslokacja mo_ze by�c rozumiana jako
naci�ecie w materiale. Naci�ecie to mo_ze przyjmowa�c dowolny kszta lt, a dyslokacja jest
okre�slona za pomoc�a przemieszczenia pomi�edzy s�asiednimi punktami obu stron naci�e-
cia. Wzgl�edne przemieszczenie punkt�ow po obu stronach naci�ecia okre�sla si�e za pomoc�a
wektora Burgersa. W rozwa_zanych zagadnieniach model jestdwu-wymiarowy, dlatego te_z
dyslokacja, kt�or �a b�edziemy si�e pos lugiwa�c jest dyslokacj�a kraw�edziow�a. Dyslokacja ta le-
_zy w jednej p laszczy�znie, a zaburzenie w strukturze materia lu jakie wywo lujepowoduje
powstanie w materiale napr�e_zenia. To pole napr�e_zenia jest niezale_zne od samego kszta ltu
naci�ecia, ale zale_zne od sk ladowych wektora Burgersa (bB

x ; bB
y ) kt �ore go charakteryzuj�a. W

literaturze spotyka si�e dwie wizualizacje przedstawiaj�ace dyslokacj�e o sk ladowej wektora
Burgersa bB

x . Przedstawione s�a one odpowiednio na Rys. 2.9 oraz Rys. 2.10. Na rysun-

Rysunek 2.9. Model dyslokacji kraw�edziowej poprzez otwarte przemieszczenie [27].

kach tych mo_zna zauwa_zy�c gwa ltowny " skok" pomi�edzy powierzchniami naci�ecia, kt�ory
w kierunku x mo_zna zapisa�c jako u+

x � u�
x = bB

x .
W pracy rozpatrywane s�a dwa mody obci�a_zenia szczeliny, I i II, kt�ore mog�a by�c

modelowane przez dyslokacj�e kraw�edziow�a. W przypadku modu III obci �a_zenia szczeliny,
konieczne jest modelowanie przy u_zyciu dyslokacji�srubowej (ang.: screw type), kt�ora
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Rysunek 2.10. Model dyslokacji kraw�edziowej poprzez styczne przemieszczenie [27].

posiada sk ladow�a wektora BurgersabB
z [38].

Przemieszczenia b�ed �ace wynikiem obecno�sci dyslokacji jak na Rys. 2.9 i 2.10 mo_zna
zapisa�c w nast�epuj �acej postaci [44]:

ux =
bB

x

2� (� + 1)

�
(� + 1) � +

2xy
r 2

�
;

uy = �
bB

x

2� (� + 1)

�
(� � 1) logr +

2x2

r 2

�
;

(2.27)

gdzie, r 2 = x2 + y2.
W og�olno�sci wektor Burgersa w p laszczy�znie posiada dwie sk ladowebB

x i bB
y . Tak

wi �ec pole napr�e_zenia w dowolnym punkcie (x; y) b �ed �ace wynikiem obecno�sci dyslokacji
okre�slonej za pomoc�a wektora Burgersa o sk ladowych (bB

x ; bB
y ) mo_ze by�c zapisane jako:

� xx (x; y) =
2�

� (� + 1)

�
bB

x

�
�

y
r4

(3x2 + y2)
�

+ bB
y

�
x
r 4

(x2 � y2)
��

;

� yy (x; y) =
2�

� (� + 1)

�
bB

x

�
y
r4

(x2 � y2)
�

+ bB
y

�
x
r 4

(x2 + 3y2)
��

;

� xy (x; y) =
2�

� (� + 1)

�
bB

x

�
x
r4

(x2 � y2)
�

+ bB
y

�
y
r 4

(x2 � y2)
��

:

(2.28)

Sk ladow�a wektora BurgersabB
y de�niuje si �e przez analogi�e do sk ladowejbB

x .

2.4.2. Sformu lowanie problem �ow

Proponowana w pracy metoda wyja�sniona zostanie na przyk ladzie zagadnienia pro-
stoliniowej szczeliny o d lugo�sci 2a, umieszczonej w niesko�nczenie du_zej p laszczy�znie roz-
ci �aganej w niesko�nczono�sci obci�a_zeniem� 1

yy (x) prostopadle do szczeliny, por. Rys. 2.11a.
Zgodnie z zasad�a Buecknera, zagadnienie to mo_zna rozwi�aza�c wykorzystuj �ac superpozycj�e
rozwi �aza�n problem�ow przedstawionych na Rys. 2.11b (problem A) i Rys. 2.11c (problem
B). A wi �ec:

� Zadanie A. Jakie jest pole napr�e_zenia �� (x; y), por. Rys. 2.11b, w materiale w
przypadku braku szczeliny? A dok ladniej, jakie s�a warto�sci tego napr�e_zenia wzd lu_z
linii, gdzie ma znajdowa�c si�e szczelina (y = 0; jxj < a )?
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� Zadanie B. Nale_zy rozwa_zy�c problem jak na Rys. 2.11c, bez obci�a_zenia zewn�etrzne-
go, gdzie szczelina zosta la zast�apion �a ci �ag lym rozk ladem dyslokacji kraw�edziowych.
S �a one traktowane jako zaburzenie w strukturze materia lu, ale wielko�s�c tego za-
burzenia nie jest wcze�sniej za lo_zona. Mo_zna ten problem r�ownie_z przedstawi�c jako
umieszczenie dodatkowego materia lu w miejscu lokalizacji szczeliny, co generuje do-
datkowe, korekcyjne obci�a_zeniena powierzchni szczeliny. Jakie w�owczas jest to pole
napr�e_zenia,��� (x; y) indukowane w materiale? A w szczeg�olno�sci, jakie s�a warto�sci
tego napr�e_zenia wzd lu_z lokalizacji szczeliny?

Zgodnie z zasad�a superpozycji interesuj�acy stan pola napr�e_zenia uzyskuje si�e poprzez
superpozycj�e tych dw�och problem�ow:

� (x; y) = �� (x; y) + ��� (x; y); (2.29)

pod warunkiem, _ze warunki brzegowe s�a spe lnione na wolnych od obci�a_ze�n powierzchniach
szczeliny oraz w" niesko�nczono�sci" . W rozwa_zanym przypadku, �� yy (x; 0) = � 1

yy (x) oraz
�� xy (x; 0) = 0 dla wszystkich warto�sci y. A wi �ec mo_zna sformu lowa�c nast�epuj �ace warunki
brzegowe:

N (x) � � yy (x; 0) = � 1
yy (x; 0) + ��� yy (x; 0) = 0; jxj < a

S(x) � � xy (x; 0) = ��� xy (x; 0) = 0; jxj < a
��� yy ; ��� xy ; ��� xx ! 0; gdy x; y ! �1 :

(2.30)

gdzie, N (x) i S(x) s �a to, odpowiednio, sk ladowe normalne i styczne napr�e_zenia wzd lu_z
linii szczeliny.

Rozwi �azanie korekcyjne. Warto�s�c korekcyjna napr�e_zenia��� (x; y) mo_ze by�c okre-
�slona przez ci�ag ly rozk lad dyslokacji wzd lu_z lokalizacji szczeliny, w tym przypadku

 )(xyy
¥s  

)(xyy
¥s  

+a 

x 

)(xyy
¥s  

)(xyy
¥s  

+ = 
-a 

(a) (b) (c) 

Rysunek 2.11. Zastosowanie zasady Buecknera [27].
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Rysunek 2.12. Modelowanie szczeliny przez dyslokacje.

jxj < a , por. Rys. 2.12a. W celu otrzymania napr�e_zenia nale_zy rozwa_zy�c najpierw rozk lad
dyslokacji wzd lu_z in�nitezymalnego odcinka szczeliny (�; � + �� ), por. Rys. 2.12b, kt�o-
ry traktowany jest jako pojedyncza skoncentrowana dyslokacja charakteryzowana przez
in�nitezymalny wektor Burgersa �bB

y = by(� )�� , gdzie by(� ) okre�sla g�esto�s�c dyslokacji w
punkcie � , por. Rys. 2.12c.

Nast�epnie wykorzystuje si�e wyra_zenie (2.28), kt�ore okre�sla pole napr�e_zenia b�ed �ace
skutkiem obecno�sci pojedynczej dyslokacji. W szczeg�olnym przypadku (x zast �apione
przez x � � oraz y = 0; bB

x = 0) napr �e_zenie normalne pojawiaj�ace si�e wzd lu_z linii,
gdzie zlokalizowana ma by�c szczelina, a powsta le na skutek obecno�sci pojedynczej dyslo-
kacji charakteryzowanej przez wektor Burgersa�bB

y i umieszczonej w punkcie� , mo_ze by�c
okre�slone w nast�epuj �acy spos�ob:

��� yy (x; 0) =
2�

� (� + 1)

�bB
y (� )

x � �
=

2�
� (� + 1)

by(� )
x � �

��: (2.31)

W�owczas napr�e_zenie zale_zne od ci�ag lego rozk ladu dyslokacji wzd lu_z lokalizacji szczeliny
przyjmuje posta�c:

��� yy (x; 0) =
2�

� (� + 1)

Z a

� a

by(� )
x � �

��: (2.32)

gdzieby(� ), jest g�esto�sci �a dyslokacji:

by(� ) =
dbB

y (� )

d�
: (2.33)

Mi �edzy t �a wielko�sci �a, a g(x) charakteryzuj �ac �a rozwarcie szczeliny (2.12) istnieje bezpo-
�srednia relacja:

g(x) = �
Z x

� a
by(� )d�; (2.34)

lub

by(� ) = �
dg(� )

d�
: (2.35)

Zauwa_zy�c nale_zy, _ze przy ca lkowaniu w drugim kierunku, tzn. za do � a, otrzyma si�e
by(� ) = +d g(� )=d� .
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Sformu lowanie i rozwi �azanie r �owna �n ca lkowych. R�ownania (2.28) oraz fakt,
i_zbx = 0, pokazuj �a, _ze drugi i trzeci z warunk�ow brzegowych (2.30) s�a automatycznie
spe lnione. Tak wi�ec, pos luguj�ac si�e r�ownaniem (2.30) oraz dodatkowo r�ownaniem (2.32),
otrzyma�c mo_zna nast�epuj �ace wyra_zenie:

�
(� + 1)

2�
� 1

yy (x; 0) =
1
�

Z a

� a

by(� )
x � �

d�; jxj < a (2.36)

zawieraj �ace nieznan�a wielko�s�c jak �a jest g�esto�s�c dyslokacji by(� ). Ca lka w (2.36) zawiera
charakterystyczne j�adro typu (x � � )� 1. Ca lki takie nazywamy ca lkami typu Cauchy'ego
i wyst �epuj �a one m.in. w p laskich zagadnieniach brzegowych teorii spr�e_zysto�sci. Bardzo
du_zy udzia l w rozwoju metody analizy r�owna�n ca lkowych mieli rosyjscy matematycy,
przede wszystkim Muscheliszwili i Wekuy. W Polsce metoda r�owna�n ca lkowych w zagad-
nieniach teorii spr�e_zysto�sci by la rozwijana przez takich badaczy jak m.in.: S. Kaliski, W.
Nowacki, R. Gutowski, W. Olszak, H. Zorski. Ponadto bardzo obszern�a prac�a dotycz �ac �a
r�owna�n ca lkowych i ich zastosowania jest 4 tomowe dzie lo Pogorzelskiego, a w przypadku
zastosowa�n w spr�e_zysto�sci szczeg�olnie tom IV, [22].

Punkt x = � w wyra_zeniu (2.36) jest punktem osobliwym. Dlatego te_z tego typu
r�ownanie jest nazywane osobliwym r�ownaniem ca lkowym pierwszego rz�edu, poniewa_z
nieznana funkcja np. tuby , wyst�epuje tylko wewn�atrz ca lki. W niniejszej pracy r�ownania
tego typu rozwi �azywane s�a z wykorzystaniem metody Gaussa-Chebyshewa rozwini�etej
przez Erdogana i Gupt�e, [54] i opisanej dok ladniej w podrozdziale 2.4.3. Jest torozwi �a-
zanie numeryczne, kt�ore redukuje r�ownania ca lkowe do r�owna�n liniowych. Istnieje jeszcze
kilka innych metod rozwi �azywania tego typu r�owna�n, np. metoda Lobatto-Chebysheva
rozwini�eta przez Theocarisa i Ioakimidisa [165]. Metoda ta r�o_zni si�e od metody Gaussa-
Chebyshewa tym, _ze uwzgl�ednia ko�ncowe punkty przedzia lu ca lkowania. Pomimo tego, i_z
przy liczeniu WIN w la�snie te punkty s�a najistotniejsze, to r�o_znica w wynikach z wyko-
rzystaniem wsp�o lczesnych komputer�ow jest pomijalnie ma la.

Nale_zy doda�c, _ze stosowane tu rozwi�azanie wymaga dodatkowego r�ownania. Wy-
korzystuj �ac fakt, _ze powierzchnie szczeliny s�a zbie_zne na obu jej ko�ncach, a wi�ec,
g(� a) = g(a) = 0, por. (2.34), formu luje si�e dodatkowy warunek w postaci:

Z a

� a
by(� )d� = 0: (2.37)

Napr �e_zenie w dowolnym punkcie materia lu zawieraj �acego szczelin �e. Ce-
lem proponowanej metody jest uzyskanie rozk ladu napr�e_zenia w materiale zawieraj�acym
szczeliny i obci�a_zonym zewn�etrznie w dowolny spos�ob. Przyk ladowo, gdy problem doty-
czy szczeg�olnego przypadku jak na Rys. 2.11 i przy za lo_zeniu, _ze rozwi �azano wyra_zenie
(2.36) ze wzgl�edu na g�esto�s�c dyslokacjiby(� ), sk ladowe tensora napr�e_zenia wyrazi�c mo_zna
jako, por.(2.28):

� xx (x; y) =
2�

� (� + 1)

Z a

� a
bB

y (� )
x � �

r 4
((x � � )2 � y2)d�;

� yy (x; y) =
2�

� (� + 1)

Z a

� a
bB

y (� )
x � �

r 4
((x � � )2 + 3y2)d� + � 1

yy (x);

� xy (x; y) =
2�

� (� + 1)

Z a

� a
bB

y (� )
y
r 4

((x � � )2 � y2)d�;

(2.38)

gdzie, r 2 = ( x � � )2 + y2:
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II mod obci �a_zenia. W przypadku obecno�sci drugiego modu obci�a_zenia szczeliny
b �ed �acego wynikiem obci�a_zenia na granicy pr�obki de�niowanego jako � 1

xy (x), to wynika-
j �ace z tego r�ownania mo_zna uzyska�c w spos�ob identyczny jak w poprzednim przyk ladzie,
a mianowicie:

�
(� + 1)

2�
� 1

xy (x; 0) =
1
�

Z a

� a

bx (� )
x � �

d�; jxj < a: (2.39)

R�ownie_z i przemieszczenie powierzchni szczeliny zwi�azane jest z g�esto�sci �a wektora Bur-
gersa,bx , zale_zno�sci �a:

bx (� ) =
dbB

x (� )
d�

= �
dh(� )

d�
; (2.40)

gdzie, h(� ) oznacza relatywne, styczne przemieszczenie pomi�edzy doln�a a g�orn �a po-
wierzchni �a szczeliny de�niowane jako:

h(x) = ux(x; 0+ ) � ux(x; 0� ): (2.41)

Dodatkowo, podobnie jak dla sk ladowejy, wymagany jest warunek:
Z a

� a
bx (� )d� = 0: (2.42)

2.4.3. Numeryczne rozwi �azanie r �owna �n ca lkowych osobliwych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie numeryczna metoda rozwi �azywania sys-
temu r�owna�n ca lkowych osobliwych typu Cauchy'ego metod�a Gaussa-Chebyshewa rozwi-
ni �etej przez Erdogana i Gupt�e [54].

Sformu lowanie matematyczne wielu problem�ow �zycznych, a szczeg�olnie w teorii spr�e-
_zysto�sci, sprowadza si�e do systemu osobliwych r�owna�n ca lkowych postaci:

1
�

1Z

� 1

MX

1

aij f i (t)
dt

t � w
+

1Z

� 1

MX

1

kij (w; t)f i (t)dt = gi (w); � 1 < w < 1; i = 1; ::::::; M;

(2.43)
gdzie f i (t) s �a nieznanymi funkcjami,aij s �a to sta le nieosobliwe, j�adra kij (w; t) zawieraj �a
si�e w przedziale� 1 � (w; t) � 1, a gi (w) s �a znanymi funkcjami. Generalnie, w rozwa_za-
nych w niniejszej pracy problemach, nieznana funkcjaf i (t) b �edzie wykazywa�c osobliwo�s�c
w obu ko�ncowych punktach przedzia lu (szczeliny)� 1. Mo_zliwa jest r�ownie_z sytuacja, gdy
tej osobliwo�sci na jednym z ko�nc�ow szczeliny lub na obu ko�ncach nie b�edzie. Jednak_ze w
ka_zdym przypadku poszukiwan�a funkcj�e zast�epuje si�e przez wyra_zenie:

f i (t) = Fi (t)pi (t) =
Fi (t)

(1 + t)� i (1 � t)� i
; (2.44)

gdzie pi (t) jest funkcj �a fundamentaln�a zale_zn�a od zachowaniaf i (t) na ko�ncach szczeli-
ny. Wyk ladniki � i ; � i okre�slaj �a stopnie osobliwo�sci, a Fi (t) jest now �a nieznan�a, ci �ag l �a
funkcj �a w przedziale (� 1; 1). Je�sli sytuacja dotyczy szczeliny umieszczonej w materiale
jednorodnym, to � i = � i = 1=2 oraz

f i (t) =
Fi (t)

(1 � t2)1=2
: (2.45)
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R�ownania ca lkowe opisuj�ace rzeczywiste problemy doprowadza si�e do postaci (2.43) po-
przez normalizacj�e. Sprowadzaj�ac przedzia l [a; b] do przedzia lu [� 1; 1] relacjami:

2� = ( b� a)w + ( b+ a)

2x = ( b� a)t + ( b+ a)

w = �=a; t = x=a:

(2.46)

Je�sli rozwa_zymy nast�epnie r�ownanie

1
�

1Z

� 1

f (t)
dt

t � w
+

1Z

� 1

k(w; t)f (t)dt = g(w); � 1 < w < 1;

to dla pojedynczej szczeliny oraz na podstawie r�ownania (2.44) otrzymujemy

1
�

1Z

� 1

F (t)dt
(t � w)(1 � t2)1=2

+

1Z

� 1

k(w; t)
F (t)

(1 � t2)1=2
dt = g(w):

F (t) musi ponadto spe lnia�c warunek

1Z

� 1

F (t)
(1 � t2)1=2

dt = C;

gdzieC jest znan�a sta l �a. Nale_zy tu skorzysta�c z nast�epuj �acych formu l:

1
�

1Z

� 1

F (t)dt
(t � w)(1 � t2)1=2

'
nX

k=1

F (tk)
n(tk � wr )

;

1
�

1Z

� 1

f (t)dt
(1 � t2)1=2

'
nX

k=1

f (tk)
n

;

gdzie

tk = cos(
�
2n

(2k � 1)); wr = cos
�r
n

dla r = 1; ::::; n � 1:

W wyniku tego rozwa_zane r�ownania mo_zna wyrazi�c jako system n liniowych r�owna�n
algebraicznych:

nX

k=1

1
n

F (tk)[
1

tk � wr
+ �k (wr ; tk)] = g(wr );

nX

1

�
n

F (tk) = C;

z kt�orych nale_zy obliczy�c F (t1); ::::::; F(tn ).
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s1

s2
s3

s4

s1

s2
s3

s4

Rysunek 2.13. Przypadek dw�och po l �aczonych szczelin.

Przypadek po l �aczonych szczelin. W sytuacji, gdy rozwa_zana jest pojedyncza
szczelina, stopie�n osobliwo�sci jest typowy tzn. � i = � i = 1

2. Jednak_ze w miejscach,
gdzie szczeliny s�a po l �aczone, por. Rys. 2.13, lub ich wierzcho lki maj�a kontakt z innym
materia lem, wyk ladniki � i ; � i r�o_zni�a si�e od 1

2 (patrz podrozdzia l 2.8.2). W sytuacji jak
na Rys. 2.13, stopnie osobliwo�sci w punktach s1 i s2 s�a r�owne 1

2. Natomiast w punk-
tach po l �aczenia g l�ownej szczeliny z odga l�ezieniem,s3; s4, stopie�n osobliwo�sci jest 6= 1

2.
Zastosowanie w tym przypadku powy_zej prezentowanej metody nie jest mo_zliwe, ponie-
wa_z stopnie osobliwo�sci mog�a by�c np. zespolone. Istniej�a co prawda metody pozwalaj�ace
rozwi �aza�c takie nietypowe przypadki, ale wi�a_z�a si�e one z du_z�a komplikacj �a oblicze�n,
co czyni je nieprzydatnymi w przypadku zm�eczeniowego wzrostu szczeliny. Rozwi�azanie
u_zyte w niniejszej pracy bazuje na pewnym, og�olnie przyj�etym i szeroko wykorzystywa-
nym uproszczeniu, kt�ore w skali ca lego procesu zm�eczeniowej propagacji szczeliny nie ma
istotnego wp lywu na ko�ncowe rozwi�azanie. Uproszczenie to stosowane by lo przez wielu
autor�ow ju_z w sytuacji dw�och po l �aczonych szczelin [51], [52]. Polega ono na za lo_zeniu,
_ze stopie�n osobliwo�sci w punkcie s4 jest r�owny 1

2 . Mo_zna w�owczas zastosowa�c metod�e
numeryczn�a przedstawion�a powy_zej. Nale_zy jednak zauwa_zy�c, _ze za lo_zenie takie wymaga
wprowadzenia dodatkowego warunku polegaj�acego na tym, _ze dop�oki stopie�n osobliwo�sci
w punkcie s4 jest mniejszy ni_z1

2, to warto�s�c funkcji F (t) w miejscu po l�aczenia szczelin
przyjmowana jest jako r�owna zeru, np. F(-1) = 0. W rezultacie rozwi�azanie takie mo_ze
by�c zastosowane do systemuN szczelin po l�aczonych ze sob�a, co bardzo dobrze odpowia-
da problemowi zm�eczeniowej propagacji szczeliny. Rozwi�azanie to r�ownie_z zastosowane
b�edzie w niniejszej pracy do przypadku szczeliny przechodz�acej przez interfejs (Rozdzia l
2.11).

2.5. Funkcje Airy'ego dla pojedynczych dyslokacji

W literaturze mo_zna znale�z�c wiele przyk lad�ow funkcji Airy'ego opisuj �acych pole na-
pr �e_zenia, kt�orych �zr�od lem jest dyslokacja kraw�edziowa. W niniejszej pracy b�edzie wy-
korzystane rozwi�azanie dla dyslokacji kraw�edziowej w okolicy sferycznej inkluzji umiesz-
czonej w niesko�nczonej matrycy [57] oraz dyslokacji umieszczonej w samej inkluzji [58].
Prace te bazuj�a na dw�och artyku lach [55] i [56].

2.5.1. Dla sferycznej inkluzji

U_zywaj�ac oznacze�n jak na Rys. 2.14 funkcje Airy'ego dla dyslokacji kraw�edziowej i
inkluzji mo_zna zapisa�c w nast�epuj �acej postaci:

Dyslokacja w matrycy:
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Rysunek 2.14. Szczelina w s�asiedztwie okr�ag lej inkluzji.

- dla wektora Burgersa w kierunkux dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzj�a)

� x inc
11

=
G1bB

x

� (� 1 + 1)

�
� 2r1 logr1 sin� 1 + ( B + A)(r2 logr2 sin� 2 � r logr sin� )+

+ ( B � A)(r2� 2 cos� 2 � r� cos� +
a
�

� )�

� A
(� 2 � 1)a

� 3
[sin 2� 2 �

(� 2 � 1)a
�

sin� 2

r2
] � Aa2 sin�

r

�
;

(2.47)

� x inc
21

=
G1bB

x

� (� 1 + 1)

�
� (2 � A � B)r1 logr1 sin� 1 � (B � A)(r1� 1 cos� 1 +

(� 2 � 1)a
�

� 1)
�

;

(2.48)
- dla wektora Burgersa w kierunkuy dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzj�a)

� y inc
11

=
G1bB

y

� (� 1 + 1)

�
2r1 logr1 cos� 1 � (B + A)(r2 logr2 cos� 2 � r logr cos� )+

+ ( B � A)(r2� 2 sin� 2 � r�l sin� )+

+ A
(� 2 � 1)a

� 3
[2� 2 logr2 � cos 2� 2 +

(� 2 � 1)a
�

cos� 2

r2
]�

� [A(2� 2 � 1) + M (� 2 + 1) � 1]
a
�

logr + Aa2 cos�
r

�
;

(2.49)

� y inc
21

=
G1bB

y

� (� 1 + 1)

�
(2 � A � B)r1 logr1 cos� 1 � (B � A)(r1� 1 sin� 1+

+
(� 2 � 1)a

�
logr1) � M

1 � �
�a

r 2

�
:

(2.50)
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Dyslokacja wewn�atrz inkluzji:
- dla wektora Burgersa w kierunkux dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

� x inc
12

=
G2bB

x

� (� 2 + 1)

�
� [2 � (B + A)]r1 logr1 sin� 1+

+ ( B � A)[� r1� 1 cos� 1 +
(1 � � 2)a

�
� 1]+

+ [2H � (B + A)]r logr sin� + ( B � A)(r� cos� �
a
�

� )+

+ ( H � B)a2 sin�
r

�
;

(2.51)

� x inc
22

=
G2bB

x

� (� 2 + 1)

�
� 2r1 logr1 sin� 1 + ( B + A)r2 logr2 sin� 2+

+ ( B � A)r2� 2 cos� 2 + A
(1 � � 2)a

� 3
[sin 2� 2 +

(1 � � 2)a
�

sin� 2

r 2
]
�

;
(2.52)

- dla wektora Burgersa w kierunkuy dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

� y inc
12

=
G2bB

y

� (� 2 + 1)

�
[2 � (B + A)]r1 logr1 cos� 1+

+ ( B � A)[� r1� 1 sin� 1 +
(1 � � 2)a

�
logr1] � [2H � (B + A)]r logr cos� +

+ ( B � A)r� sin � �
a
�

logr [B � A + (1 � A)Q� 2] � (H � B)a2 cos�
r

�
;

(2.53)

� y inc
22

=
G2bB

y

� (� 2 + 1)

�
2r1 logr1 cos� 1 � (B + A)r2 logr2 cos� 2 + ( B � A)r2� 2 sin� 2+

+ A
(1 � � 2)a

� 3
[� 2� 2 logr2 + cos 2� 2 +

(1 � � 2)a
�

cos� 2

r 2
] + A(1 + Q� 2)

1
�a

r 2

�
;

(2.54)
gdzie,

� =
c
a

; � =
G2

G1
; A =

1 � �
1 + � � 2

; B =
� 2 � � � 1

� 2 + �
; M =

�( � 1 + 1)
(� 2 + �)( � 2 � 1 + 2�)

;

A =
� � 1
� + � 2

; B =
� � 1 � � 2

� � 1 + 1
; H = 1 �

� 2 + 1
�( � 1 + 1)

; Q = �
2(� � 1)

2� + � 2 � 1
= �

2A

1 + A
:

Indeksy 1 i 2 oznaczaj�a odpowiednio obszar 1 i 2.

2.5.2. W okolicy prostoliniowego interfejsu

U_zywaj�ac oznacze�n jak na Rys. 2.15 funkcje Airy'ego dla p laskiego interfejsu i dyslo-
kacji mo_zna zapisa�c nast�epuj �aco:

- dla wektora Burgersa w kierunkux

� x str
11

=
G1bB

x

� (� + 1)

�
� 2r1 logr1 sin� 1 + ( B + A)r2 logr2 sin� 2+

+( B � A)r2� 2 cos� 2 � 2Ac[sin 2� 2 � 2c
sin� 2

r2
]
�

;
(2.55)
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Rysunek 2.15. Dyslokacja w bimateriale.

� x str
21

=
G1bB

x

� (� + 1)

�
� (2 � A � B)r1 logr1 sin� 1 � (B � A)r1� 1 cos� 1 + 2c� 1

�
; (2.56)

- dla wektora Burgersa w kierunkuy

� y str
11

=
G1bB

y

� (� + 1)

�
2r1 logr1 cos� 1 � (B + A)r2 logr2 cos� 2+

+ ( B � A)r2� 2 sin� 2 + +2 Ac
�
2 logr2 � cos 2� 2 + 2c

cos� 2

r2

��
;

(2.57)

� y str
21

=
G1bB

y

� (� + 1)

�
(2 � A � B)r1 logr1 cos� 1 � (B � A)(r1� 1 sin� 1 + 2clogr1)

�
: (2.58)

W przypadku, gdy dyslokacja znajduje si�e w drugim materiale, powy_zsze funkcje ze
wzgl�edu na symetri�e rozwi �azania s�a dalej w la�sciwe pod warunkiem, _ze zmienimy sta le
materia lowe.

Indeksy liczbowe przy nazwie funkcji opisuj�a kolejno materia l, kt�orego dotycz�a oraz
miejsce lokalizacji dyslokacji.

2.5.3. Dyslokacja w prostoliniowym interfejsie

U_zywaj�ac oznacze�n jak na Rys. 2.16 funkcje Airy'ego dla dyslokacji w interfejsie mo_z-
na zapisa�c nast�epuj �aco

- dla wektora Burgersa w kierunkux

� x int
1 = �

G1bB
x

� (� + 1)

�
� (2 � A � B)r logr sin� � (B � A)r� cos�

�
; (2.59)

� x int
2 = �

G1bB
x

� (� + 1)

�
� (2 � A � B)r logr sin� + ( B � A)r� cos�

�
; (2.60)

- dla wektora Burgersa w kierunkuy

� y int
2 =

G1bB
y

� (� + 1)

�
(2 � A � B)r logr cos� � (B � A)r� sin�

�
; (2.61)
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Rysunek 2.16. Dyslokacja w interfejsie

� y int
1 =

G1bB
y

� (� + 1)

�
(2 � A � B)r logr cos� + ( B � A)r� sin�

�
: (2.62)

2.6. Pole napr �e_zenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Gre-
ena.

Wykorzystuj �ac funkcje Airy'ego oraz nast�epuj �ace wyra_zenia:

@2 
@x@y

=
1
4

r 2�; r 2 = 0; (2.63)

2Gux = �
@�
@x

+ ( � + 1)
@ 
@y

;

2Guy = �
@�
@y

+ ( � + 1)
@ 
@x

;
(2.64)

� xx =
@2�
@y2

; � xy = �
@2�

@x@y
; � yy =

@2�
@x2

; (2.65)

mo_zna uzyska�c napr�e_zenie w dowolnym punkcie matrycy zale_zne od po lo_zeniadyslokacji
i rodzaju interfejsu.

2.6.1. W s �asiedztwie sferycznej inkluzji

Pole napr�e_zenia w matrycy, kt�orego�zr�od lem jest dyslokacja kraw�edziowa w s�asiedz-
twie sferycznej inkluzji mo_zna wyrazi�c w postaci [59]:

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 inc
yy (x; y; co) = hinc

yy 1
(x; y; co)bB

x + hinc
yy 2

(x; y; co)bB
y ;

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 inc
xx (x; y; co) = hinc

xx 1
(x; y; co)bB

x + hinc
xx 2

(x; y; co)bB
y ; (2.66)

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 inc
xy (x; y; co) = hinc

xy 1
(x; y; co)bB

x + hinc
xy 2

(x; y; co)bB
y ;
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gdzie

hinc
yy 1

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+ (3 A � B � 4A

x2
2

r 2
2

)
y
r 2

2
� 2A

� 2 � 1
� 3

R
r 2

2

�
�

6x2y
r 2

2
+

8x3
2y

r 4
2

+

+
� 2 � 1

�

�
1 �

4x2
2

r 2
2

�
Ry
r 2

2

�
+

B � A
�

2xyR
r 4

+ 2A
�

1 �
4x2

r 2

�
R2y
r 4

;

hinc
xx 1

= � 2(1 +
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+

�
B + A

�
1 +

4x2
2

r 2
2

��
y
r 2

2
�

�
B + A

�
1 +

4x2

r 2

��
y
r 2

� 2
B � A

�
xyR
r 4

�

� 2A
�

1 �
4x2

r 2

�
R2y
r 4

� A
� 2 � 1

� 3

2yR
r 2

2

��
1 �

4x2
2

r 2
2

�
2x2

r 2
2

�
� 2 � 1

�

�
1 �

4x2
2

r 2
2

�
R
r 2

2

�
;

hinc
xy 1

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

+ (3 A � B � 4A
x2

2

r 2
2

)
x2

r 2
2

�

� 2A
� 2 � 1

� 3

�
1 �

8x2
2

r 2
2

+
8x4

2

r 4
2

+
� 2 � 1

�

�
3 �

4x2
2

r 2
2

�
Rx2

r 2
2

�
R
r 2

2
�

� (3A � B � 4A
x2

r 2
)

x
r 2

� (B � A)
1
�

�
1 �

2x2

r 2

�
R
r 2

+ 2A
�

3 �
4x2

r 2

�
R2x
r 4

;

(2.67)

hinc
yy 2

= 2(3 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

� (5A + B � 4A
x2

2

r 2
2

)
x2

r 2
2

+ (5 A + B � 4A
x2

r 2
)

x
r 2

�

� A
� 2 � 1

� 3

�
2(2 � � 2) � 4(5 � � 2)

x2
2

r 2
2

+ 16
x4

2

r 4
2

+ 2
� 2 � 1

�

�
3 �

4x2
2

r 2
2

�
Rx2

r 2
2

�
R
r 2

2
�

� 2A
�

3 �
4x2

r 2

�
R2x
r 4

�
1
�

�
1 �

2x2

r 2

�
R
r 2

�
A(2� 2 � 1) + M (1 + � 2) � 1

�
;

hinc
xx 2

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

+
�
B + A

�
1 �

4x2
2

r 2
2

��
x2

r 2
2

�
�
B + A

�
1 �

4x2

r 2

��
x
r 2

�

� A
� 2 � 1

� 3

�
2� 2

�
1 �

2x2
2

r 2
2

�
+ 4

�
3 �

4x2
2

r 2
2

�
x2

2

r 2
2

� 2
� 2 � 1

�

�
3 �

4x2
2

r 2
2

�
Rx2

r 2
2

�
R
r 2

+

+
�
A(2� 2 � 1) + M (1 + � 2) � 1

�
1
�

�
1 �

2x2

r 2

�
R
r 2

+ 2A
�

3 �
4x2

r 2

�
R2x
r 4

;

hinc
xy 2

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+

�
B + A

�
1 �

4x2
2

r 2
2

��
y
r 2

2
�

�
B + A

�
1 �

4x2

r 2

��
y
r 2

+

+2A
� 2 � 1

� 3

��
2� 2 � 4 +

8x2
2

r 2
2

�
x2y
r 2

2
+

� 2 � 1
�

�
1 �

4x2
2

r 2
2

�
Ry
r 2

2

�
R
r 2

2
�

�
�
A(2� 2 � 1) + M (1 + � 2) � 1

�
1
�

2xyR
r 4

+ 2A
�

1 �
4x2

r 2

�
R2y
r 4

;
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gdzie

� =
co

R
; A =

1 � m
1 + m� 1

; B =
� 2 � m� 1

� 2 + m
;

m =
� 2

� 1
; M =

m(1 + � 1)
(m + � 2)( � 2 � 1 + 2m)

;

x1 = x � co; x2 = x �
R2

co
; r 2 = x2 + y2;

r 2
1 = ( x � co)2 + y2; r 2

2 = ( x �
R2

co
)2 + y2:

2.6.2. W s �asiedztwie prostoliniowego interfejsu

Pole napr�e_zenia w materiale" 1" od dyslokacji zlokalizowanej w tym samym materiale
mo_zna otrzyma�c na podstawie [57] w postaci:

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 str
yy (x; y; co) = hstr1

yy 1
(x; y; co)bB

x + hstr1
yy 2

(x; y; co)bB
y ;

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 str
xx (x; y; co) = hstr1

xx 1
(x; y; co)bB

x + hstr1
xx 2

(x; y; co)bB
y ; (2.68)

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 str
xy (x; y; co) = hstr1

xy 1
(x; y; co)bB

x + hstr1
xy 2

(x; y; co)bB
y ;

gdzie

hstr1
yy 1

= � 2(1�
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+(3 A � B �

8Ac2

r 2
2

)
y
r 2

2
+

x2y
r 4

2

�
� 4Ax 2 + 24Ac � 32Ac

x2
2

r 2
2

+ 32Ac2 x2

r 2
2

�
;

hstr1
xx 1

= � 2(1 +
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+

�
B + A + 4A

x2
2

r 2
2

� 8Ac
x2

r 2
2

+ 32Ac
x3

2

r 4
2

+ 8Ac2 1
r 2

2
� 32Ac2 x2

2

r 4
2

�
y
r 2

2
;

hstr1
xy 1

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

+
�

3A � B � 4A
x2

2

r 2
2

� 4Ac
1
x2

+ 32Ac
x2

r 2
2

� 32Ac
x3

2

r 4
2

�

� 24Ac2 1
r 2

2
+ 32Ac2 x2

2

r 4
2

�
x2

r 2
2

;

hstr1
yy 2

= 2(3 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

+
�

� 5A � B + 4A
x2

2

r 2
2

+ 32Ac
x2

r 2
2

� 32Ac
x3

2

r 4
2

� 24Ac2 1
r 2

2
+

+32Ac2 x2
2

r 4
2

�
x2

r 2
2

� 4A
c
r 2

2
;

hstr1
xx 2

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

+
�

A + B � 4A
x2

2

r 2
2

� 16Ac
x2

r 2
2

+ 32Ac
x3

2

r 4
2

+ 24Ac2 1
r 2

2
�

� 32Ac2 x2
2

r 4
2

�
x2

r 2
2

� 4A
c
x2

;
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hstr1
xy 2

= � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+

�
A + B � 4A

x2
2

r 2
2

+ 8Ac
x2

r 2
2

� 16Ac
x2

r 2
2

+ 32Ac
x3

2

r 4
2

+

+
8Ac2

r 2
2

� 32Ac2 x2
2

r 4
2

�
y
r 2

2
;

gdziex1 = x � co; x2 = x + co:
W przypadku, gdy dyslokacja pozostaje w materiale" 1" , to pole napr�e_zenia w s�asied-

nim materiale " 2" mo_zna wyrazi�c jako:

� (� 1 + 1)
� 1

� 2 str
yy (x; y; co) = hstr2

yy 1
(x; y; co)bB

x + hstr2
yy 2

(x; y; co)bB
y ;

� (� 1 + 1)
� 1

� 2 str
xx (x; y; co) = hstr2

xx 1
(x; y; co)bB

x + hstr2
xx 2

(x; y; co)bB
y ; (2.69)

� (� 1 + 1)
� 1

� 2 str
xy (x; y; co) = hstr2

xy 1
(x; y; co)bB

x + hstr2
xy 2

(x; y; co)bB
y ;

gdzie

hstr2
xx 1

= � (2 � A � B)(
y
r 2

1
+

2x2
1y

r 4
1

) + ( B � A)
2x2

1y
r 4

1
� 2c

2x1y
r 4

1
;

hstr2
xy 1

= � (2 � A � B)(
x1

r 2
1

�
2x3

1

r 4
1

) � (B � A)( �
2x1

r 2
1

+
2x3

1

r 2
1

) + 2 c(�
1
r 2

1
+

2x2
1

r 4
1

);

hstr2
yy 1

= � (2 � A � B)(
y
r 2

1
�

2x2
1y

r 4
1

) � (B � A)( �
2y
r 2

1
+

2x2
1y

r 4
1

) + 2 c
2x1y
r 4

1
;

hstr2
xx 2

= (2 � A � B)( �
x1

r 2
1

+
2x3

1

r 4
1

) � (B � A)[
2x3

1

r 4
1

+ 2c(�
1
r 2

1
+

2x2
1

r 4
1

)];

hstr2
xy 2

= (2 � A � B)( �
y
r 2

1
+

2x2
1y

r 4
1

) � (B � A)[
2x2

1y
r 4

1
+ 2c

2x1y
r 4

1
];

hstr2
yy 2

= (2 � A � B)(
3x1

r 2
1

�
2x3

1

r 4
1

) � (B � A)[
2x1

r 2
1

�
2x3

1

r 4
1

+ 2c(
1
r 2

1
�

2x2
1

r 4
1

)]:

W sytuacji gdy dyslokacja znajduje si�e w materiale" 2" r�ownania powy_zsze s�a w la�sciwe
z zachowaniem uwag z Podrozdzia lu 2.5.2.

2.6.3. W prostoliniowym interfejsie

Dla dyslokacji w interfejsie pole napr�e_zenia mo_zna wyrazi�c nast�epuj �aco, por. [57]:

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 int
yy (x; y; co) = hint

yy 1
(x; y; co)bB

x + hint
yy 2

(x; y; co)bB
y ;

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 int
xx (x; y; co) = hint

xx 1
(x; y; co)bB

x + hint
xx 2

(x; y; co)bB
y ; (2.70)

� (� 1 + 1)
� 1

� 1 int
xy (x; y; co) = hint

xy 1
(x; y; co)bB

x + hint
xy 2

(x; y; co)bB
y ;

gdzie

hint
yy 1

= � (B � 3A + 2)
y
r 2

� 4
x2y
r 4

�
A � 1

�
;
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hint
xx 1

= � (2 � A � B)
y
r 2

� 4
x2y
r 4

�
1 � A

�
;

hint
xy 1

= � (2 � 3A + B)
x
r 2

+ 4
x3

r 4

�
1 + A

�
; (2.71)

hint
yy 2

= (6 � 5A � B)
x
r 2

+ 4
x3

r 4

�
A � 1

�
;

hint
xx 2

= ( � 2 + A + B)
x
r 2

+ 4
x3

r 4

�
1 � A

�
;

hint
xy 2

= ( � 2 + A + B)
y
r 2

+ 4
x2y
r 4

�
1 � A

�
:

2.7. Zastosowanie metody

W tym rozdziale b�edzie zaprezentowane rozwi�azanie dla przypadk�ow pojedynczych
szczelin umieszczonych w s�asiedztwie dw�och rodzaju interfejs�ow: prostoliniowego i sfe-
rycznej inkluzji. Nast�epnie metoda b�edzie uog�olniona na zagadnienie z dowoln�a liczb �a
szczelin oraz mo_zliwo�sci �a ich  l �aczenia, czego konsekwencj�a b�edzie mo_zliwo�s�c zastosowa-
nia jej do analizy zm�eczeniowej propagacji szczeliny. Punktem wyj�sciowym prezentowa-
nych rozwa_za�n jest wprowadzenie z Podrozdzia lu 2.4.2 oraz praca [59], wkt �orej autorzy
rozpatruj �a problem sferycznej inkluzji umieszczonej w niesko�nczenie du_zej matrycy oraz
dowolnie zorientowan�a szczelin�e. Zgodnie z za lo_zeniami metody zadanie wymaga rozwa-
_zenia kilku problem�ow, mianowicie:

� Problem A . Dotyczy on sferycznego, spr�e_zystego wtr�acenia (inkluzji) zatopionego
w matrycy bez szczeliny, por. Rys. 2.17.b, w kt�orej pole napr�e_zenia wynika z obci�a-
_zenia zewn�etrznego (rozwi�azanie podane w [47], patrz Dodatek). Dla rozwa_zanego
zagadnienia szczeg�olnie istotne s�a warto�sci sk ladowych napr�e_zenia �� (x; y) wzd lu_z
linii, gdzie szczelina ma by�c zlokalizowana (y = 0; jxj < a ).

� Problem B . Nale_zy tu rozwa_zy�c problem inkluzji oraz szczeliny bez obci�a_zenia
zewn�etrznego, por. Rys. 2.17.c. W tym przypadku pole napr�e_zenia w materiale,
��� (x; y), jest rezultatem dzia lania si l na powierzchni szczeliny. Jak wspomniano po-
przednio si ly te mog�a by�c rozumiane jako rezultat oddzia lywania nierzeczywistego,
dodatkowego materia lu oddzielaj�acego powierzchnie szczeliny. Szczeg�olnie istotne
s �a warto�sci napr�e_zenia wzd lu_z linii szczeliny,y = 0.

Zgodnie z zasad�a superpozycji (2.29) oraz wyra_zeniem (2.30) formu luje si �e r�ownania
pocz�atkowe na linii lokalizacji szczeliny:

� yy (x; 0) = �� yy (x; 0) + ��� yy (x; 0) = 0; jxj < a;

� xy (x; 0) = �� xy (x; 0) + ��� xy (x; 0) = 0; jxj < a;
��� yy ; ��� xy ; ��� xx ! 0; gdy x; y ! �1 ;

(2.72)

gdzie do rozwi�azania problemu B,��� (x; y), wykorzystuje si�e model szczeliny reprezento-
wany przez ci�ag ly rozk lad dyslokacji kraw�edziowych. Do rozwi�azania nale_zy wykorzysta�c
odpowiadaj�ac �a problemowi funkcj�e Greena zde�niowan�a w podrozdziale 2.6.1. W przy-
padku czystego rozci�agania szczeliny, por. Rys. 2.17, �� xy (x; 0) = 0.
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Rysunek 2.17. Kon�guracja szczeliny i inkluzji w niesko�nczonej matrycy. Zasada superpozy-
cji.

Zgodnie z [59] oraz [60] mo_zna opisan�a powy_zej metod�e uog�olni�c tak, aby by la mo_zli-
wo�s�c jej zastosowania dla przypadku wielu szczelin. Przyjmujemy wtedy, _ze matryca za-
wiera

"
ci�ecie" wzd lu_z g ladkiego  lukuL przechodz�acego przez punkt (c0; 0), por. Rys. 2.18.

Nast�epnie przyjmijmy � n (s) i � nt (s) s 2 L jako odpowiednio, normaln�a i styczn �a, sk lado-
w �a wektora napr�e_zenia naL w kompozycie bez ci�ecia, obie zale_zne jedynie od obci�a_zenia
zewn�etrznego (rozwi�azanie problemu A, �� (x; y)). We�zmy nast�epnie punkt (c0; 0) odpo-
wiadaj �acy punktowi s = s0 na L (s jest d lugo�sci �a mierzon�a na linii L) b �ed �acy lokalizacj�a
dyslokacji charakteryzowanej wektorem Burgersa,bB

x i bB
y . W�owczas wykorzystuj�ac wy-

ra_zenia (2.66) mo_zna uzyska�c sk ladowe napr�e_zenia w punktach zlokalizowanych naL w
kompozycie bez

"
ci�ecia", kt�orych jedynym �zr�od lem jest opisywana dyslokacja w nowym

uk ladzie wsp�o lrz�ednych (t; w), gdzie sk ladowe napr�e_zenia zale_z�a od (bB
t , bB

w). Oznaczaj�ac
� = � (s) jako k �at pomi�edzy osi�a x, a normaln �a do powierzchni w punkcie s (� 0 = � (s0))
oraz pami�etaj �ac, _ze (2.66) jest wa_zne dlax; y 2 L, sk ladowe napr�e_zenia w punkcies od
pojedynczej dyslokacji umieszczonej w punkcies0, � B

n (s; so) i � B
tn (s; so), mo_zna wyrazi�c

jako:

� (� 1 + 1)
� 1

� B
n (s; so) = hn1(s; so)bB

t + hn2(s; so)bB
w ;

� (� 1 + 1)
� 1

� B
tn (s; so) = htn 1(s; so)bB

t + htn 2(s; so)bB
w ;

(2.73)
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Rysunek 2.18. Kon�guracja sferycznej inkluzji, pojedynczej dyslokacji i g ladkiego  luku L .

gdzie bB
t , bB

w s �a sk ladowymi wektora Burgersa w nowym uk ladzie wsp�o lrz�ednych (t; w)
oraz hnv ; htnv ; (v = 1; 2) s �a dane przez:

hn1 = ( hxx 1 sin� 0 � hxx 2 cos� 0) cos2 � + ( hyy1 sin� 0 � hyy2 cos� 0) sin2 � +

+ 2( hxy 1 sin� 0 � hxy 2 cos� 0) sin � cos�;

hn2 = ( hxx 1 cos� 0 + hxx 2 sin� 0) cos2 � + ( hyy1 cos� 0 + hyy2 sin� 0) sin2 � +

+ 2( hxy 1 cos� 0 + hxy 2 sin� 0) sin � cos�;

htn 1 = [( hxx 1 � hyy1) sin � 0 � (hxx 2 � hyy2) cos� 0] sin� cos� +

+ ( hxy 1 sin� 0 � hxy 2 cos� 0)(sin2 � � cos2 � );

htn 2 = [( hxx 1 � hyy1) cos� 0 + ( hxx 2 � hyy2) sin � 0] sin� cos� +

+ ( hxy 1 cos� 0 + hxy 2 sin� 0)(sin2 � � cos2 � ):

(2.74)

Funkcje hxxd ; hxyd ; hyyd; (d = 1; 2) oznaczaj�a wyra_zeniahinc
xxd ; hinc

xyd ; hinc
yyd; (d = 1; 2) okre-

�slone przez r�ownania (2.67) i b�ed �a tak oznaczane w dalszej cz�e�sci rozdzia lu. Wyra_zenie
(2.74) jest konsekwencj�a transformacji sk ladowych pola napr�e_zenia (zale_znej od k�ata � ) i
wektora Burgersa do nowego uk ladu wsp�o lrz�ednych (zale_znego od k�ata � 0) okre�slonego na
L (patrz Dodatek). Je�sli przyjmiemy, _zebt i bw s �a ci �ag l �a, nieznan�a funkcj �a (zale_zn�a odso)
na L (�bB

t = bt (so)�s o, �bB
w = bw(so)�s o), to rozwi �azanie problemu B mo_zna sformu lowa�c
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nast�epuj �aco:

��� n (s) =
Z

L
� B

n (s; so)dso =
Z

L

�
hn1(s; so)bt (so) + hn2(s; so)bw(so)

�
dso;

��� tn (s) =
Z

L
� B

tn (s; so)dso =
Z

L

�
htn 1(s; so)bt (so) + htn 2(s; so)bw(so)

�
dso:

(2.75)

Wykorzystuj �ac zasad�e superpozycji (2.29) oraz pami�etaj �ac, _ze �� tn (s) i �� n (s) to odpo-
wiednio styczna i normalna sk ladowa napr�e_zenia na linii za lo_zonej lokalizacji szczelinyL
(wynik rozwi �azania problemu A), powstaje uk lad r�owna�n w postaci:

� �� n (s) =
Z

L
� B

n (s; so)dso =
Z

L

�
hn1(s; so)bt (so) + hn2(s; so)bw(so)

�
dso;

� �� tn (s) =
Z

L
� B

tn (s; so)dso =
Z

L

�
htn 1(s; so)bt (so) + htn 2(s; so)bw(so)

�
dso:

(2.76)

Warunek dla wektora przemieszczenia wymaga, _zeby g�esto�s�c dyslokacji spe lnia la wa-
runek: Z

L
bt (so)dso = 0;

Z

L
bw(so)dso = 0:

(2.77)

Otrzymujemy wi �ec uk lad r�owna�n (2.76) i (2.77) dla dowolnie zorientowanej szczeliny w
kszta lcie  luku umieszczonej w s�asiedztwie sferycznej inkluzji.

  y w 

   L 

ot

 n a  
x 

s 

t 

c 

t1 

t2 

R 

0 

Rysunek 2.19. Prostoliniowa szczelina w s�asiedztwie okr�ag lej inkluzji.

2.7.1. Sferyczna inkluzja i dowolnie zorientowana szczeli na prostoliniowa

Rozwa_zmy szczeg�olny przypadek pojedynczej, prostoliniowej szczeliny, por. Rys. 2.19.
Przyjmijmy ( t; w) jako sta ly uk lad wsp�o lrz�ednych, przy czym ko�ncowymi punktami szcze-
liny b �ed �a (t1; c) i ( t2; c). Zde�niujmy r �ownie_z prostopad le i styczne napr�e_zenie wzd lu_z
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L, kt �orego �zr�od lem jest pojedyncza dyslokacja de�niowana wektorem BurgersabB
x i bB

y

umieszczona w punkciet0. Ze wzgl�edu na to, _ze rozwa_zany problem pojedynczej szczeli-
ny nie wymaga transformowania wektor�ow bB

x i bB
y do uk ladu wynikaj �acego z po lo_zenia

szczeliny (por. 2.73), wyra_zenia (2.74) upraszczaj�a si�e do postaci:

hp
n1 = hxx 1 cos2 � + hyy1 sin2 � + 2hxy 1 sin� cos�;

hp
n2 = hxx 2 cos2 � + hyy2 sin2 � + 2hxy 2 sin� cos�;

hp
tn 1 = ( hxx 1 � hyy1) sin � cos� + hxy 1(sin2 � � cos2 � );

hp
tn 2 = ( hxx 2 � hyy2) sin � cos� + hxy 2(sin2 � � cos2 � ):

(2.78)

Nale_zy podkre�sli�c, _ze stosowanie tych uproszczonych r�owna�n mo_zliwe jest tylko w przy-
padku pojedynczej, prostoliniowej szczeliny. W wyniku wspomnianego uproszczenia r�ow-
nanie (2.73) sprowadza si�e do postaci:

� (� 1 + 1)
� 1

� B
n (s; so) = hp

n1(s; so)bB
x + hp

n2(s; so)bB
y ;

� (� 1 + 1)
� 1

� B
t (s; so; ) = hp

tn 1(s; so)bB
x + hp

tn 2(s; so)bB
y :

(2.79)

Natomiast wyra_zenie (2.76) zapisujemy jako:

� �� n (s) =
Z

L
� B

n (s; so)dso =
Z

L

�
hp

n1(s; so)bx (so) + hp
n2(s; so)by(so)

�
dso;

� �� tn (s) =
Z

L
� B

tn (s; so)dso =
Z

L

�
hp

tn 1(s; so)bx (so) + hp
tn 2(s; so)by(so)

�
dso;

(2.80)

a warunek (2.77) formu lujemy jako
Z

L
bx (so)dso = 0;

Z

L
by(so)dso = 0:

(2.81)

Tak wi �ec w przypadku szczeliny prostoliniowej mo_zliwe jest wyra_zenie relacji i wsp�o l-
czynnik�ow wymaganych do sformu lowania systemu r�owna�n ca lkowych (2.80) w postaci
zale_znej odt, t0 oraz bB

x i bB
y , czyli:

sin � =
t0p

c2 + t2
0

; cos� =
c

p
c2 + t2

0

;

x = t sin� + ccos�; y = csin� � t cos�;

x1 =
t0(t � t0)p

c2 + t2
0

; x2 =
t0t + c2 � R2

p
c2 + t2

0

; r 2 = c2 + t2;

r 2
1 = ( t0 � t)2; r 2

2 =
(t0t + c2 � R2)2 + c2(t0 � t)2

c2 + t2
0

:

(2.82)
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Je�sli przyjmiemy napr�e_zenie wzd lu_zL otrzymane z rozwi�azania bez szczeliny, �� (s), oraz
wykorzystamy oznaczenia wynikaj�ace z Rys. 2.19, to de�niuj�ac:

� � ww (t; c) = p1(t); � � wt (t; c) = p2(t); (2.83)

i
bx (so) = � f 1(t0); by(so) = � f 2(t0); (2.84)

system r�owna�n ca lkowych (2.80) i warunek (2.81) mo_zemy wyrazi�c jako:

� (� 1 + 1)
2� 1

p1(t) =

t1Z

t2

2X

j =1

K inc
ij

(t; t 0)f j (t0)dt0; (i = 1; 2; t2 < t < t 1);

t1Z

t2

f i (t)dt = 0; (i = 1; 2):

(2.85)

J �adro K inc
ij

(t; t 0) reprezentuje wp lyw dyslokacji umieszczonej w punkciet0 na punkt t.
Mo_zna pokaza�c, _ze dlat = t0 j �adro to zawiera osobliwo�s�c typu Cauchy'ego w postaci:

x1

r 2
1

= �
�

t0p
c2 + t2

0

�
1

t0 � t
;

y
r 2

1
=

�
c

p
c2 + t2

0

�
1

t0 � t
: (2.86)

Osobliwo�s�c tego typu mo_zna wyodr�ebni�c z j �adra r�ownania ca lkowego wykorzystuj�ac trans-
formacj�e (2.78) zastosowan�a do cz�e�sci osobliwej r�owna�n (2.66) w postaci:

hinc sin
n1 =2 = hinc sin

xx 1 cos2 � + hinc sin
yy1 sin2 � + 2hinc sin

xy 1 sin� cos� =

= � (1 +
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
cos2 � � (1 �

2x2
1

r 2
1

)
y
r 2

1
sin2 � � 2(1 �

2x2
1

r 2
1

)
x1

r 2
1

sin� cos� = �
y
r 2

1

(2.87)

hinc sin
n2 =2 = hinc sin

xx 2 cos2 � + hinc sin
yy2 sin2 � + 2hinc sin

xy 2 sin� cos� =

= � (1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

cos2 � � (3 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

sin2 � � 2(1 �
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
sin� cos� =

x1

r 2
1

;
(2.88)

hinc sin
tn 1 =2 = ( hinc sin

xx 1 � hinc sin
yy1 ) sin � cos� + hinc sin

xy 1 (sin2 � � cos2 � ) =

= [ � (1 +
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
+ (1 �

2x2
1

r 2
1

)
y
r 2

1
] sin� cos� � (1 �

2x2
1

r 2
1

)
x1

r 2
1

(sin2 � � cos2 � ) =
x1

r 2
1

;

(2.89)
hinc sin

tn 2 =2 = ( hinc sin
xx 2 � hinc sin

yy2 ) sin � cos� + hinc sin
xy 2 (sin2 � � cos2 � ) =

= [ � (1 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

� (3 �
2x2

1

r 2
1

)
x1

r 2
1

] sin� cos� � (1 �
2x2

1

r 2
1

)
y
r 2

1
(sin2 � � cos2 � ) =

y
r 2

1
:

(2.90)
W�owczas system r�owna�n (2.85) mo_zna przekszta lci�c do nast�epuj �acej postaci:

� (� 1 + 1)
2� 1

p1(t) =

t1Z

t2

f 1(t0)
c

p
c2 + t2

0

dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kinc
11

(t; t 0)f 1(t0)dt0+

t1Z

t2

f 2(t0)
t0p

c2 + t2
0

dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kinc
12

(t; t 0)f 2(t0)dt0;

(2.91)
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� (� 1 + 1)
2� 1

p2(t) =

t1Z

t2

f 1(t0)
t0p

c2 + t2
0

dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kinc
21

(t; t 0)f 1(t0)dt0; �

t1Z

t2

f 2(t0)
c

p
c2 + t2

0

dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kinc
22

(t; t 0)f 2(t0)dt0;

(2.92)

gdzie kinc
ij (t; t 0) jest j �adrem nieosobliwym pozosta lym po oddzieleniu cz�e�sci osobliwej

(2.87{2.90) z przekszta lconych wyra_ze�n (2.66). R�ownania powy_zsze rozwi�azywane s�a nu-
merycznie (patrz podrozdzia l 2.4.3). Rozwi�azanie inne ni_z numeryczne jest bardzo trudne
ju_z w przypadku pojedynczej szczeliny, a w docelowo rozwa_zanym problemie pewnej du_zej
liczby prostoliniowych szczelin praktycznie niemo_zliwe.

2.7.2. Prostoliniowy interfejs i dowolnie zorientowana sz czelina

W przypadku zmiany kon�guracji geometrycznej problemu niezb�edne jest wykorzysta-
nie w la�sciwej funkcji Greena odpowiadaj�acej zadanemu problemowi (2.68). Nast�epnie mo-
dy�kuj �ac podane w poprzednim podrozdziale wyra_zenia mo_zna uzyska�c rozwi �azanie dla
szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do prostoliniowego interfejsu. Przyjmijmy
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Rysunek 2.20. Prostoliniowa szczelina w s�asiedztwie prostoliniowego interfejsu.

wi �ec (t; w) jako sta ly uk lad wsp�o lrz�ednych oraz niech ko�ncowymi punktami szczeliny b�e-
d �a (t1; c) i ( t2; c). K �at � , okre�slaj �acy pochylenie szczeliny jest w tym przypadku sta ly,
por. Rys. 2.20. Relacje i wsp�o lczynniki wymagane do wyra_zenia systemu r�owna�n ca lko-
wych (2.75) w postaci zale_znej odt, t0 oraz od bB

x , bB
y mo_zna zapisa�c, por. Rys. 2.20,
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jako:
l = t0 cos� � csin�;

c0 = t0 sin� + ccos�;

x = t sin� + ccos�;

y = csin� � t cos� + l = cos� (t0 � t);

x1 = sin � (t � t0); r 2
1 = ( t � t0)2:

(2.93)

Je�sli teraz przyjmiemy napr�e_zenie naL otrzymane z rozwi�azania bez szczeliny oraz ozna-
czenia jak na Rys. 2.20 to de�niuj�ac

� � ww (t; c) = p1(t); � � wt (t; c) = p2(t); (2.94)

bx (so) = � f 1(t0); by(so) = � f 2(t0); (2.95)

system r�owna�n ca lkowych (2.80) oraz warunek (2.81) mo_zemy wyrazi�c jako:

� (� 1 + 1)
2� 1

p1(t) =

t1Z

t2

2X

j =1

K str
ij

(t; t 0)f j (t0)dt0; (i = 1; 2;t2 < t < t 1)

t1Z

t2

f i (t)dt = 0; (i = 1; 2):

(2.96)

Wykorzystuj �ac w podobny spos�ob jak w wyra_zeniach (2.87 { 2.90) transformacj�e (2.78)
oraz osobliwe cz�e�sci (2.68) mo_zna pokaza�c, _ze dlat = t0 j �adro K str

ij
(t; t 0) posiada osobli-

wo�s�c typu Cauchy'ego:

x1

r 2
1

= � sin�
1

t0 � t
;

y
r 2

1
= cos�

1
t0 � t

: (2.97)

Post�epuj �ac podobnie jak w przypadku inkluzji otrzymujemy:

� (� 1 + 1)
2� 1

p1(t) =

t1Z

t2

f 1(t0) cos�
dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kstr
11

(t; t 0)f 1(t0)dt0+

t1Z

t2

f 2(t0) sin �
dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kstr
12

(t; t 0)f 2(t0)dt0;

(2.98)

� (� 1 + 1)
2� 1

p2(t) =

t1Z

t2

f 1(t0) sin �
dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kstr
21

(t; t 0)f 1(t0)dt0; �

t1Z

t2

f 2(t0) cos�
dt0

t0 � t
+

t1Z

t2

kstr
22

(t; t 0)f 2(t0)dt0;

(2.99)

gdzie kstr
ij

( t; t 0) jest j �adrem nieosobliwym pozosta lym po oddzieleniu cz�e�sci osobliwej z
transformowanych wyra_ze�n (2.68).
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2.7.3. Og �olne sformu lowania dla szczelin

Wykorzystuj �ac podstawowe rozwi�azania podane w poprzednich rozdzia lach mo_zemy
rozpatrzy�c systemN prostoliniowych szczelinL j , por. Rys. 2.21. W tym przypadku wy-

 

 
ott,

w

St1  Et1  Et2  

Et3  
E
jt  

St2  

St3  
S
jt  

L1 
L2 

L3 

Lj 

¥
2s

¥
1s

¥
2s

¥
1s

3h  

2h  

jh  

�

�

1( 11,km ) 
 

2( 22 ,km ) 
 

Rysunek 2.21. Kon�guracja N { szczelin.

ra_zenia (2.75) przybieraj�a nast�epuj �ac �a posta�c

� � n (t j ) =
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[hn1(t j ; toi )bti (toi ) + hn2(t j ; toi )bwi (toi )]dtoi ;

� � tn (t j ) =
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[htn 1(t j ; toi )bti (toi ) + htn 2(t j ; toi )bwi (toi )]dtoi ;

(2.100)

gdziehnv ; htv ; (v = 1; 2) s �a dane przez, por. Rys. 2.18:

hn1 = ( hxx 1 sin� 0i � hxx 2 cos� 0i ) cos2 � j + ( hyy1 sin� 0i � hyy2 cos� 0i ) sin2 � j +

+ 2( hxy 1 sin� 0i � hxy 2 cos� 0i ) sin � j cos� j ;

hn2 = ( hxx 1 cos� 0i + hxx 2 sin� 0i ) cos2 � j + ( hyy1 cos� 0i + hyy2 sin� 0i ) sin2 � j +

+ 2( hxy 1 cos� 0i + hxy 2 sin� 0i ) sin � j cos� j ;

ht1 = [( hxx 1 � hyy1) sin � 0i � (hxx 2 � hyy2) cos� 0i ] sin� j cos� j +

+ ( hxy 1 sin� 0i � hxy 2 cos� 0i )(sin2 � j � cos2 � j );

ht2 = [( hxx 1 � hyy1) cos� 0i + ( hxx 2 � hyy2) sin � 0i ] sin� j cos� j +

+ ( hxy 1 cos� 0i + hxy 2 sin� 0i )(sin2 � j � cos2 � j )

(2.101)
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oraz
� � n (t j ), � tn (t j ) oznaczaj�a normalne i styczne sk ladowe napr�e_zenia dlaj -szczeliny

(wynikaj �ace z rozwi�azania problemu (A) - bez szczelin),
� bti ; bwi jest nieznan�a, poszukiwan�a i ci �ag l �a funkcj �a (zale_zn�a odt0i ) w la�sciw�a dla i {tej

szczeliny,
� � j jest k �atem pomi�edzy g l�ownym uk ladem wsp�o lrz�ednych aj -t �a szczelin�a (dla g l�ow-

nej szczelinyj = i = 1; � 1 = 0).
� Nale_zy zwr�oci�c uwag�e, _ze w przypadku bimateria lu, ze wzgl�edu na warunek ci�a-

g lo�sci odkszta lce�n na po l �aczeniu dw�och materia l�ow, napr�e_zenia� 1
y;2 oraz � 1

y;1, por.
Rys. 2.22, musz�a spe lnia�c nast�epuj �ac �a relacj�e:

� 1
y;2 = � 1

y;1
E2

E1
� � 1

x

�
� 1

E2

E1
� � 2

�
dla p laskiego stanu napr�e_zenia

� 1
y;2 = � 1

y;1
1 � � 2

1

1 � � 2
2

E2

E1
� � 1

x

�
� 1(1 + � 1)

1 � � 2
2

E2

E1
�

� 2

1 � � 2

�
dla p laskiego stanu odkszta lcenia;

m = 1; � 1
y;1 = � 1

y;2; dla materia lu jednorodnego:
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Rysunek 2.22. Przyk lad obci �a_zenia bimateria lu.

Wprowadzaj �ac notacj�e:

� � n (t j ) = pn (t j ); � � tn (t j ) = ptn (t j ); (2.102)

bwi (toi ) = � f ni (toi ); bti (toi ) = � f ti (toi );
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oraz oddzielaj�ac cz�e�sci osobliwe od nieosobliwych mo_zna, u_zywaj�ac transformacji (2.101),
zapisa�c r�ownanie (2.100) w nast�epuj �acej postaci:

pn (t j ) =
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

2� �

� (� � + 1)

��
f ti (toi )

2 sin� i

toi � t j
+ f ni (toi )

2 cos� i

toi � t j
+ f ti (toi )k

nj
ti (t j ; toi )

+ f ni (toi )k
nj
ni (t j ; toi )

�
� ij + (1 � � ij )

�
f ti (toi )K

nj
ti (t j ; toi ) + f ni (toi )K

nj
ni (t j ; toi )

��
dtoi

cos� i
;

ptn (t j ) =
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

2� �

� (� � + 1)

��
f ti (toi )

2 cos� i

toi � t j
� f ni (toi )

2 sin� i

toi � t j
+ f ti (toi )k

tj
ti (t j ; toi )

+ f ni (toi )k
tj
ni (t j ; toi )

�
� ij + (1 � � ij )

�
f ti (toi )K

tj
ti (t j ; toi ) + f ni (toi )K

tj
ni (t j ; toi )

��
dtoi

cos� i
;

(2.103)
gdzie knj

ti ; knj
ni ; ktj

ti ; i ktj
ni s �a nieosobliwymi sk ladnikami przetransformowanych funkcji

Greena dla punkt�ow na tej samej szczelinie, tj. dlai = j . K nj
ti ; K nj

ni ; K tj
ti ; i K tj

ni s �a
to nieosobliwe sk ladowe, kt�ore okre�slaj �a wp lyw dyslokacji na linii L i na napr�e_zenie w
punkcie o wsp�o lrz�ednej t = t j na linii L j , czyli dla i 6= j . Zauwa_zmy, _ze osobliwo�sci
wyst�epuj �a tylko dla i = j i s �a one typu Cauchy'ego. Warto�s�c indeksu dla� = 1; 2 zale_zy
od tego, gdzie znajduje si�e aktualnie rozpatrywana dyslokacja. Dla dyslokacji w materiale
1 indeks� = 1, dla dyslokacji w materiale 2 indeks� = 2. Nale_zy doda�c, i_z w przypadku
formu lowania r�owna�n ca lkowych dla szczeliny przechodz�acej przez interfejs, nale_zy j�a
traktowa�c jako dwie oddzielne szczeliny, kt�ore  l �acz�a si�e w interfejsie. Spowodowane to jest
konieczno�sci �a rozpatrzenia ze szczeg�oln �a uwag�a punktu przej�scia szczeliny przez interfejs.

Dodatkowo g�esto�s�c dyslokacji musi spe lnia�c warunek:

NX

i =1

tS
iZ

tE
i

f ti (t0i )
cos� i

dtoi = 0;

NX

i =1

tS
iZ

tE
i

f ni (toi )
cos� i

dtoi = 0:

(2.104)

Powy_zsze r�ownania, dzi�eki u_zyciu transformacji (2.101) s�a wa_zne r�ownie_z dla sys-
temu szczelin w s�asiedztwie inkluzji. W�owczas nale_zy u_zy�c odpowiednich wyra_ze�n re-
prezentuj �acych pole napr�e_zenia od pojedynczej dyslokacji oraz przekszta lce�n opisanych
szczeg�o lowo w poprzednich rozdzia lach. Tak wi�ec wyra_zeniaknj

ti ; knj
ni ; ktj

ti ; i ktj
ni oraz

K nj
ti ; K nj

ni ; K tj
ti ; i K tj

ni zale_zne s�a o od rozwi�azywanego problemu, cho�c zapis r�owna�n
ca lkowych (2.103) mo_ze by�c taki sam.

Podstawowym przyk ladem zastosowania wyra_zenia (2.103)jest szczelina z odga l�e-
zieniem umieszczona w s�asiedztwie okr�ag lego wtr�acenia, por. Rys. 2.23. Taki przypadek
rozpatrywany by l w pracy [60], w kt�orej sformu lowane r�ownania odpowiadaj�a tym uzy-
skanym na podstawie (2.103).

W przypadku problemu dotycz�acego szczelin w r�o_znych materia lach system r�owna�n
(2.103) b�edzie odpowiada l sytuacji jak na Rys. 2.24, kt�ora by la rozwa_zana w pracy [53].
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Rysunek 2.23. Szczelina z odga l�ezieniem w s�asiedztwie inkluzji.
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Rysunek 2.24. Dwie prostopad le szczeliny w bimateriale.
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2.8. Szczeliny w bimateriale.

2.8.1. Wst �ep

Je�sli rozwa_zania dotycz�a modelowania dw�och po l �aczonych materia l�ow, to nie ma mo_z-
liwo�sci unikni�ecia problemu zwi�azanego z po l�aczeniem tych komponent�ow { interfejsu.
Wyb�or modelu interfejsu jest kluczowy, poniewa_z determinujezar�owno cechy �zyczne,
jak i numeryczne rozwi�azanie. Najprostszym modelem po l�aczenia jest za lo_zenie, _ze po l�a-
czenie jest idealne czyli jest lini�a  l �acz�ac �a dwa materia ly. Jednak_ze za lo_zenie to powoduje
brak ci �ag lo�sci w la�sciwo�sci materia lu, a wi�ec i sta lych materia lowych. Jak b�edzie to poka-
zane, model taki jest�zr�od lem wielu trudno�sci. W przypadku szczeliny, kt�ora jest rozwarta
(ang.: open crack) i umieszczona w tak zamodelowanym interfejsie otrzymuje si�e rozwi �a-
zanie, kt�ore ma charakter nierzeczywisty.

Innym modelem interfejsu jest zast�apienie idealnego po l�aczenia cienk�a warstw �a trze-
ciego materia lu. Jednak_ze bardziej realistyczn�a wersj �a tego modelu wydaje si�e zast�apienie
dodatkowego materia lu przez warstw�e, w kt�orej zmiana sta lych spr�e_zystych odbywa si�e w
spos�ob ci �ag ly. Powoduje to, _ze materia ly tworz�ace kompozyt przechodz�a jeden w drugi w
spos�ob ci �ag ly tworz �ac interfejs w okre�slonej przestrzeni. Nale_zy w�owczas przyj�a�c " odpo-
wiedni �a" funkcj �e opisuj�ac �a zmian�e sta lych materia lowych w interfejsie mo_zliwie dok ladnie
odwzorowuj�ac �a t �e sytuacj�e.

W niniejszym rozdziale opisane zostan�a powy_zsze modele wraz z pr�oba ich oceny.
Je�sli rozwa_zymy szczelin�e, kt�ora rozwija si�e w jednym z materia l�ow, a jej wierzcho lek

osi �aga interfejs, to w�owczas szczelina mo_ze:
� kontynuowa�c propagacj�e w drugi materia l pod innym k�atem propagacji w stosunku

do interfejsu ni_z dzia lo si�e to przed przej�sciem przez interfejs lub te_z kontynuowa�c
wzrost bez zmiany warto�sci k �ata

� kontynuowa�c wzrost w interfejsie
� "odbi�c si�e" od interfejsu
� zatrzyma�c si�e w interfejsie

Istnieje jeszcze mo_zliwo�s�c, _ze pocz�atkowa szczelina b�edzie mia la bezpo�sredni kontakt z
interfejsem, np. b�edzie ca la umiejscowiona mi�edzy komponentami tworz�acymi kompozyt.
Takie umiejscowienie szczeliny jest bardzo istotne z punktu widzenia wytrzyma lo�sci kom-
pozyt�ow. Jest r�ownie_z najcz�estsz�a lokalizacj �a defekt�ow, a wi�ec i pocz�atkowych szczelin, z
kt �orych rozwija si�e p�ekni�ecie. W niniejszym rozdziale dokonana zostanie pr�oba przegl�adu
najwa_zniejszych modeli interfejsu i konsekwencji ich przyj �ecia.

Wszystkie te problemy musz�a by�c rozwa_zone, aby mo_zna by lo zaproponowa�c efektyw-
ny model propagacji szczeliny w materia lach z lo_zonych.

2.8.2. Idealne po l �aczenie materia l �ow

Klasyczne rozwa_zania dotycz�a zwykle problemu szczeliny, kt�ora umieszczona jest w
ca lo�sci w materiale jednorodnym. Pole napr�e_zenia w s�asiedztwie wierzcho lka szczeliny
mo_zna w tym przypadku wyrazi�c jako � ij / r � 1=2. Jednak_ze w przypadku szczeliny
umieszczonej w interfejsie, rozumianym jako idealne po l�aczenie dw�och r�o_znych materia l�ow
pole napr�e_zenia posiada inny stopie�n osobliwo�sci tzn.: � ij / r � ; � 6= � 1=2.
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2 2E ,n 1 1E ,n2 2E ,n 1 1E ,n

Rysunek 2.25. Bimateria l - przypadek idealnego po l�aczenia dw�och materia l�ow o r�o_znych
modu lach spr�e_zystych.

Szczelina rozwarta umieszczona w interfejsie. W tym paragra�e b �edzie mowa
o modelu szczeliny rozwartej, umieszczonej w interfejsie.Histori �e bada�n nad tym proble-
mem zapocz�atkowa l Williams, kt �ory w roku 1959, [188], okre�sli l natur �e p�ol napr�e_zenia i
odkszta lcenia w s�asiedztwie wierzcho lka szczeliny umieszczonej w interfejsie. P�o�zniej En-
gland, w roku 1965, [75], poda l wyra_zenie na pole napr�e_zenia (y = 0; jxj > a , Rys. 2.26)
w nast�epuj �acej postaci:

� yy (x; 0)
� 1

yy
= �

x
p

x2 � a2

�
cos(" lnj

x + a
x � a

j) + 2
a
x

"sin(" lnj
x + a
x � a

j)
�

;

� xy (x; 0)
� 1

yy
= �

x
p

x2 � a2

�
sin(" lnj

x + a
x � a

j) � 2
a
x

"cos(" lnj
x + a
x � a

j)
�

;
(2.105)

gdzie znak � oznacza lewy i prawy wierzcho lek szczeliny (w dalszej cz�e�sci rozwa_zany
b�edzie jedynie prawy wierzcho lek szczeliny)," jest sta l �a bispr�e_zyst�a de�niowan �a jako

" =
1

2�
ln

�
1 + �
1 � �

�
; (2.106)

gdzie � jest parametrem Dundursa:

� =
� 2(� 1 + 1) � � 1(� 2 + 1)
� 2(� 1 + 1) + � 1(� 2 + 1)

;

� =
� 2(� 1 � 1) � � 1(� 2 � 1)
� 2(� 1 + 1) + � 1(� 2 + 1)

:

(2.107)

Cechy charakterystyczne wyra_zenia na pole napr�e_zenia w przypadku szczeliny w inter-
fejsie lub jego najbli_zszym s�asiedztwie to:

� Gdy � = 0 ) " = 0, w�owczas wyra_zenie (2.105) opisuje pole napr�e_zenia w
materiale jednorodnym.

� Nawet pomimo przy lo_zenia jedynie obci�a_zenia rozci�agaj �acego, pojawia si�e sk ladowa
styczna, por. Rys. 2.26.

� Je�sli rozwa_zymy obszar w najbli_zszym s�asiedztwie wierzcho lka, to gdyx ! � a
w�owczas lnj x+ a

x� a j ! 1 . A wi �ec dla jxj � a ! 0 trygonometryczna cz�e�s�c wyra-
_zenia oscyluje gwa ltownie pomi�edzy � 1, a znak zmienia si�e niesko�nczenie cz�esto
w bezpo�srednim s�asiedztwie wierzcho lka. Ten obszar niestabilnego charakteru pola
napr�e_zenia jest stosunkowo niewielki, [75], przyk ladowo dla" = 0:1 jest on r�owny
oko lo 10� 7a pocz�awszy od wierzcho lka szczeliny.
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Rysunek 2.26. Model rozwartej szczeliny umieszczonej w idealnym interfejsie.
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Rysunek 2.27. Charakter p�ol napr �e_zenia w okolicy wierzcho lka szczeliny w interfejsie.

� Zauwa_zmy, _ze wyra_zenie w postaci pierwiastka sumy kwadrat�ow stycznej i normal-
nej sk ladowych napr�e_zenia, por. (2.105), traci charakter oscylacyjny:

q
� 2

yy (x; 0) + � 2
xy (x; 0)

� 1
yy

=
x

p
x2 � a2

s

1 +
�

2
a
x

"
� 2

: (2.108)

To spostrze_zenie b�edzie bezpo�srednio wykorzystane w dalszych cz�e�sciach pracy, w
kt �orych u_zyty b�edzie wsp�o lczynnik uwalniania energii,G.
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R�ownanie (2.105) mo_zna zapisa�c r�ownie_z w postaci:

� yy (x; 0) + i� xy (x; 0) =
� 1

yyx
p

x2 � a2

��
1 � 2i

a
x

"
��

cos
�

" lnj
x + a
x � a

j
�

+ isin
�

" lnj
x + a
x � a

j
���

= � 1
yy

(x � 2ia" )
p

x2 � a2
j
x + a
x � a

j i" :

(2.109)
Erdogan [74] rozszerzy l powy_zsze r�ownanie na przypadek obci�a_zenia rozci�agaj �acego i
�scinaj �acego:

� yy (x; 0) + i� xy (x; 0) = [ � 1
yy + i� 1

xy ]
(x � 2ia" )
p

x2 � a2
j
x + a
x � a

j i" : (2.110)

W literaturze istnieje kilka de�nicji WIN dla szczeliny w interfejsie. Jedn�a z nich jest
de�nicja podana przez Erdogana i Gupt�e [62], [76], postaci:

K = K 1 + iK 2 =
p

2� lim
x! a

�
(x � a)1=2

�
x � a
x + a

� i"

[� yy (x; 0) + i� xy (x; 0)]
�

; (2.111)

z kt�orego, wykorzystuj�ac r�ownanie (2.110), otrzymujemy:

K = K 1 + iK 2 = [ � 1
yy + i� 1

xy ]
p

�a (1 � 2i" ): (2.112)

Inn �a, nieznacznie r�o_zni�ac �a si�e de�nicj �a jest ta podana przez Rice'a [71], [73] w nast�e-
puj �acej postaci:

k = k1 + ik 2 =
p

2� lim
x! a

f (x � a)1=2(x � a) i" [� yy (x; 0) + i� xy (x; 0)]g; (2.113)

z kt�orej, wykorzystuj �ac r�ownie_z wyra_zenie (2.110), otrzymujemy:

k = k1 + ik 2 = [ � 1
yy + i� 1

xy ]
p

�a (1 � 2i" )(2a) i" ; (2.114)

lub

k = k1 + ik 2 =

= [ � 1
yy + i� 1

xy ]
p

�a
cosh(�" )

�
[cos(" ln(2a)) + 2 "sin(" ln(2a))] � i [sin(" ln(2a)) + 2 "cos(" ln(2a))]

�
:

(2.115)
W�owczas wyra_zenie na pole napr�e_zenia, wykorzystuj�ac (2.114), mo_zna zapisa�c w og�olnie
znanej postaci jako: �

�
�
� � yy (x) + i� xy (x)

�
�
�
�
� =0

=
k

p
2�r

r i" : (2.116)

W pracy [80] podano w spos�ob jednoznaczny wyra_zenia na pole napr�e_zenia w opisy-
wanej kon�guracji materia lu i szczeliny, a mianowicie:

� j
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� j
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1
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cos(� � �)
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;

(2.117)
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gdzie,

� = " ln(
r
2a

) +
�
2

;

A1 = e� " (� � � ) ;

A2 = e" (� + � ) ;

f 1
11 = 3cos� + 2 "sin� cos(� + �) � sin� sin(� + �) ;

f 2
11 = 3sin� + 2 "sin� sin(� + �) + sin � cos(� + �) ;

f 1
22 = cos� � 2"sin� cos(� + �) + sin � sin(� + �) ;

f 2
22 = sin� � 2"sin� sin(� + �) � sin� cos(� + �) ;

f 1
12 = sin� + 2 "sin� sin(� + �) + sin � cos(� + �) ;

f 2
22 = � cos� � 2"� cos(� + �) + sin � sin(� + �) :

(2.118)

Indeks j oznacza tu jeden z dw�och materia l�ow tworz �acych bimateria l, a WIN u_zyty
w powy_zszych r�ownaniach zosta l okre�slony na podstawie de�nicji (2.111) oraz funkcji
uzyskanej przez Rice'a [71], tzn.:

K 1 =
p

�a
cosh(�" )

[� 1
yy + 2"� 1

xy ];

K 2 =
p

�a
cosh(�" )

[� � 1
xy + 2"� 1

yy ]:
(2.119)

De�nicja ta jest zgodna z jednostk�a WIN [MPa
p

m] dla materia lu jednorodnego. W
przypadku de�nicji (2.115) nie jest to spe lnione. Przez wiele lat by lo to powodem roz-
bie_zno�sci, a_z do momentu, gdy Rice [73] zmody�kowa l swoj�a de�nicj �e WIN w interfejsie
wprowadzaj�ac wielko�s�c charakteryzuj �ac �a scal�e, r̂ :

k� = k�
1 + ik �

2 = kr̂ � i" (2.120)

w wyniku czego:
�
�
�
� � yy (x) + i� xy (x)

�
�
�
�
� =0

=
k

p
2�r

�
cos

�
" ln

r
r̂

�
+ isin

�
" ln

r
r̂

��
(2.121)

Jednak_ze rozwi�azanie to nie jest jednoznaczne, poniewa_z powstaje pytanie: jak dobra�c
wielko�s�c r̂ ? Dodatkowo mo_zna zapisa�c, _ze:

q
(� yy )2 + ( � xy )2 =

p
k2

1 + k2
2p

2�r
;

arctan
�

� yy

� xy

�
= arctan

�
k1

k2

�
� " ln

�
r
r̂

�
:

(2.122)

Z r�owna�n tych wynika, i_z modu l ze sk ladowych napr�e_zenia jest niezale_zny od wielko-
�sci r̂ , natomiast argument jest zale_zny od tej warto�sci. Rice zasugerowa l, _ze warto�s�c r̂
mo_ze by�c przyj �eta jako np. 1� m. Jednak dowolno�s�c wyboru tej warto�sci jest �zr�od lem
niejednoznacznego okre�slenia p�ol mechanicznych przed wierzcho lkiem szczeliny.

Wielko�sci K 1 oraz K 2 (lub k1 oraz k2) s �a wprowadzone jako koncepcja zbli_zona do
sytuacji w materiale jednorodnym. Nie mo_zna ich jednak uto_zsamia�c ze wsp�o lczynnikami
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K I oraz K II . Nale_zy doda�c, i_zK 1, K 2 (lub k1, k2) s �a zale_zne od obci�a_zenia, podobnie jak
WIN dla materia lu jednorodnego, oraz charakteryzuj�a pole napr�e_zenia przed wierzcho l-
kiem szczeliny.

Bardzo interesuj�ac �a wielko�sci �a nie posiadaj�ac �a oscylacyjnego charakteru jest wsp�o l-
czynnik uwalniania energiiG. Warto�s�c G mo_zna zde�niowa�c jako:

G =
1

2�a

Z �a

0
[� yy (x; a)g(x; a + �a ) + � xy (x; a)h(x; a + �a )]dx =

jK j2

4C
; (2.123)

gdzie
g(x) = uy(x; 0+ ) � uy(x; 0� );

h(x) = ux(x; 0+ ) � ux(x; 0� );

C =
2� 1(1 + � )

(� 1 + 1)(1 � � 2)
=

2� 2(1 � � )
(� 2 + 1)(1 � � 2)

;

jK j =
q

K 2
1 + K 2

2 ;

(2.124)

oraz por. [72]

g(x) + ih(x) = [ � 1
yy + i� 1

xy ]

p
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p

1 � � 2

�
�
�
�
x + a
x � a

�
�
�
�

i"

: (2.125)

Wsp�o lczynnik G jest wi�ec parametrem uniwersalnym mog�acym charakteryzowa�c proces
p�ekania podobnie jak ma to miejsce w przypadku materia lu jednorodnego.

Lokalizacja szczeliny a stopie �n osobliwo �sci. Jak ju_z wspomniano wy_zej typ
osobliwo�sci pola napr�e_zenia w okolicy wierzcho lka rozwartej szczeliny w interfejsie ma
charakter oscylacyjny postaci� ij � r � 1=2� i� . Innym przypadkiem opisywanym przez wielu
autor�ow jest szczelina, kt�orej jedynie jeden z wierzcho lk�ow umieszczony jest w idealnym
interfejsie, a pozosta la jej cz�e�s�c le_zy w jednym z komponent�ow bimateria lu. Stopie�n
osobliwo�sci b�edzie tu zale_zny od sta lych spr�e_zystych materia l�ow oraz od k�ata szczeliny w
stosunku do interfejsu. Stopie�n osobliwo�sci b�edzie r�ownie_z odmienny w miejscu po l�aczenia
szczelin, czy te_z ich rozga l�ezienia, nawet dla materia lu jednorodnego. W tym przypadku
stopie�n osobliwo�sci mo_zemy uzyska�c z analizy Williamsa dla materia lu jednorodnego.
Jednak_ze w sytuacji bezpo�sredniej interakcji szczeliny z interfejsem powstaje zupe lnie
nowy rodzaj osobliwo�sci.

Tak wi �ec punkty osobliwe, kt�ore musz�a by�c traktowane ze szczeg�oln �a uwag�a, s�a to_z-
same z punktami �zycznych osobliwo�sci i nieci �ag lo�sci (np. miejsce przeci�ecia interfejsu
przez szczelin�e, odga l�ezienia szczeliny, czy te_z samego wierzcho lka szczeliny). Okre�slenie
wi �ec stopnia osobliwo�sci charakteryzuj�acego rozwa_zany problem jest jednym z kluczowych
zada�n dla mo_zliwo�sci uzyskania wyra_ze�n opisuj �acych pole napr�e_zenia.

� Prostoliniowa szczelina zako �nczona w interfejsie
Rozwa_zmy prostoliniow�a szczelin�e nachylon�a i dotykaj �ac �a interfejs pod k�atem � .
Punkt, w kt �orym szczelina dotyka idealnego po l�aczenia materia l�ow jest �zr�od lem
�zycznej osobliwo�sci. Natur�e tego rodzaju osobliwo�sci pola napr�e_zenia bada l Bogy,
[109]. U_zy l on techniki transformat Melliniego do okre�slenia stopnia osobliwo�sci, r � .
Okaza lo si�e, i_z� mo_ze by�c zar�owno liczb�a rzeczywist�a, jak i zespolon�a, � = Re(� )+
i Im( � ), przy czym � jest najmniejszym pierwiastkiem nast�epuj �acego r�ownania:
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q  

Rysunek 2.28. Szczelina zako�nczona w idealnym interfejsie.

[A� 2 � (2A � B)� + A � B + 1] � 2+

+ [( � 2A + B + C)� 3 + (4 A � 2B � C + D + 2) � 2 � (2A � B + C)� + C � D]� +

+ ( A � B � C + D + E + 1) � 4 � (2A � B � C)� 3 + ( A + C � D � 2E)� 2�

� C� + E � 0;
(2.126)

gdzie

A(�; � ) =4(1 + � )4 sin4 � + sin2[(1 + � )(2� � � )];

B (�; � ) =4(1 + � )2 sin2 � + 2 sin2[(1 + � )(2� � � )];

C(�; � ) =4(1 + � )2 sin2 �
�

sin2[(1 + � )� ] + sin2[(1 + � )( � � � )] � 1
�

;

D(�; � ) =2
�

sin2[(1 + � )� ] + sin2[(1 + � )( � � � )] � 1
�

;

E(�; � ) = cos2[�� ]:

O wyborze warto�sci � decyduje Re(� ) r �ownie_z w przypadku pierwiastka zespolone-
go. W przypadku, gdy� = 0; � 2� mamy do czynienia ze szczelin�a w interfejsie, a�
przyjmuje znan�a ju_z posta�c � = � 1=2 � i� . Natomiast gdy � = � = 0 otrzymujemy
r�ownanie jak w przypadku materia lu jednorodnego, a wi�ec � = � 1=2.

� Szczelina przechodz �aca prze interfejs
Rozwa_zmy szczelin�e przechodz�ac �a przez interfejs, Rys. 2.29. Sytuacja taka jest po-
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Rysunek 2.29. Szczelina przechodz�aca przez prostoliniowy interfejs.

dobna do przypadku po l�aczenia dw�och r�o_znych materia l�ow ze sob�a, Rys. 2.30. Sto-
pie�n osobliwo�sci w obu przypadkach mo_ze by�c uznany za identyczny. Natur�e takiego
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Rysunek 2.30. Dwie po l �aczone ze sob�a cz�e�sci r�o_znych materia l�ow.

rodzaju osobliwo�sci pola napr�e_zenia bada l r�ownie_z Bogy, [108]. Poda l on r�ownanie,
za pomoc�a kt�orego mo_zna okre�sli�c warto�s�c � . Jest ona najmniejszym pierwiastkiem
nast�epuj �acego r�ownania:

A� 2 + 2B�� + C� 2 + 2D� + 2E� + F � 0; (2.127)

gdzie

A(�; �; � ) = 4 M (�; � )M (�; � );

B (�; �; � ) = 2(1 + � )2[sin2 �M (�; � ) + sin 2 �M (�; � )];

C(�; �; � ) = 4(1 + � )2[(1 + � )2 � 1] sin2 � sin2 � + M [(� � � ); � ];

D(�; �; � ) = 2(1 + � )2

�
sin2 � sin2[(1 + � )� ] � sin2 � sin2[(1 + � )� ]

�
;

E(�; �; � ) = � D(�; �; � ) + M (�; � ) � M (�; � );

F (�; �; � ) = M [(� + � ); � ];

przy czym pomocniczo wprowadzona funkcjaM (x; � ) zde�niowana jest jako:

M (x; � ) = sin 2[(1 + � )x] � (1 + � )2 sin2 x:

Gdy � = � = � , szczelina powiela si�e i otrzymujemy geometri�e szczeliny w in-
terfejsie. Gdy � = � = �= 2, problem redukuje si�e do jednej szczeliny prostopadle
przecinaj �acej interfejs. R�ownanie (2.127) sprowadza si�e w�owczas do postaci:
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Rysunek 2.31. Szczelina prostopadle przecinaj�aca interfejs.
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(� � � )2(1 + � )4 +
�

2� (� � � ) cos2[��= 2] � � 2

�
(1 + � )2+

+ cos2[��= 2]
�

(� 2 � 1) cos2[��= 2] + 1
�

= 0:
(2.128)

Kiedy materia ly s �a identyczne,� = � = 0, r �ownanie (2.127) redukuje si�e do przy-
padku szczeliny z odga l�ezieniem w materiale jednorodnym.

� Szczelina w interfejsie z odga l �ezieniem
Prawdopodobnie najbardziej interesuj�acym przypadkiem jest sytuacja g l�ownej
szczeliny umieszczonej w interfejsie i odga l�eziaj �acej si�e w jeden z materia l�ow w
postaci drugiej szczeliny, por. Rys. 2.32. W tym przypadku,przez za lo_zenie� = � ,
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Rysunek 2.32. Szczelina w interfejsie wraz z odga l�ezieniem.

wyra_zenie (2.127) sprowadza si�e do nast�epuj �acej postaci:

A� 2 + 2� (1 + � )B + C� 2 + 2D� + E � 0; (2.129)

gdzie

A(�; � ) = 4 sin2(�� )
�

sin2[(1 + � )� ] � (1 + � )2 sin2 �
�

;

B (�; � ) = 2(1 + � )2 sin2 � sin2(�� );

C(�; � ) = sin 2[(1 + � )( � � � )] � (1 + � )2 sin2 �;

D(�; � ) = (1 + � )2 sin2 � cos(2�� ) + sin 2(�� ) � sin2[(1 + � )� ];

E(�; � ) = sin 2[(1 + � )( � + � )] � (1 + � )2 sin2 �:

Szczelina cz �e�sciowo rozwarta Innym interesuj �acym przypadkiem jest nie w pe lni
rozwarta szczelina umieszczona w interfejsie, por. Rys. 2.33, tzn. jej powierzchnie w stre�e
przywierzcho lkowej stykaj�a si�e. Przypadek ten zaproponowa l Comninou [112] opieraj�ac
si�e na spostrze_zeniach Englanda [75] oraz Malysheva i Salganika [113]. Zauwa_zyli oni,
i_z przypadek szczeliny posiadaj�acej oscylacyjn�a osobliwo�s�c powoduje " pomarszczenie"
dw�och powierzchni szczeliny oraz efekt przenikania si�e materia l�ow. Sugeruje to, i_z szcze-
lina w takim przypadku nie jest rozwarta na ca lej d lugo�sci, a jej przywierzcho lkowa cz�e�s�c
jest zwarta. W wyniku tego staje si�e oczywiste, _ze stopie�n osobliwo�sci na wierzcho lku
szczeliny musi si�e r�o_zni�c od oscylacyjnego rozwi�azania. Jest to wi�ec model rozwi�azania,
kt �orego natura jest �zycznie akceptowalna.



62 2. Mechanika p �ekania: szczelina w z  lo _zonym stanie napr �e_zenia

 y 

1 

2 

Rysunek 2.33. Model cz�e�sciowo zwartej szczeliny umieszczonej w interfejsie.

2.8.3. Rzeczywiste po l �aczenie materia l �ow

W literaturze s �a obecne propozycje innych modeli interfejsu, dla kt�orych problem
oscylacyjnej osobliwo�sci pola napr�e_zenia nie istnieje. Do najbardziej znanych propozycji
nale_z�a dwa modele zaproponowane w 1977roku przez Atkinsona, [110]. W obu przypad-
kach interfejs zast�apiony jest przez bardzo cienk�a warstw�e materia lu. W pierwszym mo-
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Rysunek 2.34. Pierwszy model interfejsu wg Atkinsona. Interfejs to jednorodna warstwa
materia lu.

delu wprowadzona warstwa zast�epuj �aca idealne po l�aczenie ma charakter trzeciego spr�e_zy-
stego i jednorodnego materia lu o innych ni_z pozosta le komponenty sta lych materia lowych,
por. Rys. 2.34. Szczelina umieszczona jest w tym dodatkowym, jednorodnym materiale.
W tym przypadku opisywana powy_zej oscylacyjna osobliwo�s�c nie pojawia si�e. Jednak-
_ze model ten ma t�e wad�e, _ze w miejsce jednego idealnego po l�aczenia s�a dwa. Z tego
powodu jego praktyczne wykorzystanie ograniczone jest tylko do przypadku szczeliny w
interfejsie. Drugi model zak lada, _ze wprowadzona warstwa nie jest ju_z materia lem jedno-
rodnym, a jego sta le materia lowe zmieniaj�a si�e w spos�ob ci �ag ly. Zmiana warto�sci sta lych
jest okre�slona przez przedzia l, kt�orego warto�sci graniczne okre�slane s�a poprzez w lasno-
�sci materia l�ow tworz �acych bimateria l. Szczelina umieszczona jest tu na granicy jednego
z materia l�ow oraz interfejsu, por. Rys. 2.35 . Poniewa_z modu ly zmieniaj �a si�e w spos�ob
ci �ag ly, nie ma efektu oscylacyjnej osobliwo�sci, a osobliwo�s�c pola napr�e_zenia ma zawsze
charakter typu � ij / r � 1=2. Model ten wydaje si�e bardziej realistyczny. Autor dokona l
por�ownania wynik�ow uzyskiwanych dla szczeliny umieszczonej w interfejsie idealnym z
wynikami uzyskanymi dla proponowanych w pracy modeli, por.Rys. 2.36 i Rys. 2.37. Po-
r�ownano warto�sci wsp�o lczynnik�ow uwalniania energiiG dla trzech rozwa_zanych modeli.
Wielko�s�c ta jest praktycznie jedynym parametrem, za pomoc�a kt�orego mo_zna por�owna�c
rozwi �azanie zespolone z rzeczywistym. Okaza lo si�e, _ze rezultaty zale_z�a od stosunkuh1=b
(gdzie h1 jest grubo�sci �a interfejsu, a b grubo�sci �a komponent�ow tworz �acych bimateria l).
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Rysunek 2.35. Drugi model interfejsu wg Atkinsona. Warstwa interfejsu posiadaj �aca ci �ag la
zmian�e modu l�ow elastycznych.

W przypadku h1 � b wyniki s �a zbie_zne.
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Rysunek 2.36. Po lo_zenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez dodatkowy, jednorodny
materia l.
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Rysunek 2.37. Po lo_zenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez ci �ag l �a zmian�e modu l�ow
elastycznych trzeciej fazy materia lu.

Jedn �a z bardziej interesuj�acych prac dotycz�acych modelowania interfejsu jest praca
Delale & Erdogana [111], por. Rys. 2.38. Autorzy rozwa_zaj�a w niej problem szczeliny
usytuowanej w interfejsie b�ed �acym faz�a przej�sciow�a mi�edzy materia lami tworz�acymi bi-
materia l. Podane jest tam rozwi�azanie bazuj�ace na identycznej metodzie jak proponowana
w niniejszej pracy, ale niestety nie zamieszczono w niej wyra_ze�n de�niuj �acych nieosobli-
we j �adra r�owna�n ca lkowych, odwo luj�ac si�e do niedost�epnego artyku lu. Autorzy, dzi�eki
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otrzymanemu rozwi�azaniu, badaj�a wp lyw r�o_znego po lo_zenia szczeliny w tak za lo_zonym
interfejsie.
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Rysunek 2.38. Model interfejsu wg Dalale i Erdogana.

2.9. Wyznaczenie WIN oraz sk ladowej T .

2.9.1. Wsp �o lczynniki intensywno �sci napr �e_ze�n

WIN jest najwa_zniejszym parametrem w linowej mechanice p�ekania i dlatego jego jak
najdok ladniejsze obliczenie jest zadaniem niezwykle istotnym. W proponowanej meto-
dzie wielko�s�c ta zwi �azana jest z g�esto�sci �a dyslokacji bx (� ); by(� ) (w nast�epnej cz�e�sci tego
podrozdzia lu u_zywany b�edzie r�ownie_z symbolf j (t0), por. (2.102)).

W najprostszym przypadku pojedynczej szczeliny o d lugo�sci 2a umieszczonej w nie-
ko�nczenie du_zej, jednorodnej p laszczy�znie rozci�aganej w niesko�nczono�sci obci�a_zeniem pro-
stopad lym do szczeliny wykorzystuje si�e zwi �azek pomi�edzy WIN, a rozwarciem szczeliny
(2.12) w nast�epuj �acej postaci:

dg(r )
dr

=
(� + 1)

2�
K Ip
2�r

: (2.130)

Nast�epnie u_zywa si�e wyra_zenia (2.35), kt�ore opisuje relacj�e pomi�edzy g�esto�sci �a dyslokacji,
a rozwarciem szczeliny. Tak wi�ec dla prawego wierzcho lka szczelinyby(r ) = d g(r )=dr . W
wyniku tego

K I = lim
r ! 0

dg(r )
dr

p
2�r

2�
(� + 1)

: (2.131)

Nast�epnie wykorzystuj �ac normalizacj�e relacji r = a� x, por. (2.46), do postacir = a(1� t)
WIN de�niuje si �e jako:

K I = lim
t ! 1

by(t)
p

2�
p

a(1 � t)
2�

(� + 1)
: (2.132)

W tym momencie nale_zy wykorzysta�c opisane w podrozdziale 2.4.3 rozwi�azanie nume-
ryczne, gdzie funkcj�e by(t) zast�epuje si�e wyra_zeniem (2.44):by(t) = F (t)

(1+ t) � (1� t ) � , w kt �orym
�; � s �a stopniami osobliwo�sci i F (t) jest now �a nieznan�a, ci �ag l �a funkcj �a w przedziale
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(� 1; 1). W rozwa_zanym elementarnym przypadku� = � = 1=2 i dla obu wierzcho lk�ow
szczeliny

K I (� 1) = �
p

a�
2�

(� + 1)
F (� 1): (2.133)

Jednak_ze w sytuacjach bardziej z lo_zonych ni_z pojedyncza szczelina w materiale jedno-
rodnym WIN uzyska�c mo_zna wykorzystuj�ac metod�e funkcji teoretycznej (ang.: function
theoretic method) opisanej przez Muskhelishviliego w [48], czy te_z w pracach [49] lub [50].
W tym celu nale_zy wprowadzi�c ponownie funkcj�e Fj (t0) (patrz podrozdzia l 2.4.3), za po-
moc�a kt�orej mo_zna wyrazi�c funkcj�e f j (t0), b �ed �ac �a rozwi �azaniem r�owna�n ca lkowych jako

f j (t0) =
Fj (t0)

(t0 � aj )
� j (bj � t0)� j

=
Fj (t0)e�� j i

(t0 � aj )
� j (t0 � bj )� j

;

aj < t 0 < bj ; (j = 1; 2); 0 < Re(� j ; � j ) < 1:

(2.134)

Nast�epnie rozwa_zana jest nowa funkcja:

� kj (z) =
1
�

bjZ

aj

akj (t0)f j (t0)
t0 � z

dt0 =
1
�

bjZ

aj

akj (t0)Fj (t0)e�� j i

(t0 � z)( t0 � bj )� j (t0 � aj )� j
dt0; (k; j = 1; 2)

(2.135)
gdzieakj s �a to znane funkcje powsta le podczas formu lowania r�owna�n ca lkowych. Asymp-
totyczne zachowanie ca lek Cauchy'ego pozwala nam wyrazi�c funkcje � kj (z), por. [48],
Rozdzia l 4, w postaci:

� kj (z) =
akj Fj (aj )e�� j i

(bj � aj )
� j sin�� j

1
(z � aj )� j

�
akj Fj (bj )

(bj � aj )
� j sin�� j

1
(z � bj )� j

+ � 0kj (z); (2.136)

gdzie funkcje� 0kj (z) s �a ograniczone z wyj�atkiem punkt�ow aj ; bj w kt �orych typ osobliwo�sci
jest s labszy ni_z (z� aj )� � j oraz (z� bj )� � j . W�owczas cz�e�s�c r�ownania ca lkowego zawieraj�aca
osobliwo�s�c typu Cauchy'ego mo_ze by�c wyra_zona w nast�epuj �acej postaci (z = t + ig, g = 0,
aj < t < b j ):

1
�

bjZ

aj

akj (t0)f j (t0)
t0 � t

dt0 =
akj Fj (aj )
(bj � aj )� j

ctg�� j
1

(t � aj )� j
�

akj Fj (bj )
(bj � aj )� j

ctg�� j
1

(bj � t)� j
+ � 1kj (z):

(2.137)
Poniewa_z

e�� j i

sin�� j
=

(cos� + isin� )� j

sin� j �
=

cos�� j

sin�� j
= ctg �� j ;

WIN dla systemu prostoliniowych szczelin, kt�orych wierzcho lki umieszczone s�a w tym
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samym materiale jednorodnym, por. Rys. 2.21, mo_zna otrzyma�c wykorzystuj �ac wyra_zenia:

K I (tS
j
) = lim

t ! tS
j

s
2(t � tS

j
)

cos� j
pn (t j );

K II (tS
j
) = lim

t ! tS
j

s
2(t � tS

j )

cos� j
ptn (t j );

K I (tE
j

) = lim
t ! tE

j

s
2(tE

j � t)

cos� j
pn (t j );

K II (tE
j ) = lim

t ! tE
j

s
2(tE

j
� t)

cos� j
ptn (t j );

(2.138)

oraz system r�owna�n ca lkowych (2.103). Nast�epnie, wykorzystuj�ac r�ownania (2.136) i
(2.137), WIN wyrazi�c mo_zna za pomoc�a funkcji b �ed �acej rozwi�azaniem r�owna�n ca lko-
wych. Nale_zy podkre�sli�c, _ze do sformu lowania ko�ncowych wyra_ze�n wykorzystywane s�a
jedynie te cz�e�sci r�owna�n ca lkowych, kt�ore wnosz�a cz�e�s�c osobliw�a. Cz�e�sci regularne nie s�a
brane pod uwag�e. W wyniku tego WIN de�niowany jest tu jako:

K I (tS
j
) = �

1
p

L j =2
[sin(� j )Ftj (tS

j
) + cos(� j )Fnj (tS

j
)];

K II (tS
j
) = �

1
p

L j =2
[cos(� j )Ftj (tS

j
) � sin(� j )Fnj (tS

j
)];

K I (tE
j

) =
1

p
L j =2

[sin(� j )Ftj (tE
j

) + cos(� j )Fnj (tE
j

)];

K II (tE
j ) =

1
p

L j =2
[cos(� j )Ftj (tE

j
) � sin(� j )Fnj (tE

j
)];

(2.139)

W podobny spos�ob post�epuje si�e w bardziej skomplikowanych przypadkach, np. prosto-
pad lej szczeliny zako�nczonej w interfejsie (por. [53]- r�ownanie (31) ).

W przypadku pojedynczej szczeliny w materiale jednorodnym, gdzie � = � = 1=2,
b1 = t1 oraz a1 = t2, wyra_zenia (2.136) i (2.137) przyjmuj�a posta�c [59]:

� kj (z) = iakj (t2)Fj (t2)( t1 � t2)� 1=2(z � t2)� 1=2

� akj (t1)Fj (t1)( t1 � t2)� 1=2(z � t1)� 1=2 + � 0k1(z);
(2.140)

1
�

t1Z

t2

akj (t0)f j (t0)
t0 � z

dt0 = � kj (x) =
akj (t2)Fj (t2)

(t1 � t2)1=2(t2 � t)1=2
�

akj (t1)Fj (t1)
(t1 � t2)1=2(t � t1)1=2

+ � 0kj ;

(2.141)
(t < t 2; t > t 1):

Przyk lady. Przedstawione poni_zej przyk lady dotycz�a dw�och opisanych szczeg�o lowo w
poprzednich podrozdzia lach kon�guracji pojedynczej szczeliny i interfejsu. Przedstawione
wyra_zenia wynikaj�a z zastosowania mo_zliwych dla nich uproszcze�n, a dodatkowe cz lony
wynikaj �a z istnienia akj pojawiaj �acych si�e podczas formu lowania r�owna�n ca lkowych w
okre�slonych kon�guracjach i uk ladach wsp�o lrz�ednych.
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� dla inkluzji i r �owna�n ca lkowych (2.91) i (2.92):

a11 = � a22 =
c

p
c2 + t2

0

; a12 = a21 =
t0p

c2 + t2
0

; (2.142)

K I (t1) = �
2� 1

1 + � 1

1
p

a(c2 + t2
1)

[cF1(t1) + t1F2(t1)];

K II (t1) = �
2� 1

1 + � 1

1
p

a(c2 + t2
1)

[t1F1(t1) � cF2(t1)];

K I (t2) =
2� 1

1 + � 1

1
p

a(c2 + t2
2)

[cF1(t2) + t2F2(t2)];

K II (t2) =
2� 1

1 + � 1

1
p

a(c2 + t2
2)

[t2F1(t2) � cF2(t2)];

(2.143)

� dla prostego interfejsu i r�owna�n ca lkowych (2.98) i (2.98):

a11 = � a22 = cos(� ); a12 = a21 = sin( � ); (2.144)

K I (t1) = �
2� 1

1 + � 1
p

a
[cos(� )F1(t1) + sin( � )F2(t1)];

K II (t1) = �
2� 1

1 + � 1
p

a
[sin(� )F1(t1) � cos(� )F2(t1)];

K I (t2) =
2� 1

1 + � 1
p

a
[cos(� )F1(t2) + sin( � )F2(t2)];

K II (t2) =
2� 1

1 + � 1
p

a
[sin(� )F1(t2) � cos(� )F2(t2)];

(2.145)

przy a = ( t1 � t2)=2.
Podsumowuj�ac, uzyskany model umo_zliwia otrzymanie WIN dla dowolnej orientacji i

liczby szczelin prostoliniowych. W dalszej cz�e�sci pracy przedstawiony model b�edzie wy-
korzystany do opisu wzrostu szczeliny zm�eczeniowej. Nale_zy zauwa_zy�c, i_z przedstawione
podej�scie mo_ze by�c zastosowane r�ownie_z dla dowolnych kon�guracji szczelin umieszczo-
nych w r�o_znego rodzaju materia lach w zale_zno�sci od istnienia rozwi�aza�n A i B odpowia-
daj �acych rozwa_zanym sytuacjom.

2.9.2. Obliczanie sk ladowej T

Jak wspomniano w podrozdziale 2.2.2 opr�ocz WIN bardzo istotn �a wielko�sci �a w linio-
wej mechanice p�ekania jest parametrT. Jest to, podobnie jak WIN, wielko�s�c charaktery-
zuj �aca kon�guracj�e geometryczn�a szczeliny i obci�a_zenia, kt�or �a, na podstawie wielu prac,
wydaje si�e by�c koniecznym uwzgl�ednia�c w przypadku opisu wzrostu szczeliny. Istnieje co
najmniej kilka metod uzyskiwania tej wielko�sci. W najprostszym przypadku pojedynczej
szczelinyT = � 1 (1 � k) cos 2� , por. Rys. 2.5. Jednak_ze w bardziej z lo_zonych przypad-
kach, np. szczeliny g l�ownej z odga l�ezieniem, problem staje si�e znacznie bardziej z lo_zony
i najcz�e�sciej jest pomijany. W literaturze istnieje kilka rozwi�aza�n tego problemu. Jedn�a
z metod jest modelowanie szczeliny za pomoc�a rozk ladu dyslokacji, por. [52], oraz wyko-
rzystaniu Metody Funkcji Wagowych i Kolokacji Brzegowych,por. [77], [78], [79]. W [52]
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u_zyto bardzo zbli_zonej metody do tej u_zywanej w niniejszej pracy, gdzie odga l�ezienie
szczeliny modelowane jest za pomoc�a ci �ag lego rozk ladu dyslokacji, w wyniku czego au-
torzy pracy uzyskuj �a system r�owna�n ca lkowych osobliwych. Natomiast w [77], [78] i [79]
autorzy wykorzystuj �a funkcje Greena, kt�ore uzyskiwane s�a drog�a aproksymacji z wykorzy-
staniem np. Metody Element�ow Sko�nczonych. Nale_zy przypomnie�c, _ze WIN i parametrT
opisuj �a pole napr�e_ze�n w najbli_zszym otoczeniu wierzcho lka szczeliny, a r�ownania (2.13{
2.15) s�a prawdziwe przyr ! 0. Generalnie, sk ladowaT jest wielko�sci �a niezale_zn�a od r i
� co pozwala zde�niowa�c ten parametr w postaci wyra_zenia (2.21):

T = ( � xx � � yy )

�
�
�
�
� =0 ; r ! 0

:

W celu uzyskania parametruT nale_zy zna�c w praktyce rozk lad napr�e_ze�n w ca lym ma-
teriale. Dopiero w�owczas mo_zliwe jest uzyskanie sk ladowejT, kt �ora najcz�e�sciej uzy-
skiwana jest za pomoc�a Metody Element�ow Sko�nczonych. W�owczas, znaj�ac sk ladowe
� xx (x; y); � yy(x; y) tensora napr�e_zenia dla rozwa_zanej kon�guracji szczeliny i materia lu,
a szczeg�olnie ich warto�sci w najbli_zszym s�asiedztwie szczeliny, mo_zliwe jest okre�slenie
poszukiwanego parametru. W dalszej cz�e�sci rozdzia lu stosowana w pracy Metoda Osobli-
wych R�owna�n Ca lkowych typu Cauchy'ego b�edzie u_zyta do uzyskania sk ladowych napr�e-
_zenia nie tylko przy wierzcho lku szczeliny, ale r�ownie_z w pozosta lym obszarze materia lu
dla kt�orego znana jest funkcja Greena opisuj�aca wp lyw pojedynczej dyslokacji. Metoda ta
umo_zliwi r�ownie_z rozwa_zanie wielu szczelin, w r�o_znej kon�guracji. Nale_zy podkre�sli�c, _ze
autorowi niniejszej rozprawy nie uda lo si�e odszuka�c w literaturze pracy, kt�ora w spos�ob
analityczny formu lowa laby r�ownania umo_zliwiaj�ace obliczanie WIN, a w szczeg�olno�sci
parametru T, dla wielu szczelin. Wymieniona powy_zej praca [52] wykorzystuje podobn�a
metod�e, ale rozwa_za jedynie kon�guracj�e g l�ownej szczeliny i jednego odga l�ezienia.

W tym celu koniecznym jest, na podstawie wyra_ze�n (2.38), uzupe lnienie r�owna�n (2.75)
i (2.76), kt�ore determinuj �a rozwi �azanie B, tzn. (��� ), oraz rozwi �azanie problemu A, tzn. (�� ),
o sk ladow�a dzia laj �ac �a wzd lu_z powierzchni szczeliny, por. Rys. 2.18, tj. o� t (s). W przy-
padku sformu lowa�n dla N szczelin nale_zy uzupe lni�c r�ownania (2.100) oraz transformacj�e
(2.101) w nast�epuj �acy spos�ob:

��� t (t j ) =
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[ht1(t j ; toi )bti (toi ) + ht2(t j ; toi )bwi (toi )]dtoi ; (2.146)

gdziehsv; (v = 1; 2) wyra_zaj�a dodatkowe transformacje:

ht1 = ( hxx 1 sin� 0i � hxx 2 cos� 0i ) sin2 � j + ( hyy1 sin� 0i � hyy2 cos� 0i ) cos2 � j �

+ 2( hxy 1 sin� 0i � hxy 2 cos� 0i ) sin � j cos� j ;

ht2 = ( hxx 1 cos� 0i + hxx 2 sin� 0i ) sin2 � j + ( hyy1 cos� 0i + hyy2 sin� 0i ) cos2 � j �

+ 2( hxy 1 cos� 0i + hxy 2 sin� 0i ) sin � j cos� j :

(2.147)

Nast�epnie uwzgl�edniaj �ac regu l�e superpozycji oraz rozwi�azanie uk ladu r�owna�n (2.100),
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sk ladowe tensora napr�e_zenia w punkcie (t; w) mo_zna uzyska�c w nast�epuj �acy spos�ob:

� t (t; w) = ��� t (t; w) + �� t (t; w) =

=
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[ht1(t; t oi ; w)bti (toi ) + ht2(t; t oi ; w)bwi (toi )]dtoi + �� t (t; w);

� n (t; w) = ��� n (t; w) + �� n (t; w) =

=
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[hn1(t; t oi ; w)bti (toi ) + hn2(t; t oi ; w)bwi (toi )]dtoi + �� n (t; w);

� tn (t; w) = ��� tn (t; w) + �� tn (t; w) =

=
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[htn 1(t; t oi ; w)bti (toi ) + htn 2(t; t oi ; w)bwi (toi )]dtoi + �� tn (t; w):

(2.148)

W�owczas dla jednego z wierzcho lk�ow szczeliny, wykorzystuj�ac r�ownanie (2.16), kt�ore jest
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Rysunek 2.39. Geometra�scie_zki szczeliny.

prawdziwe dlar ! 0, � = 0 oraz wielko�sci zde�niowanych na rysunku 2.39, otrzymujemy
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r�ownanie okre�slaj �ace sk ladow�a T:

T =

 

� t (t; w) � � n (t; w)

! �
�
�
�
�
w! wS

i +d w; t ! tS
i +d t

=

=

 
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[ht1(t; t oi ; w)bti (toi ) + ht2(t; t oi ; w)bwi (toi )]dtoi + �� t (t; w)

�
NX

i =1

tS
iZ

tE
i

[hn1(t; t oi ; w)bti (toi ) + hn2(t; t oi ; w)bwi (toi )]dtoi � �� n (t; w)

! �
�
�
�
�
w! wS

i +d w;t ! tS
i +d t

:

(2.149)
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2.10. Strefa plastyczna w otoczeniu wierzcho lka szczelin y

Zgodnie z rozwi�azaniem spr�e_zystym przytoczonym w poprzednim rozdziale napr�e_ze-
nie w otoczeniu wierzcho lka szczeliny wykazuje osobliwo�s�c � ! 1 , gdy r ! 0. Taki
wynik jest jednak nie�zyczny, bo _zadne cia lo nie jest zdolne do przeniesienia niesko�n-
czenie du_zego napr�e_zenia, kt�ore pojawi loby si�e w najbli_zszym s�asiedztwie wierzcho lka
szczeliny, nawet przy bardzo niewielkim obci�a_zeniu. W rzeczywisto�sci materia ly wykazu-
j �a mechanizmy zmierzaj�ace do zmniejszenia napr�e_zenia i rozproszenia energii skupionej
przed wierzcho lkiem szczeliny. W materia lach metalicznych rozw�oj p �ekni�ecia  l �aczy si�e �sci-
�sle ze stref�a odkszta lcenia plastycznego przed czo lem p�ekni�ecia, co ogranicza stosowanie
klasycznej liniowej mechaniki p�ekania (LMP). Wielko�s�c i kszta lt obszar�ow plastycznych
jest determinowana przez rodzaj materia lu, geometri�e elementu oraz wielko�s�c napr�e_zenia.
Narz�edziem do analizy takiego problemu s�a hipotezy wyt�e_zeniowe teorii plastyczno�sci, z
kt �orych najcz�e�sciej stosowane s�a hipotezy:

� Hubera{Misesa{Hencky'ego, na podstawie kt�orej materia l osi�agnie stan plastyczny,
gdy drugi niezmiennik dewiatora napr�e_zenia (sij ) osi �agnie warto�s�c krytyczn �a k2:

1
2

sij sij = k2: (2.150)

� Tresci, na podstawie kt�orej materia l osi�agnie stan plastyczny, gdy maksymalne na-
pr �e_zenie styczne osi�agnie krytyczn �a warto�s�c k r�own �a granicy plastyczno�sci przy
czystym �scinaniu:

� max =
� max � � min

2
= k; (2.151)

gdzie � max i � min s �a to najwi �eksze i najmniejsze napr�e_zenia g l�owne, a � max jest
maksymalnym napr�e_zeniem stycznym.

Przybli_zony kszta lt strefy plastycznejr �
p mo_zna okre�sli�c podstawiaj�ac wzory na pole

napr�e_zenia do wybranej hipotezy wyt�e_zeniowej i wyznaczaj�ac r = r �
p, por. Rys. 2.40. Dla

Rysunek 2.40. Podstawowy spos�ob oszacowania wielko�s�c strefy plastycznej

sytuacji z Rys. 2.40 dla� = 0, wielko�s�c r �
p mo_zna uzyska�c w nast�epuj �acy spos�ob:

� y =
K Ip
2�r �

p
= � ys ) r �

p =
K 2

I

2�� 2
ys

=
� 2a
2� 2

ys
: (2.152)
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gdzie� ys jest napr�e_zeniem uplastyczniaj�acym. Jednak_ze wprowadzenie obszar�ow plastycz-
nych do rozwi�azania spr�e_zystego nie powoduje zmiany tego rozwi�azania, poniewa_z okre�sla
to tylko hipotetyczny zasi�eg deformacji plastycznych.

2.10.1. Model Irwina

Irwin, 1961 [107], zasugerowa l, i_z plastyczno�s�c powoduje, _ze szczelin�e nale_zy trak-
towa�c jakby by la d lu_zsza od swego �zycznego wymiaru. Plastyczno�s�c traktowana jest
wi �ec jako czynnik os labiaj�acy materia l, podobnie jak defekt w postaci szczeliny. Dlate-
go Irwin przesun�a l wierzcho lek szczeliny do wn�etrza strefy plastyczno�sci, por. Rys. 2.41,
czyli �zyczna d lugo�s�c szczelinya, zosta la zast�apiona przez efektywn�a d lugo�s�c szczeliny
a+ � . Napr�e_zenie na dodanej d lugo�sci szczeliny� zosta lo ograniczone do napr�e_zenia upla-
styczniaj �acego� ys. Dodana d lugo�s�c szczeliny powinna by�c wystarczaj�aco du_za, aby by la
zdolna przenie�s�c obci �a_zenie, kt�ore zosta lo" usuni�ete" na odcinku � , tzn. w obszarze A,
wynikaj �ace z rozk ladu napr�e_zenia spr�e_zystego. Aby by lo to spe lnione, obszar A musi by�c
r�owny obszarowi B, determinowanemu przez odcinek� . Wielko�s�c � mo_ze by�c oszacowana

Rysunek 2.41. Oszacowanie wielko�sci strefy plastycznej wg Irwina [107]

za pomoc�a wyra_zenia, kt�ore jest wynikiem za lo_zenia, i_z strefa plastyczna zajmuje obszar,
w kt �orym � y � � ys:

� ys =
K Ip

2� (r = � )
=

K Ip
2��

) � =
1

2�
K 2

I

� 2
ys

=
� 2(a + � )

2� 2
ys

; (2.153)

gdzie, je�sli przyj �ete zostanie, _ze odcinek� jest bardzo ma ly w por�ownaniu z wymiarem
szczeliny, to� mo_ze by�c pomini�ete. W�owczas r�ownanie (2.153) b�edzie identyczne z (2.152)
i wtedy r �

p = � .
Poniewa_z obszar A ma by�c r�owny obszarowi B, to:

� � ys =
Z �

0

K Ip
2�r

dr � � � ys; (2.154)

a rozwi �azanie tej ca lki daje:
�

2
�

�
� 1

2

K I = � ys(� + � ): (2.155)
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Z wyra_zenia (2.153) WIN mo_zna zapisa�c jako K I = (2 �� )
1
2 � ys, a w�owczas (2.155) prze-

kszta lca si�e do postaci:
2�� ys = � ys(� + � ); (2.156)

czyli, 2� = � + � . Wynika z tego, _ze� = � i wierzcho lek szczeliny powi�ekszonej o jej
efektywn �a cz�e�s�c umieszczony jest w centrum strefy plastycznej, por. Rys. 2.42. Natomiast
dla pomijalnie ma lych warto�sci � w stosunku do d lugo�sci szczeliny mo_zna przyj�a�c:

rp = 2r �
p =

1
�

�
K I

� ys

� 2

: (2.157)

Rysunek 2.42. Wielko�s�c strefy plastycznej wg Irwina [107].

2.10.2. Model Dugdale'a

Inne rozwi �azanie, kt�ore zak lada wyd lu_zenie efektywnej szczeliny w stosunkudo jej �-
zycznej wielko�sci spowodowane plastyczno�sci �a materia lu zaproponowa l Dugdale [8], oraz,
niezale_znie, Barenblatt [9]. Model Dugdale'a jest wynikiem jego obserwacji, _ze w cienkich
blachach z niskow�eglowej stali w obszarze przed wierzcho lkiem szczeliny rozwija si�e w�aska
i wyd lu_zona strefa plastyczna w kszta lcie klina. Strefata zosta la zast�apiona odcinkiem� ,
o kt�ory sztucznie wyd lu_zona jest rzeczywista szczelina. Na odcinek ten dzia la napr�e_zenie
� ys, kt �ore zwiera powierzchni�e szczeliny na dodanej d lugo�sci. Wielko�s�c � powinna by�c tak
dobrana, aby napr�e_zenia przed wierzcho lkiem szczeliny nie by ly ju_z osobliwe, czyli mia ly
warto�s�c sko�nczon�a. Warunek ten jest spe lniony, gdy suma WIN od napr�e_zenia zewn�etrz-
nego,K � , oraz od napr�e_zenia� � ys na kraw�edziach szczeliny na dodanym odcinku� , K � ,
kompensuj�a si�e:

K � = � K � : (2.158)

Warunek taki jest wystarczaj �acy, gdy_z wyra_zenia na sk ladowe tensora napr�e_zenia s�a
uniwersalne, inne s�a jedynie WIN.

Dla przypadku szczeliny umieszczonej w niesko�nczonej p laszczy�znie i obci�a_zonej w
punkcie przez sk ladow�a normaln �a i styczn �a, P i Q, por. Rys. 2.44, WIN de�niuje si�e jako:

K B
I =

P
p

�a

s
a + �
a � �

;

K B
II =

Q
p

�a

s
a + �
a � �

:

(2.159)
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Rysunek 2.43. Wielko�s�c strefy plastycznej wg Dugdale'a.

Rysunek 2.44. Obci �a_zenie na kraw�edzi szczeliny.

W przypadku, gdy Q = 0, to K II = 0 i WIN na obu wierzcho lkach szczeliny przybieraj�a
posta�c:

K A
I =

P
p

�a

s
a � �
a + �

;

K B
I =

P
p

�a

s
a + �
a � �

:

(2.160)

Wyra_zenia te mo_zna wykorzysta�c w sytuacji, gdy obci�a_zenia roz lo_zone s�a tylko wzd lu_z
dodanych d lugo�sci szczeliny ([a; a + � ] dla wierzcho lka B), przez zsumowanie wp lywu
ci �ag lego rozk ladu obci�a_ze�n na tych odcinkach. Nale_zy zauwa_zy�c, _ze na WIN na jednym z
wierzcho lk�ow ma r�ownie_z wp lyw obci�a_zenie na odcinku dodanym na drugim wierzcho lku.
A wi �ec:

K � =
� ys(� )
p

�a

Z a+ �

a

� s
a + �
a � �

+

s
a � �
a + �

�
d� = 2� ys

r
a + �

�
arc cos

a
a + �

: (2.161)

oraz
K � = �

p
� (a + � ): (2.162)

W�owczas� zgodnie z r�ownaniem (2.158) mo_ze by�c wyra_zone jako:

a
a + �

= cos
��

2� ys
: (2.163)
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Nast�epnie, pos luguj�ac si�e rozwini�eciem funkcji cosinus w szereg, odrzucaj�ac cz lony wy_z-
szego rz�edu i pozostawiaj�ac jedynie dwa pierwsze cz lony:

cos
�

��
2� ys

�
= 1 �

1
2

�
��

2� ys

� 2

+ : : : ; (2.164)

uzyska�c mo_zna przybli_zon�a d lugo�s�c strefy plastycznej jako:

� =
� 2� 2a
8� ys

2
=

�
8

�
K I

� ys

� 2

: (2.165)

2.10.3. Przemieszczenie wierzcho lka szczeliny

Rozwarcie szczeliny(ang.: COD { Crack Opening Displacement) w przypadku jedno{
osiowego stanu napr�e_zenia, to odleg lo�s�c mi�edzy powierzchniami szczeliny, por. Rys. 2.45,
czyli:

COD = 2uy: (2.166)

W przypadku wprowadzenia do rozwi�azania dodatkowego wyd lu_zenia szczeliny mo_z-
 

y 

x 

x 

a a 

COD 

Rysunek 2.45. Wielko�s�c rozwarcia szczeliny

na poprzez zastosowanie jednego z poprzednio opisanych modeli wprowadzaj�acych stref�e
plastyczn �a, okre�sli�c rozwarcie wierzcho lka szczeliny(ang.: CTOD { Crack Tip Opening
Displacement). Wielko�s�c t �e okre�sla si�e na granicy rozdzielaj�acej modelow�a stref�e pla-
styczn �a i �zyczn �a szczelin�e. Mo_zna j�a okre�sli�c z wykorzystaniem wyra_zenia (2.166), a
wi �ec:

CTOD = 2 uy

�
�
�
�
(r = r �

p ; � = � )

: (2.167)
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2.11. Rezultaty dla wybranych kon�guracji szczeliny i inte r-
fejsu

W tym rozdziale, w celu wery�kacji proponowanej metody, rozwa_zone b�edzie kilka
kon�guracji szczelin umieszczonych zar�owno w materiale jednorodnym, jak i w bimate-
riale. Wyniki b �ed �a por�ownane z wynikami dost�epnymi w literaturze. WIN w wi �ekszo�sci
przypadk�ow b�ed �a wyra_zone w znormalizowanej formiek1;2 = K I,II

� 0
p

a , niezale_znej od obci�a-
_zenia i d lugo�sci szczeliny.

Pojedyncza szczelina

W przypadku pojedynczej szczeliny dowolnie zorientowanejw stosunku do interfejsu,
por. Rys. 2.46, uzyskane wyniki s�a zgodne z prac�a Erdoganaet al. [66], jak r�ownie_z z prac�a
[67]. Nale_zy zauwa_zy�c, i_z wyniki w Tabelach 2.2 i 2.3 dotycz�a obci �a_zenia przy lo_zonego
bezpo�srednio na powierzchni szczeliny. Natomiast w Tabelach 2.4i 2.5 wyniki dotycz �a
obci �a_zenia przy lo_zonego na granicy pr�obki.
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Rysunek 2.46. Kon�guracja szczeliny w s�asiedztwie bimateria lu.
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Tabela 2.2. Por�ownanie WIN z wynikami dost �epnymi w literaturze, obci �a_zenie na powierzch-
ni szczeliny,d = 2 a; � 2

� 1
= 23; � 2 = 0 :3; � 1 = 0 :35; pn

1 = � � 0; pt
1 = 0 :

k1B k1A k2B k2A

� [� ] Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]

0 0,9615 0,9617 0,9349 0,9349 0 0 0 0
20 0,9571 0,9572 0,9306 0,9307 0,0124 0,0125 0,0024 0,0025
40 0,9457 0,9457 0,9217 0,9216 0,0209 0,0209 0 0,00001
60 0,9321 0,9318 0,9149 0,9144 0,0237 0,0237 -0,0071 -0,0071
80 0,9207 0,9206 0,9144 0,9143 0,0214 0,0215 -0,0152 -0,0153
90 0,9168 0,9160 0,9168 0,9160 0,0187 0,0188 -0,0187 -0,0188

Tabela 2.3. Por�ownanie WIN z wynikami dost �epnymi w literaturze, obci �a_zenie na powierzch-
ni szczeliny,d = 2 a; � 2

� 1
= 0 :043; � 2 = 0 :35; � 1 = 0 :3; pn

1 = � � 0; pt
1 = 0 :

k1B k1A k2B k2A

� [� ] Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]

0 1,0480 1,0464 1,0813 1,0780 0 0 0 0
20 1,0571 1,0571 1,0930 1,0929 -0,0220 -0,0220 -0,0097 -0,0098
40 1,0809 1,0796 1,1187 1,1165 -0,0377 -0,0377 -0,0078 -0,0077
60 1,1102 1,1091 1,1404 1,1389 -0,0433 -0,0433 0,0061 -0,0062
80 1,1348 1,1344 1,1464 1,1459 -0,0382 -0,0382 0,0242 0,0242
90 1,1426 1,1420 1,1426 1,1420 -0,0320 -0,0321 0,0320 0,0321

Tabela 2.4. WIN dla obci �a_zenia przy lo_zonego na granicach pr�obki, d = 2 a; � 2
� 1

= 23; � 2 =
0:3; � 1 = 0 :35; p1

1 = � 0; p1
2 = 0 :

� [� ] k1B k1A k2B k2A

0 0,9615 0,9349 0 0
10 0,93167 0,90724 0,1699 0,16071
20 0,84633 0,82876 0,31883 0,30251
30 0,71601 0,70763 0,42851 0,40852
40 0,55695 0,55763 0,48572 0,46588
50 0,38883 0,39633 0,48386 0,46742
60 0,23227 0,24299 0,42369 0,41255
70 0,10622 0,11621 0,31305 0,30743
80 0,025705 0,031641 0,1658 0,16428
90 0 0 0 0
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Tabela 2.5. WIN dla obci �a_zenia przy lo_zonego na granicy pr�obki, d = 2 a; � 2
� 1

= 0 :043; � 2 =
0:35; � 1 = 0 :3; p1

1 = � 0; p1
2 = 0 :

� [� ] k1B k1A k2B k2A

0 1,0480 1,0813 0 0
10 1,0176 1,0477 0,16812 0,17899
20 0,93051 0,95229 0,31702 0,33685
30 0,79611 0,80623 0,42937 0,45466
40 0,62939 0,6273 0,49157 0,51783
50 0,44943 0,43754 0,49541 0,51817
60 0,27735 0,2605 0,4393 0,45531
70 0,13399 0,11811 0,32879 0,3371
80 0,037289 0,027765 0,17634 0,17861
90 0 0 0 0

Szczeliny oddzielne

Wyniki dla dw �och oddzielnych szczelin
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Rysunek 2.47. Kon�guracja dw�och szczelin.

Szczeg�olnie interesuj�ace s�a wyniki uzyskane w przypadku umieszczenia w bimateriale
pewnej liczby szczelin. Dotyczy to szczeg�olnie sytuacji, gdy szczeliny te nie znajduj�a si�e
w tym samym materiale.

Przypadek interakcji mi�edzy szczelinami umieszczonymi w materiale jednorodnym,
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by l przedmiotem bada�n w wielu pracach. Mo_zna wi�ec sprawdzi�c poprawno�s�c wynik�ow
otrzymywanych za pomoc�a proponowanej w niniejszej pracy metody poprzez por�owna-
nie z wynikami dost�epnymi w literaturze. Tabela 2.6 ukazuje bardzo dobr�a zbie_zno�s�c z
wynikami opublikowanymi w pracach, np. Erdogana [69] i Lamaet al. [68]. Wyniki od-
powiadaj �a sytuacji z Rys. 2.47.

Rzadko rozwa_zanym przypadkiem bywa natomiast problem interakcji szczelin w mate-
ria lach kompozytowych, kt�orych przyk ladem jest bimateria l. W niniejszej pracy rozwa_zo-
no kilka przyk lad�ow takiej sytuacji, m.in. dla kon�guracji z Rys. 2.47, lecz dla bimateria lu.
Uzyskane rezultaty mog�a pom�oc w ocenie wp lywu drugiej szczeliny w materiale kompo-
zytowym. Zmian�e warto�sci WIN w por�ownaniu z wynikami dla materia lu jednorodnego
przedstawiono w Tabelach 2.7 i 2.8. Nale_zy zauwa_zy�c, i_z rezultaty z Tabel 2.7 oraz 2.8 dla
2a=g = 0:05, a wi�ec sytuacji, gdy szczeliny s�a do�s�c daleko oddalone od siebie, powinny
zmierza�c do wynik�ow z Tabel 2.2, 2.3 lub 2.4, 2.5 (pojedyncza szczelina) dla szczeg�olnej
sytuacji, gdy � = 0. Fakt ten potwierdza poprawno�s�c stosowanej metody zar�owno dla
materia lu jednorodnego, jak i bimateria lu.

Tabela 2.6. Por�ownanie WIN dla dw�och oddzielnych szczelin w materiale jednorodnym,
� 2
� 1

= 1 :

k1A k1B

2a=g Stosowana Lam, Phua Erdogan Stosowana Lam, Phua Erdogan
metoda [68] [69] metoda [68] [69]

0.05 1.0002 1,00024 1,00030 1.0002 1,00027 1,00029
0.1 1.0011 1,00120 1,00120 1.0012 1,00130 1,00131
0.2 1.0045 1,00463 1,00462 1.0055 1,00563 1,00566
0.3 1.01 1,01019 1,01016 1.0137 1,01377 1,01383
0.4 1.0177 1,01792 1,01787 1.027 1,02703 1,02717
0.5 1.0278 1,02805 1,02795 1.0478 1,04766 1,04796
0.6 1.0408 1,04110 1,04094 1.0803 1,07979 1,08040
0.7 1.0577 1,05813 1,05786 1.1331 1,13186 1,13326
0.8 1.0809 1,08148 1,08107 1.2287 1,22520 1,22894
0.9 1.1173 1,11809 1,11741 1.4534 1,44071 1,45387

Wyniki dla trzech oddzielnych szczelin

Rysunek 2.48 przedstawia geometri�e trzech szczelin, z kt�orych dwie umieszczone s�a
symetrycznie po k�atem  . Uzyskane wyniki (k1B) s �a zgodne z wynikami publikowanymi
w pracy Lam et al. [68], co widoczne jest w Tabelach 2.9 oraz 2.10 dla przypadku
materia lu jednorodnego. Wyniki umieszczenia takiego systemu szczelin w bimateriale
zaprezentowano w Tabelach 2.11 oraz 2.12.



80 2. Mechanika p �ekania: szczelina w z  lo _zonym stanie napr �e_zenia

Tabela 2.7. WIN dla dw�och oddzielnych szczelin w bimateriale:d = 2 a; � 2
� 1

= 23; � 2 =
0; 3; � 1 = 0 :35:

2a=g k1A k1B k1C k1D

0.05 0,9297 0,9587 0,9998 0,9998
0.1 0,9300 0,9591 0,9998 0,9998
0.2 0,9313 0,9613 1,0008 1,0004
0.3 0,9338 0,9667 1,0041 1,0021
0.4 0,9379 0,9769 1,0117 1,0057
0.5 0,9438 0,9942 1,0260 1,0114
0.6 0,9524 1,0225 1,0509 1,0198
0.7 0,9636 1,0700 1,0946 1,0318
0.8 0,9797 1,1573 1,1776 1,0492
0.9 1,0056 1,3641 1,3789 1,0779

Tabela 2.8. WIN dla dw�och oddzielnych szczelin w bimateriale:d = 2 a; � 2
� 1

= 0 :043; � 2 =
0:35; � 1 = 0 :3:

2a/g k1A k1B k1C k1D

0.05 1,0796 1,0471 1,0002 1,0002
0.1 1,0805 1,0483 1,0017 1,0015
0.2 1,0850 1,0543 1,0088 1,0072
0.3 1,0929 1,0653 1,0218 1,0164
0.4 1,1041 1,0822 1,0414 1,0284
0.5 1,1186 1,1072 1,0696 1,0434
0.6 1,1370 1,1447 1,1109 1,0617
0.7 1,1605 1,2042 1,1746 1,0845
0.8 1,1923 1,3100 1,2855 1,1146
0.9 1,2417 1,5564 1,5383 1,1603

Tabela 2.9. WIN z pracy Lam, Phua [68] dla trzech oddzielnych szczelin w materiale jedno-
rodnym.

b/a  = 30�  = 45�  = 60�  = 90�  = 120�  = 135�  = 150�

1 1,3256 1,1134 0,9910 1,0027 1,0899 1,1290 1,1495
1/2 1,1304 1,0248 0,9843 0,9999 1,0295 1,0450 1,0577
1/4 1,0403 1,0010 0,9911 0,9989 1,0076 1,0127 1,0182
1/8 1,0097 0,9979 0,9959 0,9987 1,0011 1,0025 1,0044
1/16 1,0014 0,9982 0,9978 0,9987 0,9993 0,9997 1,0002

Po l �aczone szczeliny

Wyniki dla szczeliny przechodz �acej przez interfejs

W przypadku szczeliny przechodz�acej przez interfejs wyniki otrzymane przy zasto-
sowaniu metody proponowanej w pracy por�ownano z rezultatami pracy [53], w kt�orej
rozwa_zano m.in. sytuacj�e jak na Rys. 2.24 (dlat3 = t2 = 0). Por �ownuj �ac wyniki zamiesz-
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Rysunek 2.48. Kon�guracja trzech szczelin: g l�ownej oraz dw�och symetrycznie odchylonych
pod k �atem  .

Tabela 2.10. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w materiale jednorodnym: g=a= 1 :5.

b/a  = 30�  = 45�  = 60�  = 90�  = 120�  = 135�  = 150�

1 1,3256 1,1146 0,9919 1,0053 1,0892 1,1269 1,1542
1/2 1,1326 1,0307 0,9907 1,0043 1,0298 1,0434 1,0581
1/4 1,0455 1,0118 1,0005 1,0035 1,0089 1,0124 1,0183
1/8 1,0172 1,0095 1,0044 1,0023 1,0026 1,0030 1,0047
1/16 1,0086 1,0022 1,0009 1,0013 1,0007 1,0005 1,0009

Tabela 2.11. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5 a; g=a= 1 ; 5; � 2

� 1
= 23; � 2 = 0 ; 3; � 1 = 0 ; 35:

b/a  = 30�  = 45�  = 60�  = 90�  = 120�  = 135�  = 150�

1 1,3049 1,0980 0,9796 0,9985 1,0816 1,1136 1,1316
1/2 1,1210 1,0209 0,9823 0,9974 1,0224 1,0342 1,0462
1/4 1,0370 1,0040 0,9930 0,9965 1,0017 1,0047 1,0097
1/8 1,0097 1,0021 0,9972 0,9953 0,9954 0,9957 0,9972
1/16 1,0013 0,9999 0,9967 0,9942 0,9936 0,9933 0,9936

czone w Tabeli 2.13 mo_zna zauwa_zy�c, _ze wraz ze zbli_zaniem si�e wierzcho lka szczelinyt1 do
interfejsu r�o_znica mi�edzy wynikami powi�eksza si�e. Powodem takiej sytuacji jest u_zyte w
niniejszej pracy uproszczenie, opisywane w podrozdziale 2.4.3. R�ownie_z w tym przypadku
szczelina podzielona zostaje na dwie szczeliny, przy czym punkt graniczny znajduje si�e w
interfejsie, a jego stopie�n osobliwo�sci, dla uproszczenia zadania, przyj�eto r�owny 1/2. Jed-
nak_ze r�o_znice s�a stosunkowo niedu_ze. Wydaje si�e, _ze s�a one dopuszczalne w zastosowaniu
do g l�ownego problemu { zm�eczeniowej propagacji szczeliny.
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Tabela 2.12. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5 a; g=a= 1 :5; � 2

� 1
= 0 :043; � 2 = 0 ; 35; � 1 = 0 :3:

b/a  = 30�  = 45�  = 60�  = 90�  = 120�  = 135�  = 150�

1 1,3513 1,1343 1,0067 1,0139 1,0986 1,1417 1,1788
1/2 1,1463 1,0425 1,0009 1,0127 1,0386 1,0539 1,0717
1/4 1,0555 1,0213 1,0095 1,0119 1,0172 1,0212 1,0280
1/8 1,0262 1,0183 1,0130 1,0107 1,0108 1,0114 1,0134
1/16 1,0172 1,0157 1,0123 1,0096 1,0089 1,0088 1,0093

Tabela 2.13. WIN dla szczeliny przechodz�acej przez interfejs: t4 = const.; l = ( t4 +
t1)=2; E 2

E 1
= 22:447; � 2 = 0 ; 3; � 1 = 0 :35:

t1=t4 k(t4)=(p2

p
l) [53] k(t4)=(p2

p
l) k(t1)=(p1

p
l) [53] k(t1)=(p1

p
l)

0.00 1.3552 1.356 ! 1 ! 1
0.05 1.4037 1.403 4.360 4.272
0.25 1.3324 1.332 2.139 2.091
0.5 1.2378 1.236 1.556 1.521

0.75 1.1588 1.157 1.311 1.301
1 1.0931 1.092 1.178 1.171

1.25 1.0376 1.037 1.096 1.089
1.5 0.9902 0.989 1.042 1.035

1.75 0.9490 0.948 1.004 0.996
2 0.9128 0.912 0.977 0.972

Szczelina g l �owna z odga l �ezieniem

Rysunek 2.49 przedstawia szczelin�e g l�own �a oraz jej odga l�ezienie. Dla takiej sytuacji
obliczano WIN i T w zale_zno�sci od k�ata nachylenia 
 odga l�ezionej szczeliny w stosun-
ku do szczeliny g l�ownej i stosunku wielko�sci d=a. W przypadku materia lu jednorodnego
uzyskiwane wyniki zaprezentowane w Tabeli 2.14 s�a zgodne z wieloma rezultatami do-
st�epnymi w literaturze np. [51], [52] dla przypadku jedno{osiowego obci�a_zenia. Mo_zna
r�ownie_z wykaza�c, _ze w przypadku dwu{osiowego obci�a_zenia wyniki r�ownie_z b�ed �a zgodne
np. z prac�a [52]. Natomiast Tabele 2.15 oraz 2.16 przedstawiaj�a unikalne rezultaty dla tej
samej geometrii szczeliny w przypadku umiejscowienia jej wbimateriale.

Warto�sci sk ladowejT obliczane przy u_zyciu zaproponowanej metody, s�a zgodne z war-
to�sciami otrzymywanymi analitycznie dla pojedynczej szczeliny (T = � 1 (1 � k) cos 2� ,
Rys. 2.5). Jednak_ze metoda ta umo_zliwia uzyskanie tego parametru dla dowolnego sys-
temu prostoliniowych szczelin. Niestety, autorowi nie uda lo si�e dotrze�c do prac prezen-
tuj �acych wyniki dla bardziej skomplikowanych szczelin ni_z szczelina z rozga l�ezieniem
umieszczona w materiale jednorodnym. Jedn�a z prac prezentuj�ac �a wyniki, kt �ore mo_zna
bezpo�srednio por�owna�c z prezentowan�a metod�a jest praca [52]. Autorzy pracy rozwa_zaj�a
g l�own �a szczelin�e o d lugo�sci 2a i odga l�ezienie oznaczone 2b, por. Rys. 2.49. Opublikowane
s �a rezultaty dla r�o_znego stosunkuba i k �ata pochylenia odga l�ezienia. System szczelin jest
tam, m.in. obci �a_zany jednoosiowo, prostopadle do powierzchni szczelinyg l�ownej. Wyniki
otrzymane za pomoc�a metody proponowanej w niniejszej pracy s�a zgodne z wynikami w
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Rysunek 2.49. Kon�guracja szczeliny g l�ownej z odga l�ezieniem.

pracy [52], por. Tabele 2.14 oraz 2.17. Inn�a prac�a prezentuj �ac �a wyniki obliczania parame-
tru T, kt �ore mo_zna por�owna�c z prezentowan�a metod�a jest praca [78]. Rezultaty dotycz�a
m.in. szczeliny kraw�edziowej o d lugo�sci a, od kt�orej odga l�ezia si�e niewielka szczelinal,
stosunek ich d lugo�sci wynosil=a = 1=450. Szczeliny umieszczono w elemencie o sko�nczo-
nych wymiarach, kt�ory zosta l obci�a_zony jak na Rys. 2.50. Poniewa_z wymiar odga l�ezienia
w stosunku do wymiar�ow pr�obki jest niewielki, mo_zna nie uwzgl�ednia�c warunk�ow brze-
gowych jakim s�a granice pr�obki. Tak wi �ec pos luguj�ac si�e funkcj �a Greena dla dyslokacji
umieszczonej w niesko�nczenie du_zej tarczy mo_zna por�owna�c rezultaty uzyskiwane za po-
moc�a Metody Element�ow Sko�nczonych z wynikami stosowanej metody. Okazuje si�e, _ze
rezultaty obu metod s�a zbie_zne.

Podsumowanie

Proponowany spos�ob obliczania WIN i T wydaje si�e by�c do�s�c dobr �a alternatyw �a roz-
wi �aza�n zaproponowanych przez innych autor�ow. Umo_zliwia poszukiwanie WIN iT dla
wielu dowolnie zorientowanych szczelin: po l�aczonych lub nie, przechodz�acych przez in-
terfejs, b�ed �acych po obu stronach interfejsu, jak i b�ed �acych w interfejsie (przy u_zyciu
odpowiedniego modelu interfejsu). Daje to wi�ec mo_zliwo�s�c rozwi �azania problemu propa-
gacji szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale. Rozwi�azanie takie b�edzie przedstawione w
nast�epnej cz�e�sci pracy.
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Tabela 2.14. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g l�ownej szczeliny (� = 0)
oraz jej odga l�ezienia umieszczonych w materiale jednorodnym:d = 5 a; n = 80:

b / a = 1 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,414 0 -1 1,414 0 -1
15 1,3258 -0,38116 -0,87646 1,3971 0,022796 -0,98996
30 1,0828 -0,68052 -0,54082 1,3506 0,032318 -0,9621
45 0,74361 -0,83772 -0,088256 1,2865 0,020638 -0,92257
60 0,38818 -0,82911 0,35225 1,2191 -0,011714 -0,8799
75 0,096268 -0,67258 0,65361 1,1602 -0,056024 -0,84291

b / a = 0,75 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,3227 0 -1 1,3227 0 -1
15 1,2415 -0,35265 -0,87588 1,3089 0,023913 -0,99362
30 1,0172 -0,63261 -0,5387 1,271 0,036819 -0,97562
45 0,70187 -0,78635 -0,08414 1,2183 0,031751 -0,94909
60 0,36595 -0,79309 0,35848 1,1625 0,008146 -0,91831
75 0,079302 -0,66879 0,66243 1,1138 -0,028287 -0,88782

b/a = 0,5 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,2246 0 -1 1,2246 0 -1
15 1,1518 -0,31781 -0,87299 1,2146 0,022541 -0,99715
30 0,94978 -0,5734 -0,52743 1,1873 0,036996 -0,9889
45 0,66264 -0,72088 -0,05952 1,1488 0,037985 -0,97607
60 0,34985 -0,74207 0,40145 1,1076 0,024453 -0,95984
75 0,069849 -0,64954 0,7304 1,071 -0,000322 -0,94152

b/a =0,25 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1.1179 0 -1 1.1179 0 -1
15 1,0566 -0,26938 -0,86199 1,1127 0,016591 -0,9997
30 0,8854 -0,48949 -0,48451 1,0982 0,02869 -0,99887
45 0,63838 -0,62348 0,033395 1,0777 0,033175 -0,99702
60 0,36172 -0,65537 0,55884 1,0552 0,029149 -0,99378
75 0,10149 -0,59216 0,96243 1,0348 0,018051 -0,98892
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Tabela 2.15. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g l�ownej szczeliny (� = 0)
oraz jej odga l�ezienia umieszczonych w bimateriale:d = 5 a; � 2

� 1
= 23; � 2 = 0 ; 3; � 1 = 0 :35:

b / a = 1 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,322 0 -0,8669 1,3598 0 -0,9766
15 1,2262 -0,4191 -0,77035 1,3454 0,00298 -0,96461
30 0,966 -0,7366 -0,49505 1,306 -0,00377 -0,93214
45 0,61336 -0,88449 -0,09879 1,2513 -0,02537 -0,88852
60 0,25918 -0,84551 0,31107 1,1932 -0,06003 -0,8449
75 -0,0139 -0,65197 0,60868 1,1416 -0,09955 -0,81122

b / a = 0,75 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,2675 0 -0,92142 1,2867 0 -0,98038
15 1,18 -0,38166 -0,81122 1,2743 0,011871 -0,973
30 0,94079 -0,67691 -0,50783 1,2403 0,014834 -0,95256
45 0,61159 -0,826 -0,08969 1,1929 0,00349 -0,9235
60 0,27166 -0,81156 0,32841 1,1425 -0,02206 -0,89147
75 -0,00582 -0,65891 0,62537 1,0983 -0,05641 -0,86181

b/a = 0,5 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,1926 0 -0,95425 1,2018 0 -0,98475
15 1,1158 -0,33682 -0,8347 1,1926 0,016449 -0,98158
30 0,90398 -0,60342 -0,50833 1,1672 0,0259 -0,97251
45 0,60676 -0,74975 -0,06342 1,1314 0,023747 -0,95874
60 0,36235 -0,95092 0,37937 1,3697 0,011544 -0,94186
75 0,012283 -0,64782 0,70061 1,0586 -0,01466 -0,92352

b/a =0,25 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,1004 0 -0,9743 1,1045 0 -0,98906
15 1,0375 -0,27805 -0,84037 1,0995 0,014535 -0,98885
30 0,86242 -0,50366 -0,47381 1,0858 0,02499 -0,98808
45 0,61118 -0,63806 0,029944 1,0664 0,028526 -0,98638
60 0,33222 -0,66534 0,54263 1,045 0,024326 -0,98333
75 0,073037 -0,59416 0,9389 1,0255 0,013707 -0,97869



86 2. Mechanika p �ekania: szczelina w z  lo _zonym stanie napr �e_zenia

Tabela 2.16. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g l�ownej szczeliny (� = 0)
oraz jej odga l�ezienia umieszczonych w bimateriale:d = 5 a; � 2

� 1
= 0 :043; � 2 = 0 :35; � 1 = 0 :3:

b / a = 1 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,529 0 -1,1487 1,4819 0 -1,0128
15 1,4442 -0,33682 -0,99967 1,4597 0,049105 -1,004
30 1,2082 -0,61312 -0,60537 1,4005 0,077247 -0,97951
45 0,87258 -0,7758 -0,09468 1,3219 0,073926 -0,94416
60 0,51067 -0,79407 0,38208 1,2426 0,041279 -0,9047
75 0,20049 -0,67269 0,69408 1,1757 -0,00928 -0,8683

b / a = 0,75 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,3895 0 -1,0841 1,3663 0 -1,0132
15 1,3125 -0,3222 -0,94692 1,35 0,038783 -1,0075
30 1,0979 -0,58501 -0,57742 1,3059 0,062951 -0,99142
45 0,79083 -0,74073 -0,0864 1,2455 0,063789 -0,96743
60 0,45562 -0,76537 0,38299 1,1827 0,04102 -0,93895
75 0,1599 -0,66678 0,69742 1,1289 0,001678 -0,90954

b/a = 0,5 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,2624 0 -1,04737 1,2515 0 -1,0114
15 1,1927 -0,29923 -0,91326 1,2405 0,029676 -1,0088
30 0,99798 -0,54363 -0,54936 1,2104 0,049717 -1,0012
45 0,71804 -0,69112 -0,05871 1,1684 0,053837 -0,98938
60 0,40813 -0,72256 0,42121 1,1236 0,040927 -0,97421
75 0,12464 -0,64631 0,75937 1,0842 0,014841 -0,9566

b/a =0,25 k1A k2A T A k1B k2B T B

0 1,1382 0 -1,0258 1,1335 0 -1,0087
15 1,0782 -0,2614 -0,88389 1,1279 0,018931 -1,0084
30 0,91007 -0,47644 -0,49587 1,1125 0,032864 -1,0074
45 0,66615 -0,60993 0,035988 1,0907 0,038348 -1,0055
60 0,39082 -0,64584 0,57435 1,0669 0,034425 -1,0022
75 0,12909 -0,58973 0,98572 1,0453 0,022715 -0,99737
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Tabela 2.17. Wyniki dla T zgodnie z kon�guracj �a Rys. 2.49.

2b
2a 
 TB TA

1.000 0 -1 -1
10 -0.995 -0.944
20 -0.982 -0.784
30 -0.962 -0.541
40 -0.936 -0.244
50 -0.908 0.066
60 -0.879 0.352
70 -0.854 0.575
80 -0.833 0.706

! 90 -0.819 0.727

2b
2a 
 TB TA

0.500 0 -1 -1
10 -0.999 -0.943
20 -0.995 -0.778
30 -0.988 -0.527
40 -0.981 -0.221
50 -0.971 0.101
60 -0.959 0.401
70 -0.947 0.642
80 -0.935 0.794

! 90 -0.922 0.842
2b
2a 
 TB TA

0.250 0 -1 -1
10 -0.999 -0.937
20 -0.999 -0.758
30 -0.998 -0.484
40 -0.997 -0.146
50 -0.996 0.214
60 -0.993 0.559
70 -0.990 0.848
80 -0.987 1.054

! 90 -0.982 1.153

2b
2a 
 TB TA

0.025 0 -1 -1
10 -1 -0.898
20 -1.0001 -0.605
30 -1.0003 -0.151
40 -1.0004 0.415
50 -1.0006 1.036
60 -1.0007 1.650
70 -1.0007 2.198
80 -1.0007 2.629

! 90 -1.0007 2.898
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Rysunek 2.50. Stosunek wielko�sci T do przy lo_zonego napr�e_zenia� xx , dla l=a = 1 =450.



Rozdzia l 3

Szczelina zm �eczeniowa w z lo _zonym
stanie napr �e_zenia.

3.1. Podstawy teorii zm �eczenia materia l �ow

Pod poj�eciem zm�eczenie materia lurozumiemy degradacj�e sp�ojno�sci materia lu jako
wynik dzia lania czynnik�ow zewn�etrznych zmiennych w czasie. Czynniki zewn�etrzne wy-
st�epuj �a zazwyczaj jako ulegaj�ace zmianie obci�a_zenie mechaniczne, ale mog�a r�ownie_z wy-
st�epowa�c w innej formie powodowane przez temperatur�e lub wilgotno�s�c. W przypadku
pojawienia si�e w materiale szczeliny mo_ze ona propagowa�c si�e albo przez szybkie i niesta-
bilne p�ekni�ecie lub przez stabilny, cykliczny wzrost (zm�eczenie). Najbardziej obszerna i
dost�epna literatura na temat zm�eczenia dotyczy metali, dlatego te_z wi�ekszo�s�c podstawo-
wych charakterystyk zaprezentowanych w tym rozdziale dotyczy�c b�edzie w la�snie stop�ow
metali.

3.1.1. Napr �e_zenia zmienne

Obci �a_zenia zmienne w czasie mog�a by�c dowolnie z lo_zone zale_znie od warunk�ow i
�zr�ode l, kt�orych s�a wynikiem. Jednak_ze istniej�a przebiegi obci�a_ze�n o powtarzaj �acych si�e
warto�sciach i cz�esto�sciach wyst�epowania. S�a to obci �a_zenia okresowo zmienne. Najprost-
szym przypadkiem takiego obci�a_zenia jest obci�a_zenie sinusoidalnie zmienne, Rys. 3.1. Ta-
ki w la�snie przypadek przyj�eto za podstaw�e do praktycznego wyznaczania zm�eczeniowych
w la�sciwo�sci materia l�ow i parametr�ow modelowych [3], takich jak
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Rysunek 3.1. Sinusoidalny przebieg napr�e_zenia.
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� napr�e_zenie�srednie cyklu, � m

� m =
� max + � min

2
; (3.1)

� amplituda cyklu napr�e_zenia � a

� a =
� max � � min

2
; (3.2)

� napr�e_zenie maksymalne cyklu� max

� max = � m + � a; (3.3)

� napr�e_zenie minimalne cyklu� min

� min = � m � � a: (3.4)

Asymetri �e cyklu charakteryzujewsp�o lczynnik asymetrii cykluR,

R =
� min

� max
: (3.5)

U_zywa si�e r�ownie_zwsp�o lczynnika sta lo�sci obci �a_zenia, �

� =
� m

� a
; (3.6)

przy czym

� =
1 + R
1 � R

; lub R =
� � 1
� + 1

: (3.7)

Og�olne r�ownanie dla przebiegu napr�e_ze�n cyklicznych w funkcji czasu mo_zna zapisa�c jako:

� = � m + � aF (t); (3.8)

gdzieF (t) okre�sla zmiany amplitudy napr�e_zenia w czasie. W przypadku cykli harmonicz-
nych, gdy napr�e_zenie zmienia si�e sinusoidalnie

F (t) = sin( !t + ' ); ! = 2 �=T = 2�f; (3.9)

� = � m + � asin(!t + ' ): (3.10)

W dziedzinie zm�eczenia materia l�ow podstawowym narz�edziem analizy jest wykres
W•ohlera, kt�orego historia si�ega 1860 roku, kiedy to zosta l u_zyty po raz pierwszy do
okre�slenia wp lywu napr�e_zenia na zm�eczeniowy czas _zycia osi wagon�ow kolejowych. Bada
si�e okre�slon �a liczb�e pr�obek wzorcowych obci�a_zonych r�o_znymi warto�sciami � a i � m , a_z do
ich zniszczenia przy liczbie cykliNc lub do czasu osi�agni�ecia liczby cykli NG. Otrzymane
warto�sci nanosi si�e na wykres w uk ladzie wsp�o lrz�ednych � � logN (ang.: S{N curve),
uzyskuj �ac po ich po l�aczeniu wykres zm�eczeniowy W•ohlera, por. Rys. 3.2.

Najwi �eksz�a warto�s�c napr�e_zenia okresowo zmiennego� max (dla okre�slonego cyklu na-
pr �e_zenia), przy kt�orej pr�obki nie ulegaj�a zniszczeniu po przeniesieniu nieograniczonej
liczby cykli obci �a_zenia nazywa si�e nieograniczon�a wytrzyma lo�sci �a zm�eczeniow�a albo rze-
czywist �a, (�zyczn �a) granic �a zm�eczenia. Warto�s�c t �e na wykresie W•ohlera wyznacza asymp-
tota.
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Rysunek 3.2. Wykres zm�eczeniowy W•ohlera w uk ladzie� � logN (wykres przyk ladowy, dane
dla stali.

W praktyce za granic�e zm�eczenia (wytrzyma lo�s�c zm�eczeniow�a) przyjmuje si�e (PN-
76/H-04325) najwi�eksz�a warto�s�c napr�e_zenia okresowo zmiennego� max (przy danym cy-
klu), przy kt �orej pr�obki nie ulegaj�a zniszczeniu w ci�agu okre�slonej liczby cykli NG, przy-
j �etej umownie za baz�e pr�oby zm�eczeniowej. Dla stali konstrukcyjnych przyjmuje si�e baz�e
NG = 10 �106 cykli, a dla innych metali i stop�ow nie_zelaznychNG = 100�106. Wyznaczone
w ten spos�ob granice zm�eczenia oznacza si�e np. dla wahad lowego zginania jakoZgo.

Cz�esto wykres W•ohlera nie jest przedstawiany w pe lnym zakresie, rozpoczyna si�e
od pewnej liczby cykli. Na pe lnym wykresie W•ohlera pocz�atek uk ladu odpowiada 1

4
cyklu. Dla 1

4 cyklu zak lada si�e, _ze napr�e_zenie niszcz�ace jest r�owne wytrzyma lo�sci przy
obci �a_zeniu statycznym. W przypadku tak skonstruowanego wykresu mo_zemy wyr�o_zni�c
kilka obszar�ow, zale_znych od proces�ow zachodz�acych w materiale, por. Rys. 3.3. Procesy
te zale_zne s�a warto�sci napr�e_zenia. Wykres zm�eczeniowy mo_zemy w�owczas podzieli�c na
trzy cz�e�sci:

I. Niszczenie pr�obek ma charakter statycznego p�ekania plastycznego. P�ekanie zachodzi
przy granicznym odkszta lceniu plastycznym. Zgodnie z przebiegiem p�ekania, obszar
ten nazwa obszaremp�ekania quasi{statycznegolub wytrzyma lo�sci quasi{statycznej.

II. P �ekanie zachodzi tu przy wysokich napr�e_zeniach, a wi�ec wyra�znie zaznaczaj�acych
si�e odkszta lceniach plastycznych. Inicjacja szczelin zachodzi w spos�ob gwa ltowny,
przez wi�eksz�a cz�e�s�c czasu szczelina propaguje, a_z do ko�ncowego zniszczenia. Obszar
ten nazwano obszaremniskocyklowego zm�eczenialub wytrzyma lo�sci niskocyklowej.
Dla tego obszaru Co�n [186] i Manson [185] zaproponowali empiryczny zwi �azek,
kt �ory bazuj �ac na dominuj�acym plastycznym odkszta lceniu, wyra_za si�e nast�epuj �aco:

N k
f � "pl = C (3.11)

gdzie: N f jest liczb �a cykli do zniszczenia, �"pl jest zakresem ustalonego odkszta l-
cenia plastycznego,k i C s �a sta lymi materia lowymi. Wykresem tej zale_zno�sci w
k ladzie logarytmicznym jest linia prosta o pochyleniuk i po lo_zeniu okre�slonym
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Rysunek 3.3. Pe lny wykres zm�eczeniowy W•ohlera (wykres przyk ladowy).

sta l �a C. W praktyce najcz�e�sciej u_zywa si�e tego r�ownania w postaci:

� "pl

2
= "0

f(2NG)c; (3.12)

gdzie "0
f i c = � k s �a sta lymi materia lowymi. Wsp�o lczynnik "0

f jest odkszta lceniem
przy zerwaniu w pierwszym nawrocie (2N f = 1), kt �ory mo_ze by�c wyznaczony dla
monotonicznego rozci�agania, orazc r�owne jest -0.7 do -0.5 w przypadku wi�ekszo�sci
metali.

III. P �ekanie zachodzi przy ma lych napr�e_zeniach, ale przy du_zej liczbie cykli i ma lych
odkszta lceniach plastycznych. Wi�ekszo�s�c czasu w tym obszarze zajmuje inicjacji
szczelin. Du_z�a rol�e odgrywaj�a tu mikroskopijne defekty materia lu, prowadz�ace do
bardzo du_zej rozbie_zno�sci w okre�sleniu granicznej liczby cykli. Obszar ten nazwano
obszaremwysokocyklowego zm�eczenialub wytrzyma lo�sci wysokocyklowej. P�ekanie w
tym obszarze zbli_zone jest do p�ekania kruchego.

3.1.2. Strefa plastyczna podczas obci �a_zenia cyklicznego

W podrozdziale 2.10.1 podano wyra_zenia okre�slaj �ace wielko�sci strefy plastycznej pod-
czas obci�a_zenia monotonicznego. Koncepcja ta zosta la r�ownie_z u_zyta do okre�slenia strefy
plastycznej podczas obci�a_zenia cyklicznego. Rysunek 3.4b przedstawia schemat strefy
plastycznej wg Irwina podczas obci�a_zenia odpowiadaj�acego punktowi A, por. Rys. 3.4a.
Jednak_ze obci�a_zenie to jest redukowane podczas odci�a_zenia do warto�sci z punktu B, dla
kt �orej wielko�s�c strefy plastycznej r�owna jest 2r 0

y, Rys. 3.4c. Maksymalna zmiana napr�e-
_zenia podczas odci�a_zania mo_ze wi�ec by�c r�owna 2� ys. Rysunek 3.4c pokazuje rozk lad na-
pr �e_zenia podczas odci�a_zania. Zauwa_zy�c nale_zy, i_z napr�e_zenie wewn�atrz strefy plastycznej
2r 0

y, jest �sciskaj�ace, natomiast na zewn�atrz napr�e_zenie to wzrasta, a_z stanie si�e rozci�agaj �a-
ce. Kluczem do tej idei jest to, _ze znak napr�e_zenia niespr�e_zystego zwi�azanego z cykliczn�a
stref �a plastyczn�a jest przeciwny ni_z znak wynikaj�acy z zastosowanego obci�a_zenia. Wiel-
ko�s�c strefy plastycznej zazwyczaj oszacowana jest na podstawie wyra_zenia (2.157) przez
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Rysunek 3.4. Schemat strefy plastycznej: a) wykres obci�a_zenia, b) strefa plastyczna monoto-
niczna, c) strefa plastyczna cykliczna.

u_zycieK ! � K oraz � ys ! 2� ys, co dla p laskiego stanu napr�e_zenia daje [89]

2r 0
y �

1
�

�
� K
2� ys

� 2

=
1

4�

�
� K
� ys

� 2

(3.13)

oraz w przypadku p laskiego stanu odkszta lcenia dlaR � 0

2r 0
y �

1
3�

�
� K
2� ys

� 2

=
1

12�

�
� K
� ys

� 2

; (3.14)

lub te_z w og�olnej postaci

2r 0
y � H

�
� K
� ys

� 2

: (3.15)

Jednak_ze bardzo cz�esto k ladzie si�e r�ownie_z nacisk na najwi�eksz�a stref�e odkszta lce�n pla-
stycznych zwi�azan�a z K max .

3.2. Kryteria okre �slaj �ace kierunek wzrostu szczeliny zm �ecze-
niowej

Klasycznie metody szacowania momentu pojawienia si�a p�ekni�e�c lub osi �agni�ecia trwa-
 lych odkszta lce�n opieraj �a si�e na klasycznych hipotezach wyt�e_zeniowych. Hipotezy te za-
k ladaj �a ci �ag lo�s�c o�srodka i wykorzystuj �a takie wielko�sci jak napr�e_zenie, odkszta lcenie (za-
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k ladaj �a one liniow�a zale_zno�s�c mi�edzy tymi wielko�sciami) czy te_z g�esto�s�c energii odkszta l-
cenia okre�slane wewn�atrz cia la. Hipotezy te nie mog�a by�c bezpo�srednio stosowane do
analizy wytrzyma lo�sci, gdy wyst�epuj �a szczeliny lub ostre karby. Jak wspomniano, z roz-
wi �aza�n liniowej teorii spr�e_zysto�sci wynika, _ze tu_z przed wierzcho lkiem szczeliny (karbu)
wyst�epuje najwi�eksza koncentracja napr�e_ze�n d �a_z�aca do warto�sci niesko�nczenie du_zych,
niezale_znie od warto�sci przy lo_zonego obci�a_zenia. Napr�e_zenia te s�a zawsze bardzo du_ze,
tak wi �ec por�ownywanie ich z wielko�sciami dopuszczalnymi dla danego materia lu (np.
maksymalne napr�e_zenie rozci�agaj �ace, � c), czy konstrukcji nie jest sensowne i nie mo_zna
ich bezpo�srednio wykorzysta�c do tworzenia kryteri�ow zniszczenia. W�owczas do okre�sle-
nia wytrzyma lo�sci konstrukcji, w przypadkach du_zej koncentracji napr�e_ze�n generowanych
przez szczeliny (karby), wykorzystuje si�e zale_zno�sci mechaniki p�ekania w postaci kryte-
ri �ow p�ekania. W zale_zno�sci od przyj�etych za lo_ze�n kryteria te mo_zna podzieli�c na lokalne,
nielokalne i globalne. Generalnie kryteria te wykorzystuje si�e r�ownie_z do okre�slenia kie-
runku wzrostu szczeliny zm�eczeniowej i nie ma tu znaczenia jaki rodzaj obci�a_zenia jest
stosowany. Tradycyjnie mechanika p�ekania koncentruje si�e na szczelinach obci�a_zonych je-
dynie jednoosiowym napr�e_zeniem rozci�agaj �acym, kt�ore dzia la prostopadle do powierzchni
szczeliny, a wi�ec skutkuje pierwszym modem deformacji. Jednak_ze w rzeczywistej eksplo-
atacji konstrukcji szczeliny poddane s�a dzia laniu wszystkich trzech mod�ow deformacji.
W ostatnich latach przeprowadzono wiele test�ow oraz zaproponowano wiele modeli wzro-
stu szczeliny w z lo_zonym stanie napr�e_zenia. Niestety u_zywa si�e wielu rodzaj�ow geometrii
pr�obek i obci�a_ze�n, w wyniku czego trudne jest wysnucie na ich podstawie jednoznacz-
nych wniosk�ow. W rozdziale tym przedstawione zostan�a najbardziej znane, najcz�e�sciej
stosowane oraz najbardziej interesuj�ace kryteria.

3.2.1. Kryterium maksymalnych napr �e_zenia obwodowych, 1963, (MNO).

Kryterium to zosta lo sformu lowane przez Erdogana i Sih [131]. Zgodnie z nim szczelina
b �edzie rozwija�c si�e w kierunku, � = � c, w kt �orym sk ladowa obwodowa tensora napr�e_zenia
� �� , osi �aga maximum, por. Rys. 3.5, oraz szczelina b�edzie si�e dalej rozwija�c, gdy maximum
� �� , osi �agnie krytyczn �a warto�s�c, � c ( � �� � � c ).

@���
@�

= 0 and
@2� ��

@�2
< 0: (3.16)

Powy_zsze kryterium mo_zna zapisa�c u_zywaj�ac wyra_ze�n na pole napr�e_zenia (osobliwe
rozwi �azanie) w postaci

K Isin� + K II (3cos� � 1) = 0: (3.17)

Kryterium to by lo i jest bardzo szeroko stosowane z powodu swej prostoty. Jego
zastosowanie mo_zemy znale�z�c w bardzo wielu pracach, np. Gdoutos [114], Yoko-
bori et al. [115]. Jednak_ze kilka prac, np. Tanaka [119], Royer [125] oraz Abdel
Maged&Pandey [127], [126], wskazuje na do�s�c du_z�a rozbie_zno�s�c mi�edzy wynikami
uzyskiwanymi na podstawie tego kryterium, a wynikami eksperyment�ow. Nale_zy doda�c,
i_z w przypadku jedno-osiowego, rozci�agaj �acego obci�a_zenia warunek� �� � � c odpowiada
warunkowi � I � � c lub (� I � � II ) � � c (� I ; � II { napr �e_zenia g l�owne). Ostatni warunek
odpowiada klasycznemu kryterium Tresci.
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Rysunek 3.5. Sk ladowe pola napr�e_zenia w biegunowym uk ladzie wsp�o lrz �ednych.

Mody�kacje kryterium.
� Jedn �a z pierwszych takich prac by l artyku l Williamsa i Ewinga,1972 [132]. Auto-

rzy zwr�ocili uwag�e, i_z uwzgl�ednienie jedynie osobliwego cz lonu w szeregu okre�sla-
j �acym pola napr�e_zenia w okolicy wierzcho lka szczeliny mo_ze by�c niewystarczaj�ace
dla w la�sciwego wyznaczenia kierunku wzrostu szczeliny. Dlatego te_z, do l�aczyli do
rozwi �azania cz lony nieosobliwe. Praca zawiera dane eksperymentalne oraz por�owna-
nie wynik�ow otrzymanych na podstawie zmody�kowanego kryterium. Autorzy re-
lacjonuj �a zdecydowanie lepsz�a zbie_zno�s�c otrzymanego kryterium z rzeczywisto�sci �a,
ni_z kryterium oryginalne. Dodaj�a r�ownie_z, i_z pomijanie drugiego, sta lego cz lonu
w obliczeniach jest niew la�sciwe, natomiast uwzgl�ednienie pozosta lych cz lon�ow nie
wykazuje znacz�acej poprawy rezultat�ow.

3.2.2. Kryterium g �esto�sci energii odkszta lcenia, 1973{1974, (S).

Kryterium zosta lo sformu lowane przez Sih, [134]{ [136] ibazuje na lokalnej g�esto-
�sci energii odkszta lcenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny. Generalnie jest to koncepcja
zbli_zona do klasycznego kryterium Misesa, kt�ore opiera si�e na cz�e�sci postaciowej g�esto�sci
energii odkszta lcenia. Jednak_ze to kryterium zawiera sum�e obu cz�e�sci g�esto�sci energii
odkszta lcenia: obj�eto�sciowej i postaciowej.

Zak lada si�e, _ze g�esto�s�c energii odkszta lcenia,w, w okolicy wierzcho lka szczeliny mo_zna
przedstawi�c w postaci:

w =
S
r

; (3.18)

gdzie, S jest wsp�o lczynnikiem g�esto�sci energii odkszta lcenia. Szczelina wed lug tego kry-
terium propaguje si�e w kierunku, wzd lu_z kt�orego S osi �aga minimum, a wzrost nast�api
w przypadku osi�agni�ecia przez ten wsp�o lczynnik warto�sci krytycznej, Sc. Wsp�o lczynnik
g�esto�sci energii odkszta lcenia mo_ze by�c zapisany w postaci:

S = a11k2
I + 2a12kIkII + a22k2

II ; (3.19)

gdzie,

ki =
K ip

�
; (i = I ; II) ;



96 3. Szczelina zm �eczeniowa w z  lo _zonym stanie napr �e_zenia.

a11 =
1
16

[(1 + cos� )( � � cos� )];

a12 =
1
16

sin[2cos� � (� � 1)];

a22 =
1
16

[(� + 1)(1 � cos� ) + (1 + cos � )(3cos� � 1)]:

Wsp�o lczynniki te zale_zne s�a od sta lych spr�e_zystych:� i � = (3 � � )=(1+ � ) w p laszczy�znie
napr�e_zenia lub� = (3 � 4� ) w p laszczy�znie odkszta lcenia.

Warunkiem koniecznym i wystarczaj�acym dla okre�slenia kierunku wzrostu szczeliny,
jest wi�ec

@S
@�

= 0 oraz
@2S
@�2

> 0: (3.20)

Wstawiaj �ac S z wyra_zenia (3.19) do (3.20), mo_zna uzyska�c

(2cos� � (� � 1))sin� k 2
I + 2(2cos2� � (� � 1)cos� )kIkII +

+( � � 1 � 6cos� )sin�k 2
II = 0;

(3.21)

(2cos2� � (� � 1)cos� )k2
I + 2(( � � 1)sin� � 8sin2� ) kIkII +

+(( � � 1)cos� � 6cos2� ) k2
II > 0:

(3.22)

Po przekszta lceniu (3.21), mo_zna otrzyma�c posta�c:

sin4� + [2( � � 1)kIkII (� k2
I � k2

II )]sin3� +

[(k2
I � 3k2

II )
2 � (� � 1)2k2

I k2
II �

(� � 1)2

4
(k2

II � k2
I ) + 16k2

I k2
II )]sin2� +

[� 2(� � 1)kIkII (� 2k2
II )]sin� + k2

I k2
II (( � � 1)2 � 4) = 0;

(3.23)

z kt�orej ju_z w spos�ob jednoznaczny, otrzymujemy warto�sci k �ata � , spe lniaj �ace jednocze-
�snie warunek (3.22).

Kryterium to by lo eksperymentalnie wery�kowane przez licznych badaczy: Sih [136],
Sih&Barthelemy [137], Badaliance [138], Patel&Pandey [153], Gao et al. [154], Abdel
Maged&Pandey [127], [126]. Jednak_ze niekt�orzy badacze kwestionuje teoretyczn�a pod-
staw�e tego kryterium argumentuj�ac, _ze dop�oki w jest sum�a postaciowej i obj�eto�sciowej
g�esto�sci energii odkszta lcenia, to te dwa fundamentalnie r�o_zne sk ladniki nie powinny
by�c traktowane razem dla okre�slenia kierunku wzrostu szczeliny, poniewa_z reprezentuj�a
�zycznie odmienne zjawiska. Proponuje si�e r�ownie_z u_zycie wi�ekszej liczby cz lon�ow roz-
wini �ecia determinuj�acego sk ladowe tensora napr�e_zenia w celu okre�slenia wyra_zenia naS,
Wong [182].

3.2.3. Kryterium wsp �o lczynnika uwalniania energii, 1974, (G).

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Hussianaet al. w pracy [141] dla przy-
padku z lo_zonego stanu obci�a_zenia jako mody�kacja energetycznego warunku propagacji
szczeliny Gri�tha. Zgodnie z nim wsp�o lczynnik uwalniania energiiG zwi �azany z in�nite-
zymalnym wzrostem szczeliny (�l ! 0) jest warto�sci �a, kt�ora mo_ze pos lu_zy�c do okre�slenia
kierunku wzrostu. Przyj�eto, _ze b�edzie to warto�s�c � = � c dla kt�oregoG osi �aga maksimum.
Wzrost szczeliny jest mo_zliwy, gdyG osi �agnie warto�s�c krytyczn �a dla danego materia-
 lu, Gc = K Ic

E dla p laskiego stanu napr�e_zenia orazGc = K Ic (1� � 2 )
E dla p laskiego stanu

odkszta lcenia.
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3.2.4. J{kryterium, 1975.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Hellen i Blackburn [159] w roku 1975.
Autorzy pr �obuj �a zastosowa�c niezale_zno�s�c drogi ca lkowania do problemu wzrostu szczeliny
w z lo_zonym stanie napr�e_zenia. W dwu-wymiarowym problemie wektorJ jest zde�niowany
jako:

J = JI�i + JI �j;

Jk =
Z

�
(wnk � ui;k Ti )dl; k = I,II ;

(3.24)

gdzie � is konturem ca lkowania,w jest g�esto�sci �a energii odkszta lcenia,nk jest k-t �a sk lado-
w �a normalnego jednostkowego wektora w kierunku zewn�etrznym do konturu ca lkowania,
ui jest przemieszczeniem,Ti jest obci �a_zeniem i dl jest elementem d lugo�sci  luku ca lkowa-
nego konturu. Kryterium to zak lada, _ze szczelina powi�ekszy si�e w kierunku wektoraJ i
p �ekni�ecie pojawi si�e, kiedy wektorJ osi �agnie warto�s�c krytyczn �a.

Kryterium to by lo u_zyte przez Dai i Zheng [160] dla pr�oby z pochylon�a w stosunku do
kierunku jednoosiowego obci�a_zenia szczelin�a, umieszczon�a w �srodku badanego elementu.
Badacze relacjonuj�a, _ze rezultaty eksperymentu i opisywanego kryterium s�a zadowalaj�ace.
Nale_zy jednak doda�c, _ze dominuj�acym modem obci�a_zenia zastosowanym w eksperymen-
cie by l przypadek modu I. Wydaje si�e to istotne, poniewa_z w pracy Gdoutosa [158] dla
przypadku dominuj �acego II sposobu obci�a_zenia, przewidywania z u_zyciem opisywanego
kryterium wykaza ly znacz�ace r�o_znice w por�ownaniu do wi�ekszo�sci wynik�ow eksperymen-
tu.

3.2.5. Kryterium maksymalnego odkszta lcenia obwodowego , 1981, (MOO).

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Changa [143] i dotyczy lo klasycznej szcze-
liny, jak i szczeliny w kszta lcie elipsy. Poni_zej kryterium to opisane jest na podstawie
pracy Chambersaet al. [142], gdzie autorzy wykorzystuj�a je do problematyki zm�ecze-
niowego wzrostu szczeliny. Jest ono konsekwencj�a mechanizmu wzrostu szczeliny zm�ecze-
niowej, kt�ory jest zwi �azany z plastycznym obszarem bezpo�srednio przed wierzcho lkiem
szczeliny (w oryginalnej pracy Changa zm�eczeniowy wzrost szczeliny nie by l rozwa_zo-
ny). Obszar ten mo_ze charakteryzowa�c obwodowe odkszta lcenie plastyczne. Kryterium
to zak lada, _ze szczelina b�edzie propagowa la si�e w kierunku, gdzie odkszta lcenie to b�e-
dzie maksymalne, wtedy� = � c. Konstrukcja kryterium w widoczny spos�ob opiera si�e na
kryterium MNO . Oczywi�scie bardzo blisko wierzcho lka szczeliny dominuje obszarpla-
styczny, jednak_ze w por�ownaniu z innymi wymiarami jest on niewielki. Zak lada si�e wi�ec
uplastycznienie bliskiego zasi�egu, co pozwala skorelowa�c odkszta lcenie wewn�atrz strefy
plastycznej z obszarem spr�e_zystym poza nim.

� �� =
1
E

[� �� � �� rr ]: (3.25)

U_zywaj�ac teraz wyra_ze�n opisuj �acych sk ladowe tensora napr�e_zenia i uwzgl�edniaj �ac tylko
osobliwy cz lon w rozwini�eciu, autor uzyskuje:

� ��

p
2�r =

1
E

"

K I cos3(
�
2

) � 3K II cos2 � sin(
�
2

)

� �
�

K I cos(
�
2

)
�
1 + sin2(

�
2

)
�

+ K II sin(
�
2

)
�
1 � 3 sin2(

�
2

)
�� #

:

(3.26)
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Kryterium MOO zapisuje si�e w�owczas w postaci:

@���
@�

= 0 and
@2� ��

@�2
< 0: (3.27)

W pracy pokazano polepszenie zbie_zno�sci wynik�ow w por�ownaniu z kryterium MNO ,
kt �ore jest szczeg�olnie wra_zliwe na wp lyw modu II.

3.2.6. T{kryterium, 1982.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Theocarisa orazAndrianopoulosa, [162]
i bazuje, podobnie jakS{kryterium, na g �esto�sci energii odkszta lcenia. Autorzy sugeruj�a
tu wykorzystanie podzia lu ca lkowitej g�esto�sci energii odkszta lceniaw na jej dwie sk lado-
we: obj�eto�sciow�a, TV i postaciow�a, TD . Pierwsza sk ladowa (TV ) wspiera proces p�ekania
poprzez mechanizmy dekohezji. Druga sk ladowa (TD ) decyduje o procesach odkszta lce-
nia plastycznego i mechanizmach zniszczenia poprzez po�slizg. Zwi �azek mi�edzy energi�a
odkszta lceniaW i g�esto�sci �a energii odkszta lceniaw mo_zna wyrazi�c w formie:

w =
@W
@V

=
S(K I ; K II ; � )

r (�; c 1; c2; :::cn)
=

1
8�

(� (� x + � y)2 + ( � x � � y)2 + 4� 2
xy ); (3.28)

gdzie,

� xx = =
K I

(2�r )1=2
f x (� );

� yy =
K I

(2�r )1=2
f y(� );

� xy =
K I

(2�r )1=2
f xy (� ):

(3.29)

Nale_zy zwr�oci�c uwag�e, _ze de�niuj�ac w, u_zywana jest wielko�s�c r . Wielko�s�c ta okre�sla
odleg lo�s�c od wierzcho lka szczeliny, ale nie jest ju_z warto�sci �a sta l �a. Zale_zy od k�ata �
oraz innych parametr�ow, kt�ore mog�a wp lyn �a�c na po lo_zenie granicy strefy plastycznej.
Jest to konsekwencj�a jednego z wniosk�ow z poprzedniej pracy autor�ow [161], dotycz�acej
mody�kacji S{kryterium. W zwi �azku z tym zaproponowano u_zycie hipotezy Misesa (TD =
TD,0 = const) do okre�slenia tej granicy i w�owczasr = r (� ). Otrzymujemy wi �ec (w p laskim
stanie napr�e_zenia):

1
6�

(� 2
x + � 2

y � � x � y + 3� 2
xy ) = TD; 0 = const; (3.30)

gdzie, TD,0 jest warto�sci �a krytyczn �a g�esto�sci energii postaciowej, kt�ora zgodnie z warun-
kiem Misesa jest sta l�a materia low�a.

Wykorzystuj �ac wyra_zenia (3.29) oraz (3.30) otrzyma�c mo_zna:

r =
(1 + � )K 2

I

6�ET D; 0
(f 2

1 (� ) + f 2
2 (� ) � f 1(� )f 2(� )) = r (� ) (3.31)

gdzie

f 1;2(� ) =
1
2

�
f x (� ) + f y(� ) �

�
[f x (� ) � f y(� )]2 + 4f xy (� )2

� 1=2�
: (3.32)
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Zgodnie z tym kryterium g�esto�s�c energii odkszta lceniaw liczona jest wzd lu_z granicy
strefy plastycznej okre�slonej na podstawie wyra_zenia (3.31). K�at propagacji � c jest w�ow-
czas zgodny z k�atem, dla kt�orego istnieje maksymalna warto�s�c w. Jednak_ze poszukiwanie
maksymalnej warto�sci w wzd lu_z granicy de�niowanej przez warunek Misesa jest r�ow-
nowa_zne z poszukiwaniem maksymalnej warto�sci TV , poniewa_zTD jest sta la wzd lu_z tej
granicy. Tak wi�ec, szczelina rozpocznie propagacj�e wtedy, kiedy obj�eto�sciowa cz�e�s�c energii
odkszta lcenia,TV , osi �agnie krytyczn �a warto�s�c, TVc , gdzie

TV =
1 � 2�

6E
(� x + � y)2: (3.33)

Kryterium to mo_zna w�owczas zapisa�c w nast�epuj �acy spos�ob:

@TV
@�

= 0 i
@2TV

@�2
< 0: (3.34)

Je�sli materia l wykazuje szczeg�olnie kruchy charakter, w�owczas granica de�niowana w
T {kryterium mo_ze by�c przyj �eta jako ma la i regularna, jak sugeruje toS{kryterium. Przy
zastosowaniu tych warunk�ow, r�o_znice mi�edzy tymi dwoma kryteriami s�a bardzo ma le.
Istniej �ace ma le r�o_znice pomi�edzy tymi kryteriami nie wynikaj �a z zastosowanej idei, ale
z lokalizacji, gdzie liczone s�a warto�sci maj �ace kontrolowa�c proces wyznaczania kierunku
p�ekania.

Nale_zy r�ownie_z podkre�sli�c, _ze warunek wzrostu szczelinyTV (�; r ) = TVc , nie jest do
ko�nca w la�sciwy. Je_zeli b�edziemy rozpatrywa�c szczelin�e prostopad l�a do jedno{osiowego ob-
ci �a_zenia, uzyskamy dla okre�slonej warto�sci tego obci�a_zenia pewne warto�sci r , K oraz TV .
Nast�epnie, gdy zwi�ekszymy obci�a_zenie otrzymamy inne, wi�eksze warto�sci r i K , ale nie
TV , kt �ora jest wielko�sci �a sta l �a, niezale_zn�a od warto�sci obci�a_zenia. Dlatego te_z parametr
ten nie mo_ze by�c wielko�sci �a, na podstawie kt�orej okre�slany jest warunek propagacji. Ale
alternatywnym parametrem mo_ze by�c promie�n r , kt �orego warto�s�c krytyczn �a r c, mo_zna
uzyska�c stosuj�ac wyra_zenie (3.31) dla prostopad lej szczeliny, tzn.:

r c =
(1 + � )K 2

Ic

6�ET D; 0
=

K 2
Ic

2�� 2
ys

: (3.35)

gdzie � ys jest napr�e_zeniem uplastyczniaj�acym w jedno{osiowej pr�obie rozci�agania, aK Ic

warto�sci �a krytyczn �a WIN. Spostrze_zenia te dotycz�a rozwi �azania osobliwego, a przedsta-
wione wyra_zenia opisuj�a p laski stan napr�e_zenia. Kryterium to b�edzie jeszcze rozwa_zane
dok ladniej w jednym z nast�epnych rozdzia l�ow, w kt�orym opisana idea b�edzie wykorzy-
stana do sformu lowania nowego kryterium.

3.2.7. Det-kryterium, 1987.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Papadopoulosa [24], [25]. Opiera si�e ono na
niezmienniku tensora napr�e_zenia, kt�orego warto�s�c maksymalna okre�sla k�at � cr , pod kt�o-
rym nast �api propagacja szczeliny. Ten warunek mo_ze by�c wyra_zony przez matematyczn�a
relacj�e:

@Det:(� ij )
@�

�
�
�
�
� = � c

= 0:
@2Det:(� ij )

@�2

�
�
�
�
� = � c

< 0: (3.36)

Natomiast, warunek krytyczny wzrostu szczeliny to:

Det:(� ij ) = Det :(� ij )c (3.37)
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gdzie, Det:(� ij )c jest sta l �a materia low�a oraz

Det:(� ij ) =
� xx � xy

� xy � yy
= � xx � yy � � 2

xy : (3.38)

Mody�kacje kryterium.
� W pracy [26] ten sam autor u_zywaj�ac r�owna�n (2.13){ (2.15) wprowadza do oblicze�n

du_z�a ilo�s�c cz lon�ow szeregu na wyra_zenie sk ladowych tensora napr�e_zenia, relacjonu-
j �ac popraw�e wynik�ow.

3.2.8. Kryterium maksymalnego wsp �o lczynnika obwodowego napr �e_zenia i
odkszta lcenia, 1989, (MWON, MWOO).

Kryteria te powinny by�c w zasadzie przedstawione jako mody�kacja istniej�acych ju_z
kryteri �ow. Jednak_ze zostan�a przedstawione osobno z powodu sposobu uwzgl�ednienia sta-
 lego cz lonu (T) w wyra_zeniach na sk ladowe tensora napr�e_zenia. Jest to istotne, poniewa_z
nie uwzgl�ednienie ju_z tylko tego jednego, sta lego cz lonu w dotychczas sformu lowanych
kryteriach jest �zr�od lem znacznych rozbie_zno�sci mi�edzy ich przewidywaniami, a wynikami
eksperyment�ow. Szczeg�olnie widoczne jest to w przypadku dwu{osiowego obci�a_zenia, gdy
k � 2, por. Rys. 2.6, [117].

Podobnie jak autorzyT {kryterium [162], Wu i Li [140] uwa_zaj�a, _ze promie�n r , czyli
odleg lo�s�c od wierzcho lka szczeliny, gdzie liczone s�a wielko�sci, na kt�orych bazuj �a kryteria,
nie jest warto�sci �a sta l �a i nale_zy go okre�sli�c w zale_zno�sci od wielu czynnik�ow. Wspomi-
naj �a prac�e Theocarisaet al. [162], kt�ora jako pierwsza pr�obuje uwzgl�edni�c plastyczno{
spr�e_zyst�a granic�e wok�o l wierzcho lka szczeliny. Wskazuj�a r�ownie_z potrzeb�e uwzgl�ednienia
w budowie kryterium wi�ekszej liczby cz lon�ow rozwini�ecia na wyra_zenie sk ladowych na-
pr �e_zenia. Sami bazuj�ac na poprzednich kryteriach i nast�epuj �acych za lo_zeniach:

� granica strefy plastycznej powinna jak najwierniej reprezentowa�c rzeczywiste wa-
runki,

� wybrane wielko�sci �zyczne powinny rzeczywi�scie kontrolowa�c proces p�ekania,
mody�kuj �a kilka istniej �acych kryteri�ow. Wykorzystuj �a do tego celu dwie wielko�sci cha-
rakteryzuj �ace wytrzyma lo�s�c materia lu:

1. Materia l staje si�e plastyczny, kiedy napr�e_zenie obwodowe� �� osi �agnie warto�s�c � ys,
czyli napr�e_zenia uplastyczniaj�acego.

2. Materia l staje si�e plastyczny, kiedy odkszta lcenie obwodowe� � osi �agnie pewn�a war-
to�s�c krytyczn �a { odkszta lcenia uplastyczniaj�acego� ys.

Napr�e_zenie uplastyczniaj�ace � ys jest wielko�sci �a odpowiadaj�ac �a warto�sci uzyskanej
podczas jednoosiowej pr�oby. W przypadku odkszta lcenia uplastyczniaj�acego� ys = � ys=E,
gdzieE jest modu lem Younga.

Dwie granice strefy plastycznej wok�o l wierzcho lka szczeliny wyznaczone za pomoc�a
wy_zej wymienionych warunk�ow na uplastycznienie materia lu mo_zna zapisa�c w postaci:

[r � (� )]
1
2 =

1

4
p

2�

1
� ys � Tsin2�

�
K I

�
3cos

�
2

+ cos
3�
2

�
� 3K II

�
sin

�
2

+ sin
3�
2

��
; (3.39)
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[r � (� )]
1
2 =

1

4
p

2�

1
� ys � T(sin2� � � cos2� )

�
K I

�
(3 � 5� )cos

�
2

+ (1 + � )cos
3�
2

�

� K II

�
(3 � 5� )sin

�
2

+ 3(1 + � )sin
3�
2

��
:

(3.40)

gdzie
T = � (1 � k)cos2�:

W przypadku tworzenia kryterium okre�slaj �acego propagacj�e szczeliny bardzo wa_znym
zadaniem jest okre�slenie �zycznych wielko�sci, kt�ore determinuj �a tak �a sytuacj�e. Autorzy
zwracaj �a uwag�e na napr�e_zenie i odkszta lcenie obwodowe w okolicy wierzcho lka szczeliny.
De�niuj �a wsp�o lczynnik obwodowego napr�e_zenia jako r

1
2 � �� , kt �ory opr�ocz takiego samego

wymiaru jak WIN mo_ze odzwierciedli�c wp lyw wi�ekszej liczby cz lon�ow szeregu okre�slaj �a-
cego sk ladowe napr�e_zenia. De�niuj�a r�ownie_zwsp�o lczynnik obwodowego odkszta lceniajako
r

1
2 � �� , kt �ory r�ownie_z mo_ze pos lu_zy�c do okre�slenia kierunku propagacji szczeliny.

Autorzy wykorzystuj �ac podane wcze�sniej wyra_zenia na okre�slenie granicy strefy pla-
stycznej oraz na pole napr�e_zenia uwzgl�edniaj �ace sta ly cz lon, mody�kuj �a kilka znanych
dotychczas kryteri�ow. Przyk ladowo:

� Kryterium maksymalnego wsp�o lczynnika napr�e_zenia obwodowego,MWNO .
Jest to zmody�kowane kryterium MNO , kt �ore jest teraz postacir

1
2 � �� . Inicja-

cja wzrostu szczeliny nast�api, gdy r
1
2 � �� liczone na granicy wyznaczonej przezr � ,

por. (3.40), osi�agnie krytyczn �a warto�s�c. Po uwzgl�ednieniu proponowanych poprawek
mo_zna zapisa�c to kryterium w postaci:

r
1
2 � �� = A +

p
rB (3.41)

gdzie

A =
1

4
p

2�

�
K I

�
3cos

�
2

+ cos
3�
2

�
� 3K II

�
sin

�
2

+ sin
3�
2

��
;

B = Tsin2�:
(3.42)

Warto�s�c maksymalnar
1
2 � � wynika z rozwi �azania nast�epuj �acego r�ownania:

@(r
1
2 � �� )
@�

= A0+
p

rB 0+
r 0

2
p

r
B = 0 (3.43)

@2(r
1
2 � �� )

@2�
= A00+

p
rB 00+

r 0

p
r

B 0+
r 00

2
p

r
B �

r 0r 0

4r
p

r
B < 0 (3.44)

� MWOO . Kryterium maksymalnego wsp�o lczynnika odkszta lcenia obwodowego.Kry-
terium to mo_zna wyrazi�c w podobnej formie jak powy_zsze, a inicjacja wzrostu
szczeliny nast�api, gdy r

1
2 � �� liczone na granicy wyznaczonej poprzezr � (3.39) osi�a-

gnie krytyczn �a warto�s�c.
� mS. Kryterium minimalnego wsp�o lczynnika g�esto�sci energii odkszta lcenia.Kryte-

rium to bazuje bezpo�srednio na kryterium S, a jego mody�kacja polega na za lo_ze-
niu, _ze wsp�o lczynnik ten mo_zna teraz wyrazi�c jako: r �@W=@V. W�owczasmS mo_zna
zde�niowa�c jako:

mS = A + r 1=2B + rD

gdzieA; B; D s �a funkcjami � , niezale_znymi odr .
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Zmody�kowane kryteria potrzebuj �a sta lych materia lowych dla okre�slenia inicjacji pro-
pagacji. Autorzy proponuj �a uzyska�c je przez rozwa_zenie szczeliny pod wp lywem czystego
rozci �agania (mod I). Przedstawione wyniki wykazuj�a popraw�e w stosunku do kryteri�ow
bazowych.

3.2.9. Kryterium wektora wierzcho lkowego przemieszczen ia szczeliny,
1989, ( CTD).

Kryterium to zaproponowane by lo przez Li [144], kt�ory wykorzysta l wyra_zenia na
wierzcho lkowe rozwarcie i po�slizg szczeliny (CTOD, CTSD) w dwu-osiowym stanie napr�e-
_zenia. Wykorzystuj�ac te warto�sci, autor zde�niowa l wektor wierzcho lkowego przemiesz-
czenia (CTD), kt �ory ma by�c skorelowany z mechanizmem zm�eczeniowego wzrostu szcze-
liny. CTD jest wektorem powsta lym z sumowania wektor�ow CTOD i CTSDe, gdzie ten
ostatni jest wielko�sci �a efektywn�a. Przyj �eto, _ze szczelina b�edzie si�e propagowa�c wzd lu_z
kierunku tego wektora. Kryterium to zosta lo zwery�kowanedla przypadku zm�eczenio-
wego wzrostu szczeliny, dla kt�orego wyniki zaczerpni�eto z pracy [115], wykazuj�ac dobr�a
zgodno�s�c.

3.2.10. Kryterium Nielokalnego Napr �e_zeniowego Kruchego P �ekania, 1995,
(NNKP).

Autorami kryterium Nielokalnego Napr�e_zeniowego P�ekania (NNKP {kryterium), s �a
Seweryn i Mr�oz [170]. Kryterium zak lada, _ze p�ekanie powi�azane jest z rozwojem pew-
nej strefy zniszczenia wok�o l wierzcho lka naci�ecia. Dok ladne wyznaczenie tej strefy jest
szczeg�olnie trudne. Dlatego te_z autorzy przyjmuj�a, _ze inicjacja lub propagacja szczeli-
ny pojawi si�e, kiedy warto�s�c �srednia funkcji R� (� n ; � n ), na segmencied0, por. Rys. 3.6,
osi �agnie warto�s�c krytyczn �a:

Rf = max (#;x 0)
�R� (� n ; � n ) = max (#;x 0 )

�
1
d0

Z d0

0
R� (� n ; � n )dr

�
= 1 (3.45)

gdzie, Rf { wsp�o lczynnik napr�e_zenia p�ekania, �R� (� n ; � n ) { nielokalna funkcja napr�e_ze-
niowa p�ekania,R� (� n ; � n ) { lokalna funkcja p �ekania materia lu,� n ; � n { normalna i tn �aca
sk ladowa napr�e_zenia na p laszczy�znie �zycznej, x0 { pocz �atek lokalnego uk ladu wsp�o lrz�ed-
nych biegunowych (r; # ), d0 { d lugo�s�c strefy zniszczenia. Kryterium to okre�sla warto�s�c
krytycznego obci�a_zenia, jak r�ownie_z kierunek propagacji szczeliny. K�at propagacji wy-
znacza maksymalna warto�s�c nielokalnej funkcji p�ekania �R� (� n ; � n ). W przypadku analizy
kruchego p�ekania elementu z naci�eciem w kszta lcie V b�ed �acego pod wp lywem obci�a_ze-
nia �scinaj �acego i rozci�agaj �acego, wystarczaj�acym jest przyj�ecie za lokaln�a funkcj�e R�

prostego warunku wytrzyma lo�sci na rozci�aganie w postaci:

R� (� n ) =
� n

� c
: (3.46)

W�owczas, strefa p�ekania d0 mo_ze by�c okre�slona na podstawie analizy wzrostu szczeliny
wg modu I i u_zywaj�ac kryterium Gri�tha-Irwina [173] jako:

d0 =
1

2�

�
2K Ic

� c

� 2

: (3.47)

Powy_zszy model zosta l potwierdzony eksperymentalnie w pracy [174]. Kryterium to r�ow-
nie_z zastosowano do problemu zm�eczeniowego wzrostu szczeliny [176], [177].
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Rysunek 3.6. Strefa zniszczenia wgNNKP {kryterium oraz wykres funkcji R� , [170].

3.2.11. W{kryterium, 2000

Autorami tego kryterium s �a Go lo�s i Wasiluk [180] oraz, w przypadku wykorzystania
go w problemie zm�eczenia materia l�ow, Wasiluk i Hoshide [181]. Kryterium zak lada, _ze
szczelina ro�snie w kierunku najmniejszej warto�sci wsp�o lczynnika W, de�niowanego jako

W =
rp(� )

a
; (3.48)

gdzierp(� ) jest promieniem strefy plastycznej, natomiasta jest po low�a d lugo�sci szczeliny.
Kryterium to bazuje na za lo_zeniu minimalnej konsumpcji energii na kierunku p�ekania
podczas procesu wzrostu szczeliny w stre�e plastycznej. Autorzy wykorzystuj �a podzia l
ca lkowitej energii procesu p�ekania na energi�e kohezji, kt�ora jest przyj�eta jako wielko�s�c
sta la na wszystkich kierunkach wok�o l wierzcho lka szczeliny, oraz energi�e, kt�orej ekwi-
walentem jest praca mechaniczna podczas propagacji szczeliny w stre�e plastycznej. O
kierunku p�ekanie decyduje wi�ec ta druga sk ladowa, a k�at p �ekania okre�sla minimalna
warto�s�c wsp�o lczynnika W, kt �ory koresponduje z minimaln�a wielko�sci �a ca lkowitej energii
procesu p�ekania.

3.2.12. Podsumowanie

W literaturze znale�z�c mo_zna jeszcze wiele innych kryteri�ow okre�slaj �acych warunki
i kierunek wzrostu szczeliny. S�a one jednak zdecydowanie mniej popularne ni_z opisane
powy_zej. Abdel-Mageed oraz Pandey [127] por�ownuj �a niekt�ore z przedstawionych kryte-
ri �ow do wynik�ow z eksperyment�ow w przypadku obci�a_zenia monotonicznego i cyklicz-
nego (Tabela 3.1). Podkre�slaj �a jednocze�snie, _ze kryteria nie rozr�o_zniaj�a rodzaju obci�a-
_zenia. Por�ownanie to wskazuje na du_z�a rozbie_zno�s�c pomi�edzy wynikami eksperyment�ow,
a stosowan�a teori �a. Nale_zy tu zauwa_zy�c, _ze w przypadku obci�a_ze�n cyklicznych do�s�c do-
br �a zbie_zno�s�c k �ata propagacji szczeliny wykazujeT {kryterium. W przypadku obci �a_zenia
monotonicznego _zadne kryterium nie daje zadowalaj�acych rezultat�ow. Pomimo to, jak
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Tabela 3.1. Wyniki dla k �ata inicjacji wzrostu szczeliny podczas statycznego i cyklicznego
obci �a_zenia [127].

K �at inicj. eksper. Kryteria

Nachylenie Obci �a_zenie Obci �a_zenie MNO MOO S T Det.

szczeliny Cykliczne Monotoniczne r=a = 0:01 v = 0:3

15 88 74 66 69.4 72 86.5 97.5

30 70 59 61 59.2 63.5 72.3 82.75

45 58.8 45 53.6 49.2 51 60 63.75

60 37.5 29 43 36.8 40 47 33.33

90 0 0 0 0 0 0 0

wskazuj �a to sami autorzy pracy, rozbie_zno�s�c ta mo_ze by�c spowodowana zbyt du_z�a stref �a
plastyczn �a przy wierzcho lku szczeliny w stosunku do grubo�sci pr�obki. Niemniej jednak,
r�ownie_z inni autorzy relacjonuj�a brak uniwersalno�sci kryteri�ow, niezwykle wra_zliwych na
zmiany relacji mi�edzy wp lywem modu I i II. W wi�ekszo�sci kryteri�ow wykorzystywane
s �a konwencjonalne parametry wynikaj�ace z mechaniki p�ekania do okre�slenia kierunku
wzrostu szczeliny w mieszanym sposobie obci�a_zenia. Zazwyczaj u_zywa si�e podstawowego
parametru wynikaj �acego z mechaniki p�ekania { wsp�o lczynnika intensywno�sci napr�e_zenia
(WIN). Kryteria, kt �ore rozwa_zaj�a szczeg�o lowo koncepcj�e mechaniki p�ekania dotycz�ac �a
granicy strefy plastycznej nie s�a jeszcze dost�epne. Istnieje r�ownie_z do�s�c wa_zne zagadnie-
nie zwi �azane z r�o_znic�a w sposobach obci�a_zenia (monotoniczne lub cykliczne). W zasadzie
_zadne z kryteri�ow nie rozr�o_znia tych dw�och sposob�ow obci �a_zenia pomimo tego, i_z mi-
kromechaniczna inicjacja wzrostu szczeliny jest r�o_zna dla tych dw�och typ�ow obci �a_ze�n.
Podsumowuj�ac, _zadne kryterium wymienione powy_zej nie daje satysfakcjonuj �acych wy-
nik�ow dla wszystkich sposob�ow obci �a_zenia.

3.3. Pr �edko�s�c wzrostu szczeliny

3.3.1. Wst �ep

Jak wspomniano, prekursorem bada�n zm�eczeniowych by l W•ohler w XIX wieku. Jed-
nak_ze prawdziwy pocz�atek bada�n nad zm�eczeniow�a propagacj�a szczeliny mia l miejsce do-
piero w latach 60 XX wieku, kiedy to do problemu wzrostu szczeliny zm�eczeniowej wyko-
rzystano koncepcj�e Liniowej Mechaniki P�ekania (Paris, 1957 [128], Pariset al., 1961 [129],
Paris i Erdogan, 1963 [130] ). Koncepcja wi�aza la WIN z pr�edko�sci �a p�ekania i zak lada la,
_ze o rozwoju p�ekni�ecia decyduj�a zmiany WIN, w postaci:

da
dN

= C(� K )n ; (3.49)

gdzie � K = K max � K min , s �a ekstremalnymi warto�sciami WIN dla cyklu, C i n s �a sta lymi
eksperymentalnymi. Relacj�e (3.49) mo_zna przedstawi�c jako prost �a w logarytmicznym
uk ladzie wsp�o lrz�ednych, por. Rys. 3.7, b�ed �ac �a cz�e�sci �a wykresu pr�edko�sci p�ekania, kt�ory
dla metali mo_zna umownie podzieli�c na trzy obszary o do�s�c wyra�znych granicach:
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� inicjacja szczeliny,
� wzrost szczeliny,
� ko�ncowe p�ekni �ecie i zniszczenie.
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Rysunek 3.7. Wykres pr�edko�sci p�ekania

Obszar I, nazywany r�ownie_z obszarem progowym (ang.: threshold region), jest charak-
teryzowany przez warto�s�c progow�a � K TH , powy_zej kt�orej dopiero rozwija si�e p�ekni�ecie.
Poni_zej tej warto�sci pomiar wzrostu szczeliny nie jest mo_zliwy. Wzrost jesttu bardzo
wra_zliwy na mikrostruktur�e (bardzo cz�esto granice ziaren s�a przeszkodami dla propagacji
w stopach metali [187]),�srodowisko oraz wsp�o lczynnik asymetrii cyklu R.

Pozosta le obszary, w tym obszar II, gdzie obowi�azuje wz�or Parisa (3.49), dla metali s�a
w wysokim stopniu niezale_zne od mikrostruktury materia lu. Strefa plastyczna przy wierz-
cho lku szczeliny obejmuje w�owczas kilka ziaren, i powsta le si ly s�a wstanie przezwyci�e_zy�c
przeszkody mikrostrukturalne dla wzrostu szczeliny.

Czynniki wp lywaj �ace na pr �edko�s�c wzrostu szczeliny

Na pr�edko�s�c wzrostu szczeliny ma wp lyw bardzo wiele czynnik�ow. W niniejszym pa-
ragra�e wymienione b�edzie jedynie kilka najwa_zniejszych z nich.

Asymetria cyklu i napr �e_zenie �srednie. Do�s�c zauwa_zalny wp lyw na pr�edko�s�c
p �ekania ma asymetria cykluR i napr �e_zenia�srednie � m . Wp lyw ten oczywi�scie zale_zny
jest od poziomu tych wielko�sci, zakresu pr�edko�sci jak i rodzaju materia lu. Najog�olniej
m�owi �ac, pr�edko�s�c p�ekania powi�eksza si�e wraz ze wzrostem warto�sci tych wielko�sci. Pr�oby
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uwzgl�ednienia wp lywu asymetrii cyklu by ly podejmowane przez wielu autor�ow. Najcz�e-
�sciej jednak u_zywa si�e wzoru Formanaet al. [96], kt�ory wzbogaci l wyra_zenie (3.49) do
postaci:

da
dN

=
C(� K I )m

(1 � R)K c � � K I
; (3.50)

gdzie,K c odpowiada odporno�sci na p�ekanie. Zwykle zast�epuje si�e t�e warto�s�c przezK Ic .
Natomiast wyra_zenie na pr�edko�s�c wzrostu szczeliny, uwzgl�edniaj �ace� m zosta lo zapro-

ponowane, na przyk lad, przez Robertsaet al. [97] w nast�epuj �acej postaci:

da
dN

= B(1 + � )2(� K 0)4;

da
dN

= B(K max)2(� K 0)2;
(3.51)

gdzie, � = K m =� K 0; K m = 1=2(K max + K min ); � K 0 = 1=2(K max � K min ) oraz B jest
sta l �a materia low�a. Wzory te wyprowadzono w oparciu o d lugo�s�c strefy plastycznej przed
wierzcho lkiem szczeliny.

Domykanie szczeliny. Domykanie szczeliny podczas zm�eczeniowego wzrostu szcze-
liny ma miejsce, gdy w czasie cyklu obci�a_zenia powierzchnie szczeliny stykaj�a si�e. W wyni-
ku tego podczas pocz�atkowej fazy cyklu obci�a_zenia cz�e�s�c powierzchni szczeliny jest zwar-
ta, a wi �ec rzeczywisty zakres �K nie jest w ca lo�sci efektywny. Elber [90] by l pierwszym
badaczem, kt�ory zaproponowa l zm�eczeniowy model zamykania szczeliny uwzgl�edniaj �a-
cy to zjawisko. Zasugerowa l, i_z powierzchnie szczelin domykaj �a si�e na skutek obecno�sci
w lasnych napr�e_zenia�sciskaj�acych w plastycznej stre�e p�ekni�ecia. P�ekanie zostaje wi�ec za-
trzymane przy pewnej warto�sci napr�e_zenia� cl , a mo_ze si�e dalej rozwija�c, je�sli przy lo_zone
zostanie obci�a_zenia zdolne do ponownego otwarcia szczeliny� op, por. Rys. 3.8. Efektywn�a
wielko�s�c � K mo_zna wi�ec wyrazi�c jako:

� K e� = K max � K op; (3.52)

Tak wi �ec cz�e�s�c cyklu obci �a_zenia poni_zejK op nie ma wp lywu na zm�eczeniowy wzrost
szczeliny. Propozycja ta sprowadza si�e wi�ec do zde�niowania efektywnego zakresu wsp�o l-

Rysunek 3.8. Schemat przedstawiaj�acy � K e� .
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czynnika jako:
� K e� = U(� K ); (3.53)

gdzie

U =
� max � � op

� max � � min
; (3.54)

da
dN

= C(� K e� )m = C(U(� K ))m : (3.55)

W rzeczywisto�sci okre�slenie wsp�o lczynnika K e� zale_zy od wielu czynnik�ow, przede
wszystkim od rodzaju materia lu, asymetrii cyklu i innych warunk�ow obci �a_zenia.

Nale_zy zwr�oci�c uwag�e, _ze istniej�a r�ownie_z inne mechanizmy, kt�ore wymienia si�e ja-
ko wp lywaj �ace na zamykanie si�e p�ekni�ecia. Adams [91], Purshothamanet al. [92] oraz
Walker et al. [93] wymieniaj �a wp lyw nier�owno�sci powierzchni szczeliny jako czynnik wp ly-
waj �acy na przy�spieszone zamykanie si�e szczeliny. Do innych czynnik�ow przyspieszaj�acych
ten efekt zalicza si�e r�ownie_z utlenianie powierzchni szczeliny, por. Endoet al. [94] oraz
Sureshet al. [95]. Jednak efekty te dla wi�ekszo�sci u_zywanych stop�ow s�a drugorz�edne i w
praktyce wykorzystywany jest klasyczny wz�or Parisa. Ich wp lyw jest bardziej widoczny
w przypadku warto�sci WIN bliskich warto�sci progowej wzrostu szczeliny.

3.3.2. Z lo_zone pole napr �e_zenia

W rzeczywistej eksploatacji elementy wykonane z r�o_znego rodzaju materia l�ow s�a na-
ra_zone na wielo{osiowe obci�a_zenia. Znamienne jest to, _ze ju_z podczas inicjacji szczeliny,
i jej pocz �atkowego wzrostu, charakter obci�a_zenia ma istotny wp lyw na jej dalszy roz-
w�oj, por. Smith i Pascoe [124], Parsons i Pascoe [123]. Nale_zy r�ownie_z zwr�oci�c uwag�e, _ze
procesy zm�eczeniowe s�a niezwykle skomplikowane i wp lyw na nie ma bardzo wiele czyn-
nik�ow. W rozdziale tym om�owione b�edzie kilka najwa_zniejszych z nich wraz z pr�ob �a ich
wykorzystania do okre�slenia pr�edko�sci wzrostu szczeliny. Sytuacja komplikuje si�e jeszcze
bardziej w warunkach mieszanego obci�a_zenia szczeliny.

W przypadku mieszanego obci�a_zenia badacze u_zywaj�a do bada�n eksperymentalnych
r�o_znych metod w zale_zno�sci od warunk�ow jakie maj �a by�c uzyskane w s�asiedztwie wierz-
cho lka szczeliny. Du_za liczba eksperyment�ow zosta la przeprowadzona dla pochylonej
szczeliny umieszczonej centralnie w pr�obce pod wp lywem czystego rozci�agania. Erdogan
i Sih, 1963 [131] byli pierwszymi, kt�orzy u_zyli takiej kon�guracji pr�obki testuj �ac ideal-
nie kruchy materia l i sformu lowali opisane ju_z kryterium, patrz podrozdzia l 3.2.1. Iida i
Kobayashi, 1969 [116] u_zyli pr�obki wykonanej ze stopu aluminium 7075-T6, a wi�ec mate-
ria lu, kt �ory wykazuje w la�sciwo�sci plastyczne. Wsp�o lczynnik asymetrii cyklu by l R = 0:1.
Wyniki pokaza ly, i_z bardzo trudno jest uzyska�c mieszany mechanizm wzrostu szczeliny,
gdy_z taka szczelina wzrasta natychmiast w kierunku prostopad lym do osi obci�a_zenia,
gdzieK I jest maksymalne. Poniewa_z szczelina zmienia orientacj�e, K I wzrasta gwa ltownie
do warto�sci jak �a otrzymaliby�smy dla szczeliny prostopad lej do osi obci�a_zenia. Natomiast
K II szybko zmniejsza si�e, a_z do ca lkowitego zanikni�ecia. W pracy zauwa_zono r�ownie_z, i_z
obecno�s�c nawet niedu_zej sk ladowej napr�e_zenia wynikaj�acej z II typu obci �a_zenia, zwi�eksza
pr �edko�s�c wzrostu szczeliny w znaczny spos�ob.

Efektywny wsp �o lczynnik intensywno �sci napr �e_zenia. Jednym z pierwszych
autor�ow, kt�ory zmody�kowa l konwencjonalny wz�or Parisa i Erdogana [130], by l Tana-
ka [119]. Podobnie jak Iida i Kobayashi, [116] bada l pr�obki aluminiowe, w kt�orych szcze-
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liny pochylone by ly pod k�atami: 30, 45, 72 oraz 90 stopni przyR = 0:65 i jedno{osiowym
rozci �aganiu. Dodatkowo, Tanaka wyznaczy l r�ownie_z warunki progowe propagacji szczeliny
b �ed �acej pod wp lywem mieszanego obci�a_zenia. W pracy pokazano, _ze kierunek propagacji
szczeliny wyznaczany za pomoc�a MNO [131], por. (3.16) i (3.17), orazS{kryterium,
por. (3.20), wykazuje odchylenie od wynik�ow eksperymentu. Zaproponowano nowe wy-
ra_zenie na pr�edko�s�c propagacji szczeliny opieraj�ac si�e na pracach Weertmana, [120] oraz
Lardnera, [121] :

da
dN

= C(� K e� )n ; (3.56)

kt �ore daje wyniki zgodne z danymi eksperymentalnymi. Przy czym � K e� w z lo_zonym
stanie obci�a_zenia wyra_zone jest przez:

� K e� = [� K 4
I + 8� K 4

II ]
1
4 : (3.57)

Propozycja ta bazuje na za lo_zeniu, _ze zm�eczeniowy wzrost szczeliny pojawi si�e, gdy suma
ca lkowitej warto�sci przemieszczenia w obszarze przywierzcho lkowym osi�agnie warto�s�c kry-
tyczn �a. W przypadku mieszanego modu deformacji przyjmuje si�e, _ze deformacje zale_zne
od mod�ow I i II s �a niezale_zne od siebie. W pracy zaproponowano r�ownie_z inne wyra_zenia
okre�slaj �ace � K e� . Jednak wyniki eksperyment�ow s�a najbardziej zbie_zne z wyra_zeniem
(3.57).

Inna propozycja � K e� zaproponowana zosta la przez Yanet al. [183] dla szczeliny w
z lo_zonym stanie napr�e_zenia:

� K e� =
1
2

cos
� 0

2
[� K I (1 + cos� 0) � 3� K II sin� 0] (3.58)

gdzie, � 0 jest k �atem wzrostu szczeliny uzyskanym z kryterium maksymalnychnapr�e-
_ze�n obwodowych (MNO ). Jest to wynikiem wykorzystania tego kryterium do okre�slenia
pr �edko�sci wzrostu szczeliny zm�eczeniowej w rozwa_zanych warunkach obci�a_zenia.

Wsp �o lczynnik g �esto�sci energii odkszta lcenia. Kryterium to r �ownie_z bazuje na
konwencjonalnym wzorze Parisa i Erdogana (3.49) [130]. Jednak_ze zamiast �K u_zyto
zakresu wsp�o lczynnika g�esto�sci energii odkszta lcenia �S, czyli:

da
dN

= Cs(� S)ns ; (3.59)

gdzie � S = Smax � Smin , a Cs i ns s �a sta lymi materia lowymi. R�ownanie to zosta lo
zwery�kowane przez Sih i Barthelemy [137], Badaliance [138] oraz Lam [139] wykazuj�ac
zgodno�s�c z wynikami eksperymentu.

Rozwarcie szczeliny. Jak wspominano wcze�sniej, bardzo interesuj�acym para-
metrem opisuj�acym pr�edko�s�c wzrostu szczeliny jest wierzcho lkowe rozwarcie szczeliny
(CTOD). Jest to za lo_zenie bazuj�ace na przyj�eciu, i_z zm�eczeniowy przyrost szczeliny w
trakcie jednego cyklu�a jest bezpo�srednio proporcjonalny do CTOD [100]. Idea ta by la i
jest do�s�c szeroko wykorzystywana. Znaczna wi�ekszo�s�c prac dotyczy jednak_ze modelowa-
nia wzrostu szczeliny nie b�ed �acej w warunkach z lo_zonego stanu napr�e_zenia. Tego bardzo
�zycznego parametru u_zywa si�e  l �acznie z innymi wielko�sciami, kt�ore maj �a r�ownie_z wp lyw
na pr�edko�s�c wzrostu szczeliny, np. efekt domykania szczeliny [101]. Jedn �a z prac pr�obuj �a-
c �a wykorzysta�c rozwarcie szczeliny b�ed �acej w z lo_zonym stanie napr�e_zenia by la opisywana
ju_z praca [144] (3.2.9).
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3.4. Propagacja szczeliny zm �eczeniowej

Jednym z wniosk�ow z poprzednich paragraf�ow jest du_za rozbie_zno�s�c pomi�edzy wy-
nikami uzyskiwanymi na drodze eksperyment�ow dla wzrostu szczeliny zm�eczeniowej w
z lo_zonym stanie napr�e_zenia, a rezultatami uzyskiwanymi teoretycznie (patrz podrozdzia l
3.2.12). Rozbie_zno�s�c ta wzrasta, gdy udzia l modu II wzrostu szczeliny powi�eksza si�e.
Dzieje si�e tak np. w przypadku jedno-osiowej pr�oby, gdy kierunek pocz�atkowej lokalizacji
szczeliny zbli_za si�e do osi obci�a_zenia. By lo to zauwa_zone ju_z dla obci�a_zenia monotonicz-
nego, ale w przypadku obci�a_zenia cyklicznego problemem znacznie wa_zniejszym jestbrak
og�olnie akceptowanych, prostych w zastosowaniu, a przede wszystkim efektywnych wyra-
_ze�n na pr�edko�s�c wzrostu szczeliny. Do�swiadczenia pokazuj�a, _ze nawet niewielka obecno�s�c
sk ladowej � K II skutkuje znacznym wzrostem pr�edko�sci. Opisane w poprzednim rozdzia-
le wyra_zenia nie zawsze odpowiadaj�a dobrze wynikom eksperyment�ow, w szczeg�olno�sci
gdy udzia l � K II wynikaj �acy z kon�guracji i obci �a_zenia szczeliny jest znaczny. Do najcz�e-
�sciej u_zywanych wielko�sci nale_z�a: efektywny wsp�o lczynnik intensywno�sci napr�e_zenia oraz
wsp�o lczynnik g�esto�sci energii odkszta lcenia. Nale_zy zaznaczy�c, _ze powsta lo wiele prac z
powodzeniem stosuj�acych owe wyra_zenia, ale dotycz�a one jedynie wzrostu szczelin w po-
cz �atkowej fazie charakteryzuj�acych si�e znaczn�a dominacj �a � K I . W pracy podj�eta zostanie
pr�oba modelowania szczeliny wg omawianych poprzednio kryteri�ow (patrz Rozdzia ly 3.2
i 3.3.2), a otrzymane wyniki zostan�a por�ownane z wynikami eksperymentu zamieszczo-
nymi w pracy Pustejovskiego [99]. Autor przedstawi l w tej pracy wyniki eksperymentu
dotycz �acego stopu tytanu Ti-6Al-4V, przy R = 0:1, w p laskim stanie odkszta lcenia. Za-
mieszczone tam rezultaty b�ed �a traktowane jako wery�kacja kryteri �ow proponowanych w
niniejszej rozprawie. Nale_zy zwr�oci�c uwag�e, i_z wyniki zamieszczone w [99] zosta ly wyko-
rzystane w pracy [137], w kt�orej zaproponowano u_zycie wsp�o lczynnika g�esto�sci energii
odkszta lcenia do okre�slenia pr�edko�sci wzrostu szczeliny. Jak wida�c na Rys. 3.9 i 3.10 nie
osi �agni�eto zadowalaj�acej zgodno�sci z wynikami eksperymentu, a co gorsze, nawet tenden-
cja dotycz �ac �a pr�edko�sci wzrostu przy zmianie kierunku orientacji szczeliny pocz �atkowej
nie zosta la zachowana. Nale_zy jednak wyja�sni�c, i_z metoda obliczenia WIN w pracy [137]
by la pewn�a aproksymacj�a. Dlatego, na Rys. 3.11 oraz 3.12 u_zyto identycznego modelu
wzrostu szczeliny zm�eczeniowej, ale z zastosowaniem metody uzyskiwania WIN z niniej-
szej pracy. Rezultaty uleg ly znacznej poprawie, ale ci�agle znacznie r�o_zni ly si�e od tych
uzyskanych eksperymentalnie. Mo_zna co prawda u_zy�c pewnej mody�kacji wyra_ze�n propo-
nowanych w jedno-osiowych pr�obach uwzgl�edniaj �acych czynniki wp lywaj �ace na pr�edko�s�c
wzrostu szczeliny, opisanych w poprzednim rozdziale, jednak_ze, mimo wielu pr�ob nie
uda lo si�e autorowi uzyska�c zadowalaj�acej zgodno�sci wynik�ow modelowania, jednocze�snie
dla obu przypadk�ow wzrostu szczeliny jak w eksperymencie. Podobne niezadowalaj �ace
wyniki uzyskano w przypadku zastosowania efektywnego wsp�o lczynnika intensywno�sci
napr�e_zenia �K e� .

Natomiast, je_zeli chodzi o kierunku wzrostu szczeliny, tookazuje si�e, _ze wi�ekszo�s�c au-
tor�ow nie rozr�o_znia rodzaju obci�a_zenia i dla zm�eczeniowej propagacji szczeliny stosuje si�e
te same kryteria jak i w przypadku obci�a_zenia monotonicznego. Ciekawe jest to, _ze r�o_zni-
ce w kierunku propagacji s�a czasami bardzo znaczne. Jednak_ze w wi�ekszo�sci przypadk�ow
zm�eczeniowego wzrostu szczeliny kryteria wynikaj�ace z obci�a_zenia monotonicznego s�a wy-
starczaj �ace. R�o_znice s�a istotne tylko wtedy gdy udzia l � K II jest du_zy. S�a one znacz�ace
na kilku pocz�atkowych cyklach, poniewa_z udzia l �K II w rozwi �azaniu do�s�c szybko zani-
ka i relatywnie ma niedu_zy wp lyw na ostateczny kierunek propagacji. Niemniej, pr�oba
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Rysunek 3.9. Por�ownanie wynik�ow eksperymentu z modelem i metod�a uzyskiwania WIN
w [137].

Rysunek 3.10. Por�ownanie wynik�ow eksperymentu z modelem i metod�a uzyskiwania WIN
w [137].

odpowiedzi dlaczego takie zjawisko wyst�epuje wydaje si�e bardzo interesuj�aca.
W pierwszym rz�edzie istotnym wydaje si�e pr�oba znalezienia odpowiedzi, co powoduje

r�o_znice kierunku wzrostu szczeliny w przypadku obci�a_zenia monotonicznego i obci�a_ze-
nia cyklicznym. Po drugie, co jest mo_ze bardziej interesuj�ace i konieczne, to mo_zliwo�s�c
opisania w prosty i dogodny spos�ob (u_zywaj�ac wielko�sci wynikaj �acych z Liniowej Mecha-
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Rysunek 3.11. Por�ownanie wynik�ow eksperymenty z modelem [137] przy u_zyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

niki P �ekania) pr�edko�sci wzrostu szczeliny zm�eczeniowej w z lo_zonym stanie napr�e_zenia. W
tym celu w niniejszym rozdziale uwzgl�edniony zostanie sta ly cz lon w sk ladowych tensora
napr�e_zenia,T, jako istotna cz�e�s�c rozwi �azania pomijana zwykle w obliczeniach k�ata pro-
pagacji szczeliny, jak i, przede wszystkim, w wyra_zeniachna pr�edko�s�c wzrostu szczeliny.
Wszystkie wielko�sci b�ed �a skorelowane z pewnym obszarem deformacji materia lu, jakim
jest np. strefa plastyczna.

3.5. MK { Kryterium { propozycja

W przypadku materia l�ow kruchych, czy te_z wysokocyklowego zm�eczenia proces p�e-
kania powi �azany jest �sci�sle z rozwojem mikro-szczelin w s�asiedztwie wierzcho lka karbu
lub pocz�atkowej szczeliny, por. Williams [178]. Proces ten mo_ze by�c powi �azany r�ownie_z
z bardzo ma lym obszarem plastycznych deformacji. Mikro{szczeliny powoduj�a os labie-
nie materia lu i redystrybucj�e napr�e_zenia. Poniewa_z mechanizmy te s�a niezwykle z lo_zone,
sformu lowanie modelu bezpo�srednio uwzgl�edniaj �acego te efekty wydaje si�e trudne. Kry-
terium, kt �ore jako pierwsze zak lada lo istnienie strefy p�ekania, w kt�orej zachodzi silny
rozw�oj uszkodze�n, by lo kryterium zaproponowane przez Novo�zilova [179].Inicjacja lub
propagacja szczeliny nast�api, gdy u�srednione na pewnym odcinkud0 napr�e_zenie normal-
ne osi�agnie warto�s�c krytyczn �a � cr. Tak wi �ec wp lyw mikro{szczelin uwzgl�ednia si�e przez
wprowadzenie ma lej, ekwiwalentnej szczeliny co prowadzido pos lugiwania si�e warto�scia-
mi u�srednionymi. Pozwala to oszacowa�c pole napr�e_zenia wok�o l tak przed lu_zonej szczeliny,
albo te_z u_zywaj�ac takich parametr�ow jak napr�e_zenie lub g�esto�s�c energii wyznaczy�c po_z�a-
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Rysunek 3.12. Por�ownanie wynik�ow eksperymenty z modelem [137] przy u_zyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

dane wielko�sci w pewnej odleg lo�sci od wierzcho lka karbu (szczeliny) [169]. Rozszerzeniem
kryterium Novo�zilova jest opisywane ju_z kryteriumNNKP (3.2.10).

Powr�o�cmy w tym momencie do de�nicji g�esto�sci energii odkszta lceniaw, kt �ore, jak
wspomniano w podrozdziale 3.2.6, sk lada si�e z dw�och cz�e�sci: obj�eto�sciowej, TV i posta-
ciowej, TD . Ta pierwsza decyduje o procesie p�ekania i wspiera mechanizmy dekohezji.
Druga za�s decyduje o procesach odkszta lcenia plastycznego i mechanizmach zniszczenia
realizowanych przez po�slizgi. Istotn �a rol�e w analizie wszelkiego rodzaju p�ekni�e�c odgrywa
wzajemna relacja pomi�edzy tymi sk ladowymi, por. [4]. Sk ladowe te mo_zna wyrazi�c w
nast�epuj �acej postaci:

TV =
1 � 2�

6E
(� xx + � yy + � zz)2; (3.60)

TD =
1 + �
3E

(� 2
xx + � 2

yy + � 2
zz � � xx � yy � � yy � zz � � zz� xx + 3� 2

xy ); (3.61)

gdzie
� zz = 0 � dla p laskiego stanu napr�e_zenia;

� zz = � (� xx + � yy ) � dla p laskiego stanu odkszta lcenia:

W�owczas, dla p laskiego stanu napr�e_zenia

TV =
1 � 2�

6E
(� xx + � yy )2; (3.62)

TD =
1 + �
3E

�
(� xx + � yy )2 � 3(� xx � yy � � 2

xy )
�

; (3.63)
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oraz dla p laskiego stanu odkszta lcenia

TV =
(1 + � )2(1 � 2� )

6E
(� xx + � yy )2; (3.64)

TD =
1 + �
3E

�
(� 2 � � + 1)( � xx + � yy )2 � 3(� xx � yy � � 2

xy )
�

: (3.65)

Wielko�sci te wydaj �a si�e bardzo atrakcyjne w modelowaniu wzrostu szczeliny zar�ow-
no pod wp lywem obci�a_zenia monotonicznego, jak i cyklicznego. Wykorzystywane by ly
ju_z podczas formu lowaniaT {kryterium (patrz podrozdzia l 3.2.6), gdzie k�at propagacji
szczeliny by l zgodny z maksymaln�a warto�sci �a TV ( TV jmax ! � pr ), liczon �a po konturze
wyznaczonym przez wielko�s�c TD =const dla r (� ), spe lniaj �acego kryterium plastyczno�sci,
a wi�ec w pewnej odleg lo�sci od wierzcho lka szczeliny. W tamtym przypadku dogodne by lo
u_zycie hipotezy Misesa, dla kt�orej relacja sta lejT ys

D i napr �e_zenia uplastyczniaj�acego� ys

wyra_za si�e nast�epuj �aco:

TD = T ys
D =

1 + �
3E

� 2
ys � dla p laskiego stanu napr�e_zenia; (3.66)

TD = T ys
D =

(1 + � )( � 2 � � + 1)
3E

� 2
ys � dla p laskiego stanu odkszta lcenia: (3.67)

Wydaje si�e, _ze kryterium to mo_zna r�ownie_z zaliczy�c do grupy kryteri�ow nielokalnych.
Jednak_ze nie jest ono zbyt w la�sciwe w przypadku materia l�ow kruchych czy te_z materia-
 l�ow, w kt�orych strefa plastyczna jest ma la w por�ownaniu z innymi defektami struktury,
jakim s �a np. mikro{szczeliny. W takim przypadku kryterium to zaczyna by�c zbie_zne z
kryterium g �esto�sci energii odkszta lcenia i w zasadzie przestaje by�c nielokalne z powo-
du konieczno�sci wyznaczania potrzebnych wielko�sci zbyt blisko wierzcho lka szczeliny. W
wyniku tego nie uwzgl�ednienia si�e niejednorodno�sci materia lu, jak i redystrybucji napr�e-
_ze�n, kt �ora istnieje r�ownie_z poza obszarem plastycznym wskutek mikrop�ekni�e�c. Tak wi �ec
zgodnie np. zNNKP {kryterium, uwzgl �ednienie do oblicze�n pewnego obszaru uszkodze�n,
kt �orych �zr�od lem s�a procesy dekohezyjne wydaje si�e konieczne. W nast�epnej cz�e�sci rozdzia-
 lu podj �eto pr�ob�e sformu lowania nowego kryterium, kt�ore wykorzystuje dwu{wymiarowy
obszar uszkodze�n.

Idea podzielenia g�esto�sci energii odkszta lceniaw na jej dwie sk ladowe wydaje si�e by�c
bardzo atrakcyjna ze wzgl�edu na wspomnian�a ju_z interpretacj�e �zyczn �a takiego podzia-
 lu. W przypadku T {kryterium umo_zliwi lo to okre�slenie granicy spr�e_zysto{plastycznej,
TD=const, na kt�orej poszukiwana by la warto�s�c maksymalna g�esto�sci energii odkszta lce-
nia, w, co sprowadza si�e do poszukiwania maksymalnej warto�sci TV , zwi �azanej z procesa-
mi dekohezji. Nale_zy zauwa_zy�c, _zeS{kryterium zak lada, i_z szczelina b�edzie propagowa�c
w kierunku najmniejszej warto�sci w. Jednak_ze warto�s�c ta poszukiwana jest wzd lu_z sta lej,
za lo_zonej odleg lo�sci od wierzcho lka szczeliny, czyli wtedy gdyTD 6=const. Interesuj �ace
jest r�ownie_z to, _ze zwykle p laszczyzn�e p�ekni�ecia koreluje si�e z wyst�apieniem warunku
TV > T D , co w zasadzie jest s luszne tylko dla przypadku p laskiegostanu odkszta lcenia.
Na t �e sytuacj�e zwr�ocono uwag�e w pracy [162], podczas formu lowaniaT {kryterium, mo-
dy�kuj �ac ten warunek do postaci poszukiwania maksymalnej warto�sci ilorazu TV =TD , co
odpowiada zar�owno p laskiemu stanowi odkszta lcenia, jaki p laskiemu stanowi napr�e_zenia.
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Sformu lowanie kryterium. Zak ladaj �ac, _ze hipoteza oddzielenia sk ladowych g�esto-
�sci energii odkszta lcenia podczas poszukiwania k�ata propagacji szczeliny jest s luszna (T {
kryterium), mo_zna zastanowi�c si�e nad wykorzystaniem tej idei w nieco inny spos�ob. A w
rezultacie do pr�oby sformu lowania bardziej uniwersalnego, nielokalnegokryterium. Wi �a-
_z�ac lokalizacj�e p laszczyzny p�ekni�ecia z maksymaln�a warto�sci �a ilorazu ([TV =TD ]jmax ! � pr )
mo_zna zaproponowa�c, _ze:

� k �at propagacji szczeliny b�edzie zwi�azany z warto�sci �a minimaln �a TD (� ) (TD (� )jmin !
� pr ) poszukiwan�a po granicy wyznaczonej przez warunekTV (� )=const! r (� ), od-
powiadaj �acej pewnej warto�sci krytycznej T f

V .
Sytuacja taka �zycznie mo_ze oznacza�c, _ze szczelina b�edzie propagowa�c w kierunku, gdzie
rozpraszanie energii poprzez procesy plastyczne w stosunku do proces�ow dekohezji jest
najmniejsze, a konturT f

V mo_ze de�niowa�c obszar zwi�azany z jedn�a z form mechanizm�ow
zniszczenia jakim jest proces dekohezji ujawniaj�acy si�e w postaci mikro{szczelin. Kryte-
rium to dla potrzeb niniejszej pracy b�edzie nazywaneMK {kryterium. Warto �s�c krytycz-
n �a T f

V mo_zna uzyska�c wykorzystuj �ac wytrzyma lo�s�c na rozci�aganie� c. Charakterystyczn�a
granic�e, na kt�orej poszukiwana jest minimalna warto�s�c TD uzyskujemy wykorzystuj�ac
wyra_zenie (3.60), co prowadzi do nast�epuj �acej zale_zno�sci:

1
p

2�r
=

q
T c

V � 6E
(1� 2� )(1+ f )2 � T

K I (C + A) + K II (B � D)
; (3.68)

gdzie,

TV = T c
V =

1 � 2�
6E

� 2
c � dla p laskiego stanu napr�e_zenia;

TV = T c
V =

(1 � 2� )(1 + � )2

6E
� 2

c � dla p laskiego stanu odkszta lcenia;
(3.69)

f = �; dla p laskiego stanu odkszta lcenia;

f = 0; dla p laskiego stanu napr�e_zenia

oraz wyra_zenia (2.16{2.18) zapisane w nast�epuj �acej postaci:

� yy =
K Ip
2�r

A +
K IIp
2�r

B;

� xx =
K Ip
2�r

C �
K IIp
2�r

D + T;

� xy =
K Ip
2�r

F +
K IIp
2�r

G;

(3.70)
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gdzie

A = cos
�
2

�
1 + sin

�
2

sin
3�
2

);

B = sin
�
2

cos
�
2

cos
3�
2

;

C = cos
�
2

�
1 � sin

�
2

sin
3�
2

);

D = sin
�
2

�
2 + cos

�
2

cos
3�
2

);

F = sin
�
2

cos
�
2

cos
3�
2

;

G = cos
�
2

�
1 � sin

�
2

sin
3�
2

);

T = � (1 � k)cos2�:

(3.71)

Kryterium to mo_zna wi�ec zapisa�c w nast�epuj �acej spos�ob

TV

TD

�
�
�
�
max

! � pr ; przy TV = const.

TD

�
r (T const.

V ; � )
� �

�
�
�
min

! � pr :

(3.72)

Wyra_zenia te przedstawiono na Rys. (3.13), przy czym naszkicowano jedynie obszar w
okolicy k �ata propagacji z powodu bardzo du_zych warto�sci TD przy r ! 0.
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Rysunek 3.13. Kontur dla TD (r (� ); T const.
V ) (linia ci �ag la, niebieska) oraz kontur dla

r (T const.
V ; � ) (linia czerwona, przerywana). Odpowiednio dla a) i b), � = 60; 30� , p laski stan

odkszta lcenia, rozwi�azanie z cz�e�sci �a nieosobliw�a, T 6= 0.
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Przyk ladowe kszta lty obszar�ow wynikaj �ace z przekszta lcenia wyra_zenia (3.68) do po-
staci:

r = rV jTV =const =
1

2�

 
K I (C + A) + K II (B � D)

q
T c

V � 6E
(1� 2v)(1+ f )2 � T

! 2

; (3.73)

przedstawiono na Rys. (3.14){(3.15) Dla por�ownania narysowano tam r�ownie_z granic�e
spr�e_zysto{plastyczn�a de�niowan �a przezT -kryterium, TD =const! r (� ), por. (3.31). Jak
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Rysunek 3.14. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ci �ag la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, � =0.33, � YS =538 MPa, � c=586 MPa, K TH ' 1,
K c = 25MPa

p
m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), � = 90; 30� , por. Rys. 2.5 oraz

p laskiego stanu odkszta lcenia. Rozwi�azanie osobliwe,T = 0.

mo_zna zauwa_zy�c, szczeg�olnie w przypadku � = 90� , obszar de�niowany poprzez wyra_ze-
nie (3.73), a skorelowany z wielko�sci �a maksymalnego napr�e_zenia rozci�agaj �acego (� c) jest
znacznie rozleglejszy ni_z obszar plastyczny, szczeg�olnie na kierunku p�ekania. W przypad-
ku materia l�ow kruchych taki obszar (nazwijmy go obszarem dekohezji), okre�sla�c mo_ze po-
jawianie si�e wspominanych wcze�sniej mikro{szczelin, a stosunkowo niewielki kontur uzy-
skiwany przy TD =const b �edzie opisywa�c towarzysz�ac �a temu procesowi stref�e plastyczn�a.
Nale_zy zauwa_zy�c, _ze k�at, kt �ory odpowiada maksymalnej d lugo�sci strefy dekohezji (3.68),
nie jest z regu ly k�atem pod kt�orym rozwija�c si�e b�edzie szczelina. W przypadku jak na
Rys. (3.14){(3.15) jest to w przybli_zeniu k�at, przy kt �orym kontur okre�slaj �acy zasi�eg stre-
fy plastycznej jest najbli_zej wierzcho lka szczeliny, cocz�e�sciowo pokrywa si�e z wnioskami z
W {kryterium (patrz podrozdzia l 3.2.11). Dodatkowo, na Rys. 3.16 przedstawiono pr�ob�e
interpretacji �zycznej trzech obszar�ow deformacji uzale_zniaj�ac je od g�esto�sci defekt�ow
struktury, a mianowicie:

� obszar o najwi�ekszej g�esto�sci defekt�ow jest tu Stref �a Zniszczenia, najbli_zej wierz-
cho lka szczeliny.

� obszar deformacji plastycznych, okre�slony jest tu przy za lo_zeniuTD (� ys) = const.
� obszar dekohezji, wyznaczono przy za lo_zeniuTV (� c) = const.
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Rysunek 3.15. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ci �ag la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, � =0.33, � YS =538 MPa, � c=586 MPa, K TH ' 1,
K c = 25MPa

p
m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), � = 90; 30� , por. Rys. 2.5 oraz

p laskiego stanu napr�e_zenia. Rozwi�azanie osobliwe,T = 0.

Oczywi�scie relacje pomi�edzy tymi obszarami s�a zale_zne od rodzaju materia lu oraz
wielko�sci obci�a_zenia.

Koniecznie nale_zy zwr�oci�c uwag�e na sk ladow�a T, kt �ora uwzgl�edniono w powy_zszych
wyra_zeniach. Sk ladowa ta jest cz�esto pomijana w rozwi�azaniach. Jak wspomniano po-
przednio, Larsson i Carlsson [21] zademonstrowali, _ze cz lon ten ma znaczny wp lyw na
kszta lt i wielko�s�c np. strefy plastycznej, kt�ora rozwija si�e przed wierzcho lkiem szczeliny.
Sytuacja taka istnieje r�ownie_z w przypadku okre�slenia zasi�egu wprowadzonej tu strefy de-
kohezji okre�slanej wyra_zeniem (3.73), por. Rys. 3.17. Co ciekawe, zasi�eg strefy dekohezji
w przypadku � = 90� zosta l zmniejszony przez wprowadzenie cz lonuT, co jest zgodnie z
wyra_zeniem (3.73), poniewa_z mianownik tego wyra_zenia wtym przypadku ro�snie. Nato-
miast zwi�ekszy l si�e nieco zasi�eg strefy plastycznej, przy jednoczesnej korekcie jej kszta ltu,
por. [166].

Wydaje si�e wi�ec, _ze pr�oba uwzgl�ednienia tego sta lego cz lonu jest konieczna dla w la�sci-
wego okre�slenia kierunku wzrostu szczeliny, tak w przypadku obci�a_zenia monotonicznego,
jak i cyklicznego. Dodatkowo, w przypadku obci�a_zenia cyklicznego, a wi�ec i cykliczne-
go wzrostu szczeliny umo_zliwia�c on b�edzie sformu lowanie dok ladniejszego prawa wzrostu
szczeliny.

Warunek propagacji szczeliny. W przypadku kryterium p �ekania nale_zy poda�c
warunek krytyczny, po spe lnieniu kt�orego materia l wraz z istniej�ac �a w nim szczelin�a,
ulegnie zniszczeniu wskutek p�ekni�ecia. Mo_ze to by�c warto�s�c krytyczna zasi�egu obszaru
dekohezji na kierunku p�ekni�ecia, r cr, lub kierunku propagacji zm�eczeniowej w przypad-
ku obci �a_zenia cyklicznego. Do okre�slenia zasi�egu obszaru dekohezji wykorzysta�c mo_zna
warto�sci � c i K cr, a dla obci�a_zenia cyklicznego� ZG oraz � K TH , czyli
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Rysunek 3.16. Fazy obszaru zniszczenia, gdzie� to g �esto�s�c defekt�ow.

r j � = � pr � r cr; (3.74)

gdzier cr obliczane jest na podstawie jednoosiowej pr�oby (mod I):

r cr =
1

2�

 
2K crq

T c
V � 6E

(1� 2v)(1+ f )2 � T

! 2

: (3.75)
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Rysunek 3.17. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ci �ag la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, � =0.33, � YS =538 MPa, � c=586 MPa, K TH ' 1,
K c = 25MPa

p
m, 2a = 20mm, � = 90 � . Odpowiednio dla a) i b), p laski stan odkszta lcenia i

napr �e_zenia. Rozwi�azanie osobliwe,T = 0, obci �a_zenie monotoniczne.

W wyniku tego uzyskujemy dla obci�a_zenia monotonicznego:

1
2�

 
K I (C + A) + K II (B � D)

q
T c

V � 6E
(1� 2v)(1+ f )2 � T

! 2

�
1

2�

 
2K crq

T c
V � 6E

(1� 2v)(1+ f )2 � T

! 2

: (3.76)

Daje to uproszczony warunek propagacji szczeliny dla obci�a_zenia monotoniczego uzale_z-
niony od warto�sci K cr w nast�epuj �acej postaci:

K I cos
�
2

� K II sin
�
2

� K cr; (3.77)

oraz analogicznie dla obci�a_zenia cyklicznego:

� K I cos
�
2

� � K II sin
�
2

� � K TH : (3.78)

Generalnie, warunek ten, pomimo wykorzystania do jego sformu lowania wyra_ze�n zawiera-
j �acych sk ladow�a T, jest od niej niezale_zny. Bazuj�ac na LMP fakt ten wydaje si�e s luszny,
bowiem za wielko�s�c krytyczn �a propagacji przyjmuje si�e warto�s�c WIN, K cr. Poniewa_z
WIN de�niuje si �e za pomoc�a warto�sci napr�e_zenia i d lugo�sci szczeliny, obie te wielko�sci w
przypadku propagacji szczeliny s�a wielko�sciami krytycznymi. Tak wi �ec je�sli rozwa_zamy
czy szczelina b�edzie propagowa la czy te_z nie parametrem, kt�ory to jednoznacznie okre�sla
jest w la�snie K cr. Nale_zy zaznaczy�c, _ze warunek ten dotyczy szczelin d lugich. Powodem
takiej sytuacji jest w przypadku szczelin kr�otkich (od pewnej charakterystycznej d lugo-
�sci) konieczno�s�c przy lo_zenia obci�a_zenia, przewy_zszaj�acego napr�e_zenie krytyczne,� c dla
materia lu bez szczeliny, tak aby warto�s�c krytyczna K cr mog la by�c osi�agni�eta. Natomiast
sk ladow�a T, a w zasadzie r�ownie_z jej pewn�a wielko�s�c krytyczn �a Tcr, mo_zna traktowa�c jako
parametr determinuj �acy zachowanie szczeliny ju_z propaguj�acej, charakteryzuj�ac �a rodzaj
jej propagacji (stabilny lub niestabilny), por. [52] i podrozdzia l 2.2.2.
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3.5.1. Kierunek wzrostu szczeliny. Obci �a_zenie monotoniczne.

Obliczenia k�ata propagacji szczeliny dla r�o_znych k�at�ow � , por. Rys. 3.18 i r�o_znego
stosunku �

� c
zaprezentowano w Tabeli 3.2 oraz gra�cznie na Rys. 3.19. Analizuj �ac Ta-
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Rysunek 3.18. Dwu-osiowe obci�a_zenia szczeliny.

Tabela 3.2. Warto�sci k �ata propagacji � pr szczeliny wgMK {kryterium w zale_zno�sci od sto-
sunku obci �a_zenia do wielko�sci maksymalnego napr�e_zenia rozci�agaj �acego (�

� c
) dla r �o_znego po-

chylenia szczeliny (� ).

�
�
� c

15 30 45 60 80

Rozw. Os. -85.709 -72.7 -59.6 -45.12 -19.03
0.1 -86.709 -73.7 -59.6 -43.1 -15.53
0.2 -87.709 -74.7 -59.6 -40.6 -13.50
0.4 -89.709 -76.7 -59.6 -37.6 -11.53
0.6 -91.2 -78.7 -59.6 -35.6 -11.02
0.8 -92.7 -80.2 -59.6 -34.1 -10.53
1 -93.7 -81.7 -59.6 -33.1 -10.03

bel�e 3.2 mo_zna zada�c pytanie, sk�ad wynikaj �a r�o_znice k�ata propagacji szczeliny wraz ze
zmian �a warto�sci obci�a_zenia. Kryterium sk lada si�e z dw�och etap�ow:

� wyznaczenie charakterystycznego konturu na podstawie wyra_zenia (3.68) do okre-
�slenia relacjir (� ),

� wyra_zenia (3.65) lub (3.63) do wyznaczenia k�ata propagacji szczeliny.
Wielko�s�c TD (r; � ) jest bezpo�srednio zale_zna odr , por. (3.68), poniewa_zr wyznacza miej-
sce, gdzieTD jest liczone. W przypadku rozwi�azania osobliwego relacja pomi�edzy �

� c
jest

nieistotna dla kierunku p�ekania, gdy_z stosunek sk ladowych tensora napr�e_zenia w przy-
padku r�o_znych poziom�ow obci �a_ze�n pozostaje taki sam, por. (3.70) dlaT = 0, czyli k �at
propagacji dla ustalonej kon�guracji szczeliny jest sta ly.



3.5. MK { Kryterium { propozycja 121

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

alfa

-t
he

ta

rozw. osobl.
0.1
0.2
0.4
0.6
0.8
1

Rysunek 3.19. K �at propagacji � wg MK {kryterium w zale_zno�sci od stosunku obci�a_zenia do
wielko�sci maksymalnego napr�e_zenia rozci�agaj �acego (�

� c
) dla r �o_znego pochylenia szczeliny (� ).

Sytuacja jest odmienna podczas rozwi�azania z uwzgl�ednieniemT. W tym przypadku
zmiana relacji �

� c
powoduje zmian�e k �ata propagacji szczeliny. Jest to wynikiem wp lywu

sk ladowejT, kt �ora wyst�epuje w wyra_zeniu na� xx .
Bardzo ciekaw�a sytuacj�e przedstawia Rys. 3.20. Zaprezentowano na nim wyniki otrzy-

mane z wykorzystaniemMK {kryterium, dla r �o_znych d lugo�sci szczeliny,a = 5; 20 mm,
tak, aby spe lniony by l warunek krytyczny propagacji szczeliny (3.77) dla PMMA (po-
lymethylmethacrylate). Wyniki te por �ownano z rezultatami eksperyment�ow dla tego
materia lu [132] i [166]. Jak wida�c d lugo�s�c szczeliny ma wp lyw na warto�s�c k �ata propa-
gacji. Oczywi�scie jest to wp lyw po�sredni, z powodu determinowania wielko�sci obci�a_zenia
przez d lugo�s�c szczeliny, tak aby osi�agn �a�c warto�s�c krytyczn �a WIN (K cr). Co ciekawe, w
pracy [132] przedstawiono wp lyw r�o_znych d lugo�sci szczelin, zaznaczaj�ac, _ze nie jest on
znacz�acy, co nie wydaje si�e ju_z takie oczywiste po dok ladnej analizie wynik�ow. Niestety,
rozrzut wynik�ow uzyskiwanych eksperymentalnie jest z regu ly du_zy, co mo_ze utrudni�c
analiz�e wp lyw takiego czynnika jakim jest d lugo�s�c szczeliny, czy te_z wielko�s�c obci �a_zenia.
Dodatkowo autorzy [132] rozpatruj�a wp lyw stosunku warto�sci krytycznej promienia r cr

do d lugo�sci szczelinya, ustalaj �ac ten iloraz jako sta ly. Niestety, nie podaj�a �zycznej in-
terpretacji takiego zwi �azku. Inn �a ciekaw�a propozycj�a uwzgl�ednienia wp lywu sk ladowejT
na kierunek p�ekni�ecia jest praca Seweryna [175]. W pracy tej dokonano przegl�adu kilku
najwa_zniejszych kryteri�ow p�ekania z uwzgl�ednieniem efektu" T{stress", r�ownie_z wykorzy-
stuj �ac opisywane ju_z poprzednio NNKP{kryterium (nazywane r�ownie_zR{kryterium), w
kt �orym to wykorzystuje si�e d lugo�s�c strefy zniszczenia,d0, jako parametru materia lowego.
Powi �azano tam kierunek p�ekania ze stosunkiemd0 i d lugo�sci szczeliny, przedstawiaj�ac
wp lyw tego ilorazu na kierunek p�ekania, por. Rys. 3.21. Zauwa_zono, _ze w przypadku
d0 ! 0 efekt wp lywu sk ladowejT zanika. Jednak_ze, podobnie jak w [132], d lugo�s�c strefy
zniszczenia by la wcze�sniej za lo_zona, niezale_zna od kon�guracji szczeliny (k�ata pochylenia
szczeliny).
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Rysunek 3.20. Por�ownanie k�ata propagacji � wg MK {kryterium dla r �o_znego pochylenia
szczeliny (� ) w PMMA z wynikami eksperyment �ow na podstawie [132] i [166] dla dw�och
d lugo�sci szczeliny.

�

�

Rysunek 3.21. Por�ownanie k�ata propagacji � wg NNKP {kryterium dla r �o_znego pochylenia
szczeliny (� ) w PMMA [175] z wynikami eksperyment�ow na podstawie [133].

W przypadku MK {kryterium d lugo �s�c strefy zniszczenia nie jest za lo_zona, zmienia
si�e w spos�ob ci �ag ly i zale_zny od kon�guracji szczeliny oraz obci�a_zenia. Zwr�oci�c r�ownie_z
nale_zy uwag�e na por�ownanie wynik�ow eksperymentu zaprezentowanego na Rys. 3.21, z
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wynikami uzyskanymi na podstawie wprowadzonego kryterium, Rys. 3.19, dla r�o_znych
warto�sci �

� c
, kt �ore wykazuje du_ze podobie�nstwo.

Powr�o�cmy teraz do wynik�ow przedstawionych w Tabeli 3.2. W przypadku rozwi�a-
zania osobliwego wyniki otrzymane na podstawieMK {kryterium s �a ca lkowicie zgodne
z wynikami, kt�ore uzyskuje si�e na podstawieT {kryterium, przy za lo_zeniu _ze� c = � ys.
Natomiast w przypadku �

� c
= 1 wyniki zaczynaj �a by�c zbie_zne zDet {kryterium (patrz

podrozdzia l 3.2.7). Jedn�a z przyczyn takich rezultat�ow jest konstrukcja wyra_ze�n na TD ,
por. (3.65) lub (3.63), kt�ore mo_zna przedstawi�c w nast�epuj �acej postaci:

TD =
1 + �
3E

�
(T const

V
6E

1 � 2�
)2 � 3(� xx � yy � � 2

xy )
�

: (3.79)

Proponowane kryterium zwi�azane jest z poszukiwaniem warto�sci minimalnej TD przy
TV =const. Dlatego  latwo mo_zna zauwa_zy�c, _ze poszukiwanie minimalnej warto�sci TD

jest to_zsame z poszukiwaniem maksymalnej warto�sci Det(� ij ), podobnie jak w Det {
kryterium.

3.5.2. Kierunek wzrostu szczeliny. Obci �a_zenie cykliczne.

W tym momencie nale_zy ponownie podkre�sli�c wprowadzenie do rozwi�azania wielko�sci
T opisuj �acej w bezpo�sredni spos�ob warto�s�c przy lo_zonego obci�a_zenia. Do tej pory wi�ek-
szo�s�c opisywanych w niniejszej pracy kryteri�ow by la w la�sciwie niezale_zna od poziomu na-
pr �e_zenia, a w zasadzie od stosunku aktualnego obci�a_zenia do wielko�sci charakteryzuj�acych
dany materia l. Dla obci�a_zenia monotonicznego w przypadku wprowadzonego kryterium
jest to maksymalne napr�e_zenie rozci�agaj �ace � c. W przypadku rozwi �azania osobliwego,
warto�sci te nie maj�a wp lywu na k�at propagacji. Maj �a one jednak wp lyw na wielko�s�c stre-
fy plastycznej czy te_z wielko�s�c wprowadzonej strefy dekohezji. Uwzgl�ednienieT pozwala
uwzgl�edni�c relacj�e pomi�edzy przy lo_zonym obci�a_zeniem, a wielko�sci �a charakteryzuj �ac �a od-
porno�s�c materia lu. Szczeg�olnie zauwa_zalne jest to w przypadku obci�a_zenia cyklicznego.
Stosunek mi�edzy tymi warto�sciami jest kluczowy. Po pierwsze, determinuje on wielko�s�c
obszaru dekohezji, a wi�ec ma olbrzymi wp lyw na obliczane na jego kra�ncu wielko�sci,
kt �ore mog�a by�c wykorzystane do okre�slania przyrostu szczeliny, oraz ma pewien wp lyw
na k �at propagacji szczeliny. Dlatego te_z, w przypadku wykorzystania MK {kryterium dla
obci �a_zenia cyklicznego pozostaje zaproponowanie wielko�sci, z kt�or �a powi �azane b�ed �a war-
to�sci krytyczne. Wydaje si�e, _ze nale_zy u_zy�c innej warto�sci krytycznej ni_z� c, zwi �azanej
z obci �a_zeniem monotonicznym. Proponuje si�e za tak�a warto�s�c przyj �a�c granic�e zm�eczenia
ZG, kt �ora w zale_zno�sci od materia lu i rodzaju obci�a_zenia cyklicznego stanowi kilkadzie-
si �at procent � ys (np. dla stop�ow tytanu, zwykle 50% � ys). Dla obci �a_zenia cyklicznego
wp lyw poziomu napr�e_zenia na kierunek propagacji szczeliny wydaje si�e jeszcze bardziej
interesuj �acy, bowiem powoduje pewn�a rozbie_zno�s�c w wynikach uzyskiwanych dla k�ata
wzrostu szczeliny na pojedynczym cyklu. Poniewa_z oczywistym jest, _ze pojedynczy cykl
obci �a_zenia przebiega od jego warto�sci minimalnej do maksymalnej, wi�ec rezultatem u_zy-
cia MK {kryterium by laby ci �ag la zmiana warto�sci k �ata wzrostu szczeliny zm�eczeniowej
podczas jednego cyklu. Takiego zachowania szczeliny nie obserwuje si�e i dlatego nale-
_zy przyj�a�c pewien poziom napr�e_zenia, kt�ory b �edzie odpowiedzialny za determinowanie
kierunku wzrostu. Problem ten mo_ze mie�c kilka rozwi �aza�n, np.:

� szczelina ro�snie w kierunku okre�slonym przez warto�sci ekstremalne, tj. maksymaln�a
warto�s�c, � max lub warto�s�c minimaln �a obci �a_zenia na cyklu,� min ,
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� szczelina ro�snie w kierunku okre�slonym przez pewn�a warto�s�c po�sredni �a obci �a_zenia
na cyklu, � osz.

W pierwszym przypadku mog loby si�e okaza�c, i_z szczelina nie�zycznie oczekuje, a_z ob-
ci �a_zenie osi�agnie warto�s�c maksymaln�a i dopiero w�owczas propaguje. Natomiast wzrost
szczeliny przy warto�sci minimalnej cyklu nie ma miejsca. W drugim przypadku nale_za-
 loby wybra�c wielko�s�c przy kt�orej okre�slany by lby k �at wzrostu, kt�ora stanowi laby pew-
n �a warto�s�c charakteryzuj �ac �a np. materia l. Sytuacj�e tak �a przynajmniej w pewnej mierze
mo_zna by loby wyt lumaczy�c zjawiskiem domykania szczeliny, a w�owczas za k�at propagacji
szczeliny odpowiedzialne by loby� op, lub � min je�sli � min > � op. W niniejszej pracy warto�s�c
� op b�edzie uznana za napr�e_zenie decyduj�ace o kierunku propagacji szczeliny.

Dla skorygowania tak sformu lowanego kryterium na Rys. 3.22.a.b por�ownano rezulta-
ty eksperymentu z opisywanej ju_z poprzednio pracy [127], por. podrozdzia l 3.2.12, gdzie
zaprezentowano por�ownanie k�at�ow propagacji w przypadku obci�a_zenia cyklicznego i mo-
notonicznego. W przypadku obci�a_zenia cyklicznegoMK {kryterium daje zadowalaj �ace
rezultaty, a dla obci �a_zenia monotonicznego wyniki s�a raczej negatywne. Jak pokazano
to w Tabeli 3.1, _zadne z por�ownywanych w pracy [127] kryteri�ow nie daje zadowalaj�a-
cych rezultat�ow. R�ownie_z, _zadne nie rozr�o_znia rodzaju obci�a_zenia. W przypadkuMK {
kryterium, takie rozr�o_znienie, por. Rys. 3.22.c.d, cho�c niewielkie, wyst�epuje z powodu
r�o_znego poziomu obci�a_zenia (wp lyw sk ladowejT).

Pomimo, _ze rezultaty wprowadzonego kryterium na podstawie wynik�ow zaprezento-
wanych w [127] dla obci�a_zenia monotonicznego wydaj�a si�e by�c niezadowalaj�ace, to do�s�c
istotnym wydaje si�e spostrze_zenie, _ze grubo�s�c pr�obki u_zytej w tym_ze eksperymencie wy-
nosi la zaledwie 1.27 mm. Co ciekawe, sami autorzy pisz�a, _ze powodem tak szczeg�olnie
du_zej rozbie_zno�sci pomi�edzy wynikami eksperyment�ow, a wynikami uzyskanymi na pod-
stawie r�o_znych kryteri�ow mo_ze by�c zbyt du_za strefa plastyczna, w stosunku do grubo�sci
p lytki. Potwierdzeniem tego mo_ze by�c odwo lanie si�e do licznych eksperyment�ow doty-
cz �acych jedynie obci�a_zenia monotonicznego, gdzie jak pokazano to ju_z poprzednio na
Rys. 3.20, wyniki s�a ca lkiem zadowalaj�ace. Nale_zy r�ownie_z przypomnie�c, _ze je�sli korzy-
stamy z wprowadzonego w niniejszej pracy kryterium wa_zna staje si�e relacja pomi�edzy
grubo�sci �a pr�obki, a stref �a dekohezji, kt�ora w wielu przypadkach jest znacznie wi�eksza ni_z
strefa plastyczna.

3.5.3. Pr �edko�s�c wzrostu szczeliny zm �eczeniowej.

Propozycja, kt�ora b�edzie zaprezentowana, opiera si�e na znanym fakcie, _ze wzrost
szczeliny zm�eczeniowej powodowany jest przez cykliczne deformacje plastyczne. Defor-
macje te mog�a by�c reprezentowane przez postaciow�a cz�e�s�c g�esto�sci energii odkszta lcenia,
TD , liczon �a po konturze wyznaczonym przez stref�e dekohezjir . Proponuje si�e u_zycie ilo-
czynu wielko�sci TD oraz r liczonych na kierunku propagacji. A wi�ec:

da
dN

= C[�( TD � r (T const.
V ))]n ; (3.80)

gdzie, C; n, to sta le zm�eczeniowe uzyskiwane na podstawie testu jednoosiowego, dla
� = 90� . W przypadku stopu Ti-6Al-4V ustalono, _ze s�a to nast�epuj �ace warto�sci:
C = 3:5; n = 1:712. W tabelach 3.3, 3.4 oraz Rys. 3.23 i 3.24 przedstawiono wyniki
bardzo dok ladnego por�ownania eksperymentu [99] z symulacj�a. W eksperymencie u_zyto
stopu tytanu Ti-6Al-4V, dla R = 0:1, dw�och pr�obek pod r�o_znym obci�a_zeniem, r�o_znej
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Rysunek 3.22. K �at propagacji szczeliny pod wp lywem obci�a_zenia cyklicznego i monotonicz-
nego, dla r�o_znych wielko�sci pochylenia szczeliny� . Materia l: Al 2024-T3, E = 70GPa, � =0.33,
� YS =370 MPa, � c=440 MPa, ZG = 150 MPa, R = 0 :2, K TH ' 2:2, K c = 25MPa

p
m. P la-

ski stan odkszta lcenia, rozwi�azanie z uwzgl�ednieniem sk ladowejT . Por�ownanie rezultat�ow wg
MK {kryterium i danymi eksperymentalnymi z pracy [127].

d lugo�sci szczeliny i r�o_znym pochyleniu do osi obci�a_zenia (szczeg�o ly na rysunkach). Autor
eksperymentu przedstawi l dok ladne dane dotycz�ace tak k�ata propagacji, jak i pr�edko�sci
wzrostu szczeliny. W rezultacie wydaje si�e to by�c doskona ly materia l do wery�kacji jakie-
gokolwiek kryterium opisuj �acego wzrost szczeliny zm�eczeniowy. W tabelach zamieszczono
�srednie pr�edko�sci propagacji uzyskane z symulacji wed lug (3.80). Jak mo_zna zauwa_zy�c
wyniki wydaj �a si�e by�c bardzo zbie_zne, pomimo _ze w przypadku szczeliny pochylonej dla
� = 43� w jej pocz�atkowej fazie rozwoju uwidacznia si�e do�s�c du_za r�o_znica pomi�edzy obli-
czeniami, a eksperymentem. Jednak_ze wydaje si�e, _ze na t�e rozbie_zno�s�c mo_ze mie�c wp lyw
pewna niejednorodno�s�c materia lu w eksperymencie. Potwierdzi�c to mo_ze du_za, pocz�atko-
wa rozbie_zno�s�c pomi�edzy przyrostem szczeliny w jej lewym i prawym wierzcho lkiem.

Dodatkowo por�ownano pr�edko�s�c wzrostu dla materia lu jednorodnego, dla kilku k�at�ow
pochylenia szczeliny, por. Rys. 3.25 oraz Tabela 3.5). Uzyskane wyniki s�a zgodne z eks-
perymentem, cechuj�a si�e zmniejszaniem si�e pr�edko�sci wraz z warto�sci �a k �ata pochylenia
szczeliny,� .
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Tabela 3.3. Por�ownanie wynik�ow modelowania z wynikami eksperymentu dla� = 43 � .

LEWY WIERZCH. OBLICZENIA PRAWY WIERZCH.
Nr da dN da

dN da dN da
dN da dN da

dN
[10� 3m] [10� 7m] [10� 3m] [10� 7m] [10� 3m] [10� 7m]

1 0.30 4660 0.64 0.86 2954 2.91 0.86 4660 1.85
2 0.41 1440 2.84 0.43 1377 3.12 0.45 1440 3.12
3 0.81 2150 3.76 0.79 2192 3.60 0.77 2150 3.58
4 0.67 1750 3.82 0.66 1583 4.17 0.65 1750 3.71
5 0.81 1490 5.43 0.835 1698 4.91 0.86 1490 5.77
6 0.37 590 6.27 0.43 765 5.62 0.49 590 8.30
7 0.50 920 5.43 0.43 699 6.15 0.36 920 3.91
8 1.26 1660 7.59 1.255 1720 7.29 1.25 1660 7.53
9 0.55 650 8.46 0.53 617 8.58 0.51 650 7.84
10 0.65 650 10 0.68 706 9.54 0.71 650 10.92

15960 14319 15960
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Rysunek 3.23. Por�ownanie�scie_zki propagacji szczeliny dla� = 43 � z wynikami eksperymen-
t �ow [99].
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Tabela 3.4. Por�ownanie wynik�ow modelowania z wynikami eksperymentu dla� = 30 � .

LEWY WIERZCH. OBLICZENIA PRAWY WIERZCH.
Nr da dN da

dN da dN da
dN da dN da

dN
[10� 3m] [10� 7m] [10� 3m] [10� 7m] [10� 3m] [10� 7m]

1 0.98 1390 7.05 0.945 1396 6.77 0.91 1390 6.54
2 0.73 1040 7.01 0.76 1215 6.25 0.79 1040 7.59
3 0.58 680 8.52 0.54 729 7.40 0.50 680 7.35
4 0.76 890 8.53 0.785 920 8.53 0.81 890 9.1
5 0.56 550 10.1 0.5 511 9.78 0.44 550 8.0
6 0.45 450 10 0.475 437 10.86 0.50 450 11.1
7 0.55 500 11 0.575 474 12.14 0.60 500 12
8 0.65 500 13 0.63 459 13.71 0.61 500 12.2
9 0.80 500 16 0.8 507 15.78 0.80 500 16
10 0.80 500 16 0.85 462 18.38 0.90 500 18

7000 7111 7000
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Rysunek 3.24. Por�ownanie�scie_zki propagacji szczeliny dla� = 30 � z wynikami eksperymen-
t �ow [99].
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Rysunek 3.25. Por�ownanie pocz�atkowej �scie_zki wzrostu pochylonej szczeliny dla� =
30; 45; 60; 90� . Materia l: Ti-6Al-4V, R = 20

200 (MPa) ; � ZG = 450 (MPa) ; a = 10 mm. Ilo �s�c
cykli w poszczeg�olnych punktach zamieszczono w Tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Ilo�s�c cykli N , potrzebnych do osi�agni�ecia kolejno punkt�ow A,B,C i D dla r �o_znego
pochylenia szczeliny (� ), zgodnie z Rys. 3.25.

N
� [� ] A B C D
90 350 513 787 995
60 500 815 1222 1532
45 688 994 1534 1962
30 836 1319 2131 2757

3.6. Szczelina zm �eczeniowa w bimateriale

3.6.1. Proponowany model interfejsu

Poprzednio w Rozdziale 2.8, dokonano przegl�adu istniej �acych modeli interfejsu. Jak
mo_zna zauwa_zy�c opisane tam modele wskazuj�a na powa_zny problem jakim jest pr�oba
uwzgl�ednienia interfejsu w materia lach kompozytowych. Nale_zy jednak zauwa_zy�c, _ze je�sli
problem dotyczy szczeliny zm�eczeniowej, a wi�ec wielu tysi�ecy cykli, to jest on zwi�azany z
regu ly tylko z jednym cyklem obci�a_zenia szczeliny (pomijaj�ac wzrost wzd lu_z interfejsu).
Dodatkowo je�sli rozwa_zamy materia l i szczelin�e, kt�orych wymiary s �a znacznie wi�eksze
ni_z szeroko�s�c interfejsu, to wp lyw samego interfejsu, a wi�ec i przyj�etego modelu jest zni-
komy. Oczywi�scie zaznaczy�c nale_zy, _ze mowa jest tu tylko o wp lywie samego interfejsu,
a nie materia l�ow tworz �acych kompozyt. Je�sli wybierzemy model interfejsu w postaci fa-
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zy ci �ag lej pomi�edzy materia lami tworz�acymi bimateria l, mo_zna zastosowa�c dwie metody
rozwi �azania. Pierwsz�a, wykorzystuj �ac �a w la�sciw�a temu obszarowi funkcj�e Greena [111],
przy jednoczesnym za lo_zeniu szeroko�sci interfejsu i funkcji opisuj �acej zmian�e modu l�ow
spr�e_zystych. Drug�a metod�a jest u_zycie podanego ju_z rozwi�azania dla dyslokacji w jednym
z materia l�ow, tworz �acych np. bimateria l. W nast�epnej cz�e�sci podrozdzia lu zostanie zapro-
ponowany model, kt�ory nie b�edzie�scis lym odwzorowaniem problemu, ale wystarczaj�acym
dla analizy zm�eczeniowego wzrostu szczeliny. G l�ownym problemem jest tu uzyskanie w
mo_zliwie efektywny spos�ob warto�sci k �ata propagacji i przyrostu szczeliny, przy uwzgl�ed-
nieniu sta lych materia lowych.

Zak lada si�e wi�ec obecno�s�c interfejsu w postaci fazy przej�sciowej o szeroko�sci pomi-
jalnie ma lej 2�h w stosunku do wymiar�ow elementu. Wyniki dla szczeliny usytuowanej
w �srodku takiego interfejsu b�ed �a w�owczas bardzo zbli_zone do sytuacji szczeliny umiesz-
czonej w pobli_zu interfejsu idealnego, w odleg lo�sci �h . Problemem pozostaje okre�slenie
warunk�ow i k �ata wzrostu szczeliny z wykorzystaniem dost�epnych kryteri�ow. Za l�o_zmy
wi �ec szczelin�e propaguj�ac �a si�e w kierunku interfejsu, przy czym jeden z wierzcho lk�ow
znajduje si�e w pewnej odleg lo�sci �h od interfejsu. Powstaje pytanie, jak dalej b�edzie si�e
propagowa la szczelina zm�eczeniowa. Dotychczas stosowane kryterium b�edzie wskazywa lo
pewn�a warto�s�c k �ata dalszej propagacji� cr , ale czy warto�s�c krytyczna (progowa) symbo-
licznie nazwana np. �W (mo_ze to by�c np. � K , � S, � r itp.) determinuj �aca mo_zliwo�s�c
dalszej propagacji na tym kierunku b�edzie wystarczaj�aco du_za, aby szczelina pokona la
jej warto�s�c progow�a (W TH

g ; g = 1; 2)? A je�sli nie, to co b�edzie si�e w�owczas dzia lo ze
szczelin�a?

Sytuacja b�edzie do pewnego momentu oczywista, gdy rozwijaj�aca si�e szczelina b�edzie
w stanie przebi�c interfejs, a wi�ec mo_zna za lo_zy�c, _ze b�edzie to jednoznaczne z warunkiem
W G > W TH

1 , por. Rys. 3.26. Problemem z tak de�niowanym interfejsem i proponowa-
nym rozwi �azaniem jest jednak miejsce obliczenia warto�sci W. W proponowanej metodzie
b �edzie to druga strona interfejsu w odleg lo�sci �h , a wi�ec rozwi�azanie wymaga nierze-
czywistego przed lu_zenia szczeliny o warto�s�c �a pod k �atem � cr obliczonym w materiale
jeszcze przed przej�sciem przez interfejs. Po sprawdzeniu mo_zliwo�sci propagacji w drugim
materiale, szczelina b�edzie albo propagowa la w tym materiale, albo nale_zy powr�oci�c do
kierunku przed przebiciem, uznaj�ac kierunek� cr za niew la�sciwy. W tym drugim przypad-
ku sytuacja powa_znie si�e komplikuje, poniewa_zW G < W TH

1 i szczelina nie mo_ze przebi�c
si�e przez interfejs, por. Rys. 3.26b, czyli musi pozosta�c w materiale macierzystym. Nie
istnieje efektywne kryterium okre�slaj �ace kierunek wzrostu dla takiej szczeliny z powodu
wykorzystywania przez kryteria warto�sci ekstremalnych, kt�ore okre�slaj �a w zasadzie tylko
jedn �a mo_zliwo�s�c k �ata wzrostu. Przez wykorzystanie zaproponowanego modelu interfejsu
nie ma mo_zliwo�sci, aby szczelina rozwija la si�e pod k�atem � cr dalej w materiale macie-
rzystym, poniewa_z osi�agn�e la warto�s�c �h . Rozwi �azanie, kt�ore proponuje si�e w tej pracy
wykorzystuje warto�sci progoweW TH i dzi �eki czemu uzyskuje si�e dwa dodatkowe k�aty
wynikaj �ace z tej_ze warto�sci � L

CR i � L
CR pod warunkiem, _zeW H (� cr) > W TH

2 . W�owczas
zak lada si�e, _ze szczelina b�edzie propagowa la pod k�atem gdzieW H > W TH

2 liczone w prze-
dziale (� L

CR ; � CR ) oraz (� CR ; � R
CR ), por. Rys. 3.26b, gdzieW H uzyskuje warto�s�c najwi�eksz�a

i b �edzie to k�at, kt �ory umo_zliwi opuszczenie przez szczelin�e obszaru�h lub ewentualnie
pozwoli na�slizganie si�e w nim (co w wi�ekszo�sci przypadk�ow b�edzie zachodzi lo). Je�sli _zad-
ne powy_zsze warunki nie b�ed �a spe lnione, rozw�oj szczeliny na tym wierzcho lku zostanie
zatrzymany.
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Rysunek 3.26. Proponowany model interfejsu i zachowanie szczelinyw jego okolicach.

3.6.2. Rezultaty symulacji numerycznej

W tym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji wzrostuszczeliny pod wp lywem
obci �a_zenia cyklicznego, umieszczonej w bimateriale z wykorzystaniem proponowanej w
pracy metody, kryterium MK oraz pr�edko�sci wzrostu opartej na zakresie zmian iloczy-
nu �( TD � r ). W przypadku przej�scia rozwijaj �acej si�e szczeliny przez interfejs miejsce to
traktowane jest ze szczeg�oln �a uwag�a. Nale_zy doda�c, i_z tak samo jak w przypadku ob-
licze�n WIN dla pocz �atkowej szczeliny umieszczonej w obu materia lach (Rozdzia l 2.11)
wprowadzone przed lu_zenie szczeliny o�a jest r�ownie_z podzielone na dwie cz�e�sci.

Rysunki 3.27 oraz 3.28 przedstawiaj�a sytuacj�e szczeliny umieszczonej w jednym z
materia l�ow, pod k�atem 45� do osi obci�a_zenia. Rysunki przedstawiaj�a dwie kon�gura-
cje materia l�ow i szczeliny. W obu przypadkach szczeliny rozwijaj�a si�e po obu stronach
interfejsu. Mo_zna zauwa_zy�c, _ze w przypadku umiejscowienia pocz�atkowej szczeliny w
materiale o relatywnie mniejszych sta lych spr�e_zystych, por. Rys. 3.27, szczelina znacznie
zmniejsza pr�edko�s�c wzrostu w por�ownaniu do szczeliny umieszczonej w materiale jedno-
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rodnym. Szczeg�olnie widoczne to jest w przypadku zbli_zania si�e szczeliny do interfejsu,
kiedy opr�ocz obni_zenia si�e pr�edko�sci nast�epuje odchylenie�scie_zki szczeliny od jej no-
minalnego, jednorodnego stanu. Zjawiska te zale_zne s�a od stosunku sta lych spr�e_zystych
materia l�ow tworz �acych bimateria l. Nast�epnie po przej�sciu szczeliny przez interfejs nast�e-
puje jeszcze wi�eksze odchylenie kierunku jej propagacji w por�ownaniu do jednorodnego
materia lu. W przypadku pocz�atkowej szczeliny umieszczonej w materiale o relatywnie
wi �ekszych sta lych spr�e_zystych nast�epuje wzrost pr�edko�sci, ale przy nieznacznej zmianie
kierunku p�ekania. Rysunek 3.29 przedstawia zbli_zon�a sytuacj�e jak poprzednio. Tu jed-
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Rysunek 3.27. Wzrost szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.

nak rozwijaj �aca si�e szczelina nie mo_ze przebi�c interfejsu. Po dotarciu do niego propaguje
si�e wzd lu_z po l�aczenia materia l�ow nie zmieniaj�ac ju_z kierunku. Jednocze�snie gwa ltownie
zmniejszaj�ac pr�edko�s�c jej wzrostu.

Na Rys. 3.30 przedstawiono wp lyw zmiany modu luE na kierunek rozwoju rozwo-
ju szczeliny umieszczonej r�ownolegle do interfejsu, w odleg lo�sci h. W przypadku du_zej
r�o_znicy pomi�edzy sta lymi, nast�epuje wi�eksze odchylenie od pocz�atkowej p laszczyzny lo-
kalizacji szczeliny. Rysunek 3.31 przedstawia wp lyw odleg lo�sci r�ownolegle zlokalizowanej
szczeliny od interfejsu na kierunek i pr�edko�s�c wzrostu szczeliny. Co ciekawe pr�edko�s�c
wzrostu szczeliny ro�snie wraz ze zbli_zaniem si�e do interfejsu. Mo_zna to wyja�sni�c wp ly-
wem sk ladowejK II . Przy h ! 0 i po l �aczeniu materia l�ow r�o_zni�acych si�e znacznie sta lymi
spr�e_zystymi obliczenia wykazuj�a, _ze szczelina b�edzie propagowa la z najwi�eksz�a intensyw-
no�sci �a w kierunku " od interfejsu". Powodem takiej sytuacji jest obecno�s�c sk ladowejK II ,
kt �orej udzia l w rozwi�azaniu jest w�owczas znacz�acy. W rzeczywisto�sci jednak interfejs nie
jest idealny, charakteryzuje si�e swoj�a w lasn�a odporno�sci �a na p�ekanie, kt�ora mo_ze by�c
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Rysunek 3.28. Wzrost szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.
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Rysunek 3.29. Wzrost szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.
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Rysunek 3.30. Wzrost szczeliny zm�eczeniowej w bimateriale na podstawieMK { kryterium.

mniejsza ni_z materia l�ow, kt�ore tworz �a kompozyt. W takich przypadkach bardzo cz�esto
zamiast odchylenia si�e szczeliny od interfejsu obserwuje si�e p�ekanie wzd lu_z interfejsu.
Niniejsza praca nie uwzgl�ednia takiej sytuacji. By loby to mo_zliwe przy wprowadzeniu
prostej korekty do stosowanego kryterium okre�slaj �acego kierunek p�ekania uwzgl�edniaj �a-
cego mniejsz�a odporno�s�c na p�ekanie interfejsu. W pracy nie zostanie przedstawiony taki
przypadek, gdy_z oznacza lby wprowadzenie nieci�ag lo�sci w rozwi�azaniu, tzn. preferowan�a
p laszczyzn�e p�ekni�ecia. W przypadku szczeliny w interfejsie o mniejszej odporno�sci na
p�ekanie ni_z materia ly, kt�ore  l �aczy, brak w zasadzie konieczno�sci przewidywania kierunku
wzrostu szczeliny.
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Rozdzia l 4

Zako �nczenie.

Praca dotyczy modelowania p laskiego zagadnienia wzrostuszczeliny zm�eczeniowej w bi-
materiale powsta lym na skutek idealnego zespolenia dw�och materia l�ow spr�e_zystych. Mo-
del uwzgl�ednia z lo_zony stan obci�a_zenia i napr�e_zenia, a proponowana metoda oparta jest
na technice superpozycji oraz koncepcji szczeliny modelowanej jako ci �ag ly rozk lad dyslo-
kacji, kt �orych wp lyw na pole napr�e_zenia opisywany jest za pomoc�a odpowiednich funkcji
Greena. Wynikaj �acy st �ad uk lad osobliwych r�owna�n ca lkowych typu Cauchy'ego rozwi�a-
zywany jest numerycznie za pomoc�a metody Gaussa-Chebysheva. W wyniku tego uzy-
skiwane s�a WIN oraz sk ladowa sta la napr�e_zeniaT w s �asiedztwie wierzcho lka szczeliny.
Umo_zliwia to analiz�e wzrostu szczeliny w z lo_zonym stanie napr�e_zenia, w materiale jedno-
rodnym, jak i dowolnie innym, z lo_zonym kompozycie. Warunkiem jest znajomo�s�c odpo-
wiadaj �acej danemu problemowi funkcji Greena oraz informacji o stanie pola napr�e_zenia
w kompozycie bez szczeliny. Przyk ladowe problemy, dla kt�orych mo_zna znale�z�c w litera-
turze odpowiednie funkcje Greena przedstawiono na Rys. 4.1. Nale_zy podkre�sli�c, i_z ca ly
problem sformu lowany jest w spos�ob analityczny, jedynie rozwi�azanie jest numeryczne.

Proponowana metoda okazuje si�e efektywna w analizie wzrostu szczeliny zm�eczenio-
wej zar�owno w materiale jednorodnym, jak i bimateriale. Wyniki numeryczne wykaza ly
bardzo dobr�a zgodno�s�c zm�eczeniowej�scie_zki wzrostu szczeliny w por�ownaniu z wynikami
eksperymentu dla materia lu jednorodnego. Do tego celu wykorzystano sformu lowane w
pracy nowe, nielokalne kryterium energetyczne, okre�slaj �ace warunek i kierunek propa-
gacji szczeliny pod wp lywem monotonicznego oraz cyklicznego obci�a_zenia. Kryterium to
nazwanoMK { kryterium, kt �ore jako jedyne, w odr�o_znieniu od kryteri�ow dost�epnych w
literaturze, wykazuje zale_zno�s�c kierunku propagacji szczeliny od wielko�sci obci�a_zenia, czy
te_z po�srednio od d lugo�sci szczeliny. Kryterium bazuje na wprowadzonej dwu{wymiarowej
stre�e dekohezji, kt�orej towarzyszy strefa plastyczna. Wyniki por�ownano z eksperymen-
tami, wykazuj �ac zadowalaj�ac �a zgodno�s�c.

Dodatkowo na podstawie tego kryterium sformu lowano efektywne prawo przyrostu
szczeliny zm�eczeniowej, kt�ore zwi �azano ze zmianami iloczynu d lugo�sci strefy dekohezji
na kierunku p�ekni�ecia r oraz zmianami plastycznymi przed wierzcho lkiem szczeliny cha-
rakteryzowanymi poprzez postaciow�a cz�e�s�c g�esto�sci energii odkszta lcenia,TD . Relacj�e t�e
por�ownano z wynikami eksperymentu, wykazuj�ac bardzo dobr�a zgodno�s�c. Sprawdzono
r�ownie_z wiele innych proponowanych w literaturze wyra_ze�n na pr�edko�s�c wzrostu szcze-
liny zm�eczeniowej, jednak_ze ich zgodno�s�c z wynikami eksperyment�ow pozostawa la wiele
do _zyczenia.
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Rysunek 4.1. Przyk lady istniej �acych rozwi �aza�n funkcji Greena dla dyslokacji.

Nale_zy doda�c, _ze wykorzystywana metoda umo_zliwia symulacj�e rozwoju wielu osob-
nych szczelin, jak r�ownie_z ich rozga l�ezie�n, por. Rys. 4.2. Taka mo_zliwo�s�c wydaje si�e by�c
interesuj �aca w przypadku istnienia w interfejsie sieci defekt�ow w postaci szczelin, powsta-
 lych podczas tworzenia kompozytu.

Rysunek 4.2. Przyk lad mo_zliwo�sci metody.

Algorytm wykorzystywany w niniejszej pracy zosta l zaimplementowany w pakiecie
MatLab i jego kod �zr�od lowy liczy oko lo 2000 linii.



Dodatek

Transformacja uk ladu wsp �o lrz �ednych i pola napr �e_zenia Zgodnie z Rys. 4.3
mo_zna dokona�c nast�epuj �acych transformacji:

 y 

x 

x’ 

y’ 

V  

Rysunek 4.3.

�
x = x0sin� + y0cos�
y = � x0cos� + y0sin�

�
x0 = x sin� � y cos�
y0 = x cos� + y sin�

� 0
xx = � xx sin2 � + � yy cos2 � � 2� xy sin� cos�

� 0
yy = � xx cos2 � + � yy sin2 � + 2 � xy sin� cos�

� 0
xx = ( � xx � � yy ) sin � cos� + � xy (sin2 � � cos2 � )

Pole napr �e_zenia w otoczeniu okr �ag lej inkluzji i obci �a_zenia zewn�etrznego
W przypadku niesko�nczenie du_zej matrycy, w kt�orej umieszczono okr�ag l �a inkluzj �e i zale_z-
nej od 1-osiowego rozci�agania zadanego w niesko�nczono�sci sk ladowe tensora napr�e_zenia
wyra_zaj�a si�e w postaci [47]:

� rr = � 0
2

h
1 � 
R 2

r 2 +
�

1 � 2�R 2

r 2 � 3�R 2

r 4

�
cos 2�

i
;

� �� = � 0
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h
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R 2

r 2 �
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r 4

�
cos 2�

i
;

� r� = � � 0
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�
1 + �R 2

r 2 + 3�R 4

r 4

�
sin 2�;

(4.1)

gdzie

� = �
2(� 2 � � 1)
� 1 + � 1� 2

; 
 =
� 1(� 2 � 1) � � 2(� 1 � 1)

2� 1 + � 2(� 2 � 1)
; � =

� 2 � � 1

� 1 + � 1� 2
;
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138 Dodatek

� 0 � warto�s�c jednoosiowego napr�e_zenia w niesko�nczono�sci;

R � promie�n inkluzji ;

r; � � wsp�o lrz�edne biegunowe;

�; � � sta le spr�e_zyste:
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