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Oznaczenia i definicje

Definicja

Niech x € R", u:R" — R, niech G bedzie grupa Liego przeksztatcen
gtadkiej rozmaitosci M ze wspétrzednymi (x, u) oraz niech G oznacza
przedtuzenie dziatania grupy G na przestrzen zetéw odwzorowania u,
czyli (x, u, Uy ooy g).

a) Funkcje F(x, u) nazywamy niezmiennikiem grupy G gdy:

v<,a€G F(‘:O(X’ u)) = F(Xv u)'

b) Funkcje F(x, u, u..., u) nazywamy niezmiennikiem rézniczkowym
(rzedu m) grupy G jesli:
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Definicja, c.d.

c) Niech X = ¢/(x, u, Uy ooy )0y, + n(x, u, Uy ooy u)d, oznacza pole
wektorowe,
X oznacza przedtuzenie m — tego rzedu pola X na przestrzen zetéw

(x, u, U U, ..., g) i jest zadane formuta:
m . .
= USERREL
X X+p§:jl< Quy
gdzie wspétczynniki (- s3 zdefiniowane nastepujaco:

i1yeesip k
Cll = Dl'17...,fp(77) - qul""’XfP’Xik ° Di17...,ip(§ )?

sumowanie jest wzgledem k; (i, f,...,im) S3 ustalone,
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Majac generator infinitezymalny X grupy Liego G mozna korzystac
z infinitezymalnego kryterium niezmienniczosci:

XF(x,u,u,...;u) =0.

1 m

d) X nazywamy operatorem symetrii réwnania rézniczkowego
L(x, u, [ u) =0, jezeli zachodzi réwnosé
m

)m<L’L:0 =0
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Majac generator infinitezymalny X grupy Liego G mozna korzystac
z infinitezymalnego kryterium niezmienniczosci:

XF(x,u,u,...;u) =0.

1

d) X nazywamy operatorem symetrii réwnania rézniczkowego
L(x, u, [ u) =0, jezeli zachodzi réwnosé
m

)m<L’L:0 =0

Uwaga

Operatory symetrii danego réwnania rézniczkowego tworza algebre Liego
z mnozeniem zadanym przez komutator.
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1. Twierdzenie Tresse'a i teoriogrupowe wtasnosci nieliniowego réwnania

Schrodingera

a) Maksymalny (wzgledem ilosci elementéw) zbiér funkcjonalnie

niezaleznych niezmiennikéw rzedu r < m danej grupy Liego G nazywamy
baza niezmiennikéw rzedu m grupy G,

b) Q nazywamy operatorem niezmienniczego rézniczkowania, jesli
dla kazdego niezmiennika rézniczkowego F grupy G wyrazenie QF tez
jest niezmiennikiem rézniczkowym grupy G.

c) Ogdlnym niezmiennikiem rézniczkowym rzedu s grupy Liego G
nazywamy zbior wszystkich jej niezmiennikéw rézniczkowych od rzedu
zero do rzedu s wiacznie.
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Twierdzenie (Tresse, 1894)

Dla danej r—wymiarowej grupy Liego przeksztatcen G (r < +00),
dziatajacej na gfadkiej rozmaitosci M C R™! ze wspétrzednymi (x, u),

x € VCR" u:V — R istnieje skonczona baza funkcjonalnie
niezaleznych niezmiennikéw oraz istnieja operatory niezmienniczego
rézniczkowania @ takie, ze dowolny niezmiennik skoficzonego rzedu grupy
G moze by¢ otrzymany w skonczonej ilosci operacji funkcjonalnych oraz
niezmienniczych rézniczkowan niezmiennikéw bazowych.
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Lemat

Niech A bedzie algebra Liego grupy Liego G z tw. Tresse'a; niech
operatory X, = &, (x, u)0x + ny(x, u)0y for v=1,...,r beda bazowymi
elementami A oraz £'(x,u) = [&, ... &7, n(x,y) = [n1, -, me] T
WHtasnosci funkcjonalnej bazy niezmiennikéw z tw. Tresse’a sa
nastepujace:

1) Baza zawiera sie w ogdlnym niezmienniku rézniczkowym minimalnego
rzedu s > 1 takiego, ze:

r= rank |:£’(X’ u)? n(X7 u)? CII(X? u7 y)? b C”l"",i571(x7 u’ e u 1 )
il
2) Operatory niezmienniczego rézniczkowania s postaci:
k
Q = >\ (X7 u7 %’7 b y)DXk7

gdzie \ spetnia warunek:

X A= \Dy (&)
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Lemat

3) Jezeli grupa G dziata w przestrzeni n niezaleznych zmiennych oraz k
zaleznych zmiennych, to ilos¢ elementéw bazy rzedu m wyraza sie

wzorem:
R(m)=n+k- <n—;m) — Im,

gdzie ry, jest rzedem macierzy wspétczynnikéw m—tego przedtuzenia
operatorow X, .

4) Jezeli wszystkie niezmienniki rzedu s mozna otrzymac z niezmiennikéw
rzedu 0,1, ...,s — 1 w skoriczonej ilosci operacji funkcjonalnych i
niezmienniczych rézniczkowan to baza niezmiennikéw z tw. Tresse’a
zawiera sie w ogdlnym niezmienniku rézniczkowym rzedu s — 1.
Analogiczna wfasnos¢ zachodzi dla niezmiennikéw nizszych rzeddw.

5) Funkcjonalna baza niezmiennikéw grupy G z tw. Tresse'a wraz z
operatorami niezmienniczego rézniczkowania jednoznacznie wyznaczaja

grupe G.
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Przyktad

X = xcosa— ysina
Rozwazmy grupe obrotéw w R3: { y = xsina+ ycosa ,
u=u
z generatorem infinitezymalnym X = —y0y + x0,.

Operatory niezmienniczego rézniczkowania maja postac:
Q= UxDx+UyDy, Q> :_uny+uny-

Niezmienniki rzedu zerowego spetniaja réwnanie Xw = 0 i s3 to
wyrazenia:
2 2
W1 = U, wo2 =X~ +y

%(: —y0x + x0y — u, 0y, + Ux0y,

Weszystkie niezmienniki pierwszego rzedu mozna otrzymac z czterech
elementéw:

1
u, X* +y?, uf + u) = Qu(wor), xuy + yu, = EQl(woz)
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Algebra symetrii nieliniowego réwnania Schrodingera i jej niezmienniki rézniczkowe

Rozwazmy nieliniowe réwnanie Schrodingera w postaci:
i'(/)t + 1pxx + W(|¢|) . ¢ = 07

gdzie x € R! a W jest dowolna gtadka funkcja,a |1]? = ¢1p*
Bazowe elementy algebry symetrii tego réwnania s3 postaci:

Xi=0, Xo=0k Xo=y0u—Y 0y, Xe= tOtzx(¥0y—1pdye)
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Algebra symetrii nieliniowego réwnania Schrodingera i jej niezmienniki rézniczkowe

Rozwazmy nieliniowe réwnanie Schrodingera w postaci:
i'(/)t + 1pxx + W(|¢|) . ¢ = 07

gdzie x € R! a W jest dowolna gtadka funkcja,a |1]? = ¢1p*
Bazowe elementy algebry symetrii tego réwnania s3 postaci:

Xi=0, Xo=0k Xo=y0u—Y 0y, Xe= tOtzx(¥0y—1pdye)

z relacjami komutacyjnymi:

[X17X2] = 07 [XlaX3] = Oa [X17X4] = X2a [X27X3] = 07

i
[Xe, Xal = 5%, [Xs,Xa] = 0.
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Niezmiennikiem rzedu zerowego jest: wg = ¥p* = |3)|2.

Niezmienniki rzedu pierwszego znajdujemy catkujac uktad réwnan
charakterystycznych dla operatora X; i zapisujac rozwigzania w postaci
niezmienniczej wzgledem Xj:

w1=% Y Wy = wt—ﬂ(wx>2 w3 = wt—i— <1/)*>
A (g /) (e P
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Niezmiennikiem rzedu zerowego jest: wg = ¥p* = |3)|2.

Niezmienniki rzedu pierwszego znajdujemy catkujac uktad réwnan
charakterystycznych dla operatora X; i zapisujac rozwigzania w postaci
niezmienniczej wzgledem Xj:

* 2 * %\ 2

Zauwazmy, ze w;, i =0,1,2,3 s3 funkcjonalnie niezalezne (nad R).
Ponadto macierz wspétczynnikéw pierwszego przedtuzenia operatoréw
X1, ..., Xq ma rzad 4. Stad jest to maksymalny uktad niezmiennikéw
pierwszego rzedu tej algebry.

Ogdlny niezmiennik rézniczkowy drugiego rzedu tej algebry ma 10
elementéw bazowych, sposréd ktérych w; for i =0,1,2,3 s3 rzedu
nizszego niz drugi a pozostate szeS¢ zawiera pochodne rzedu drugiego.
Wyznaczamy operatory niezmienniczego rézniczkowania @1, Q>
korzystajac z tw. Tresse'a.
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Uktad réwnan dla operatora X; ma postac:

1 1
A o 1 2 1 A 0
=\ -D; + A% - D, ,  tzn.
0 0 )\% 0
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Uktad réwnan dla operatora X; ma postac:

Al " 1 1 Al 0
X - =\ D; , tzn. = 5
21 [\? 0 0 A2 0

Otrzymujemy, ze A, A2 nie zaleza od t. Analogicznie, z réwnania dla X
mamy, ze nie zaleza one od x. Zatem w ukfadzie dla X3, X; bierzemy

)\i(¢7¢*7¢t,¢?,¢X7¢;)5

4 N2 D,

AL AL AL AL AL AL, 0

P * Pp* K P * P} * vr |
ol [ e B e e ] e b =
. )\1 . )\1 . )\]_ . . Al
i i . i . i i b
XV Lg]—zw : A%* +(2xwt—wx>- Ag +(2w+2xwx>-b;;] -

—(wat+¢x>- 2. _(2¢ +2”/’x>' 2.

[
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Rozwiazujac ten uktad mamy:
)\1 5 w,l/}*
W) iy — )]

=L

Stad operatory niezmienniczego rézniczkowania sg postaci:

Ql = Dx; Q2 :¢¢*Dt+/(¢¢; _wxw*)Dx~
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Rozwiazujac ten uktad mamy:
Al 0 Al Py*
SERE W) iy — )]
Stad operatory niezmienniczego rézniczkowania sg postaci:

Ql = Dx; Q2 :¢¢*Dt+/(¢¢: _wxw*)Dx~

Zauwazmy, ze wspotczynniki w tych operatorach s3 rzeczywiste. Zatem

wyrazenia 3
WFDX(%):%_% o =T
(0 p o2 Tt
¢x * wtxd) B ¢x¢t . * * wxx w>2<
ws = Q <1/)> =Yy (7/)2) +i(hx —xp™)- (1/} — ¢2> ;

ws =Ws, we= Q(w2), wg= Q(w2)

sa niezmiennikami rézniczkowymi drugiego rzedu tej algebry.
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Niezmienniki wg,wj, k =4,5,6 sa funkcjonalnie niezalezne (nad R) i
tworza baze ogdlnego niezmiennika drugiego rzedu. Dalej mozna pokazaé,
ze niezmienniki w;, i =0,1,2, 3 oraz operatory @1, Q> wystarczaja, aby
wyznaczy¢ wszystkie niezmienniki drugiego rzedu. Mozna tez
skonstruowac nieliniowe réwnanie Schrodingera z otrzymanych
niezmiennikéw. W tym celu zbudujmy pomocniczy niezmiennik Q:

-wt wxx

Q:IW2+U)4:IE+?
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Niezmienniki wg,wj, k =4,5,6 sa funkcjonalnie niezalezne (nad R) i
tworza baze ogdlnego niezmiennika drugiego rzedu. Dalej mozna pokazaé,
ze niezmienniki w;, i =0,1,2, 3 oraz operatory @1, Q> wystarczaja, aby
wyznaczy¢ wszystkie niezmienniki drugiego rzedu. Mozna tez
skonstruowac nieliniowe réwnanie Schrodingera z otrzymanych
niezmiennikéw. W tym celu zbudujmy pomocniczy niezmiennik Q:

. wt wXX
Q=i wr+ws=i—+ =,
vy
Bierzemy niezmiennicze réwnanie:
Q= F(WO),

gdzie F jest dowolna funkcja. Wtedy mamy

.djt wxx 2
L X F .
i+ = FllP)

Mnozac to wyrazenie przez ¢ i podstawiajac F(|¢|?) = —W(|¢|)
otrzymujemy badane réwnanie Schrodingera i) + e + W([20]) -1 = 0.
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Szczegdlny przypadek

Rozwazmy nieliniowe réwnanie Schrodingera postaci:
iqpt + 1pxx + |’(/}|21/] =0.
Jest ono niezmiennicze wzgledem pieciowymiarowej algebry Liego
symetrii:
X1=0;, Xo=0x, Xz= ’(/}81/1 - Wkaw’w
i
Xy = tOx + EX(’QlJaw = ’(ﬁ*aw*), X5 = 2t0; + x0x — w&/, = zb*&w

gdzie ¥* jest sprzezeniem zespolonym funkcji ¢ oraz i* = [1|2.
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R(0) = 242- (2 er 0) “4-0, R(l)=2+2 <2 JQF 1) 5-3, R(2)=9

oo B Y ,._< x >2, = <w* )
[l " [l RN R Tl

(wqul} ¢2) (-‘-)Z = Wy,

e wwz
R = 1/er¢ - d)x'(/)t + (1/)@ - d)xd)*) <’l/)xx _ 1/)2> w* =T
° 392 5] o g2 5™

We = ﬁ ’ [¢¢* : Dt(Q) + ’(7/“/’: - 7/&7/}*) ’ DX(Q)]v wg = We




Operatory niezmienniczego rézniczkowania s3 postaci:

1 1 i(p; — Yxp™)
=~ D, Q=D+ )
P W i W

okazuje sig, ze wszystkie niezmienniki rézniczkowe drugiego rzedu mozna
otrzymac z niezmiennikdéw pierwszego rzedu.
Niezmiennicza posta¢ rozwazanego réwnania Schrédingera to:

Ql Dx

iwp, +ws +1=0
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Operatory niezmienniczego rézniczkowania s3 postaci:

=_D, = D4 ~x XV
[l 4] |]*

okazuje sig, ze wszystkie niezmienniki rézniczkowe drugiego rzedu mozna

otrzymac z niezmiennikdéw pierwszego rzedu.

Niezmiennicza posta¢ rozwazanego réwnania Schrédingera to:

Ql Dx

iwp, +ws +1=0

Whiosek

Nieliniowe réwnanie Schrodingera nie jest bazowym niezmiennikiem
swojej grupy Liego symetrii punktowe;.
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2.Przeksztatcenia réwnowaznosci rodziny réwnan rézniczkowych Riccatiego

Rozwazmy rodzine réwnan rézniczkowych Riccatiego ze zmiennymi
wspbétczynnikami a(x), b(x), c(x):

y' = a(x)y? + b(x)y + ¢(x). (1)

Przeksztatceniem réwnowaznosci rodziny réwnan Riccatiego (1)
nazywamy nieosobliwg zamiane zmiennych

x=a(x,y), y = B(x,y), (2)
zachowujaca zbidr
Qr=1{y' = a(x)y* + b(x)y + c(x) : y,a,b,c:V =R, VCR}, (3)
tzn. przeksztatcajaca kazde réwnanie y’ = a(x)y? + b(x)y + c(x) € Qg
w réwnanie _ D e e
y'=3(x)y* + b(x)y +¢(X) € Qr, (4)

gdzie funkcje 3, E,E moga by¢ rézne od a, b, c.
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Twierdzenie

Algebra Liego A grupy Liego Gr ma bazowe elementy postaci
X = A(x)0x + (B(x)y? = C(x)y + D(x))d,+
+((C(x) — A'(x))a+ B(x)b+ B'(x)) 0.+
+(2B(x)c — 2D(x)a — A'(x)b — C'(x))Op+
+(D'(x) = D(x)b — (A'(x) + C(x))c) e,

gdzie A(x), B(x), C(x), D(x) sa dowolnymi gtadkimi funkcjami zmiennej
X.
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Twierdzenie

Algebra Liego A grupy Liego Gr ma bazowe elementy postaci
X = A(x)0x + (B(x)y? = C(x)y + D(x))d,+
+((C(x) — A'(x))a+ B(x)b+ B'(x)) 0.+
+(2B(x)c — 2D(x)a — A'(x)b — C'(x))Op+
+(D'(x) = D(x)b — (A'(x) + C(x))c) e,

gdzie A(x), B(x), C(x), D(x) sa dowolnymi gtadkimi funkcjami zmiennej
X.

Przeksztatcenia grupowe, generowane przez
Xa=A0—Aad,—Abd,— Acd.dla B=C =D =0 s3 postaci

{; = A1e + A(x)) = a(x),

y=y,
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Dla Xg = By?d, + (Bb+ B')d, + 2Bc 9y, (A= C = D = 0) mamy

X = X,
-y
1—eB(x)y’

<

Dla X¢ = —Cy0, + Cad, — C'0p — Cc O, (A= B = D = 0) mamy
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Niezmienniki przeksztatcen réwnowaznosci rodziny réwnan Riccatiego

Ze wzgledu na to, ze niezmienniki catej grupy Gg nie istnieja,
wyznaczamy niezmienniki pewnych podgrup grupy Gg.
W szczegdlnosci podgrup generowanych przez operatory Xa, Xg, Xc, Xp.
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T. Cayzycki

Baza Bazowe niezmienniki Niezmiennicze
podalgebry || ze zmienng y [ ze zmiennymi a, b, ¢ (bez x, y) rézniczkowanie
5 y b ¢ Ip,
a’ a a
7
Xz b1 ¢, 2ac — Sb? — b + b D,
2c y 2 c
U
Xc ay ac, % +b Dy
1 p i
Xp LIpY a, 2ac— b+ b — bT Dy
a 2 a
b 1 2a  b°  bc—bc’ 1
Xa, X, 24z 2,2 bemoe 2D,
(Xa, Xg) 2c y 2c? c3 c
2 / /
ay 1 a c 1
(Xa, Xc) ( == b> Dx
c VAL NG V/lac|
b c b ba—bd 1
Xa, X - +2 2— — — =Dy
(Xa, Xp) tey a 2a? + ad
2 ! 1’ 72
Xe, Xc) | £ +b- % b2 — dac +2b' — 27+3L —2% D,
/ / / 2 ba
(Xc, Xp) || 2ay +b+ = | b —4ac—2b—2—+3—+2— D

O pewnych zastosowaniach[3pt] analizy teoriogrupowej[3pt] do réwnan rézniczkowych drugiego rzedu



Przyktad - badanie réwnowaznosci réwnan Riccatiego

Zbadamy réwnowazno$¢ nastepujacych réwnan
Y =y =22y +x* +2x+ 4, 72/ =3t22% —6t°z + 3t + 61° + 1212

W tym celu poréwnujemy niezmienniki poszczegdlnych podgrup grupy
Ggr, poczynajac od transformacji zawierajacych jedng dowolna funkgcje.
Poniewaz funkcje a,c, ac nie s3 niezmiennikami wnioskujemy, ze w tym
przypadku nie wystarcza przeksztatcenia generowane przez Xg, Xc, Xp.
Nastepnie badamy niezmienniki przeksztatcen generowanych przez Xu
oraz ich niezmiennicze kombinacje dla pierwszego réwnania.

by a
wip=— = -2x2, wp=—=x"4+2x+4.
ai ai

Niezmienniki powyzsze zaleza od x, wiec wyznaczamy ich niezmiennicze
kombinacje.

T. Cayzycki
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Przyktad cd.

+ 4, wiec

2
oraz wyp = < 42 “j—g

Poniewaz x = ‘%

niezmiennicza kombinacja jest funkcja

&1 (w11, wi2) = wip — —= —

Z drugiego réwnania otrzymujemy semi—niezmienniki

@
w21:@:—2t6, wp=—==t2+4+2:3+4
az a2

oraz niezmiennicza kombinacje

¢2(w21,w22) =Wy — —— =t 423 44— t1? - 216 = 4.
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Przyktad cd.

Niezmiennicze kombinacje zbudowane z bazowych niezmiennikéw tej
podgrupy s3 identyczne. Ponadto przeksztatcenia réwnowaznosci
badanych réwnan zadaje pewna zamiana zmiennej niezaleznej, ktéra
wyznaczymy przy uzyciu niezmiennikdéw zawierajacych te zmienna.

Bezposrednim rachunkiem przekonujemy sig, ze taka zamiana zmiennej x
przeksztatca jedno réwnanie w drugie.
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